
CRC PR ESS
Boca Raton   London   New York   Washington, D.C.

H A N D B O O K  O F

GRAPH THEORY
EDITED BY

JONATHAN L. GROSS
JAY YELLEN

DISCRETE MATHEMATICS AND ITS APPLICATIONS
Series Editor KENNETH H. ROSEN

                       



Charles J. Colbourn and Jeffrey H. Dinitz, The CRC Handbook of Combinatorial Designs

Charalambos A. Charalambides, Enumerative Combinatorics

Steven Furino, Ying Miao, and Jianxing Yin, Frames and Resolvable Designs: Uses, 
Constructions, and Existence

Randy Goldberg and Lance Riek, A Practical Handbook of Speech Coders

Jacob E. Goodman and Joseph O’Rourke, Handbook of Discrete and Computational Geometry

Jonathan L. Gross and Jay Yellen, Graph Theory and Its Applications

Jonathan L. Gross and Jay Yellen, Handbook of Graph Theory

Darrel R. Hankerson, Greg A. Harris, and Peter D. Johnson, Introduction to Information 
Theory and Data Compression

Daryl D. Harms, Miroslav Kraetzl, Charles J. Colbourn, and John S. Devitt, Network Reliability:
Experiments with a Symbolic Algebra Environment

David M. Jackson and Terry I. Visentin, An Atlas of Smaller Maps in Orientable and 
Nonorientable Surfaces

Richard E. Klima, Ernest Stitzinger, and Neil P. Sigmon, Abstract Algebra Applications
with Maple

Patrick Knupp and Kambiz Salari, Verification of Computer Codes in Computational Science
and Engineering

Donald L. Kreher and Douglas R. Stinson, Combinatorial Algorithms: Generation Enumeration
and Search

Charles C. Lindner and Christopher A. Rodgers, Design Theory

Alfred J. Menezes, Paul C. van Oorschot, and Scott A. Vanstone, Handbook of Applied 
Cryptography

Richard A. Mollin, Algebraic Number Theory

Richard A. Mollin, Fundamental Number Theory with Applications

Richard A. Mollin, An Introduction to Crytography
Richard A. Mollin, Quadratics

Series Editor

Kenneth H. Rosen, Ph.D.
AT&T Laboratories

Middletown, New Jersey

and

DISCRETE
MATHEMATICS
ITS APPLICATIONS

                       



Continued Titles

Richard A. Mollin, RSA and Public-Key Cryptography

Kenneth H. Rosen, Handbook of Discrete and Combinatorial Mathematics

Douglas R. Shier and K.T. Wallenius, Applied Mathematical Modeling: A Multidisciplinary 
Approach

Douglas R. Stinson, Cryptography: Theory and Practice, Second Edition

Roberto Togneri and Christopher J. deSilva, Fundamentals of Information Theory and
Coding Design

Lawrence C. Washington, Elliptic Curves: Number Theory and Cryptography

                       



        

8522 disclaimer.fm  Page 1  Tuesday, November 4, 2003  12:31 PM

                   
This book contains information obtained from authentic and highly regarded sources. Reprinted material is quoted with
permission, and sources are indicated. A wide variety of references are listed. Reasonable efforts have been made to publish
reliable data and information, but the author and the publisher cannot assume responsibility for the validity of all materials
or for the consequences of their use.

Neither this book nor any part may be reproduced or transmitted in any form or by any means, electronic or mechanical,
including photocopying, microÞlming, and recording, or by any information storage or retrieval system, without prior
permission in writing from the publisher.

All rights reserved.  Authorization to photocopy items for internal or personal use, or the personal or internal use of speciÞc
clients, may be granted by CRC Press LLC, provided that $1.50 per page photocopied is paid directly to Copyright Clearance
Center, 222 Rosewood Drive, Danvers, MA 01923 USA.  The fee code for users of the Transactional Reporting Service is
ISBN 1-58488-090-2/04/$0.00+$1.50.  The fee is subject to change without notice.  For organizations that have been granted
a photocopy license by the CCC, a separate system of payment has been arranged.

The consent of CRC Press LLC does not extend to copying for general distribution, for promotion, for creating new works,
or for resale. SpeciÞc permission must be obtained in writing from CRC Press LLC for such copying.

Direct all inquiries to CRC Press LLC, 2000 N.W. Corporate Blvd., Boca Raton, Florida 33431. 

Trademark Notice: Product or corporate names may be trademarks or registered trademarks, and are used only for
identiÞcation and explanation, without intent to infringe.

Visit the CRC Press Web site at www.crcpress.com

                        

No claim to original U.S. Government works
International Standard Book Number 1-58488-090-2

Library of Congress Card Number 2003065270
Printed in the United States of America  1  2  3  4  5  6  7  8  9  0

Printed on acid-free paper

Library of Congress Cataloging-in-Publication Data

Handbook of graph theory / editors-in-chief, Jonathan L. Gross, Jay Yellen. 
p. cm. � (Discrete mathematics and its applications) 

 Includes bibliographical references and index.
 ISBN 1-58488-090-2 (alk. paper)
  1. Graph theory�Handbooks, manuals, etc. I. Gross, Jonathan L. II. Yellen, Jay. 

    QA166.H36 2003
    511'.5�dc22 2003065270
    



PREFACE
���� ��� 	�� ����� ��	��� ��	� ������ �	� ���� ��� �� ��� ���� �	��
� �������

	��	� �� �	����	����� ����� ����� ���� ��	� ������ �������� 	 ����� �	��  �
�����
	��� �
	���!�� 	� ��	� ������ �� ���� ������	� 	�� ��� ��� 	�� ���	��� ���� ����
��	� ������ 	��� �	�� ����  �
����� �	�� ��	��

"��� 
������ �� �������� �� ������ 	� ������������ 	 ���� �� ��	� ������
	� �� ��	���
� �� 	 ����
� ��
 ��� "�� �� ������� ���� �� ���� ��
 �� ��

������
� �����
���� ���	� 	� � �� 	� ��# �� ���� �� ��� ������� 	��	� �� ��	� ������� ���
 ����
	
��������� 	�� �����$	���� 	��	���� �� ��	� ������ 	� ��

 	� % ��& ��	� �������

Format

'� ����� �� 	������ ���� (��� �� ����������������� �� ��	

����� � � ������� ����
�� �������� ����� �)������� ���� �� 	 �	�� ����� � �� 	������� �� ��� ��	������������
���
� �� ���� ��� ������� ����� ���	��$�� * ��( 	��������
��� ��� ��� �����)���� +�
��	�( ��� ������� ���� ��� ��������� �� ��

 �� ���� ��	

�����

"�� �� ��	���� �� ��� 
������ 	�� ���	��$�� ���� ,- ��������� +����� �	��
�������� �����	
 �	.�� ����� 	�� ��������� /�� �	�� ����� ����� 	�� 
���� �� ��� �������	

��!������� 	�� �	���� 	����	���� �� �)	�
��� �	�
��� ���	�(�� 	�� �� ���� �	����
���.��� ��� 	�� ��� ���
���� 0� ��� ��� �� �	�� ������� �� 	 ���
����	�� �� ����������
���� ������
� �� ��	� �������� '� �	�� �	���� ����� ���
����	���� 	�� �����	
 	��� 
����
�������� �)������� � ���� �� ��� ����	��� 
����	� �� 	�� ������� �� ������	���

'� ����� ��	� �������� �� ��	���	�
� ��
������	����� �� ���� �	��� ������� ���� ��
���
 �� ���� ��!������� ��	� �	� �	�� 	�	��� �� �	�
��� ��������� 1	�� ������� ���
�	� 	�(�� �� ���
 �� 	 �
���	�� ���� ��� �� ��� �������� "���� ������� �
���	���� ����
�
����� �� ��� ������� ���� �� ��	��� �
���	�����

Terminology and Notations

2�	� ������ �	� 	���	���� �	����	����	�� 	�� ���������� ���� ������� �����
����
	��� 	��������
�� �� �
����� 3	�� � ����4 ���� 	 ��
����	���� �� �������
��� 	�� ���	�
������ ����� ��� 
������ ��.������ �� �� � ���� ����� ��� ������ ����� �)������ ��
�
�������� ������ �� ����� ����� �� � ����� �� ��	� ������� �� 	�(�� � � ������� ����
�� ��
� ���	�� ��� �����	
  �	�� �� ��� �	����	���	
 ���� ����� �	���� ��	� ��	����
������
� ������ ��� ������ �� ����� ����	
������ 5 � ��  ������	�� ��� ��	� ������ 
���
��	� ��� �� ��
� �� 	���� ��� 
��	�� �� �������� 0� �������� �� ����� �� ����(� 	 �	
	���
������� ��������� ��� ���	���� 	�� �������
��� ��	� ���
��� ���� �	�� 	��	6� ����
������� 	�� � � ������ ���	�� 	 ���������  ������ ���� �� �	����	
�

����  ��������� ��  �	�� �	�� �	��
�� '� �����	
� ��� ���� ����� ��  ��� ���
 ����
�
�� ����� �� ��	�� ���� �������� ����� 	��7�� �� ��	�� ���� � 
�������� 	�� ��
��
����
'� ���� ��������� � ������� 	 ��	� 	�� � 	�� � ������ ��� �����)� 	�� ����������
���������
��

8������� ���� ����� 	��  ��� ��������
� �� �������� ��	� ������ ���� �������
/�� ����	���� �� 	� 	
����	�� ��	� ��������� 	 ������ ����� �� ���
�� ���������� 	��
 ���������� 	�� �� 	 ���
����	
 ��	� ��������� �� �	� �� �������������� �����
�
��������� 	�� �	�� � 
�������� 	��7�� ��
��
���� "� ���� ��	� ���������� 	 	�
��� ��
	 ���
��� � ���	�� �	)��	
  ���� ��� ���
 ����� 	�� �� ������ �	)��	
��� �� ���
��* �����

                       



����������� �� ���	���� �	� 	
�� ���
��	���� '� ��	� ��
������ ��� 2���( 
�����
� ������� ��� �����	��� � ����� 	�� �� 	� 	
����	�� ���
������ �� ��	�� ��� � 
��
��	�	����������

9���� ���	����� �������
��� 	�� ���	���� ���� 	���� �� �	(� �)
���� � �� ������
����� 	�� ������� ������ ��������	��� ���	����
����

:����������� ��� ��Æ� 
�� �� 	��������  ��������� �� ��� ����������6 ���	��������
������� ������
��� �� ���� �� 
	�� ������ 	�� ����	� ������ 	��7�� � ����� * ��
�	���� �	�(�� ;�

��6� ���������� �� ���� ��� � ����� ���� ��� �)���	���� �� ����������
���������� ����������� ��	���� �� ��� �� 2���� �� ����� ��)� ��.����

Feedback

"� ���  �	��� 	�� �� ������ �����	�( 	�� ���	�	 ������� ����� ��� �������
��������������������������� 	�� ���� ��

�� ��� 
��(� �� ��� ���	�� ��� ���� 
����
����

Acknowledgements

+� �� 
� 
�(� �� ��	�( 5�� ����� �� ��� <���� ��� ��� ������ �� ���� ��	�� 	��
	������ � ���� ��� ����	���� ����� 	�� �� ��	�( 8�
��	 �����	�� ��� =	�	��� ��
1������	
 <��.��� >���
����� 	� ���� ��� ��� ��
� 
 � ��� � ���� ��� !�	
 ������
��	�� +� �� 
� 	
�� 
�(� �� ��	�( ����� =	 ���� ��� ��� ��
� ������� ��� 	 �������
�� ��� 
������� � � 	
�� ������ �
� �������  � ���� �������	
 	�����	��� 	� �	��� �
��	��� �� ��� ��.����

?��	��	� 2���� 	�� ?	� ;�

��

                       



?��	��	� �����	��� ���� ���( �� 0	���� ?������ ?���� ���	� 	�� 0
��	�

?	� �����	��� ���� ���( �� 5����� 	�� "	�	�

                       



About the Editors
?��	��	� 2���� �� <�������� �� ��� ��� ������� 	� ��
 ��

��	 :���������� 8�� ����	��� �� ���
���� ��	� ������� 	��

� 
� �	
 ���������� �	� �	���� ��� 	� 0
���� <� �
�	� /�

���

���� 	� '5= <���������	
 /�

������ 	�� �	��� � ����	���

��	��� ���� ��� �Æ�� �� 9	�	
 ����	���� ��� 9	����	
 ����

���� /� ��	����� 	�� ��� � ���

 �	�� /� ��	�����

<�������� 2���� �	� ���	��� 	�� ��
������ � ���� � �����	���

����
����� ����� �� ���� ��� 5�

 @	���	������ 	�� ��� '5=�

"���� ���
 �� �	����	���	
 ������� ��� ������	��� ��	
 �

	���� 	� ��� 	��	���� 
���
 	�� ��� ����
���� �� �	�
� �����

�	�� 	� 	 �	��� 
���
� 8� �	� �������� �����	
 	�	��� ��� � ��

��	����� ��	����� 	� ��
 ���	 :���������� ���
 ���� ��� �	���� 2��	� "�	���� 0�	��

���� ��� ������� �� ��
 ���	 2�	� 	���� 8� 	�	�� �� ��� ��
 ���	 A���� 9�����(

	�� �� ��� ����� ������( �� ��� 9	����	
 "�����
����	
 :����������

8�� ����� � ���(� ���
 �� ����� ������ ��� ��	 �����������	� ��	 ������ ���� ?	�

;�

��� 	�� ����������� ����� ������� ��	 ������ ���� "���	� +� " �(��� 0������

����� � ���(� ���	�����  ������� ��	 ������ ���� ����� �	����� ������ ��� ������(�

��������� ���
� ��� ��	� ���� �����
����	
 �������	�

<���� �� ��
 ���	 :���������� <�������� 2���� �	� �� ��� =	����	���� >�	������ 	�

<�������� :���������� 8��  ������	� 	�� ���( �	� 	� =�'�"�� 	�� �� ����� ��� <��>�

������ �� B����������	
 ���
��� 	� >	���� �� ��

����

?	� ;�

�� �� 0�����	�� <�������� �� =	����	���	
 ��������

	� ��

��� ��

���� 8� �������� ��� 5��� 	�� =��� �� =	���

��	���� 	� <�
�������� :��������� �� 9�� ;��( 	�� ��� ���

������	
 ���( �� !���� ���  ������ 	� ��
��	�� ��	�� :���

�������� >�� ;�

�� �	� �	� ��� 
	� �	� 
�� 	��������� 	�

0

������ ��

���� ��	�� :��������� �� 9�� ;��( 	� /������	�

	�� /
����	 '����� �� �� "�����
���� ����� �� �	� ��	�� ��

���	����� ����	��� ���� ���, �� ����� 8� �	� �	� ������

��� 	��������� 	� 1���� :���������� 2�����	 '����� �� ��

"�����
���� 	�� ��
 ���	 :����������

'� 	������� �� ��� ���( ����� ������ ��� ��	 �����������	�

��	 ������ ���� ?��	��	� @� 2����� �� �	� ������� �	� ������  ��� 	� '5= ��� ���

�� ���� �� �������� �	����	���� ������ ��� <�����
�� �� ��� ��� ������� ������ 	�� �	�

������� ��� ��� �������� �� ��� 
������ �! "�	����� ���  ����������� ����������	�

8� 	
�� �	� �������� 	�� ���� ���� �����	
 � ���� ���(���� �� ���	���� ���
���

��
���� ��� ������	��������
 �	����	���� ��	������ ����� ���� � ���� �� ��� 9	����	


������� /� ��	���� 	�� 9�� ;��( ��	��� '� 0��
 C��� �� �������� 	 �� ����6� ������

<�������� 	�	�� 	� ��

��� ��

����

>�� ;�

�� �	�  �
����� ����	��� 	����
�� �� ��	�	���� ������ �� !���� ��� �� ��	�

������� ����������� ����� 
���� 	�� �����	�
���� 8�� � ����� ����	��� ��������� ���
 ��

��	� ������� �������� �����$	����� 	�� ��	� 	
�������� ��� �����	�� ������� 	�� �� ���

�����	�
����

                       



CONTRIBUTORS

0
���� A� 0��

 ������ #�����	���

5��	� 0
�	��

#�����	��� �! ������$  �����

>	� 0�����	���

#�����	��� �! %������

@���

 +� 5����(�

&����� #�����	��� �� '��� (����

5D�
	 5�

��D	�

#�����	��� �! ������	

�������  ������$  �������$ #)

�� 5� 5����

#�����	��� �! ������

������ �� 5����	�

#�����	��� �!  ������ '������

1�� �� 5 �(�

#�����	��� �! *���������$ #)

2	�� ��	���	��

(�	���� �������� #�����	���

?�	��� ����

��+�	 �,� #�����	���

�	��
 >�������� 

#��� �! ���� -.� /�����0�1$ �����

0� E� >������

#�����	��� �! (�������$  �����

>�����* � �� +���	

23���� &���������4�� '2��2�����

�� .��	����$ /���0������

=���	�
 >���

#�����	��� �! �������$  �����

?��� /F	����	

��������� #�����	��� �!  ��������$ /����

�	
� /	 ����

#�����	��� �! ������	

'���� /�������

#�����	��� �! ���� -��� %������1$ �����

=�� �
 0���
 /��


��������� #�����	��� �!  ��������$ /����

@��	 /
�������

�5�

 ������� ������ #�����	���

8������ /
��������

��������� #�����	��� �! %�����$ ��	����

0
	� /���$�

 ������� ������ #�����	���

8	��
� 9� 2	���

#�����	��� �!  �������

=	�( 2�
�����

���		����� &���������� ��	������

���	
� ?� 2� 
�

3���� #�����	���

?��	��	� @� 2����

 ������ #�����	���

2������ 2 ���

����� 
�������$ #�����	��� �! .�����$ #)

"����	 +� 8	����

3�	� �����		�� /���� #�����	���

=���	�
 0� 8������

#�����	��� �! *����$ /���� �!����

2� ��� /� '�	
�	��

#�����	��� �! ���� -��� %������1$ �����

?����� E�������

#�����	��� �! /�����$ ��	������

                       



?���� @	 ��

#�����	��� �! �����$ �����

2� ��� @����	

#�����	��� �! &������$ �����

������ 5� =	 ���

/���������  ������

/� �� =�=�����

�������	 ��	������ �! ����������

<�	(	�� =����	��	��

#�����	��� �! &���	����

����	 9��	��

6������� *������� #�����	���$ 7����

A
	����� 9�(������

#�����	��� �! ������	

?	��� �)
��

.���	���� /���� #�����	���

�� 2	�� <	�(��

������� ��	������ �! ����������

"��	G$ <��	��(�

#�����	��� �! .8��8���$ /�������

=���	�
 <
 ����

%�������� #�����	���

<����G$ <���G���(

#�����	��� �! .8��8���$ /�������

E� 5� ����

 ���!����� /���� #�����	��� /�� �����	

>� �
	� �� �����

 ���	�� #�����	���

>	��� �������@���

��		����	���	 ��	������ �! ����������

�
����� �����

 ������ #�����	���

<	 
 E� ����(�����

 ������ �! (������ ��� ����

������� "	�	���	

5���� #�����	���

E�����	��	� %E"& "� 
	���	�	�

#�����	��� �! 9�������

�� 0� "����

������� ��	������ �! ����������

0
	� " �(��

/���� #�����	��� �! *�� 6��� /���� 5����

"���	� +� " �(��

 ������ #�����	���

H��
� " $	


�������� ������� �! /������	

#�����	��� �! %�	0��2��$ 
������

0����� A����

#�����	��� �! '������

=	�( 1� +	�(���

/�����	� #�����	���

0��� � "� +����

(�	���� �������� #�����	���

����� ?� +�
���

��� 9��� #�����	���$ #)

9����
	� +���	
�

#�����	��� �! (�������$  �����

?	� ;�

��

������	  ������

<��� H�	��

(�	���� �������� #�����	���

                       



CONTENTS

Preface

1. INTRODUCTION to GRAPHS 1
��� ��������	�
� � ����� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� �������� �� �	�

 ��� ��� �����

��� ����
��� � ������ ��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ������ �� �������

��� ���	��� � ����� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ����� �� ���
��

�
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

2. GRAPH REPRESENTATION 56
��� �����	�� ��������	�	��� � ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

� ���	�� �� ���

��� ��� ����� !���������� "��#
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $%

� ��	� ������	�

��� ��� ��&���	��&	��� "��#
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �

� ��
�� ���	�

��' ��&����(�
� ����	��&	�� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� ��	��� �� ��	� ��	��	� ��� �� ��  �!��

�
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

3. DIRECTED GRAPHS 126
��� )���& ������� *���
� ��� "�����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� 

� ��� �����

��� ����&	�� +&�&
�& ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'�

� "��#��� �� ���	�	

��� ���������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��$

� $� �� ����

�
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%�

4. CONNECTIVITY and TRAVERSABILITY 193
'�� �����&	�(�	�, "�����	��� ��� -	��&	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��'

� ��
�# %&��	��� ��� ������ ����� %���

'�� .�
����� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��'

� '�	��	� %���
(���	

'�� ������� "��	��� "��#
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� 

� �� ��	� ��	��	

'�' ��)���/� ������ ��� -�0���&�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� �� $� )������

'�� ����
	����� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$�

� ������ �� �����

'�$ ���(�
��� -�
����� "��#
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� �	���	� �����

'� ���	��� ����&� �� �����&	�(�	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� ��
�# %&��	��� ��� ������ ����� %���

�
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

                       



5. COLORINGS and RELATED TOPICS 340
��� ����� ��
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'�

� *
���  �+�

��� ���	��� ����&� �� ����� ��
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$�

� *
���  �+�

��� !���������	 -�	� ��� �
�0��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%�

� �	���	� �����

��' ��&	��� ��� ��&	���1�	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '��

� ��(���� ���,,�	

��� "���&	 ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '��

� ����  �(��	

��$ +��
�&�	���� 	� ����	�#
��� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ''�

� -�,��� ��	��� )�,���.�� �� ��		�� ��� ��/	�� $���
���

�
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ' �

6. ALGEBRAIC GRAPH THEORY 484
$�� +�	���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '%�

� ��	� -� ������


$�� ���
�� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� �	��� ��
#�(�

$�� .������	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��$

� ���� $� "��(�,���	

$�' ������ ��� 2�&	�� -��&�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� $	�
������� 0$ 1  ����
�	�,��

$�� -��&	��
 ����� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� 

� ��(���� )���

$�$ *�	������
 *�	���� �� ����� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '

� ��,�
 23���

�
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

7. TOPOLOGICAL GRAPH THEORY 610
 �� ������ �� -���&�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $��

�  �,�4+ ��
��
�� ��� �	�,�4+ ����4(���

 �� *������ ��� *�3���� !�#������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $��

� �����	 ����

 �� ����� ���	��#�	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $'�

� �������� �� �	�



 �' 2�
	��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $$�

� �������� �� �	�



 �� ��� ����� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $%'

�  ��,�
 ��  �(��	

 �$ *��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�$

� ���	�� ���(�

 � ��������	�	�(�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ��

� )�� �	(����(��

 �% �������
�	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  � 

� "���� 5���,�

 �� ������ ��� ����	� �����	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  $�

� �	���	  � �����

�
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   �

                       



8. ANALYTIC GRAPH THEORY 787
%�� .3	����
 ����� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  %%

� �6��� ������6�
 ��� �����,�	 5�����	�!

%�� ������ ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %� 

� 5�(����
 ��	,���

%�� ������ ����� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %� 

� ���#� %���	��

%�' ��� "��#�#�
��	�& *�	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %$�

� ���� %	��+�

�
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %$%

9. GRAPHICAL MEASUREMENT 872
��� ���	��&� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � % �

� ��	� ���	�	��� ��� ���� *����

��� ������	��� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %%�

�  �	�
� �� '����
 ��� ��(���� �� '������

��� ��
����&� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� %� �� �(��		�


��' )���4��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� ����	� �� �	����,

�
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'�

10. GRAPHS in COMPUTER SCIENCE 952
���� -���&���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� '�	��� 5� �����

���� ������& ����� +
����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%�

� ��,�� )�,��	�
(�� 7	��� %���((��� ��� ���
�##� %� 7�������

���� ���4���� � ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

� ���
�##� ������ ��� ����	��  �,�

��

���' +
����	��� �� ��&����(�
� ����	��&	�� ������ � � � � � � � � � � � � ��'$

� �� �� ��	��� �� ��	� ��	��	� ��� �� ��  �!��

�
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��$ 

11. NETWORKS and FLOWS 1074
���� *�3���� �
�4� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� �

� ���/�	� "����

���� *������ ���	 �
�4�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��% 

� ��
� %���
(��	

���� *�	&����� ��� +��������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

� )�����
 �� "���	

���' �������&�	��� 5�	4��6 ������ *���
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� 

� �	���
� ��	(������� ��� )�!�� "�,(��8��!�

�
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����

                       



Chapter 1
INTRODUCTION TO GRAPHS

1.1 FUNDAMENTALS of GRAPH THEORY

�������� �� �	�

� ������� �����	
���

��� ����� ����
 �����

1.2 FAMILIES of GRAPHS and DIGRAPHS

���� �� �������� ��	��� �����	
��� �� ��	� �����

1.3 HISTORY of GRAPH THEORY

����� �� ��
���  �� !"�� �����	
���� �#

GLOSSARY

                          



2 Chapter 1 INTRODUCTION TO GRAPHS

1.1 FUNDAMENTALS OF GRAPH THEORY
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Introduction

������������� �� ��	�� ��	 ����������� ����� �� � ����� 	�������� �� �������������
���� ��� ��������� �������� ��� ��!�" ���� �� ���������� ��������" ���	 ���" �� �������
���������� ���� ��� ���� ���	 �� ������������ ���� �����#�� ������������ �� ����� ����� ��
����������" ������������ �������������" 	���#����" �� �� ��� $� �� ������� �� � ��������
��������

1.1.1 Graphs and Digraphs

%�� ������������ �#&��� ��������� ������ ��	 ����������� #�� ��� ���� ��� #�
�����	 � �	�"�� '� ��� ��� ����������� ��� ���	����������" �� �� �����	 � ���	�"�� (�� ������
��������� 	�������� �� ���� ������� ������� �� ��� �������� ������� $���� 	��������� ��
������ ��� ���������� ��	�������� �� ��� #���� ��	�� ���� ��� ���� #��� �����	 � ������

Basic Terminology

DEFINITIONS

��) % ����� � * +���, �������� �� � � ���� � ��	 ��

� ��� �������� �� � ��� �����	 �����	�
 +�� ���
,�

� ��� �������� �� � ��� �����	 ���
�

� -��� �	�� ��� � ��� �� ��� �� � � �������� ���������	 �� ��"  ���� ��� �����	 ���
�������
� %� �	�� �� ���	 �� ���� ��� ��	�������

��������� ��� ��#�������	 ��������� �� ��	 �� +�� � +�, ��	 �+�,, ��� ���	 ��� ���
�����./ ��	 �	��/����  ��� � �� ��� ��� ���� ����� ��	�� �����	��������

��) '� �����. � �� �� ��	����� �� �	�� �" ���� � �� ���	 �� #� ��	���� �� �" ��	 � ��
����	��� �� ��

��) % �����. � �� ���	��� �� �����. � �� ���� ��� &����	 #� �� �	���

��) � � �	&����� �������� ��� #� �����	 ��������
�
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��) ���	��� ���
 ��� � � �	��� ���� ���� �� ��	����� �� �������

��) % ������ ��� �� �� �	�� ���� &���� � � 	������� ���������

��) % ��������� �� � ���������� �� � � �� ���� �	��� ������ �	������� ��	�������

��) % 
����� ���	��	� #�� ��� �������� ������  ��� ����� �� �.����� ��� �	��
#�� ��� �����

�	) ��� ������������	��� #�� ��� � ���� �� �������� � ��	 � �� ��� ���#�� �� �	���
#�� ��� �����

��
) % 
�������� �� �� �	�� ���� &���� � ������ ��	����� �� �������

�������	�
�� %� �����������  ��	 ��� 0����/����1 �� 0����1� ���� ��� #� ���	 ��
�����.�� ��  ���� 0����1 ��� �� ����� ���������

�������	�
�� '� �������� �������" ���  ��	 0�����1 �� �������� ���	 ������ �� ����
� ����� �� 	����	 ����" �� �� ���� � ��������/����������	 	��� ���������  ���� �����
�� � ������

EXAMPLE

��) % ���� 	�� ��� �� � ����� � * +���, �� ��� � �� 2����� ������ '� ��� �����./���
� * ��� �� �� �� ��	 �	��/��� � * �	� 
� �� �� �� �� ��� ��� �	� 
� �� � �����/�	��  ���
��	������ � ��	 �" ��	 �	�� � �� � ����/�����

Figure 1.1.1 � �����

REMARKS

��) % ����� �� �����3�	 �� � ����� �� �� �/����� �� � ��� �� ������" ������������ ���
��������" ��	 � ��� �� �����	 �� �������� ���� ��������" ������������ ��� �	���� ���
��������� �� ������ �� ���� � ���� ������� �� ���������� �� ��� �������� 4� ����" �� �
��	�$���� �� ��	�����	" ���� �� �����������

��) (�����������" � ����� �� "�	����	�%�� �� ���� ���� �	�� �� �����	�	 �� ��� ����/
�������� ����� �� ��� ���� �������� 56� �7 +�.���� ���� ��� � ����/����" ��� ��	������ 6
��	 � ���� ��� ���� �����,�

Simple Graphs

8��� �� ����������� ����� ������ �� ��������	  ��� 
��"� ������� ���� �� ������ #������
���� ���#���� �����	��� ������� ������ ��� #� ��	���	 �� ���#���� �#��� ������
�������

DEFINITIONS

���) % 
����� ����� �� � ����� ���� ��� �� ����/����� �� �����/�	����

���) % ������� ����� �� � ����� ���������� �� ��� �����. ��	 �� �	����

                          



4 Chapter 1 INTRODUCTION TO GRAPHS

���) % ���� ����� �� � �����  ���� �����./ ��	 �	��/���� ��� ������

Edge Notation for Simple Adjacencies and for Multi-edges

��������� %� �	�� &������ �������� � ��	 � �� � ����� ��� #� 	�����	 #� ��� &�.��/
�������� �� �� �� �� ��� ���� ���� �	��� (�����������" ��� ��	���	 ���� +�� �, �� ���	 ��
���� ���������" ������	 �� ��� �� ����	 ��#��������  ��� �����/�	��� �.���" ��  �������
���� 	�����	" ��� �	��� �� � ������� ����� ��� #� ����� ����� � � �����" �� �� 2�����
����� �#����

EXAMPLE

��) ��� ������ ����� ��� � �� 2����� ���� ��� �	��/��� � * ���� ��� �������

Figure 1.1.2 � ������ �����

General Graphs

8��� ������������ ��9���� ���/������ ������ �� ��	���� 8�������" ���� ���/������
������ ����� �� ��������� ���� �� ����������� �������������" ���������� �� ������������
����� 	�� ���� +������ ��	 ���/������, �� �������� +��� ������� :,�

�������	�
� ����� %������� ��� ���� 0�����1 ����� ���� ����/����� ��	 �����/�	���
��� ���� �	" ���������" ��� ��������" ��� ���� ������� ����� �� ���	�

DEFINITIONS

���) % ������

 ����� �� � ����� ���� ��� �� ����/������ +'� ����� ���� �����/�	����,
��������� � �������� ����� �� �������	 �� �� � �����������

���) ��� ����� �� �� � �������� �����  ��� � � �������� ��	 � �	��� &������ �����

���) ��� ������� �� �� � �����  ��� ��� �����. ��	 � ����/������

EXAMPLES

��) ��� �������� ����� �� 2����� ����� 	������ ��� #��3��� �������� ��4��

Figure 1.1.3 ����� ����� ��� � ������� ����
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��) ��� 	����� �� �� ��� � �� 2����� ������

Figure 1.1.4  �� �������� ���� ���

��) � � ������  ��� ����/����� ��� ��� � �� 2����� ����;�

Figure 1.1.5  �� �!������ ���� ��� "�� ��!#!�" ���

Attributes

%��� ��� ������ �� ���� �		������� �����#���� #����	 �������� ��	 �	��� ���#��� ����
�� ����� �� ������������ ��	��� ��� �  �	� ������� �� ������������� � � �� ��� ����
������ �		������� �	�� �����#����" #��� 	�����#�	 �� ����� 	����� ����� �� ��� ��������"
��� �	�� ��	�$���� +����" �������� � ��	 ��, ��	 �	�� ������ +����" �������� � ��	 ��,�
%������ ������ �����#��� +��� �	��� �� ��������, �� $��	� ����� �������� �� 	�������	
�� ������� ;�

DEFINITIONS

���) % ������ ��������� �� � �������� ���� ��� �����./��� �� ���� ��� �� �����#��
�����#��� �������

���) %� ��� ��������� �� � �������� ���� ��� �	��/��� �� ���� ��� �� �����#��
�����#��� �������

Digraphs

%� �	�� #�� ��� � � �������� ������� � ���������� �� � � �������� ������ �� ����� %�/
������� � 	�������� ��!�� ��� �� ����� ������ &�	��	� ��	 ��� ����� ��$���	�� <�� ���
	�������� �� �� �	�� �����#��� �� ������ ��������	 #� ��� ������ �� �������� �����/
���������� �� ����� ����������� 8�������" ���� � ������������ �����������" �����	���
��	�$��� �	�"�
 �� ��������	 ������ ��!�� �� ������ �� ��� ������� ������� ���� ���	
�� #� ����#�����	 ���������� ��� ������ ��	 ��� 	������� �� � ������ ������ ���� �������
�� #���� ��� �����#��� �� �	�� 	�������� �� 	�������	 �.��������� �� ������� � ��	
���� ���� �� ���� ���������

DEFINITIONS

��	) % ���	�� ��� +�� ��	, �� �� �	�� �" ��� ��  ���� ��	������ �� 	��������	
�� ��� ����" ��	  ���� ����� ��	����� �� 	��������	 �� ��� ���� ���� ��� 	�����	
��	�+�, ��	 �	��+�," �������������

�������	�
�� % 	������	 �	�� �� ���	 �� #� ���	�� ���� ��� ���� ��	 ���	�� ��

��� ���	� +��� ���� ��	 ��� ���	 �� � 	������	 ����/���� ��� ��� ���� �����.�,

                          



6 Chapter 1 INTRODUCTION TO GRAPHS

��������� '� � ���� 	�� ���" ��� ���� ������ �� ��	 ��� ���	�

��
) % ��������	 �� � ��� �� � � �� ���� ���� ������ ��� ���� ���� ��	 ���� ���	�

���) % ������ +�� ���	�� �����, �� � ����� ���� ��  ���� �	��� �� 	������	�

���) % 
����� ������ �� � 	������  ��� �� ����/����� ��	 �� �����/�����

���) % ���� ����� +�� ��������� ���	�� �����, �� � ����� ���� ��� #���
��	������	 ��	 	������	 �	���� '� � ��.�	 �����" ����� ��� ����	���	 ���� 0�	��1
����	� ����������  ������ ��� �	�� �� 	������	 �� ��	������	�

���) ��� ��������� ����� �� � 	������	 �� ��������� 	������	 ����� � �� ��� �����
���� ������� ���� �������� ��� ��� 	����������� �� ��	� ��	 �	�� ���� ��� 	������	 �	���
�� � +����" 	������� ��� ��� �	��/	���������,�

Ordered-Pair Representation of Arcs

��������� '� � ������ 	������" �� ��� ���� �����. � �� �����. � �� �������� 	�����	
+�� �, +�� ��������� ��,� =��� �����/���� ��� �����#��" ����� 	������� ����� �� �����
����������

�����������	 ����� +' $������ �� 
�&���	� ��
����	
, 2��� ��� ����������� ��
�#&���/�������	 ���� ��� 	�����" ��� ��	���	/���� �������������� �� ���� �� � 	������
������ 	������� �� � 	�>����� ����� �� �#&���� ���� ������� ���� ����	 ��������� ��	��/
���� 
�&���	� 	��
�� ?���� �������� �� �������� ��	� ����� ���� �� #� �� ������ ��
��	�� �� �	��� �� ��������� ����  �� ���������� 	������	 ��� � 	������ ��  ��! �� ��
��	������	 ������

��� ��	���	/���� �������������� ����	 ���� ����� � ! ��	 �� ������������ ����������
���  ���� ��� ������ �� 	������� ��� ������$ ���������� +����" ���� ������ 	����� ���
���������,� =������� ��� 	�������� �� � ���������� �	�� ���� #� �������	" ��� ������/
���	 ��	���	 ���� ��� �� #� 	�����	 ��	 �������	 #� ��� �������� -���  ����" �� � 	������	
�	�� �� �� #����� ��	������	" ���� �� ��	���	 ���� ���� #� �������	  ��� �� ����	���	
����� ���������" ��� ��	������	 ��	 	������	 �	��� �� � ��������� 	������	 �����  ���	
��9���� � � 	�>����� ����� �� �#&�����

EXAMPLES

��) ��� 	������ �� ��� ���� �� 2����� ����@ ��� ��� ��	������	 ����� �� ��� ����� ��
��� ��	������� ������ ��� 	������ ��� � � �����/����) �	� 
� ��	 �� ���

Figure 1.1.6 � ������ ��� �"� !�����$�� �����
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��) % ������ 	������ ��� ���� ��� ��� �� ���� 	�������� #�� ��� � � ���������

Figure 1.1.7 � ������ ������ %���� !�����$�� ���� �� ��" �������

Vertex-Coloring

=��� ��� �����./��� �� � ����� �� ����������	" ��� ����� �� ��� ��������� ��� ��������
�������	 	������� $��	
� ���� �� 	�������	 �� ������ �� ������� ;�

DEFINITIONS

���) % �������	������� �� � ����� � �� � �������� ���� ��� �����./��� �� �������� ��
� ��� �  ���� �������� ��� �����	 $��	
�

���) % �����./�������� �� ������ �� � � �	&����� �������� ��� �� ��� �������	 	�>�����
�������

���) % ����� �� ��	�������� �� �� ��� � ������ �����./��������  ��� � �� �� �� �������

���) ��� +������, 	�������	 ������ �� � ����� �" 	�����	 �+�," �� ��� ��������
���#�� � �� ������ ���� ���� � �� �/������#���

REMARK

��) 
��������� �� ����	�������" ������	��������" ��	 ����	�������	 ����

���" 	�����	 ��+�," ��� �#�����	 #� ������ ��������� ���  ��	 0��������1 �� ��� 	����/
����� �#���  ��� ���  ��	 0�	���1�

EXAMPLE

��) ��� ����� � �� 2����� ����A �� ��� �  ��� � �/�������� �� ��� �����./���� �����
�� �� ��� /������#��" ��� ��������� ���#�� �� �� %���" ��� ����� �� ������ ���� �� #�
�/�	��/������#�� ��	 ������� �� ��� /�	��/������#��B �����" ��+�, * ��

Figure 1.1.8 � ���� � %�"� �+�, * ��+�, * ��

1.1.2 Degree and Distance

� � �� ��� ���� ���	������� ������� �� ����� ������ ��� ����� �� ��� ���	�� �� �
�����. ��	 ��� ��
���$� #�� ��� � � ��������� 
������� �� 	�������	 ����� �� �C���
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Degree

DEFINITIONS

��	) ��� ����� +�� �����	�, �� � �����. � �� � ����� �" 	�����	 ���+�," �� ���
���#�� �� ������ �	��� ����	��� �� � ���� � ��� ��� ���#�� �� ����/������ +2�� ������
������" �� ������" ��� 	����� �� ������ ��� ���#�� �� �����#����,

�������	�
�� %����������� �� ����� ������ �� �������� ��������� �������� ��� ��� ��
��� ���� �����	� �� �� ����������� �� ���	��� ����" � �����. �� 	����� � �� ���� �����	
� �������� �������

��
) ��� ����� 
�����	� �� � ����� �� ��� ��9����� �����	 #� ��������� ��� �����.
	������ ���� ���/	��������� ��	���

���) ��� ������� �� � �����. � �� � 	������ �� ��� ���#�� �� ���� 	������	 �� �B
��� �������� �� �����. � �� ��� ���#�� �� ���� 	������	 ���� �� -��� ����/���� �� �
������ ��� �� ��	 ��� ��	����� �� � ��	 ��� �� ��	 ��� ���	������

���) %� �
����� ������ �� � ����� �� � �����. �� 	����� 6�

EXAMPLES

�	) 2����� ����C ��� � � ����� ��	 ��� 	����� ��9������

� 6" �" �" �" @" @"�
. � 3  � �

Figure 1.1.9 � ���� ��� �"� ����� ��#!��&��

��
) 2����� �����6 ��� � ��� ��	������ ��	 ���	������ �� � 	�������

�����. � � �

��	����� � � �
���	����� �  �

Figure 1.1.10  �� �������� ��� �!"������ �� "�� '��"�&�� �� � �������

FACTS

2�� ������ �� ��� ����� ��� ���������� �����" ��� 5��D�CC" ����7 �� ����� #���� ��.���

(�) +-����, ��� ��� �� ��� 	������ �� ��� �������� �� � ����� �� � ��� ��� ���#�� ��
�	����

(�) '� ����� �����" ��� ���#�� �� �������� ������ �		 	����� �� �� ���� ���#���

(�) % ���/������� ������ ����� � ���� ���� �� ����� ��� ���� �� ��������  ���� 	������
��� �9����
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(�) '� � 	������" ��� ��� �� ��� ��	������ ��	 ��� ��� �� ��� ���	������ #��� �9���
��� ���#�� �� �	����

(�) ��� 	����� ��9����� �� � ����� �� � �����" ���/	��������� ��9����� �� �����������
��������  ���� ��� �� �����

(�) ����������" ��� ���/	���������" ����������� ��9����� �� ��������  ���� ��� ��
���� �� ��� 	����� ��9����� �� ���� �����" #�� ��� ����������� �� � ������ ������

Walks, Trails, and Paths

DEFINITIONS

���) % ���� �� � ����� � �� �� ����������� ��9����� �� �������� ��	 �	���"

� * ��� ��� ��� ��� � � � � ��� ��

���� ���� ��� � * �� � � � � �" ��� �������� ���� ��	 �� ��� ��� ��	������ �� ��� �	�� �� � '�"
��������" ��� �	�� �� �� 	������	 ���� ���� �� �� " ���� � �� � ���	�� �����

� '� � ������ �����" �  ��! ��� #� ����������	 ������ #� ������� � ��9����� ��
��������) � * ��� ��� � � � � �� ���� ���� ��� � * �� � � � � �" ��� �������� ���� ��	 �� ���
�	&������

� ��� ������� ������ �� ���

� ��� ���� ������ +�� �������� ������, �� ���

� %� �������� ������ �� � �����. ���� �� ������� ������� ��� �����

���) ��� ������ �� � ���� �� ��� ���#�� �� �	��� +�������� �����������,�

���) %  ��! �� 	��
� �� ��� ������� �����. �� ���� ��� ���� �����.B ����� ���" �� ��
�����

���) % ����� �� � ����� �� �  ��! ���� ���� �� �	�� ������ ���� ���� �����

���) %� �������� ����� �� � ����� � �� �  ��! ���� �������� ���� �	�� �� � �(�$��

����� +��� ����,

���) % ���� �� � ����� �� � ����� ���� ���� �� �������� �����. �� �������	�

��	) % 	�	�� �� � �����	 ���� �� ������ �� ����� ��

��
) % �������  ��!" �����" �� ���� �������� �� � ������ �����. ��	 �� �	����

EXAMPLE

���) '� ��� ����� ��� � �� 2����� ������" ��� �����. ��9����� ��� �� �� �� �� ����������
�  ��! ���� �� ��� � �����" ��	 ��� �����. ��9����� ��� �� �� �� �� �� ���������� � ����� ����
�� ��� � �����

Figure 1.1.11
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Distance and Connectivity

���) ��� �
���	� ������� ��� �����	�
 �� � ����� �� ��� ������ �� ��� ��������
 ��! #�� ��� �����

���) ��� ���	�� �
���	� ���� � �����. � �� � �����. � �� � 	������ �� ��� ������
�� ��� �������� 	������	  ��! ���� � �� ��

���) % ����� �� 	����	�� �� #�� ��� ����� ���� �� �������� ����� �� �  ��!�

���) % 	������ �� �������� 	����	�� �� ��� ��	������� ����� �� ��������	�

���) % 	������ �� 
������� 	����	�� �� ���� ���� �����. �� ���� ����� �����. �����
�� � 	������	  ��!�

���) ��� �		�����	��� �� � �����. � �� � ��������	 ����� �� ��� 	������� �� � �����.
�������� ���� ��

���) ��� ����
 �� � ��������	 ����� �� ��� ������� �������������

���) ��� ������� �� � ��������	 ����� �� ��� ��.���� �������������

EXAMPLE

���) ��� 	������ ��� � �� ��� ���� �� 2����� ����� �� �������� ��������	B ��� 	������
�� ��� ����� �� ��������	 #�� ��� �������� ��������	�

Figure 1.1.12 � �"����$ &����&"�� ������ ��� � %��)�$ &����&"�� ����

1.1.3 Basic Structural Concepts

=� ��� ��������	  ��� ��� �����#�� �9��������� �� � � ������"  ��� ��� ����������
�� �� ��	���	��� �����" ��	  ��� ��� �����#�� ���������� �� ��� �����  ����� �������
������

Isomorphism

'� �������" � � ������ ��� �
���	"��$ �� ���� ��� ������������ �	�������"  ���� �����
���� ���� ���������	 �� ��� ���������� 	������� % ������ �����./��/�����. ��	 �	��/��/
�	�� ���������	���� �� �����	 �� �
���	"��
��

DEFINITIONS

��	) %� �
�������
� ������� ��� 
����� �����
 � ��	 � �� � �����. #�&������
 ) �� � �� ���� ���� ��� �� � � ��" ��� �����. � �� �	&����� �� ��� �����. � �� �����
� �� ��	 ���� ��  +�, �� �	&����� ��  +�, �� ����� �� '���������" ����� �� ���� �� �	��
#�&������ �� � �� ���� ���� �� ��  +�, +�,�
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��
) %� �
�������
� ������� ��� ������� �����
 � ��	 � �� � ���� �� #�&��/
�����  � ) �� � �� ��	  � ) �� � �� ���� ���� ��� ����� ���� �� �������� �� � � ��"
��� ��� �� �	��� �� �� &������ � ��	 � �� �����	 #�&�������� �� ��� ��� �� �	��� �� ��
&������ ��� ��������  +�, ��	  +�,�

���) =� ��� ���� � ��	 � ��� �
�������	 �����
 ��	  �  ���� � 	* � �� ����� ��
�� ����������� �� ��

���) %� ���	��	� ������ ��� � ������ ������ ���� �������� ��� �.�������� ��	���	
��� ��� � � � � �� �� ��� �
 � �����. !� ���� ����

!�+�� �, *
�
� �� �� ��	 �� ��� �	&�����
6 ����� ���

���) % �������� ���������	  ��� ��� ������ �� �� �
�������
� ��������� �� �� ���
��� ���� ����� +�� �� ��� ����, ��� ��� � � ���������� �������

EXAMPLES

���) ��� � � ������ �� 2����� ������ ��� ���������� ��	�� ��� �������

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

Figure 1.1.13  %� ���������& ������

'� ��� $��� �����. �� �� ����� � 	� � ��	 �� ��� #����� ��	 ������� ��� ����� �
9������/���� �����������! ���" ���� ��� ��������� ����� �� ����� � 0���!� &��� ��!�1
����� �� ����� �	&������ �������� ���)

!� *

�
���

�� �� �� ��

�� 6 � � 6
�� � 6 � �
�� � � 6 �
�� 6 � � 6

�
��� !� *

�
���

�� �� �� ��

�� 6 � 6 �
�� � 6 � �
�� 6 � 6 �
�� � � � 6

�
���

=� �#����� ���� ����������� �� � �� ��	 �� ��	 ���� ����������� ������� �� ��	 ��
���������� ��� �����. !� ���� �����. !� �

                          



12 Chapter 1 INTRODUCTION TO GRAPHS

���) ��� � � ������ �� 2����� ������ ��� ����������" ���� �� ��� 	�� ���� ���! 9����
	�>������ ��� �����./��#��� ��	����� �� ������������

Figure 1.1.14  %� ���������& ����� "��" ���) #!�"� ��*����"�

���) 2����� �����; ��� � � � ���/���������� ������  ��� �	������� 	����� ��9�������
+'� �� ���� �� ��� ���� ��������	���� �� �� ����������� ����������,

Figure 1.1.15  %� ����� %���� ����� ��#!��&�� ��� ��"� �� � � �� ���� ���

FACTS

(�) �����	����� ��� �����#�� #�&������� �� ��� �����./���� �� � � �/�����. ������ ��/
9����� "+�E, ������

(�) %������� ���� ���� ���������� ��� !�� � +��� ��," ����� �� �� !�� � ����������/
���� ��������� ��� ������� ����� ������������

(	) ��� ���#�� �� ��������" ��� ���#�� �� �	���" ��	 ��� 	����� ��9����� ��� ���
����������� ����������� (� ��� ����� ���	" ������ ��� ���� ������ ��� ��� ����� �� �����
���������� 	��� ��� ����� ���� � � ������ ��� ����������" �� ����������	 #� -.����� �;�

(�
) -��� �� ��� +��	 ������ ���, �� �� �	&������ �����. �9���� ��� 	����� ��
��� ���������	��� �����.�

Automorphisms

��� ������ �� �������� �� � ����� �� �������3�	 �� ����� �� ������������ �� ��� �����
�� �������

DEFINITIONS

���) % ����� ����������
� �� �� ����������� �� ��� ����� �� �������

���) ��� ����� �� � ������ � �� � ����� � �� ��� ��� �� ��� �������� � � �� ���� ����
����� �� �� ������������  ���� ����  +�, * ��

���) ��� ����� �� �� ��� � �� � ����� � �� ��� ��� �� ��� �	��� � � �� ���� ����
����� �� �� ������������  ���� ����  +�, * ��

���) % ����� �� �����������
����� �� ��� ��� �������� ��� �� ��� ���� ��#���

���) % ����� �� ��������
����� �� ��� ��� �	��� ��� �� ��� ���� ��#���
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FACTS

(��) ��� �����. ��#��� ��������� ��� �����./��� �� � ������

(��) ��� �	�� ��#��� ��������� ��� �	��/��� �� � ������

EXAMPLE

���) 2�� ��� ����� �� ��� ���� �� 2����� �����@" ��� �����. ��#��� ��� ���� ��� ��	
���� ���" ��	 ��� �	�� ��#��� ��� ������ ����� ����� ����� ��	 ������� ��� ����� ��
��� ����� �� �����./���������� ��	 �	��/�����������

Figure 1.1.16

Subgraphs

DEFINITIONS

��	) % ��#����� �� � ����� � �� � ����� � ���� ���� �� � �� ��	 �� � ���
+F������" ��� ����� ���������� �� � ��#����� �� � �� ���� ���	 �� #� � ��#����� �� ��,

��
) '� � ����� �" ��� ���	� 
������� �� � ��� �� �������� � * ���� � � � � ���"
	�����	 �+� ," ���� �� ��� �����./���" ��	 �� �������� ����� �	�� �� �  ���� ��	������
��� �� � � ���� ��"

� +�+� ,, * � ��	 �+�+� ,, * �� � �+�, � ��� ��	������ �� �	�� � ��� �� ��

���) % ��#����� � �� � ����� � �� � 
������� 
������� �� � +�, * � +�,� +%���"
�� � �� ���������� �� � �������� ��#����� �� �"  � ��� ��� ���� � ����� ��,

���) % 	�������� �� � ����� � �� � ��������	 ��#����� � ���� ���� �� ��#�����
�� � ���� �������� �������� � �� ��������	� '� �����  ��	�" � ��������� �� � ��(���

��������	 ��#������

EXAMPLE

���) 2�� ��� ����� � �� 2����� �����:" �� �� � �������� ��#����� #�� ��� �� ��	���	
��#�����" ��	 �� �� �� ��	���	 ��#����� #�� ��� � �������� ��#������

Figure 1.1.17 � ������� �!����� �� ��� �� ���!&�� �!����� ���
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FACTS

(��) ?��  ) � � � #� � ����� �����������" ��	 ��� # #� � ��#����� �� �� ����
��� ����������� ��  �� ��� ��#����� # �� �� ����������� ���� ��� �����  +#,�

(��) '� � ����� # �� � ��#����� �� � ����� � #�� ��� � ��#����� �� � ����� �" ����
� 	* �� ���� �� � ��������� �� 2��� ���

Graph Operations

��� ���������� �� �		��� ��	 	������� �������� ��	 �	��� �� � ����� ��� �����	�	 ��
"	���	� �"�	�����
" #������ ���� ��� ��� ����	����� ��� ����� ����������"  ���� ���
#� �����	 
�$����	� �"�	�����
�

DEFINITIONS

���) ��� ��������� �� ���� ��� ������ � �� � ����� � * +���," ���� ���� � � � "
����	� � �� �����  ��� �����. ��� � � ��� ��	 �	�� ��� �"  ���� �� 	�����	 � � ����
+��� �� �����. � ��� �� �����#����,

���) ��� ��������� �� ������� ��� ������ � ���� � ����� � * +���, ��� ����
������� ��� �����. � #�� ���� ������� ����� �	�� ��  ���� � �� �� ��	������ ���
��������� ����� �� 	�����	 �� ��

���) ��� ��������� �� ���� �� ��� � +�� ��, �� � ����� � * +���, &������ ���
�������� � ��	 � ����	� � �� �����  ��� �����. ��� � ��	 �	�� ��� ����� +�� ������,"
 ���� �� 	�����	 � � ��� +�� � � ����,�

���) ��� ��������� �� ������� �� ��� � +�� ��, ���� � ����� � * +���, �������
���� ���� �	��� ��� ��������� ����� �� 	�����	 �� � +�� �� ��,�

���) % 	��������� +�� 	�������, �� � �����.  ���� ������� ��������� ��� ���#�� ��
�����������

���) % 	������ �� �� �	��  ���� ������� ��������� ��� ���#�� �� �����������

��	) ��� ����	��������� �� � ������ ����� � �� ��� ����� � +������������� 	�/
����	 ��, ���� ��� ��� ���� �����. ��� �� �" ���� ���� �� �� �� �	�� �� � �� ��	 ����
�� �� �� ��� �� �	�� �� ��

��
) ��� ���� +�� 
�
���
���, �� � � ������ � ��	 � �� 	�����	 #� �G��

� +�G�, * � +�, � � +�,

�+�G�, * �+�, ��+�, � ��� � � � � +�, ��	 � � � +�,�

���) ��� 	����
��� ����	� +�� ����	�, �� � � ������ � ��	 � �� 	�����	 #�
�
��

� +�
�, * � +�,
 � +�,

�+�
�, * �+�,
 � +�, � � +�,
 �+�,

��� ��	������ �� ��� �	�� +�� �, � �+�, 
 � +�, ��� ��� �������� +�� �, ��	 +�� �,"
 ���� � ��	 � ��� ��� ��	������ �� �	�� � � �+�,� ��� ��	������ �� ��� �	�� +�� �, �
� +�,
�+�, ��� ��� �������� +�� $, ��	 +�� �,"  ���� $ ��	 � ��� ��� ��	������ �� �	��
� � �+�,�
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���) ��� ����� ����� �� � � ������ � ��	 � �� ��� ����� ���  ���� �����./���

��	 �	��/��� ��� ��� 	��&���� ������" ������������" �� ��� �����./���� ��	 ��� �	��/���� ��

� ��	 ��

���) �������� 
���������%� �� ��� �������	 	��&���� ����� ��� � ��� �� % ������

�� ��� ����� ��

EXAMPLES

���) 2����� �����A ����������� ��� ��������� �� �	��/����������������

Figure 1.1.18 ���+&��������"�"����

��	) 2����� �����C ����������� ��� &��� ����������

Figure 1.1.19 ,��� �����"����

��
) 2����� ����6 ����������� ��� ���	��� ����������

Figure 1.1.20 -��"����� ����!&"�

���) '� 2����� �����C �#���" ��� �����. �� ��� ����� ���� ������ �� ��� 	�� ��� �� ���

����� � �� � ���/�����." ��	 ��� �	�� ���� ���� �����. �� ��� ������ �����. �� � ���/�	���

1.1.4 Trees

����� ��� ��������� �� ��� ���������� ��	������	��� �� ������ ��	 �� ��� ��������/

���� �� ����������� ����������" ��	 ���� ���� � ������� ���� �� ��� 	����� ��	 ��������

�� ��������	 ��� ��!�� % ����	��	 ����������3����� ������� ��� ����� ������� �� ����
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Acyclic Graphs

DEFINITIONS

���) % ���� �� � ��������	 �����  ��� �� ������ +����" �$�$�$,�

���) % ����
� �� � +��� ����������� ��������	, �����  ��� �� �������

���) % 	������ ������ �� � ����� �� � �����.  ���� ������������ �9���� ��� ��	��� ��
��� ������

���) ��� 	����� �� � ����� �� ��� ��#����� ��	���	 �� ��� ��� �� ������� ���������

�������	�
� ����� ����������� +��� ����," ���  ��	� $����	 ��	 ��$����	  ��� ���	
�� ���� ��� ��� �� ������� �������� �� � ����"  ��� �����  �� ���� ��� �����. �� � �
��������" ������������� +��� 2��� �; #��� �,

EXAMPLE

���) ��� ����� �� ��� ���� �� 2����� ����� �� � ����B ��� ����� � � ������ ��� ����

Figure 1.1.21 � "��� ��� "%� ���+"�����

FACT

(��) ��� ������ �� � ���� �� ���������� �� &� �� �� &�� +��� ���� ��� �����������
�#��� ��� ���������� �����.� �� ���� �����,

Trees as Subgraphs

������� 	�>����� ���#���/������� ���������� ������� ��� ��� � ����  ����� � �����" ���
�	�� ��	 ��� �����. �� � ����� %�� ����� ������9��� ��� ���������� ��	 �.�������� ��
��� ���� #���� ����/��� ��� ������ ����� �� ���� ��������

DEFINITIONS

�������	�
�� 2�� � ����� ���� ' �� � ����� �" ��� �	��� ��	 �������� �� ' ��� �����	
���� ���
 ��	 ���� �����	�
" ��	 ��� �	��� ��	 �������� �� � ���� ��� ��� �� ' ���
�����	 �������� ���
 ��	 �������� �����	�
�

���) % �������� ��� ��� � ����� ���� ' �� � ����� �� � ���/���� �	��  ��� ���
��	����� �� ' ��	 ��� ��	����� ��� �� ' �

��	) % 
������� ���� �� � ����� � �� � �������� ��#����� �� � ���� �� � �����

EXAMPLE

���) 2�� ��� ����� �� 2����� ����" ��� ���� �	��� �� � ���� ' ��� 	�� � �� #��	� ���
���� �������� ��� #���!" ��	 ��� ���/���� �������� ���  ����� ��� �������� �	��� ��� ' "
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��������� �� 	����	 �����" ��� �	��� 	" 
" �" ��	 �� ��� ����� �	��� ��� ��� ���/����
�	��� ���� ��� ��� �������� �	��� ��� ' �

Figure 1.1.22 � "��� %�"� ����"��� ���� 	. 
. �. ��� ��

(#����� ����  ��� ��� ��� �� ��� �������� �	��� �� 2����� ���� �� �		�	 �� ��� ���� ' "
��� ��������� ��#����� �� ����� � ����� ���� �������� ���	� �� �������" ��	 �������� ��
����������� ����� ��� ���� �� ��� ����/��� ��� ������ �� ���� ��������

FACT

(��) ?�� ' #� � ���� �� � ������" ��	 ��� � #� � �������� �	�� ��� ' � ���� ��� ��#�����
�� � �����	 #� �		��� �	�� � �� ���� ' �� � ����� +2�������" �		��� �������� �	�� � ��
� ���� �������� �		��� � �� �����. �� ������� ���� ' " ����" ��� ���/���� ��	������,

Basic Tree-Growing Algorithm

��� #���� ����/��� ��� ������ ���� �����. ��#��� �� !��� ����! �� ��� ��	�� ��  ����
�������� ��� �		�	 �� ��� �����

�������	�
�� % 
����� �����
�� ��������������� �� �� �/�����. ����� �� �
���/��/��� ���������� �� ��� �������� 6� �� � � � � �� � �� ��� �������� �� ���� ������

Algorithm 1.1.1: /���&  ���+���%�� %�"� 0��"�1 2�����

)�"��) � ����� � ��	 � �������� �����. � � ���
!��"��) � �������� ���� ' �� ��+�, ��	 � ����	��	 �����./��#����� �� ��+�,�

'�������3� ���� ' �� �����. ��
=���� ��#�� 6 �� �����. ��
'�������3� ��#�� ������� � )* �
=���� ���� ' 	��� ��� ��� ���� ��������� ��+�,

������ � �������� �	�� � ��� ���� ' �
?�� � #� ��� ��	����� �� �	�� � ���� ���� �����	� �� ' �
%		 �	�� � ��	 �����. � �� ���� ' �
=���� ��#�� � �� �����. ��
� )* � G �

������ ���� ' ��	 �����./��#����� �� ��+�,�

REMARK

��) 53��#!����� �� "�� 4!"�!"  ��� ����  ���+���%��7
=������ � ���� ��� �������� � �������� �	�� +�����	��� �  �� �� #���! ����," ��� ������
���� ���� %�������� �����  ���	 ��� #� ���9�� +��  ���� ����" ���� �������� ����������
 ���	 �������� �� ��� ��� ���� ���	����,� ��� ���9������ �� ��� ������ 	����	� ��
���� ��&��� "	��	��� #���	 �� ��� ��	����� �� ��� �	��� +��	 ��������, �� ��� 	���
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��������� ������ �� ��������� ��� ���������� ��� 	������ �������� �� ���	  ������� ��
����� ���� �� ����� ��	 �� �  �� �� #���!��� ���� ���� ���� ����� ������

FACTS

(��) '� �� �.������� �� ��� #���� ����/��� ��� ��������� ������ �� �����. � �� � �����
�" ���� ��� ��#����� ���������� �� ��� ��#���	 �������� ��	 ���� �	��� �� � �������� ����
�� ��� ��������� ��+�,�

(��) % ����� �� ��������	 �� ��	 ���� �� ��� #���� ����/��� ��� ��������� ��#��� ��� ���
���������

Prioritizing the Edge Selection

��� �	��/��������3�	 ����/��� ��� ��������� #��� �� � ��������� �� #���� ����/��� ����

Algorithm 1.1.2: ���+5�����"����  ���+���%��

)�"��) � ��������	 ����� �" � �������� �����. � � ��"
��	 � ���� ��� ��������3��� �������� �	����

!��"��) � �������� ���� ' ��	 � ����	��	 �����./��#����� �� ���

'�������3� ���� ' �� �����. ��
'�������3� ��� ��� �� �������� �	��� ��� ���� ' �� ������
=���� ��#�� 6 �� �����. ��
'�������3� ��#�� ������� � )* �
=���� ���� ' 	��� ��� ��� ���� �

F�	��� ��� ��� �� �������� �	��� ��� ' �
?�� � #� ��� �������� �	�� ��� ' �� ������� ���������
?�� � #� ��� ����#���	 ��	����� �� �	�� ��
%		 �	�� � +��	 �����. �, �� ���� ' �
=���� ��#�� � �� �����. ��
� )* � G �

������ ���� '  ��� ��� �����./��#������

FACT

(�	) 
�>����� ����� ��� ��������3��� ��� �������� �	��� ���� ���� �� 	�>����� ��������
�����) ��� ��"��*+	
� 
��	$� ���� +�
�*��*+	
�*��� ��������," ��� �	�����*+	
� 
��	$� ����
++	
�*��*+	
�*��� ��������," ��� �	�� �	�� +��
�*$�
� ��������," ��	 ��� ,�-�
�	� �	��

+$�
�
�*��*	��� ��������,� +��� ��6���,
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1.2 FAMILIES OF GRAPHS AND DIGRAPHS

���� �� �������� ��	��� �����	
��� �� ��	� �����

���� ����	��� ����!�

��� ��������

���� '������/<����	 '���������

���� ��������� N�����������

����������

Introduction

=������� � �������� �� ������ �� 	����	" � ������ �� ������ O �����  ��� ����
�������� O �������� �����9������"  � ����� �� #���� ��������� %����  ��� ��� 	���������
�� ��������"  � �����	� ����������3������  ���� ������������ 5��=�CA7 �>��� � 	������	
������� �� ��� ���#��� �� ������� ����� ��	 	������ ���������

1.2.1 Building Blocks

���� ������ ������ ���� �� �� �	��� �� �� ���� �� �����#�� ��� � ����� ���#��
�� ��������� ���� ����������� ��	 ������� ������ ���� �� �� �������� �� �����#�� ��� �
����� ���#�� �� �	����

DEFINITIONS

��) % ������ ����� �� � 	������� ����� �� ����� ���� �� �������� �� &����	 #� ��
�	��� ��� �������� �����  ��� � �������� �� 	�����	 &��

��) ��� ����� ����� &� �� 	����	 �� #� ��� �����  ��� � �������� ��	 �� �	����

��) ��� ���� ����� &� �� ��� �����  ��� �� �������� �� �	����

��) ��� ������� ����� &� �� ��� �����  ��� ��� �����. ��	 �� �	����

��) ��� ������� �� �� ��� ������� �����  ��� ��� �����. ��	 � ����/������

��) ��� ����� �� �� ��� ����������  ��� � � �������� ��	 � �	����

��) % ������ 	������ �� � 	������� ������ �� #�� ��� ����� ���� �� �������� �����

�� �� ��� �� ���� 	��������� ��� �������� 	������  ��� � �������� �� 	�����	
�

&��

��) ��� ���� ����� (� �� ��� �/�����. �����  ��� �� � �	���" ��� �� � ������ ����
����� +N���� �������� ���� ����" ��� ��#������ �� ��� �������� (� 	������ ��� ���#��
�� �	����,

�	) ��� 	�	�� ����� �� �� ��� �/�����. �����  ��� � �	���" ��� �� � ������ ������

REMARKS

��) %������� ��� ����� ����� ��� ���� �� ���� � 0���������1 �������" �� �� ���
	������ ������� ����� �� �������� ��������������� �� �����/�����	 �����#����
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��) =������ � 0����1 ��	 � 0�����1 ��� ����������� ��9������ �� �������� ��	 �	���"
� 0���� �����1 ��	 � 0����� �����1 ��� !��	� �� �������

EXAMPLES

��)

Figure 1.2.1 � &�����"� ���� ��� � &�����"� �������

��)

Figure 1.2.2 � ��"� ���� ��� � &$&�� �����

1.2.2 Symmetry

������  ��� ������� !��	� �� �������� ��� �� ���������� ���������

Local Symmetry: Regularity

�����	��� �� � ����� �� �� ���������� ���� �� ����� ���������

DEFINITIONS

��
) % ����� �� ������� �� ����� �����. �� �� ��� ���� 	������

� '� �� )�������� �� ����� �����. �� �� 	����� )�

���) % )���	��� �� � ����� � �� � )/������� �������� ��#������

FACT

(�) %�� ��	��(*�	��
����� ������ +��� ����, ��� ��������

EXAMPLES

��) 2�� ) * 6� �� � �" ����� �� �.����� ��� )/������� ������ �����  ��� � ���������

��) ��� ���� ������� ������ ������  ��� ; �������� ��� ��� ����� ����� &� +	����� 6,"
��� ����� ����� �� +	����� ," ��	 ��� �������� ����� &� +	����� �,�

��) 5��=�CA7 ����� ��� �.����� � � �/������� ������ ������  ��� @ ���������

Figure 1.2.3  �� "%� �+��!��� ������ ����� %�"� @ '��"�&���
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��) ��� 	��&���� ����� �� ��� �������� ������ &� ��	 &� �� � /������� ������ :/
�����. ����� ���� �� ��� �����./����������� '�� �	��/���������� �� � �/������� ��������	
������ :/�����. ����� ���� �� ��� �����./�����������

��) (� ��� ��� �/������� ��������	 ������ ������  ��� A ��������" � � ��� �����./
�����������

Figure 1.2.4  �� 6'� �+��!��� &����&"�� ������ ����� %�"� A '��"�&���

Global Symmetry: Vertex-Transitivity

(���� �����./������������ ������ ���� ����#�� �� ��������� ��� �@� ��� ������� 	���������
�� ������ ������ ��	 ��������� �������

DEFINITIONS

���) ��� ������ ����� �+�� *, ��� � ����� �  ��� ���������� ��� * ��� ���
�������� �� � �� �������� ��	 ��� �� �	�� 	������	 ���� 	 �� 	� ��� ����� 	 � � ��	
� � *� =� ������ ���� �������� ��� ��#���	 #� �������� �� � ��	 ���� �	��� ��� ��#���	
#� �������� �� *�

� =� ���� ���� �� ����������� ����� ���� �� � ���� �� ���������� 	������	 �	��� #�� ���
	 ��	 	�" ��� ���� 	 � �B ���������  � �	������ ���� ���� ���� �� 	������	 �	���
�� � ������ ��	������	 �	�� ��#���	 ��

���) % 	��	����� ����� ����+�B *, �� 	����	 ��� � �������� ������� � ��	 � ��#���
* �� ��� �������� �� � � � � � ��

�
�" �����	 ��� 	����	����
�

� ��� �����. ��� �� ��" ��� �������� ��	��� ��

� ����� �� �� �	�� &������ � � �������� � ��	 ) �� ��	 ���� �� ��� 	�>������ �� � )� ��
�� ��� ��� *� % ��������� ����� �� � ������� ���� �� � ������ �����B �� ����������
�� ��� ���������� ��� ����� ���� �� � ������ �	���

���) ��� ��
������� +����� �� ����� ������" ��� 
�������, �� � )/������. & �� ���
����� ���������� �� ��� �������� ��	 ��� �	��� �� &�

���) ��� �������	��� ����� +	 +�� ��	��� �����, �� ��� �/�!������ �� ��� �/
	���������� �������#� �+��� � � � � ��, � 6 � �� � ��� ���� ����� ��� 	 �������� ��	 ��
������� �� 	����� ��

���) ��� ���	������� ����� �	 �� 	����	 �����������)

�	 *

�
&� �� � * �
�	�� G&� �� � � 
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���) ���  ����
�� ����� �� ��� �6/�����. �/������� ����� 	������	 �� 2����� ���;�

Figure 1.2.5  �� 5�"����� �����

EXAMPLES

��) ��� ��
������ �� ��� �����. ���� �� � G � �Æ���� ��	����	��� ������ �� �/
	���������� ������ '�� �/�!������ �� ���������� �� ��� �������� ����� &��

�	) %  ������	 ����� �� ��� �/�!������ �� ��� �� ��� ��� J������� ����	�) ��� �����/
��	���" ��� ��#�" ��� ������	���" ��� 	�	�����	���" ��	 ��� �������	����

��
) ��� J������� ����� �� �����./����������" ����� ����� �� �� ������������ ����
� ��� ��� ��������� +���� ��� ����,  ��� ��� ��������� '� �� ��� � ������ ����� ��
������ �� ��� � � ������ �� ��	�� �6" ����" �� ��� ������ �������� �� �� ��� 	���	��� �����
� �" ��	 ����" ��� � ������ ������

���) ��� ������	��� ����� �	 �� ���������� �� �&��

FACTS

(�) 54������#� ����������3����� �������7 ��� �����  ���� �������� ��� ��� #�����
��9������ �� ������ � ��  ���� � � �������� ��� �	&����� �� ����� ��9������ 	�>�� ��
�.����� ��� ����� �� ���������� �� +	�

(�) =� ��� ��������� ��� �/	���������� �������#� +	 �����������" ����� ��� ���������
���	��� ���������)

+	 *

�
&� �� � * 6
+	�� 
&� �� � � �

1.2.3 Integer-Valued Invariants

���� �� ��� ���� ������ ����� ���������� ��� �����	�	 #� �������/�����	 ������/
���� �� ����������� ����� ���� ���������� ��������� ��� ������ ���� �� ������� ���� ��
��#�������� (���� ��� ��#�������  ��� �� ��������� ������ ��� �� ������� ���������

Cycle Rank

��� ��������	 ������ �� $�$� 	��� 6 ��� �� ����� ������� ��������" ����� ���� ��� ���
�	��
 +��� ����,�
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DEFINITION

���) ��� 	�	�� ���� �� � ��������	 ����� � * +���, �� ��� ���#�� ������ �G�� +���
�@�� ��� �� �������������� �� ����� ���! �� ��� ���! �� � ������ ������, 8��� ���������" ���
� ����� �  ��� �+�, ����������" ��� ����� ���! �� ��� ���#�� ��+�,�� �� +�,�G �+�,�

EXAMPLE

���) ��� ��������	 ������ �� ����� ���! 6 ��� ��� ������

Figure 1.2.6  �� "���� %�"� !� "� 6'� '��"�&���

FACTS

(�) 5���� ����������3����� �������7 ��� ����� ��� ���������� ��� �9�������� ��� �
����� '  ��� � �������� +����" ��� 5��D�CC" ������� ������7,)

� ' �� � ���� +���� ��" � �� ��������	 ��	 ��� �� ������,�

� ' �� ��������	 ��	 ��� �� � �	����

� ' ��� �� ������ ��	 ��� �� � �	����

� %�� � � �������� �� ' ��� ��������	 #� �.����� ��� �����

(�) 5'�	������ +���������, 
�������� �� �����7 ?�� � #� ��� ������ �� ������ 	����	
�� ����� �)

+�, &� � � �

+��, '� ' � � ��	 ' � ��� #� �#�����	 #� �		��� � �� �����. ��	 &������ �� �� � �����.
�� ' " ���� ' � � � �

���� � �� ��� ������ �� ��� ������
+������� ���� ������� �� ����������� 	����	 ������ ��� ��������	 �� ����,

(�) ��� ����� ���! �� � ����� �� ��� ��� �� ��� ����� ���!� �� ��� �����������

(�) % ������ �� � ����� ���� ���� ����� ��������� �� � �����

Chromatic Number and k-Partite Graphs

'� � ������ �������� �� � �����" �� � � ��������  ��� ��� ���� ����� ��� �	&�����" ��	
����" ����� �	��� &���� �������� �� 	�>����� ����� �������� ��� ������  ��� � ������
/�������� ��� �� ������� ��������� ����� �������� �� ������	 �.��������� �� �;�� ��	 �;��

DEFINITIONS

��	) % ������ ����� �� ���������� �� ��������� �� ��� �������� ��� #� ����������	 ����
� � ���� +�����	 ������� 
��
, �� ���� �  ��" ���� �� �	�� &���� � � �������� �� ��� ����
���� +2�� ��������� �������" ���� �����	�� ��� ����� &� �� ���� 	���������, '� , ��	 $ ���
��� ��	��� �� ��� ������� ����" ���� ��� ����� �� ���	 �� #� �� ,����$ ��������� ������
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��
) % 	������� ��������� ����� �� � ������ #�������� ����� ��  ���� ���� �����.
�� ��� ������� ��� �� �	&����� �� ��� ��� �������� �� ��� ����� ������� ���� '� ��� � � �������
���� ���� ���	��������� , ��	 $" ���� ���� ����� �� 	�����	 &
���

���) % ����� �� )�������� �� ��� �������� ��� #� ����������	 ���� ) ���� +�����	 �������

��
, �� ���� �  �� ���� �� �	�� &���� � � �������� �� ��� ���� ����

���) % 	������� )�������� ����� �� � ������ )/������� ����� ��  ���� � � ��������
��� �	&����� �� ��	 ���� �� ���� ��� �� 	�>����� ������� ����� %�� ���� ������ ��� �����	
	������� ������������ �����
� '� ��� ) ������� ���� ���� ��	��� ��� ��� � � � � ��" ����
��� ����� �� 	�����	 &���������" ��	 �� ���� ������� ��� ��� ��	�� ," ���� &��
��

EXAMPLES

���) -���� ���� �� #���������

���) -���� �����  ��� �� ���� ���#�� �� �������� �� #��������" ��	 �� �����  ��� ��
�		 ���#�� �� #���������

���) ��� �������� �/������� ����� &	��� �� ���������� �� ��� �/������	��� ����� �	�

Figure 1.2.7  �� &�����"� �+���"�"� ����� &	���. ��� � * �� � � � � ��

FACTS

(�) 5��������� ����� ����������3����� �������7 % ����� �� #�������� �� ��	 ���� ��
��� ������ �� ���� �� ��� ������ �� ���� +����" ��� 5��D�CC" ������� ��;��7,�

(	) % ����� �� )/������#�� �� ��	 ���� �� �� �� )/��������

(�
) 2�� ) � �" ��� ���#��� �� 	���	���  ������ � ����� �� )/������� �� HJ/���������

k-Connectivity and k-Edge-Connectivity

������ ��� #� ��������3�	 �����	��� �� ����� $����$������ ��	 ����� ����*$����$�������
����� ��� ��������� ��� ������ ��������	���� �� 	�������� ��� ���� ��	 ���: ��� �.�������
�������� �� �������������

DEFINITIONS

���) ��� ���������	����	������ �� � ����� �" 	�����	 -�+�," �� ��� �������
���#�� �� ��������  ���� ������� ���� � ������ � ���/��������	 �� ������� ������

���) ��� ����	����	������ �� � ���������� ����� �" 	�����	 -�+�, �� ��� �������
���#�� �� �	���  ���� ������� ���� � ������� �� � ���/��������	 ������
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��������� ��� ��#�������	 0�1 �� ����� ���������	  ��� ��� ����� � �� ��	������	�
-��� ����" ��� �������� - ��	 . ��� ���	 ������	 �� -� ��	 -�" �������������

���) % ����� �  ��� ������������ -� � ) � � �� �����	 )�	����	��� -9����������"
� �� )/��������	 �� ��� ������� �� )�� �� �� �� �������� ������ ������� � ���/��������	
����� ��� � ������� ����

���) % ����� �  ��� �	��/������������ -� � ) � � �� �����	 ������	����	���
���� ��" ��� ������� �� )� � �� �� �� �	��� ���� � )/�	��/��������	 ����� ������� �� �
��������	 ������

���) % 	������ �� 
������� )�	����	�� +�� )�
�����, �� ��� ������ �� �������� ���
��� �� �� �� ���� ) �������� �� �������� ��������	 ��	 �����������

���) % 	������ �� 
������� )���	�	����	�� +�� )���	�
�����, �� ��� ������ ��
�������� ��� ��� �� �� �� ���� ) ���� �� �������� ��������	 ��	 �����������

Minimum Genus

������ ��� #� ��������3�	 �����	��� �� ����� ����������� �����������

DEFINITIONS

��	) ��� ������� ����
 +�� ������ ��� ����
, �� � ��������	 ����� � �� ���
�������� ���#�� � ���� ���� � ��� #� 	�� � �� ��� �������#�� ������� /� +��� �:��,
 ������ ��� �	��/����������

��
) % ����� �� ����� 6 �� �������

1.2.4 Criterion Qualification

% ����� ������ �� ���� �������	 �� ��� ��� �� ��� ������ �� 	������� ���� ����� �
�����	 ���������" ����" ��������#����� ��	 ������� ����� �� ���������� ��	 ��.��������

DEFINITIONS

���) % ����� �� �������� �� �� ��� � �����	  ��! ���� �������� ����� �	�� �.�����
����� +��� ���� ��� ��� ������� �� �������� ������ ��	 ��� ��� �� �.������� 	����������,

���) % ����� �� ����������� �� �� ��� � �������� ������ +��� ���� ��� ��� ������� ��
����������� ������ ��	 ���; ��� �� �.������� 	����������,

���) % )/��������� ����� �� 	����	���� )�	�������	 �� ��� ��������� ���#��  ���	
	������� �� ��� �	��  ��� ������	� +��� �;���,

���) % )/��������	 ����� �� 	����	���� )�	����	�� �� ��� ������������  ���	 	�/
������ �� ��� �����.  ��� ������	� +��� �����,

���) % )/�	��/��������	 ����� �� 	����	���� )�����	����	�� �� ��� �	��/���������/
���  ���	 	������� �� ��� �	��  ��� ������	� +��� �����,

���) ��� ���� ����� 0+�, �� � ����� � ��� ��� �	��� �� � �� ��� ��������B � � ��������
�� 0+�, ��� �	&����� �� ��� �	��� �� � ��  ���� ���� ���������	 ���� � ������ �����.�
%���" � ����� � �� ���	 �� #� � ���� ����� �� ����� �.���� � ����� � ���� ���� � ��
���������� �� 0+�,�
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���) % ���������� �� � 	������ ��  ���� ����� �� �.����� ��� ��� #�� ��� ���� ����
�� ��������� +��� �����,

EXAMPLE

���)

Figure 1.2.8 � ���� ��� �"� ���� �����

FACTS

(��) 5?��� ����� ����������3�����7 ��� ����� ��� ���������� ��� �9��������)

� � �� � ���� ������

� 5L���7 ��� �	��� �� � ��� #� ����������	 ���� �������� ��#������ �� ���� �  ��
���� �� �����. �� �� ���� ���� � ��

� 5��:67 H��� �� ��� ���� ������ �� 2����� ���C �� �� ��	���	 ��#����� �� ��

Figure 1.2.9  �� ���� ��������� ���!&�� �!�������

(��) % �������� ��������	 ���������� �������� � 	������	 �������� ������

EXAMPLE

���)

Figure 1.2.10 ��� "�!������"� %�"� ��� "� ��!� '��"�&���
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1.3 HISTORY OF GRAPH THEORY
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Introduction

%������� ��� ���� ������� �� � �����  �� ��� ����� �A:A" �����/����������� �	���
��� #� �����	 #��! �� �:�;  ��� ?������	 -���� +�:6:/A�, ��������	 ��� �������� ��
��� LS�����#��� #��	��� ���#���� ���� ������� �������3�� ���� ��������� �����	� ��
��� 	���������� �� ����� ������ ����� ���� ����� 2������ ����������� ��� #� ����	 ��
5��?�=�CA7 �� 5=�CC7�

1.3.1 Traversability

��� ������� �� ����� ������ ��� #� �����	 #��! �� -����T�  ��! �� ��� LS�����#���
#��	��� ���#��� +�:�;,"  ���� ��#��9������ ��	 �� ��� ������� �� �� ���	��� �	�"��
��� ���	� �� ������ �� ������	�� #� ��� ���	� ������ J�������� L��!��� +�A6@/C;,
��	 ��� =������ �� �� 4������� +�A6;/@;, ��	 �� ��� ������� �� � ���������� �	�"��

The Königsberg Bridges Problem

��� #.����
��	� �	����
 "	����" �������	 �� 2����� �����" ��!�  ������ ����� �� � ���/
�������  ��! ���� ������� ���� �� ��� ����� #��	��� �� LS�����#��� �.����� ���� O ��	 ��
��"  ������ � �����	  ��! ��� #� ����	� ��� ��� ��� ���� �.������� 	��������� �� ������
���������� ���	��� �	�"�
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FACTS 5��?�=�CA" ������� �7

(�) (� @ %����� �:�; ?������	 -���� ��������	 � ����� �� 0��� �������� �� � ���#/
��� �������� �� ��� �������� �� ��������1 �� ��� %��	��� �� �������� �� ��� J�����#���"
������" ������� ���� ����� �� �� ���� ����������  ��! ������ ��� ����� #��	����

(�) '� �:�@" -���� �����������	 ��� �������� �� ������� ����� ��������������" ���/
������ ��� ��� � �� ��� ������ �� ��� ���#��� ��	 �� ��� ��������� �� ��� �������� ��
���������

(�) -���� 5-�)�:�@7 ���� ��� �������� �� ��� ���#��� �� ��� ���������� �������

"��������� ��	������ #���	������� ��	�� ��� ����� 0������� ���#������� �	 �����/
����� �	 ���������� ����� �����������1� %������� 	���	 �:�@" �� 	�	 ��� ������ �����
�:��" ��	 ��  �� ����� ����#�����	 �� ��� �� �	����� �� ��� ���������� �� �:;�

(�) -����T� ����� �� 	���	�	 ���� � ��������" ��  ���� ���� ��� �� ��� LS�����#���
#��	��� ���#���" ��	 ��� ������	�� ��� ��������	  ��� ������� ������������ �� #��	���
��	 ���	 ������

(�) -���� 	�	 ��� 	�� � ����� �� ��	�� �� ����� ��� ���#���" #�� �� �����������	
��� ���#��� �� ��� �� ������ �� ��	 � ��9����� �� ����� ������� %" �" �" �� 
 +��� ���	
�����, ���� ���� ��� ����� %� ��	 %� ��� �	&����� � ��� +���������	��� �� ��� � �
#��	��� #�� ��� % ��	 � ��	 #�� ��� % ��	 �," ��	 ��� ����� %
" �
" ��	 �
 ���
�	&����� &��� ����� 4� ��� �	 #� � �������� �������� ���� �� ���� ��9����� �.����"
�����#� ������� ���� ��� LS�����#��� #��	��� ���#��� ��� �� ���������

(�) '� 	��������� ��� ������� ���#���" -���� �#�����	 ���� ��� ���#�� �� #��	���
 ������ ��.� �� ��� ������� %" �" �" ���� �������� �		 �� �� � ��� ��� ���#�� �� #��	����
���� �� ��� ���� ���������� ��  ��� ���� �����/��������� �� ���� ��� 0���	���!���
�����1" ���� ��� ��� �� ��� �����./	������ �� � ����� �� �9��� �� � ��� ��� ���#�� ��
�	����

(�) -����T� ���� ����������� ��� ��� ������� ���������  ��� �� ����� �)

� '� ����� ��� ���� ���� � � ����� ��  ���� �� �		 ���#�� �� #��	��� ���	" ���� ����
� &������ �� �������#���

� '� ��� ���#�� �� #��	��� �� �		 ��� �.����� � � �����" ���� ��� &������ �� �����#��
�� �� ������ �� ������ �� ����� � � ������

� '�" ������" ����� ��� �� ����� ��  ���� �� �		 ���#�� �� #��	��� ���	" ���� ���
��9����	 &������ ��� #� �����������	 �������� ���� ��� �����

����� ������� ���������	 �� ��� ���	������ ��	��  ���� � ����� ��� �� ��������" ��
����/��������" ������

(�) -���� ����	 ��� �������� ������" ���� �� ��� �#��� ���	������ ��� �������	" ���� �
����� �� �����#��" ��	 ���� � ��������� ������  �� ���� �����	 #� ��" #�� 	�	 ��� ����� ���
% ����	 	������������ 	�	 ��� ������ ����� � ������	 ������  �� �����	 #� �� 4������3��
54�)�A:�7 �� �A:��

Diagram-Tracing Puzzles

% ������	 ���� �� ���	�  �� ���� �� ����	��*�	�$��� "�%%�
"  ���� ��� �� ��9����	 ��
	�� � ����� 	������  ��� ��� �� ��� �����#�� ���#�� �� ��������	 ����!��� ����
��33��� ��� #� �����	 #��! ���� ���	��	� �� ����� P ��� �.�����" ����� ��� ���� �����
%������ �.�������
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FACTS 5��?�=�CA" ������� �7

(	) '� �A6C ?� J������ 5J�)�A6C7  ���� � ������ �� �������� ��	 ������	�� ��  ����
�� ����	 ��� ����� ��� ���#���)

����� ���� ������ �������	 �� ���	�� �� �����" �� �� ��9����	 �� ������� �
������ $�.�#�� �����	 ������� ���� � � #� � � �� ��� �����#��  ���" �� ���� ���
� � ��	� �� ��� �����	 &��� �� ��	 ��� ����� ������ �� �9��� �� ��� ��� �� ���
��� ������ 	���������

J������ ����	 ���� � �������� �� �����#�� ����  ��� ��� ���#�� �� ������ �� �		" ��	
���� � �����	 ��� ��	��� ���� �� ����������� ��� ���� �����#�� ������ '� ��	���
�����������" ��� 9������� �� ��������	  ��� �������� ������ �� �������� ������ �� �		
��	���

(�
) (���� 	������/������� ��33���  ��� ����	 ��	 �����	 #� �� ������� 5��)�A��7
��	 K� �� ?������ 5?�)�A�:7� ��� ������ �������	 �� ��� #��! $�������� ��� ��	�����"
��� ���� ����� ���� ���  ��	 0��������1 �������	 �� ������

(��) '� �A�C" (� ���9��� ��!�	 ��� ��� ���#�� ��  ��� �� ������ ��� � ��������
���� �� 	�������� ���� �� ����������� ��� ���#��� �� 	���������� ��� ���#�� �� ��������
����� �� ��� �������� ����� &	" ��	  �� �����	 #� 8� ����� 5��)�A:�/�7 ��	 ����� #�
�� ������

(��) ��� ���������� #�� ��� ��� LS�����#��� #��	��� ���#��� ��	 	������/�������
��33���  �� ��� �������3�	 ����� ��� ��	 �� ��� �C�� �������� '�  �� ������	 ��� #�
=� =� ����� ���� 5��)�AC7 �� ���
������� %�������� ��� #������� ����� ����
����� �� ���� #��� ��� ���� �� ��� ��� ����� �� 2����� ���� �� ����� ��� ���#����
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Figure 1.3.2  �� ���� �� "�� 78������� ������ ��������

Hamiltonian Graphs

% ���� �� ����� ���#��� ���� ������������ �����#��� ��� �������� ���#��� �� ���� ��
��	��� � ����� ���� ������ &��� ���� ������� ���� �����. �� � ����� ������ ������� ��
4�������T� ��$�����" ���� ������ ��� �� �����	 ���������� �	�"�
 +��� ���;," ������	
�� ���� &����� #���� ����	 ����� L��!���"  �� �����	���	 ��� ���� ������� ���#���
����� �� 4�������T� �����	������� �� ��� 	�	�����	���" �� 	�������	 #��� �

FACTS 5��?�=�CA" ������� 7

(��) %� ����� �.����� �� ���� � ���#��� �� ��� ������/
 ���	 "	����" �� ��	��� �
���������� �� !�����T� ����� �� � �����#���	" �������� ���� �� ��� @� �9����� &��� ����
��	 ��������� �� ��� �������� ������ ���� ���#��� ��� #� 	���	 #��! ���� ���	��	�
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�� �����" ��	 ���������� ���������  ��� ����� #� -���� 5-�)�:;C7" %�/�� <��	�����	�
5<�)�::�7 ��	 �������

(��) '� �A;; L��!��� 5L�)�A;;7  ���� � ����� ������������� ����� ������	�� ���  ����
��� ��� ��	 � ����� ������� ������� ��� ��� �������� &��� ����� 4� �����	 ���� �����
������	���  ��� ����/��	�	 ����� ��	 �� �		 ���#�� �� �������� ��� �� ���� �����" ��	
���� �� �� �.����� ��� ������	��� �#�����	 #� 0������� �� � � ��� ���� �� � #��1 +���
2����� �����,�

Figure 1.3.3 7��)���9� :&��� �� � ���; �1������

(��) %������ ���� ���  ��! �� ���/����������� ����#��" 4������� �����	���	 ������
������� ������� ��� ��� �������� �� � 	�	�����	���� 4� ��#��9������ �������	 � ����"
�����	 ��� ������� ���� +��� 2����� �����," ��  ���� ��� ������  �� ���������	 �� ��	
���� ������ �� � ����	 	�	�����	���" ���������� ������� �.��� ���	�������
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Figure 1.3.4 <����"��9� �&����� ����

(��) '� �AA�" J� �� ���� �������	 ���� ����� �/������ ������	��� ��� � �����������
������ ���� ���������  �� ��#��9������ ������ ����� #� =� �� ����� 5���@7 �� �C�@ +���
2����� ����;,�

Figure 1.3.5  !""�9� �+'����" ���+�����"����� ���$�������

(��) ��Æ����� ���	������ ��� � ����� �� #� �����������  ��� ����� �#�����	 #� �� %�

���� 5
�;7" (� (�� 5(�@67" K� %� ���	� ��	 <� ���I���� �� �C:@" ��	 �������
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(��) 4���������� 	������� ���� ���� #��� �����������	" #� %� �������/4���� +�C@6,"
4� 8������ +�C:�," ��	 �������

1.3.2 Trees

��� ������� �� � ����" � ��������	 �����  ������ ������" �������	 ���������� ��
���  ��! �� ������ L������> +�A�/A:,"  �� �������	 �����/����������� �	��� �� ���
����������� �� �������� �� ���������� ��� ��!�� ?����" �����  ��� ���	 #� %����� ������
+�A�/C;," K���� K����� ��������� +�A6@/C:," ����� JI���� +�AA:/�CA;," ��	 ������" ��
��� �������� �� ���#���� ��������� ��� ����������� �� ������� �������� ����������

Counting Trees

-���������� ������9��� ��������� ����� ���� ����� �� ����������  ��� � ���#��� �� ���
	�>�������� ��������" #�� ���� ���� ���� �� #� ���	������� ����� �� ��� �������� ��
�������� ���������" ��  ��� �� �����	��� � ����������� ����� �� �������� �� ����� � �
������ -���������� �� ������� !��	� �� ������ �� 	�������	 �� �@���

FACTS 5��?�=�CA" ������� �7 5J���A:7

(�	) =����  ��!��� �� � ���#��� �������	 #� ����  ��! �� ��������� �� 0	�>��������
�������������� ��	 ��� ��������� �� ��������1" ������ 5��)�A;:7  �� ��	 �� ��� ������/
����� �� �����	 ������

(�
) ������T� �����	  �� �� ��!� � �����	 ���� ��	 ������ ��� ����" �����#� �#�������
� ���#�� �� ������� �����	 ����� +��� 2����� ����@,�

rootroot

Figure 1.3.6 =���""�� � ���"�� "����

?������ !� #� ��� ���#�� �� �����	 �����  ��� � #�������" ������ �����	 ���� ���
���������� ��������
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� G!��

� G � � �

�� �9��� �� ��� ���	���

+�� �,�� � +�� �
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�,��� � � � �

F���� ���� �9������" ��  �� �#�� �� ��������� ��� ���#��� !� ��� �� � �����

(��) %����	 �A:6" ��������� ��	 �� K��	�� ��	����	����� 	����	 ��� $����	0��$����	
��	 ��� $���	���0��$���	��� �� � �����

(��) '� �A:�" ������ 5��)�A:�7 ����	 � �����	 ��� ������� ��� ���� 	�Æ���� ���#���
�� �������� �������	 ������ ���� �����	"  ���� �� ������	 �� �������� ���������"
��������	 ����������� �� �������� �� ��� ������ �� �������	 �� ��� ���� �� �������� ��	
 ��!��� ��� ��	��
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(��) '� �AAC" ������ 5��)�AAC7 ��������	 ��� ���� ������� ��� ��� ���#�� �� ��#���	
�����  ��� � ��������� 4� �.������	  �� ��� ������� ���	�  ��� � * @" #�� �� 	�	
��� ���� � ����� �� �������� ��� ���� ������� �����  �� ����� #� 4� J�S���� 5J��A7) ���
�����	  �� �� ����#���� � ���/��/��� ���������	���� #�� ��� ���� ��#���	 ����� ��	
��9������ �� ������ ��  �����	 ���� ��� ���#��� �� � � � �� ��

(��) '� � ���	������� ����� �� �C�:" JI���� 5JI��:7 ���#���	 ��� ��������� �	�� ��
� ���������� ��������  ��� ���� �� � ����������� �� �#���� � �� ����� ������� ����
���#��	 ��� �� ��������� ������� ����� �� ������������ ��	�� ��� ������ �� � �����
�� ����������� ���� �� JI����T�  ��!  �� ����������	 #� K� 4� ��	���	 5��:7" #��
��	���	T� �����  �� �#����� ��	 ��	 �� ��$����� �� ��� 	���������� �� ��� ��#&����

(��) ?���� ������� �� ��� ����������� �� �����  ��� 	�����	 #� �� (���� 5(��A7 ��	
������� ��� ���	 �� ��������� ����������� +��� 54�J�:�7,  �� ��#��9������ �������
	�������	 #� 2� 4����� 54�;;7" �� �� ���	 5��@�7" ��	 �������

Chemical Trees

�� �A;6 ��  �� �����	� !�� � ���� �������� �������� ���#��� �� �.�	 ������������
�������� �������� ���� �� ��� +�������, ��	 ����"� +�������,  ��� !�� �" #�� ��
 �� ��� ��	������	 �� ��� �������� ���#��� �� ���� ���� ��#�������� %����	 ����
����" �������� �	��� �� ������� #���� �� #� ����#�����	" ������������  ��� %��.��	��
���� ��� � ��������	 ��� ������� �������� ��� ������������ ���������� 2����� ����:
�������� ��� �������������� �� �������" ��� ����� 	�� ���" ��	 ��� ���������	��� ����
������
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Figure 1.3.7 ��������"�"���� �� �"������

FACTS 5��?�=�CA" ������� �7

(��) ���� ��� �T� ������� �������� �.������	 ��� ��� ���� ���� ��� ����������
�� ���������"  ����#� ����� �.��� ����� �� ��������� +�������,  ��� ��� ���� ��������
������� #�� 	�>����� �������� ����������� 2����� ����A ��� � �������  ��� ��������
������� ������
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(��) ������ 5��)�A:�7 ���	 ����/�������� �����	� �� ��������� ����Æ�� +��!����,
 ��� �� �� �� ���#�� �����" ��  ��� �� ������� ����� �������� �� ���������B ��� ����� ����
��#�� ����� ��� ���#�� �� ������� �� ��!���� ��� � * �� � � � � A�

2������ ��� ���� ���
 ����� ����� ����� �	��� �
��


H��#�� � � �  � ; C �A

(��) =� L� ���>��	 ��	 ��������� #������	 ���� � ���������� ����	 #� ��	� #�� ���
�������� ����� ��	 #����� 9������� �� ��������� ������" � ����� ��  ���� ������ ��	
��������� ��	 ��	� ���������� ������#������� '� �A:A" ��������� 5��)�A::/A7  ���� �
����� ���� �� &���� �#��� ���� �������	 ����������" �����!��� ����)

-���� ��������� ��	 ��������� ���� #������ �.������#�� #� � �	�"� ���������
�	�������  ��� � L�!��I��� 	������ �� �������������

����  �� ��� ���� ���������� �� ���  ��	 �	�"� �� ��� �����/��������� ������

(�	) '� �A:A" ��������� 5��)�A:A7  ���� � ������� ������� �� ��� ������� �������� ��
�������� ��������� ��	 ��������� ������ �� ��� ���� ������ �� ��� ������� ������� �!

���
������"  ���� �� ��	 �������� ����	�	�

(�
) ?����� ��������  �� ��	� �� ��� ����������� �� ������� ����� ��� �C6� ��	
�C�6�� %� �� ?��� ��	 K� L� ������ 5?���C7 �������3�	 ��� ���������� �� �����������
������ ��� ���� ����" ��	 JI����T� �#���/��������	 ����� �����	 ��� �������� ���#���
��� ������� �������� �� ����������

1.3.3 Topological Graphs

-����T� ������	��� ������� 5-�)�:;67  �� ��� ����	����� ��� ����������� �����
������" ����� �� ���	� ���� ��� ������ ������� '�  �� ����� �.���	�	 �� �������� �����
���� ��� ������� '� �C�6" � ���	������� ����������3����� �� ������ ��#�		�#�� �� ���
������  �� ����� #� L�3�����3 L����� �!� +�AC@/�CA6," ��	 ������  ��! P ����#�� #�
H��� ��#������" J��� �������" ��	 ������ P ��� �.���	�	 ����� ������� �� ��� ������
��	�� ���������

Euler’s Polyhedron Formula

��� ����!�  ��� ��������  ��� ��� ��� ������� ����	�" #�� ����� �� �� ���	���� ���� ����
!�� ��� ������ ���������� #�� ��� ��� ���#��� � �� ��������" � �� �	���" ��	 1 ��
����� �� � ������	���)

� �� G 1 * 

'� ��� �:�� �������" ���I� 
�������� ���	��	 ������	��" ��	 �� �#�����	 ������� ����
 ���� -����T� ������� ����	 ����� #� 	�����	� 4� ����" ����� 
�������� ��	 �� �������
�� �� �	��" ��  �� ���#�� �� ��!� ���� 	�	�������
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FACTS 5��?�=�CA" ������� ;7 5��CC7

(��) ��� ���� ���������� �� ��� ������	��� ������� �������	 �� � ������" 	���	 ��
H����#�� �:;6" ���� -���� �� �� ���	#���� 
������� ��� ���#�� �� �����" ����	 ������
+��������, ��	 &����� +�	���, #� �" �" ��	 �"

� '� ����� ����	 �������	 #� ����� ����� ��� ��������� �� ��� ���#�� �� ����� ��	 ���
���#�� �� ����	 ������ �.���	� #� � � ��� ���#�� �� �	���" �� �G � * � G �

(��) -����  �� ���#�� �� ����� ��� �������� '� �:; �� ��������	 � ����� #� 	�����/
����" #�� ��  �� 	�������� ��� ���� ����	 �����  �� ����� #� %�/8� ?����	�� 5?�)�:C�7
�� �:C�" ����� �������� ���������� �� ��������� ���������

(��) '� �A��" %�/?� ������ 5��)�A��7 �#�����	 � ����� �� -����T� ������� #� ������/
����������� ���&������ ��� ������	��� ���� � ����� ��	 �����	����� � ������������� ��
��� ��������� ������ ������

(��) %����	 ��� ���� ����" ��/%�/K� ?������� 5?�)�A��7 ���� � ����������� ����� ����
����� ��� ���� ��� ������� �����. ������	��" ��	 �� ����������	 ��� �	�� �� 	������
#� ������ ���� ���� �� ���� ����� �� ���������� ������ 4� ���� ����	 ����� ����� ��
������	��� ���  ���� -����T� ������� ����� P �����  ��� ��	��������� �� ����� �����" �����
 ��� �� �������� ������" ��	 ����/�����	 ������	�� 	�� � �� � ����� +���� ��" ������	��
 ��� � R������T ������� ����,� 2�� ���� ����/�����	 ������	��" ?������� 	�����	 ���
�������

� �� G 1 * 6

��	 �.���	�	 ��� 	��������� �� ����� ����" �� � �� ��� ���#�� �� ������� �� � ������� ��
 ���� � ������	��� ��� �� 	�� �" ����

� �� G 1 * � �

��� ���#�� � �� �� �����	 ��� ����
 �& ��� 
�	&�$�" ��	 ��� 9�������  � � �� �����	
��� 1��	 $��	�$��	�
��$� +��� �:���,

(��) '� �A@�/" ?������ 5?�)�A@�/7  ���� �� ����� �'������
 ���	�(" �� �.���/
���� ������������� ���� ������.��" ��	 ���	��	 �� ����� ����������� ���������� �>���
��� ��������3����� �#��� �� -����T� �������� ����  ��! �����	 �� #� ��$������� �� ���
��#��9���� 	���������� �� ��������� '� ����������" 4� J������I� ���! �� ?������T� �	���
�� ��� ������ �� �AC;/�C6� ���� ���	 ��� ����	������ ��� ����#���� ���������

(��) ���  ��! �� J������I�T�  ��!  �� ��������� ����������" ��	 �� �������	 �� �� ����/
��� #� 8� 
��� ��	 J� 4������	 5
�4�6:7 �� �������� ����� +��������, �� ��� ���/������
)������	'��� �� ���
������
� *������
�!��� 4�� �	���  ��� ������� 	�������	 #�
(� <�#��� 5<�7 �� � ������ �� �����9���� �������� �� �������� ����� ��� ��� %�������
8����������� ������� �� �C�@�

Planar Graphs

��� ���	� �� ������ ������ ���������	 �� � � ������������ ���#���� ��������� ��� ���/
����� ����� &� ��	 ��� �������� #�������� ����� &���� ����� ������ +��� � �� 2�����
����C, �����	 �� #� ��� ���� �#������� �� ���������" ��  �� ��#��9������ 	����������	
#� L����� �!��
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K3.35K

Figure 1.3.9  �� 7!��"�%�)� ����� &� ��� &���

FACTS 5��?�=�CA" ������� A7

(��) %����	 ��� ���� �A�6" %� 2� 8S�#��� ��������	 ��� ����� ��� ��33�� �� ��� ���/
	����)

�����  �� ���� � !���  ��� ��� ����� '� ���  ��� �� �����	 ���� ����� ��� 	����
��� ���� �����	 	���	� ��� !���	�� ���� ��� ������� �� ���� ��� #���	��� ��
���� ������ �����	 ���� � �������� ���� �� ������  ��� ���� �� ��� ����� ����
�������� ��� ��� ����� �� ���  ��� #� �������	U

���� 9������� ��!�  ������ ��� ��� 	�� ��� �������� �����#����� ������� �� ��� ������
��� ����������  ��� ����� ������ ��� #� ���� ���� ��� 	��� �������" ����� ���������	
#� 4� ����3�)

��� !��� ������� �����	 ���� ��� ���� �����	 &��� ��� ��� ������� ������ �� ���
!���	�� #� ���	� �� ���� �� � � ���	� ���������� ��� ���� #� 	���U

'� ���� 	��� �����������" ��� ���#��� �� ���� �� 	���	���  ������ ��� ����� &� �� �������

(��) %� ��	 ���#���"  ���� ������� ��� �#�����" �� ��� �������
 "	����" �� ��
*����	*
��$�	�$��� "	����" ��������	 #� 4� 
�	���� 5
���7 �� ��� "����� ������� �� �C��)

��� ��33�� �� �� ��� ��  ����" ���" ��	 �����������" ����=" �" ��	 -" �� ���� ��
��� ����� ������" %" �" ��	 �"  ������ ��� ���� �������� ������� +��� 2�����
�����6,�

���� ���#��� �� ���� �� 	���	���  ������ &��� �� �������

W G E

CBA

Figure 1.3.10  �� ��+%�"��+���&"��&�"$ �������

(�	) '� �C�6 L����� �!� 5L��67 ��#�����	 � ����� ������� ���� ����� ������ �����
��� � ��#����� ������������ �� &� �� &���B ���� ������  �� �#�����	 ��	����	�����
#� (� 2���! ��	 J� %� ������

(�
) '� �C�� 4� =������ 5=���7 	��������	 �� �#������ 	�������� �� 	������ ���� ��
������ ���#��������� ��	 ������  ��� ��� ����������� 	�������� �� 	������ ��� ������
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������� 4� �����	 ����"  ��� ���� ������� 	�������� �� 	������" � ����� �� ������ �� ��	
���� �� �� ��� �� �#������ 	���� ������	 �������  ��� �#�����	 #� �� 8��?��� ��	 �������

(��) '� �C�; =������ 5=��;7 ��������3�	 ��� �	�� �� ��	����	���� �� ������ ��	
������ ������ �� ��� ������� �� � ������	� ��� 	��� �� � ������	 �.���	� ��	 ��������
��� 	������ �� ������ ������" ��	 ����� 5��;C7 ���	 ����� �	��� �� ��� ����/�C;6� ��
�#���� � L����� �!�/���� ��������� ��� � ������	 �� ����� ���� � ����� +��� �@�@,�

Graphs on Higher Surfaces

% ����� 	�� �  ������ ��������� �� � ����� ���������	� +#� ������������� ���&������,
�� � ����� ��������� 	�� � �� ��� ������� �� � ������� ���� ���	� �� ��� �	�� �� ������
	�� � �� �������� ����� ���� ��� ������� ��� �������  ��! �� ���� ����  �� ������	 ���" ��
��� �����.� �� �������� ����" #� J���� 4�� ��	 +�A@�/�C;;, ��	 ?����� 4�>��� +�A@/
�C@, ��� �������#�� ��������" ��	 #� 4������� ����3� +�AA6/�C@�, ��� ���/�������#��
��������" #�� ��� #���� ���#���� �� ��� ����  ��� ��� �����	 ����� ������	 ������ ��	
��	 D����� �����	 ��� 4�� ��	 ���&������ �� ��� �C@6� ��	 H��� ��#������ ��	 J���
������� ��������3�	 L����� �!�T� ������� �� ����� �������� �� ��� �CA6��

FACTS 5��?�=�CA" ������� :B ��:�7

(��) '� �AC6" 4�� ��	 54�)�AC67 ��������	 �� ��#�		��� �� ��� �������� ����� &	

�� � ������ 4� ���� 	�����	 � ������� ��� ��� ����� �� � ������� ��  ���� � �����
�������� ����� ��� #� ��#�		�	" #�� ��� ��������	 ����� �� ���� �������  �� 	��������

(��) '� �AC�" ?� 4�>��� 54�)�AC�7 �����������	 ��� ��#�		��� �� �������� ������ ��
�������#�� �������� ����� ���� ��� ������ ��	 ��� �����" ��	 �� �����	 ���� 4�� ��	T�
������� �� ������� ��� �������#�� �������� �� �� ����� ��	 ������� ����� ���������

(��) '� �C�6" 4� ����3� 5���67 �.���	�	 4�>���T� �����	�������� �� ������� ���/������/
�#�� ��������" ���� �� ��� 8S�#��� #��	 ��	 ��� ���&������ �����" ��	 �����	 � �����/
����	��� 4�� ��	 �������� 4�  �� ���#�� �� ����� �� ��� ��� L���� #�����" #�� ����
����  �� ������	 #� J� 2���!��� 52���7 �� �C��"  �� ����	 ���� ��  �� �� �.������� ��
��� �������� '� �C�;" '� L���� 5L��;7 �����	 ��� ������� ��� �������� �� ���/�������#��
����� �" �" ��	 @�

(��) ��� 4�� ��	 ������� ��� ������� ���/�������#�� ��������  �� �����	 �� �C; #�
������� ��� ����� ��� �������#�� �������� �����	 �� #� ���� ���� 	�Æ����" ���������
�66 ����� �� �����	������� �� � �������� ������ 8��� �� �����  ��� ������	 �� ��� ��	/
�C@6�" ��	 ��� �����  �� ��������	 �� �C@A #� ������ ��	 D����� 5��D�@A7" �����
=� ������T� 5��@�7 ���#��������� ����������� �� �C@� �� � $�		��� �	�"�� ����� ����"
��� �������������� #� K� ?� ����� 5��:�7 �� �������� ����� �� ��������3�	 ���#���������
������� ������ ���� � �����	 ����������� �#&���"  ��� ��� 	����3����� �� � ������ �	�"�

+��� �:��," ��� ��	 �� ������� ��������� +��� ����� ��	 �� =� ���!�� 5����:�7,�

(��) '� � ��9����� �� ������ �� ��� �CA6� �� ����� ������������ 	����" ��#������
��	 ������� 5����A;7 �����	 ����" ��� ���� �������#�� ����� �" ��� ��� �� 0���#�		��
��#������1 �� ����� +��� �:�:,� 4� ����" ����� ���� ��� ������" ��� ���#�� �� ���#�		��
��#������ ���� ���� ���	��	�" ���� ��� ��� ������ 2�� ���/�������#�� ��������" ����� ��
� ������� ������" ��	 �� �C:C 4� 4� ������" K� J� 4���!�" ��	 �� �� =��� 5��4�=�:C7
�#�����	 � ��� �� �6� ���#�		�� ��#������ ��� ��� ���&������ ������
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1.3.4 Graph Colorings

-����  ��! �� ��������� ��������	 ��� �������� �� ��� ��������� �� � ��� ��	" ��
����������" ��� ����#����	 ����/����� ���#���� ����  �� ���� ����	 #� 2������ �������
�� �A;" ��	 � ����#����	 +���������, 0�����1 #� %����	 ���� L���� �������	 �� �A:C�
'�  �� ���������� �����	 #� L������ %���� ��	 =������� 4�!�� �� �C:@" #���	��� ��
��� �������  ��! �� L����" ������ ���!��>" 4������� 4�����" ��	 ������" ��	 � �������
�����  �� ��#��9������ ���	���	 #� H��� ��#������" 
����� ���	���" J��� �������"
��	 ��#�� ������ 5�CC�7� 8��� ����" ��������� ��	 �����	 �� ��� 	��� ���#��� ��
�������� ��� �������� �� � ������ ����� ��	 �� ������ �� �������� �����  �� ���� �
�������� 	���������� �� ��� �������� �� ��� �	��� �� � �����" ��������  ��� � ������
�� ���� 5�AA67" ��	 ���	��� �� � ���	������� ������� �� <� �� <�3��� �� �C@�� %�
��������	 �������" ��� ���������	��� ���#��� �� �������� ���� �� ����� ��������  ��
������	 #� ������ ��	 D����� �� �C@A�

The Four-Color Problem

8��� 	����������� �� ����� ������ ��� #� �����	 #��! �� �������� �� ����� ��� ����/
#����	 ����/����� ���#��� �� ��� �������� �� �����

FACTS 5��?�=�CA" ������� @7 5=�67

(��) ��� �������� !�� � ������� �� ��� ����/����� ���#��� ������ �� � ������ ����
%� 
� 8����� �� 4�������" 	���	 � (���#�� �A;� 
� 8����� 	�����#�	 �� � ���	���
��	 ��!�	 ���  ������ ����� ��� ��� #� ������	  ��� &��� ���� ������ �� ���� �  �� ����
�����#������ ��������� ��� ������	 	�>�������� ��� ���	��� ����� �	������	 ������� ��
2��	����! �������" ������ ���	�� ��� ��� ���#��� �� ��� #������ 2������"  �� ���������	
��  ���� �������� ��� �������� �� � ��� �� -�����	� 4�������  �� ��� ���������	 �� ���
���#����

(��) 
� 8�����  ���� �� ������� �����	�" ��������� ��� ���#��� ��	 ������ �� 	�����#�
 ���� ��� 	�Æ����� ����� (� �6 %���� �A@6" ��� ���#��� ���� �������	 �� �����" �� ��
�������	 #��! ����� �� ��� ��
����"  ������ #� 
� 8������ ���� �����  �� ���	
�� ��� F��� #� �� �� J�����"  �� 	�������	 � ����/���� �������� �� ��� ���#����

(�	) (� �� K��� �A:A" �� � ������� �� ��� ?��	�� 8����������� �������" ������
��!�	  ������ ��� ���#��� ��	 #��� �����	� ������� �����" �� ��#�����	 � ����� ����
	�����#���  ���� ��� 	�Æ����� ����� ���" ��	 �� ��� �	 ���� �� �� ��Æ����� �� ��������
���T� ��������� �� ��������� �����

(�
) '� �A:C" L���� 5L�)�A:C7" � ������ ���#��	�� ���	��� �� ������" ��#�����	 �
��������	 ����� �� ��� ����/����� ������� �� ��� ������� ������� �! ���
������"
 ���� ��	 �������� #��� ����	�	 #� ���������� L���� ��� �	 ���� ����� ��� ����
������� � �������  ��� �� ���� ��� �����#����" ��	 �� ��� �	 �� ��� �������� �� ���
���� �� ��� ��� ��� #� �.���	�	 �� �����	� ���� � �������� 4�� �������� �����	�	 � �� 
������9��" �� !�� � �� � #��"�*$���� ��������" ��  ���� ��� ������ �� � � �/������	
������� �� ��� ��� ��� �����������	� L����T� ����� ��� � ��� ���� �������� � 	����"
��������" �� 9��	���������  �� �������" #�� ��� �������� ��� ��� �������� + ���� �� ���	
� � ������������ �����/������������,  �� �����������

(��) '� �AA6" ���� 5��)�A:A/A67 ��������	 0�������	 ������1 �� ��� ����/����� �������"
��� �� ���� ����������� (���� ������ ���������	 �� ��� ����/����� ���#��� �� ���� ����
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 ��� �� ?� 
�	���� +?� �� �������," 2� ������ +������ �� ?��	��," ��	 ��� <��������
�	������ K� 8� =������

(��) '� �AC6" 4�� ��	 54�)�AC67 ��#�����	 � ����� �� ��� +������� ������� �! #��

��� �		��� ���
������" �������� ��� ��� ����� �� L����T� �����" ��������� ������
�� 	�	��� ��� ���/����� �������" ��	 ��������3��� ��� ���#��� �� �������  ���" ���� ��
��� ����� �������� +��� ������,� 4�� ��	 ��#��9������ ��#�����	 ������� ��. ������ ��
��� ���#���" ��� ����  ���� ��  �� �� ��� C6�� ����� L���� �	�����	 ��� �����" #�� ��
 �� ���#�� �� ��� �� ������

(��) 
����� ��� ���� ���� �� ��� 6�� ������� � � �	��� ������	" ���� ��  ���� ��	� ���
������ �� L����T� ������ ��� ���� �� ���� �� �� ���������� 
��O� ��� �� �������������"
�� ����� ��� ��  ���� ���� ������ �� ��� ���� F�����	�#�� ����  ��� ���	���	 #�
J� =�����!� 5=�)�C6�7 +��� 2����� ������," #� J� 2���!���" ��	 #� 4� ?�#������

digon
triangle

quadrilateral two pentagons pentagon and hexagon

Figure 1.3.11 ?����&)�9� !��'������� ��"

��� �����	 �� ���� �� � 	���$��� $��+��	����� O � ������������ �� ���������  ���
��� �������� ���� ��� �������� �� ��� ���� �� ��� ��� ��� #� �.���	�	 �� ��� �����/
�������) �� ���� ������������ ��� ������ �� ��� �������/�.����� �� ��� ����/�����
�������� ���!��> 5��)�C��7 ��� �	 ���� ��� ����������� �� ���� ��������� �� 2�����
����� +!�� � �� ��� ���!��> 	�����	, �� � ��	���#�� �������������

Figure 1.3.12  �� /��)��* �������

(��) '� �C�" ���!��> 5���7 �����������	 ��� ���#�� ��  ��� �� �������� � ����� ���
 ��� ) ������" ��	 �� ��� �	 ���� ���� �� �� ��� � ���������� �� )" �� �����	 ���
$�	�����$ "������� �� ��� ����

(��) '� �C" 2���!��� 52�7 ��������	 ������� ������	�#�� ���� ��	 ��	���#�� �����/
��������" ��	 �� 	�	���	 ���� ��� ����/����� ������� �� ���� ��� ��� ����  ��� �� �� ;
���������� ���� ���#��  �� ����� ��������	 ������� ������

(��) %����	 �C;6 4����� ������	 �� ������ ��� �� ������	�#�� ��� �� ��	���#�� ���/
����������� (��� ��� ��.� �� �����" 4����� 54�@C7 ���	���	 �������	� �� ��	���#��
��������������
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(��) '� �C:@" %���� ��	 4�!�� 5%�4�::" %�4�L�::7"  ��� ��� ���������� �� K� L���"
�#�����	 �� ������	�#�� ��� �� ��A ��	���#�� �������������" �����#� ������� ��� ����/
����� �������� ����� �������� ��9����	 ��#�������� ��� �� � �������� �� ���� ��� �����/
�������� ��� ��	���#������

(��) %����	 �CC�" ��#������" ���	���" �������" ��	 ������ 5��������C:7 ���/
	���	 � ���� ���������� ������ F���� � �������� �� ������  ��� #��� ��� ������	�#��
��� ��	 ��� ��	���#�� ������������ ����� �� ��� ��������" ���� ���������3�	 ��� %����/
4�!�� ��������" ��	 ���� �#�����	 �� ������	�#�� ��� �� @�� ��	���#�� ��������������

Other Graph Coloring Problems

%������ ����  ��! �� ��� ����/����� ���#���" ��������  �� #���� ��	� �� ����� �����
���#���� ��������� ��� �������� �� �	��� �� ���������

FACTS 5��?�=�CA" ������� @7 52�=�::7 5K���C;7

(�	) '� ��� �A:C ����� �� ��� �������� �� ����" L���� 5L�)�A:C7 �������	 ��� 	���
���#��� �� �������� ��� �������� �� � ������ ����� �� ���� �  �� ���� �	&����� ��������
��� ������	 	�>�������� ���� 	��� �������� �� ���/��������  �� ����� ��!�� �� #�
4� =������ �� � ���	������� ����� �� �C� ��	 #� ���� ��#��9����  ��!��� �� ���
����/����� ���#����

(�
) '� �AA6" ���� 5��)�A:A/A67 �����	 ���� ��� ����/����� ������� �� �9�������� ��
��� ��������� ���� ��� �	��� �� ����� ��������� ��� ��� #� ������	  ��� ����� ������ ��
���� �  �� ���� ���� ����� ������� �� ����� �����.�

(��) '� �C�@" 
� LS���� 5LS��@7 �����	 ���� ��� �	��� �� ��� #�������� �����  ���
��.���� 	����� � ��� #� ������	  ��� � ������� +��� ������,

(��) ��� �	�� �� �������� ��� �������� �� � ����� �� ���� �	&����� �������� ��� ������	
	�>������� 	�������	 � ���� �� ��� � � �� ��� �C�6�" ������ ������� ���  ��! �� =������"
 ��  ���� ��� J��
� ������ �� ��� �������� �� �������

(��) '� �C��" ?� ����!� 5����7 �����	 ���� ��� ��������� ���#�� �� ��� ������ �����
 ��� ��.���� 	����� � �� �� ���� � G �"  ��� �9������ ���� ��� �		 ������ ��	 �		
�������� ������� +��� �;���,

(��) '� ��� �C;6�" ��#�������� �������� �� �����./���������  �� ��	� #� �� %� 
����"
 �� �����	���	 ��� �	�� �� � $	���$� �	�"��

(��) '� �C@�" <� �� <�3��� 5<�@�7 �����	 ���� ��� �	��� �� ��� ������ �����  ���
��.���� 	����� � ��� �� ��� #� ������	  ��� � G � ������� '� ��� ����� ��� ����"
<�3��� ���	���	 ���� ������� ������� �� �	��/����������

(��) ��� �������� �� ��� ��������� ���#�� ��	 �	��/��������� ���#�� �� � �����
���� #��� ��������3�	 #� � ���#�� ��  ������ O ��� �.�����" 8� ���3�	 ��	 ������
�����	���	 ����� ��������� �� ��� �C@6�" ��	 J� -�	V�� ��	 ������ �����	���	 ���� ����������
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Factorization

% ����� �� )*	����	 �� ���� �� ��� �������� ��� 	����� )� ���� ������ ��� ���������
#� ����� ���� ������� ��#������" ����  ��� ��� ���� �����./��� �� ��� �������� ������ %
)*&�$��	 �� � ����� �� � )/������� ��#����� ���� �������� ��� ��� �������� �� ��� ��������
������ 2��	�������  ��! �� ������� �� ������  �� ������	 ��� #� K����� J�������
5�A�C/�C�67 ��	 =� �� ����� 5�C��/667� +��� �;���,

FACTS 5��?�=�CA" ������� �67

(��) '� �AC�" J������� 5J�)�AC�7  ���� � ���	������� ����� �� ��� �������3����� ��
������� ������" ������� ���� � ���#��� �� ��� ������ �� ����������� '� ���� ����� ��
�����	 ���� �� ) �� ����" ���� ��� )/������� ����� ��� #� ����� ���� /�������� 4� ����
�����	 ���� ��� �/������� ����� ��������� � �/������" �����	�	 ���� �� ��� ��� ���� ����
� � 0������1B � ���� �� � ��#����� &����	 �� ��� ���� �� ��� ����� #� � ������ �	���

(��) '� �ACA" J������� 5J�)�ACA7 ���	���	 � ��������� �����  ��� �� ������" �� �����	
��� ����	
�� �	�"� +��� 2����� ������,"  ���� ������ #� ����� ���� ����� �/�������B ��
���" �� ����" #� ����� ���� � �/������ +��� ���!��, ��	 � /������ +��� �������� ��	
���������,�

Figure 1.3.13  �� 5�"����� ����

(�	) '� �C�:" ����� 5���:7 ���	���	 � ����������3����� �� ������ ���� ������� �
�/������� 2��� ����� ����� �� �.���	�	 ��� ������ �� � ����������3����� �� ������ ����
������� � )/������" ��� ��� )�

1.3.5 Graph Algorithms

����� ������ ���������� ��� #� �����	 #��! �� ��� �C�� �������"  ��� 2����� ����
� ���������� �����	 ��� ������� �� �������� ����� ��	 �� ����� ��� �	 �� �� ������
���� � ��3� +��� ���,� ��� 6�� ������� �� ����������� ��������� �� ���� ���#����
�� ��� ������� ��������� ���#���" ��� �������� ��	 ������� ���� ���#����" ��	 ���
�����
� ��
���� �	���� +��� ����," ��  ��� �� �� � ���#�� �� ���#���� ������� ��
����������� ��������� '� ���� �� ����� ���#����  � ��� ����� � ��� ��!" ��  ������	
�����" �� ���� �	�� +��	W�� �����., ��  ���� ��� #��� �������	 � ���#��" ���� �� ���
������ �� ��� ���� ��!�� �� �������� ���

FACTS 5
�A7 5??��A;7 5?�J�A@7

(�
) ���  	������ 2��
��� �	����" ��  ���� � ��������  ����� �� ��!� � ������
���� �� � ���#�� �� ������ �� ������� ���� �� 	�������" �������	 �� ��	�������� ����
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GLOSSARY FOR CHAPTER 1

�&$&��& ����) � �����  ��� �� $�$�
�

����� � '��"�1 � �� � ����� � * +���,"  ���� � � � ) �� ��������� ����	��� � �� 
����� � � ���  ��� �����./��� � � ��� ��	 �	��/��� �� +��� �� �����. � ��� ��
�����#����,

����� �� ��� � +�� ��, �� � ����� � * +���,) �� ��������� ����	��� � �� �����
 ��� �����./��� � ��	 �	��/��� � � ��� +�� � � ����,�

��@�&��&$ ��"��1 P ��� � ������ ����� �  ��� ��	���	 �����./��� ��� ��� � � � � ��) ���
�
 � �����. !� ���� ����

!�+�� �, *
�
� �� �� ��	 �� ��� �	&�����
6 ����� ���

��@�&��" ����) � � �	��� ���� ���� �� ��	����� �� �������

��@�&��" '��"�&��) �������� � ��	 � ���� ��� ��	������ �� ��� ���� �	���

��&) ��� ��	�$��� �����

�""���!"�) �� ����������� �� ��� ����� ��	��B ��� ��	��( ���	����� ��	 ���� ���	������

�!"��������� P �� � �����) �� ����������� �� � ����� �� �������

�����"�"� ����) � /������� �����B � �����  ���� �������� ��� #� ����������	 ���� � �
���� �� ���� �  �� ���� �� �	�� &���� � � �������� �� ��� ���� ���� +2�� ���������
�������" ��� ����� &� �� ��������� ��������	 �� #� #���������,

��!#!�" ��) ��� +�������, �����  ��� ��� �����. ��	 � ����/������

&��"����� ����!&" +�� "	���$�, P �� � � ������ � ��	 �) ��� ����� �
� ���� ����
� +�
�, * � +�,
 � +�, ��	 �+�
�, * �+�,
 � +�, � � +�,
 �+�,�

-�$��$ ����� �+�� *, P ��� � ����� �  ��� ���������� ��� *) ��� 	������  ����
�����./��� �� �"  ��� �� �	�� 	������	 ���� 	 �� 	� ��� ����� 	 � � ��	 �����
� � *� ��������� � � ���������� 	������	 �	��� ���������	��� �� �� ���������� �
��� �����	 ���� � ������ ��	������	 �	���

-�$��$ �����) ��� ����� ���������� �� ��� ��	������� ��	������	 ����� �� � ������
����� �+�� *, �� �������� ���	 �� #� � 0������ �����1�

&��"�� �� � ����) ��� ����$�� 
���	�"� �� ��� ��� �� ��� ������� ���������

&��"��� '��"�1 P �� � �����) � �����.  ���� ������������ �9���� ��� ��	��� �� ��� ������

&�����"�& �!���� P �� � ����� �) ��� �������� ���#�� � �� ������ ���� ���� � ��
�/������#���

&��&!���" ���� ����+�B *,) � ������ ����� ��� � ������ ����� ���

&����) �� �����#��� �� �������� �� �	��� �� #���B ��� $��	����

�+&�������� ����) � ����� ���� ��� � ������ �����./��������  ��� � �� �� �� �������

&������) �� ���������� �� ��� �������� +�� ��������� �� ��� �	���, �� � ����� ��
������ �� � ���  ���� �������� ��� �����	�	 �� 0������1B �������� ����� 0������1
��� �������� �� ������� �� ��� �����#���

" ������) �� ���������� �� ������ �� ��� �������� +�� �	���, ���� ���� �� � �
�	&����� �������� +�����" �	���, ��� �������	 ��� ���� ������

&��������") ����� ���� �� ����*$��"������
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&�����"� �����"�"� ����) � ������ #�������� ����� ���� ���� ���� �����. �� ���
������� ��� �� �	&����� �� ����� �����. �� ��� ����� ������� ���� '� ��� � � ������� ����
���� ���	��������� , ��	 $" ���� ���� ����� �� 	�����	 &
���

&�����"� ������
�

&�) ��� ������ 	������ �� � �������� ���� ���� #�� ��� ����� ����
�� ��������" ����� �� �� ��� �� #��� 	����������

&�����"� ���� &�) ��� ������ �����  ��� � �������� ��  ���� ����� ���� �� ��������
�� &����	 #� �� �	���

&�����"� )+���"�"� ����&���������) � ������ )/������� ����� ���� ���� � � ��������
��� �	&����� �� ��	 ���� �� ���� ��� �� 	�>����� ������� ����� %�� ���� ������ ��� �����	
$��"��� ����"�	���� �	�"�
�

&�������" P �� � �����) � ��.���� ��������	 ��#������

&����&"�� ����) � ����� ���� ���� #�� ��� ����� ���� �� �������� ����� �� �  ��!�

)+&����&"�� ����) � ����� ���� ���� ��� ������ �� �������� �� �� ���� ) �������� ��
� ��������	" ���������� �����" ��� ��� �����#�� ������� �� ��� ���������

&����&"�'�"$ �� � ���� �) ��� ������� ���#�� ) ���� ���� � �� )/��������	� '� ��
	�����	 -+�, �� -� +�,�

&��" P �� �� �	��) +������� ��� ������, � ���� ���#�� �������	 �� ��� �	���

&��"�&���$ )+&�����"�& ����) � ����� �� ��������� ���#�� )  ���� ��������� ���/
#��  ���	 	������� �� ��� �	��  ��� ������	� +��� �;���,

&��"�&���$ )+&����&"�� ����) � ����� �� ������������ )  ���� ������������  ���	
	������� �� ��� �����.  ��� ������	� +��� �����,

&��"�&���$ )+���+&����&"�� ����) � ����� �� �	��/������������ )  ���� �	��/
������������  ���	 	������� �� ��� �	��  ��� ������	� +��� �����,

&!�� ����) ��� ��"�	$��� �	�"��

&!��) ��� ��"�	$����

&!"+���) �� �	��  ���� ������� ��������� ��� ���#�� �� ���������� �� � ������

&!"����") ��� $��*��	��(�

&!"+'��"�1 +�� $��"����,) � �����.  ���� ������� ��������� ��� ���#�� �� ����������
�� � ������

&$&��) � �����	 ���� �� ������ �� ����� ����

&$&�� ���� ��) ��� �/�����. �����  ��� � �	���" ���� ���� ����� �	�� ���� �� � ������
������

&$&�� ���) P ��� � ����� � * +���,  ��� �+�, ����������) ��� ���#�� ��+�,� �
�� +�,�G �+�,�

����� +�� ����$�, P �� � �����. � �� � ����� �" 	�����	 ���+�,) ��� ���#�� �� ������
�	��� ����	��� �� � ���� � ��� ��� ���#�� �� ����/������ +2�� ������ ������" ���
	����� �� � �9���� ��� ���#�� �� �����#����,

����� ��#!��&� P �� � �����) ��� ��9����� �����	 #� ��������� ��� �����. 	������
�� ���/	��������� ��	���

����"�� � '��"�1 � ���� � ����� � * +���,) �� ��������� ���� ��� ���� ������� ���
�����. �" #�� ���� ������� ����� �	�� ��  ���� � �� �� ��	������ ��� �� ����� ��
	�����	 �� ��
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����"�� �� ��� � ���� � ����� � * +���,) �� ��������� ���� ��������� ��� �����./���
� " #�� ����	� �	��/��� � � ���� ��� �� ����� �� 	�����	 �� ��

�����"�� P �� � ��������	 �����) ��� ��.���� �$$���	�$���" ��!�� ���� ��� ���������

������ +�� ��	�$��� �	�"�,) � ����� ��  ���� ����� �	�� �� 	������	�

������ ��) ��� ����������  ��� � � �������� ��	 � �	��� &������ �����

����&"�� ���"��&� ���� � �����. � "� � �����. � P �� � 	������) ��� ������ �� ���
�������� 	������	  ��! ���� � �� ��

����&"�� ��� +�� �	$,) �� �	�� �" ��� ��  ���� ��	������ �� 	��������	 �� ��� ���"
��	  ���� ����� ��	����� �� 	��������	 �� ��� ����� '� � ���� 	�� ���" ��� ���� 
������ �� ��	 ��� ���	�

����&"�� ����) ��� ���	�"��

����&"��� P �� �� �	��) ��� 	���������� �� ���� ��	 ����

���"��&� P #�� ��� � � ��������) ��� ������ �� ��� ��������  ��! #�� ��� �����

�&&��"��&�"$ �� � '��"�1 P �� � ��������	 �����) ��� 	������� �� � �����. �������� ����
�������

���) � ���#�� �� ��� ����������� ��� � �� � �	�"� � * +���,�

���+&������ P �� � ����� �) � �������� ���� ��� �	��/��� �� �� � ��� �  ����
�������� ��� �����	 $��	
�

��� �""���!"�) � �������� ���� ��� �	��/��� �� � ��� �� �����#�� �����#��� ������" ����
�� ��	�$���� �� �������

���+&��������" P �� � ������ ����� �) ��� ����� � +������������� 	�����	 ��, ����
��� ��� ���� �����./��� �� �" ���� ���� �� �� �� �	�� �� � �� ��	 ���� �� �� �� ��� ��
�	�� �� ��

)+���+&����&"�� ����) � ����� ���� ���� ��� ������ �� �������� �� �� ���� ) �	���
�� ��������	 ��	 ���������� ��� ��� �����#�� ������� �� ��� �	����

���+&����&"�'�"$ �� � ���� �) ��� ������� ���#�� ) ���� ���� � �� )/�	��/
��������	� '� �� 	�����	 -�+�, �� -�+�,�

���+"�����"�'� ����) � ����� ���� ���� ��� ��� �	��� ��� �� ��� ���� �	����

���"$ ���� &�) ��� �����  ��� � �������� ��	 �� �	����

�������") ��� �	�"��

�!������ ����) � �����  ��� � �����	  ��! ���� �������� ����� �	�� �.����� �����
+��� ���� ��� ��� ������� �� �������� ������ ��	 ���� ��� �� �.������� 	��������� ��
����� �������,

�!������ "���� P �� � �����) � ����� ���� �������� ����� �	�� �� ��� ������

��&"�� P �� � �����) � �������� ��#������

)+��&"�� P �� � �����) � )/������� �������� ��#������

�����") � ����� ��� ��  ���� ���������� ��� ������

����"��� ��� P �������� �� � ���� �� � �����) �� �	�� ���� ��� ��� ��	����� �� ��� ����
��	 ��� ����� ��	����� ��� �� ��� ����B ���� ������� ������  ��� ��� ��� � ��������
����  ����� � ������

������ ����) � ����� ����  ���� ��� �����#�� ���������� �� ����/����� ��	 �����/
�	��� �� ��� �.�������� �.���	�	�
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��!�) ��� ������� ����
�

���� � * +���,) � ��� � �����	 ��	��$�
 ��	 � ��� � �����	 ����
" ���� ���� ���� �	��
��� � ��� �� ��� �� � � �������� ���������	 �� ��"  ���� ��� �����	 ��� ���"����
�

�����"����� ����) � ����� ���� ��� � �������� ������ +��� ���� ��� ��� ������� ��
����������� ������ ��	 ���; ��� �� �.������� 	����������,

����) ��� ��	�$��� �����

�$���&!�� ���� +	) ��� �/�!������ �� � �/	���������� �������#��

�$���&!�� �� ��������� �) ��� �/	���������� �������� �+��� � � � � �	, � 6 � ��,��

��&����&�) ��� ������������ #�� ��� �� �	�� ��	 ��� �� ��� ��	�������

������� P �� � �����. �) ��� ���#�� �� 	������	 �	���  ��� � �� ��� ���	�

���!&�� �!����� P �� � ��� �� �������� � * ���� � � � � ��� �� � ����� �) ��� ��#�����
�� �����./��� � ���� �������� ����� �	�� �� �  ���� ��	������ ��� �� � �

��'�����" P ��� �
���	"��
� ����	�����

�����"�� '��"�1 P �� � �����) � �����. �� 	����� 6�

���������& �����) ������ � ��	 � #�� ���  ���� ����� �� �� ������������ H���/
����) � 	* ��

����������� ��'�����" P �� ������) � ����� �������� ���� ���� � � ���������� ������
�� ��� ���� ��� ���� �����B ��� ��������" ��� ��	��� �� ��� ��������� ���#���

����������� �� ������ ����� � ��	 �) � ���� �� #�&�������  � ) �� � �� ��	
 � ) �� � �� ���� ���� ��� ����� ���� �� �������� �� � � ��" ��� ��� �� �	��� �� ��
&������ � ��	 � �� �����	 #�&�������� �� ��� ��� �� �	��� �� �� &������ ��� ��������
 +�, ��	  +�,�

����������� �� ������ ����� � ��	 �) � #�&������  ) �� � �� ���� ���� ���
����� ���� �� �������� �� � � ��" ����� �� �� �	�� �� � �� �� ��	 ���� �� ����� �� ��
�	�� ��  +�, +�, � �� �

@���� +�� 
�
"��
���,) �� ��������� �� � � ������ � ��	 � ���� ����	� ��� ����� �G�
���� ����

� +�G�, * � +�, � � +�,

�+�G�, * �+�, ��+�, � ��� � � � � +�, ��	 � � � +�,�

@����) ��� ����� �G� �� �����	 ��� 0&���1 �� � ��	 ��

@����) �� �	�� �� ���	 �� 0&���1 ��� ��	�������

���"� �� � %��)) ��� ���#�� �� �	����

���� ����� P �� � ����� �) ��� ������ ����� 0+�,  ���� �����./��� �� ��� ��� �	��/
��� �� �" ��	 ��  ���� � � �������� ��� �	&����� �� ��� �	��� �� � ��  ���� ����
���������	 ���� � ������ �����.�

���� �����) % ����� � �� ���	 �� #� � ��� �	�"� �� ����� �.���� � ����� � ���� ����
� �� ���������� �� 0+�,�

����) ����� ��� 
�&*��"�

�������� ����) � �����  ��� �� 
�&*��"
�

�����!� ��!� +�� ��!�, �� � ��������	 ����� �) ��� �������� ���#�� � ���� ����
� ��� #� 	�� � �� ��� �������#�� ������� /� +��� �:��,  ������ ��� �	��/����������
H�������) 2���+�, �� 2+�,�
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��1�� ����) ������� ��� "�	���� ��	�$��� �	�"��

�!�"�+��&) � ��� �� � � �� ���� ���� ������ ��� ���� ���� ��	 ���� ���	�

�!�"�+���) � ���������� �� � � �� ���� �	���" ��� ������ ��� ���� ��	�������

�!�"�����) � ����� ����  ���� �����/�	��� ��� ��� �.���	�	" #��  ���� ��� �� ����/
������

������� P �� � �����.) �� �	&����� �����.�

���"��� ��� P �������� �� � ���� ' �� � ����� �) �� �	�� �� � ���� �� ��� �� ' �

�!�� ����) � �����  ���� �����./��� ��	 �	��/��� ��� �����B ����� 	�����	 &��

�&"������� ���� �	) ��� �	��/���������� �� � �/������ �� &�	�

����" �� � '��"�1 � P �� � ����� �) ��� ��� �� ��� �������� � � �� ���� ���� ����� ��
�� ������������   ���  +�, * ��

����" �� �� ��� � P �� � ����� �) ��� ��� �� ��� �	��� � � �� ���� ���� ����� �� ��
������������   ���  +�, * ��

�!"����� P �� � �����. �) ��� ���#�� �� 	������	 �	���  ��� � �� ��� �����

���"����$ ����&"�� ����) � ����� ���� ��� #��� ��	������	 ��	 	������	 �	����

3+���"�"� ����) � �����  ���� �����./��� � ��� � ��������� ���� 3 ��#���� ��� � � � � ��
+�����	 ��� "�	���� 
��
," �� ���� �  �� ���� �� �	�� &���� � � �������� �� ��� ����
��#����

���"�"� ��"�) ��� 3*"�	���� ������

��"�) � ��� ���� ���� �� �	�� �� �������� �����. ������ ���� ���� �����

" &�����) � $�
�� ��� ���� ���� �� �	�� �� �������� �����. ������ ���� ���� �����

" ����) �� �"�� ��� ���� ���� �� �	�� �� �����. ������ ���� ���� �����

��"� ���� (�) ��� �/�����. �����  ��� � � � �	���" ���� ���� ����� �	�� ���� ��
� ������ ���� ����� +N���� �������� ���� ����" ��� ��#������ �� ��� �������� (�
	������ ��� ���#�� �� �	����,

5�"����� ����) � �6/�����. �/������� �����" �������� 	������	 �� � ;/������	 ����
����	� � ��������"  ��� � �/������ &������ ��� �������� �� ��� �������� �� ��� ������
�� ��� �����

������ ����) � ����� �� ������� ����� 6" ����" � ����� ���� ��� #� 	�� � �� ���
������ �� �����  ��� �� �	�� ����������

���"���& ����) ��� �!������ �� ��� �� ��� ��� �������� ����	��

���"���& �����) ��� �� ��� ��� ������� �/	���������� ������	�� O �������	���" ��#�"
������	���" 	�	��������" �������	����

����!&") ��� $�	��
��� "	���$��

������ ���) �� �	�� ���� &���� � � 	������� ���������

������ ���+&������) �� �	��/�������� ���� ���� �� � � �	&����� �	��� ���� ���
���� ������

������ '��"�1+&������) � �����./�������� ���� ���� �� � � �	&����� �������� ����
��� ���� ������

����!� P �� � ��������	 �����) ��� ������� �$$���	�$���" ��!�� ���� ��� ���������

��!��� ����) � ����� ��  ���� ����� �����. �� �� ��� ���� 	������ '� �� )*	����	 ��
����� �����. �� �� 	����� )�
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����+����) �� �	�� ���� &���� � ������ ��	����� �� �������

����+!����. �+���� P �� � ����� �) �� ��� �������	 	��&���� ����� %� * �� � � ��� ��
% ������ �� ��� ����� ��

������ ������) � 	������  ��� �� ����/����� ��	 �� �����/�����

������ ����) � ����� ���� ��� �� ����/����� �� �����/�	����

������1) ��� �����. ���� �� � ��� / �� �Æ���� ��	����	��� ������ �� -����	��� ������
'� �� � )*
��"�( �� �/� * ) G ��

�)���"�� +�� �*
������, �� � )/������. &) ��� ����� ���������� �� ��� �������� ��	 ���
�	��� �� &�

������� �!����� P �� � ����� �) � ��#����� ���� �����	�� ����� �����. �� ��

������� "��� P �� � ����� �) � ��#����� ���� �� � �����

�"������ A'��"�1B ������� P �� � �����  ��� � ��������) � #������� ��#����� #� ���
���#��� 6� � � � � �� � �� #� ��� ���#��� �� � � � � ��

�"����$ &����&"�� ������) � 	������ ���� ���� ���� ���� �����. �� ����� �����
�����. ����� �� � 	������	  ��!�

�!����� �� � ���� �) � ����� � ���� ���� �� � �� ��	 �� � ��" �� ��� �����
���������� �� ���� � ����� ��

�!��������) ��� -����

"���) ��� ��	�$��� �����

"����) �  ��! ���� ���� �� �	�� ������ ���� ���� �����

"���) � ��������	 �����  ��� �� �������

"��� ��� P �������� �� � ���� ' �� � ����� �) �� �	�� �� � ���� �� �� ' �

"��'��� ���� &�) ��� �����  ��� ��� �����. ��	 �� �	����

"��'��� %��). "����. �� ��"�) �  ��! �� ������ 3����

!�����$�� ���� P �� � �����  ��� �����. �� �	�� �����#����) ��� ����� ���� �������
���� ����������� ��� ��� �����#��� ������ +����" 	������� ��� ��� �	��/	���������,�

!���� �����"��� P �� � � ������ � ��	 �) ���	���� ��� ����� ���  ���� �����./
��� ��	 �	��/��� ��� ��� 	��&���� ������" ������������" �� ��� �����./���� ��	 �	��/����
�� � ��	 ��

'����&�) ������� ��� ���	���

'��"�1 �""���!"�) � �������� ���� ��� �����./��� �� ���� ��� �� �����#�� �����#���
�������

'��"�1+&������ P �� � ����� �) � �������� ���� ��� �����./��� �� �� � ��� �  ����
�������� ��� �����	 $��	
�

'��"�1) � ���#�� �� ��� ����������� ��� � �� � �	�"� � * +���,�

'��"�1+"�����"�'� ����) � ����� ���� ���� ��� ��� �������� ��� �� ��� ���� �	����

%��) P �� � ����� �) �� ����������� ��9����� � * ��� ��� ��� ��� � � � � ��� ��" ���� ����
��� � * �� � � � � �" �������� ���� ��	 �� ��� ��� ��	������ �� ��� �	�� �� �

" &�����) �  ��!  ���� ���� �����. �� ��� ���� �� ��� ������� �����.�

" ����) �  ��!  ���� ���� �����. �� 	�>����� ���� ��� ������� �����.�

%��)�$ &����&"�� ������) � 	������  ���� ����	���� �	�"� �� ��������	�

%���" P �� �� �	��) +���� �����	 $�
�, � ���� ���#�� �������	 �� ��� �	���
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2.1 COMPUTER REPRESENTATIONS OF GRAPHS

������ �� ��	
 �	����� ����������

����� ��� ���	
 ����������	��� �� �����

����� ���� ������� ����	����

����� ������	� �������

����� ����	
��	��� �� ������ ���
�	��

������
��

Introduction

���� ������� 	� �
	��
� ��� ���	���	�� 
�� �� ������� 	� ���� �� �	�
���
���  ��	�
��� ������ ��� ���� �� 
� �� ��� ����	����  ��� �� ������� �����

�� ���� � �	��	!
��� 	���
� �� ��� �	"� �� ������� ���� 
�� �� 	���������� �� �

��� �� ��� ��� ����� #	�� #�	
� ���� 
�� �� ������� ��	� ��
�	�� ������� ���
� ��������� ���������	���  ��� 	� 
��� �� ������ �� ����� ��� 	�� ������ ���
�����$� ����� ��� ���������	���  �	�� %�� ����	���� �� ���� �� ��� ���� 
�����
���� ��������

��� ��� � ��	� ��
�	�� #�  �� ��� �����	�� ��� �� ������ ��� � ��� �� ��������
	� � ��� �� ��� ����� ��� �	����� 	� ��	� ��
�	�� �� ��� ��� �� �� �	�����

2.1.1 The Basic Representations for Graphs

��� �#� ���� ���	
 ���������	��� �� � ���� �� ��� ��&�
��
� ���	' ��� ���
��&�
��
� �	���

DEFINITIONS

��( � �������� ����	 � ������	 � ) *���+ 
���	��� �� � !�	��, �������� ��� ��
�������� � ��� � ��� �� ����� �� -�
� ���� 	� �� ����� ��	 *�� �+ �� ���	
���

��( �� 
��������� ����	 � ) *���+ 
���	��� �� � !�	��, �������� ��� �� ��������
� ��� � ��� �� ����� �� -�
� ���� 	� � ��� ��� �� �� ���	
���

��( .� � �	�
��� ���� � ) *���+, ����' � 	� �������� �� ����' � 	� *�� �+ 	� ��
���� 	� �� ��� � ��� �� ���	
�� ��&�
��� �� � 	� 
����� ��� 
�������� �� ��

��( .� ��  ��	�
��� ���� � ) *���+, ����' � 	� �������� �� ����' � 	� ��� �� 	�
�� ���� 	� �� ��� � ��� �� ���	
�� ��&�
��� �� � 	� 
����� ��� ������ �� ��

��( � ���	 	� � �	�
��� �  ��	�
��� ���� 	� � ��/��
� �� ����� *��� ��+, *��� ��+,���,
*����� ��+� ��	� ���� 	� ��� ����' �� �� ����' �� ��� ��� ������ �� ��

��( � ���� � ) *���+ 	� ����� #��� ��� � ��� �� ����� 	� 
���� �� �� ���

��( � ���� � ) *���+ 	� ������ #��� ��� � ��� �� ����� 	� � 
� ���� ���� �� ���
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��( �� ��������� ������ ���������	�� �� � �	���� ���� � �	���� � ) *���+
	� � �� � � �� � ���	' �, #��� �0	� 
1 ) � 	� ���� 	� �� ���� ��� ����' 	 �� ����' 
2
�0	� 
1 ) 3 ����#	���

�	( �� ��������� ���� ���������	�� �� � ���� � �	���� � ) *���+ 	� �� ���
� �� �� � �	���, ��� �� ��
� ����' 	� � � 4� ��
� ����' 	, ���� 	� � ��	��� �� �� �
�	�%�� �	�� 
����	�	�� ��� ���	
�� 
 ��&�
��� �� 	� � �	�%�� �	�� 	� ���	����� �� � ���

�������

��
( �� ��������� ������ ���������	�� �� � �	���� �	���� � ) *���+ 	� �
�� � � ��� ���	' �, #���

�0�� 1 )

�
�� 	� ����  	� �	�
��� �	 ����' �

� 	� ����  	� �	�
��� ��	 ����' �

3 ����#	��

4� ��  ��	�
��� ����, �0�� 1 ) � 	�  	� 	�
	���� �� � ��� 3 ����#	���
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��( 4	� � ����� ���#� ��� ��&�
��
� ���	' ��� ��&�
��
� �	�� ���������	��� �� �
�	�
��� �����

Figure 2.1.1 �� � �������� ���� �� ��� �������� �����  !� ��
��� �������� "�#� �����#�����!�  !� ��
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	���
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REMARKS

%�( 4� � ��� ����	��� �	�
 ��	�� �� ���� ���������	���, ��� 0��6�7�8�1, 0���
6�7�9�1, 0:�;��	<�3�1, 0-�8=1, 0��9�1�

%�( �� � ������  ��, �� ��&�
��
� �	�� ���������	�� 	� ������ #��� � ���� 	�
�����, ��
� �� 	� ��%�� ���
� ���� 	� �	����� �����	���� �� ��� � ��� �� ���	
�� ���
������

%�( >��� � ���� � ) *���+ 	� �����, ���� �� ��&�
��
� ���	' ��� �� ��&�
��
�
�	�� ���������	�� �/ 	� �*�� ��+ ���
�� 6�#���, #	�� ��� ��&�
��
� ���	', #� 
��
�����	�� #����� �� ���� �'	��� 	� 
������� �	��, #����� #	�� ��� ��&�
��
� �	�� #�
��� ���� �*�� �+ �	��� 4� ��	� �����, ��&�
��
� ���	' ���������	��� �� �����  ���
#	�� ����� ������

%�( ?��� ���� 	� �� ��&�
��
� �	�� ���������	�� �� ��  ��	�
��� ����, �� ���� 	� 

������ �� �#� ��&�
��
� �	���( ��� �	�� �� ����' 	 ��� ��� �	�� �� ����' 
�

2.1.2 Graph Traversal Algorithms

@�� �� ��� ���� � ��������� ���%� 	� ����	���� 	�����	�� ����� 	� �	�	�	�� ���
���	
�� ��� ����� �� � ���� 	� � ��������	
 ���� A�����!�� ��� �������!�� ���
�
�� ��/ �����  ��� ������� ��
��	/ �� �� ���� �	�
��� ���  ��	�
��� ������ 4�
���� ����� ��
��	/ ��, ��� ��&�
��
� �	�� ���������	�� �� � ���� #�%� #����

Depth-First Search

ALGORITHM

A�����!�� ���
� ��������	
���� �	�	�� ��� ��� ���	
�� �� � ����� .�	�	����, ��� ���	
��
�� ��%�� B��#C� >��� � ����' 	� �	�	���, 	� 	� ��%�� B���C� A�����!�� ���
� #�%�
�� ����
�	�� � ��# ����' �, ��%	�� 	� ���, ��� ���� 
���	�� 	����� �
 �	���� �� ��
� ��
��� ���	
�� ��&�
��� �� �� ��� ����	��� ����# 	� 
����� B������!�� ���
�C ��
� �� 	�
���
��� ����� � ���� 	� ��� ��#�� *�����+ �	�
�	�� ���%	�� �� ��# ���	
�� �� ����
�� 	� 
���

DEFINITIONS

A 	�� ��� 
� �� �� 	�� �������, ������!�� ���
� ���	�	��� ��� ���� 	��� � 
����
�	��
�� ����	����� ����� ���� ��%�  � � ����	����� ������ ��� ����� ��� 	�� ���� ��
�����	��� �� ��� �����, #�	
� �� ���	�	���� �� ��� ���
� 	��� ��  ����(

���( ���� ����� �� ����� ����� *�� �+ #��� � 	� !�� ��
� ����� �� �'���	��
���� *�� �+�

���( ���� ����� �� ����� ����� *�� �+ ���� 
����
� � ����' � �� �� ��
���� � 	�
� ������!�� ����

���( ������ ����� �� ����� ������ ����� *�� �+ ���� 
����
� � ����' � �� �
���� ���
������ 	� � ������!�� ����

���( ���� ����� �� ��� ���	�	�� ������ ���� 
����
� ���	
�� ���� �� ��	���
��
����� �� ���
������� �� ��� �������
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Algorithm 2.1.1: �����&$��#� '����

��#�� ( � ���� � ) *���+, #��� � ) ��� �� ���� �� ��� �0�1 	� � ��	��� �� ���
�	�� �� ���	
�� ��&�
��� �� ����' ��

$��#�� ( ������� �� ��� ���	
�� 	� � 	� � ������!�� ����

��!���(�� ����� 	��������*�+�

 !� � () � �! � �!

����0�1 () ��2

 !� � () � �! � �!

� ����0�1 ) ��2 ����

���*�+2

�

��!���(�� ���*�+�

����0�1 () ���2

 !� ��
� ����' � �� �0�1 �!

� ����0�1 ) �� ����

���*�+2

�

FACTS

$�( A�����!�� ���
� ��%�� �*�� �5 ���+ �	�� �� � ���� � ) *���+�

$�( .� #� ������� ��� !�� �	�	� �� � ����' � #	�� � ���� ��������	� B*�C ��� 	��
���� �	�	� �� � 	��� ��������	� B�+C, ���� ��� ��/ ��
� �� !�� ��� ���� �	�	�� ���� ��
�'����	�� 	� #�	
� ��� ���������� �� ������ �������

$�( .� � ������!�� ���
� �� ��  ��	�
��� ����, ���� ���� 	� �	��� � ��� ���� �
� ��
% �����

REMARKS

%�( A�����!�� ���
� 	� � � ��������� ���� ����	��� ���� ��� ���� 	�  �� �	�
� ���
�=D3�� 0��8� ��� 6���8�1 ��������� ������ �Æ
	��� ���� ����	����  �	�� ������!��
���
��

%�( A�����!�� ���
� ���� ��� ���	� �� ���� 	������� ���� ����	���� � 
� ��
�����	�	�� ��� �	
����
��� 
��������� �� ��  ��	�
��� ���� ��� !��	�� ��� �������

����
��� 
��������� �� � �	�
��� �����

Breadth-First Search

�������!�� ���
� 	� ������ � ��������� ��
��	/ � �� �'���	�� � ���� �� .� �����
��� � ���
	!�� �	���� ����' � ���#�	
� 	� 
���� 
�� � ������	����� ���� 
���	��	��
�� ��� ���	
�� �� � ��
����� ��� �� .� ��� ��
��� 	� 
��� ��� � �������!�� ���
����� �� � � 
� ���� 	� � ����' � 	� ��
����� ��� � 	� �, ���� 	� � ���� 	� ��� ���
��� ��� ��� �� �� ��� ���� 	� ��� ��� 	� � ������� ���� ��� � �� � 	� ��

                          



Section 2.1 Computer Representations of Graphs 61

ALGORITHM

�������!�� ���
�  ��� ��� �����
� ���� ����  !! �� ���� ���	
�� �� ���� �� ��	��
��
������ ��� �����	�� � !!*��"+ ���
�� ����' � �� ��� ��
% �� ��� / � � "�
��� �����	�� � !!*"+ ������ ��� ������� �� ��� ���� �� ��� / � � "�

�������!�� ���
� �	�	�� ��� ���	
�� �� �  �	����� �
��� ��� ������ �� ��� ����	�
�� 	�� ���
�, �	�	�	�� ��� ���	
�� �	����
� � ��� � ����� ���%	�� �� ���	
�� �� �	����
�
�5 �� .� 
�������, ������!�� ���
� �� ���� �� ������ 	��� ��� ���� ����� � ���� ��
	� 
�� ����� ��
%��
%	�� �� �	�	� ����� 
���� �� ��

Algorithm 2.1.2: )�����&$��#� '����

��#�� ( � ���� � ) *���+, #��� � ) ��� �� ���� ��, �0�1 	� � ��	��� �� ��� �	��
�� ���	
�� ��&�
��� �� ����' �, ��� � 	� � ���
	!�� �� 
� ����'�

$��#�� ( � �������!�� ��� 
���	��	�� �� ��� � ��� ��� ���	
�� 	� � ��
�����
��� ��

��!���(�� #������ 	��������*�� �+ �

 !� � () � �! � �! �

����0�1 () ��2

�	�����0�1 ()�2

�����0�1 () ��"2

�

����0�1 () �	�	��2

�	�����0�1 () 32

	�	�	��	"� / � � "2

� !!*��"+2

*��"� " 	� ��� ����� �! �

� () � !!*"+2

 !� ��
� ����' � �� �0�1 �!

� ����0�1 ) �	�	�� ���� �
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�	�����0�1 () �	�����0�1 5 �2

�����0�1 () �2

� !!*��"+2

�

�

�

DEFINITION

���( ;�� #�$ �� ��� ��� #	�� ��� �, ���	
�� � � 
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����� �*�����0�1� �+������0�1 	� ��� ��"�� #�$ 	� ��� ������	����� ���� 
���� 
���
�� #������ 	��������*�� �+�
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$�( �������!�� ���
� ��%�� �*�� �5 ���+ �	�� �� � ���� � ) *���+�

                          



62 Chapter 2 GRAPH REPRESENTATION

$�( #������ 	��������*�� �+ 
��� ��� ��� ������ �� ��� ������� ���� ��� � �� �

	� �	�����0�1�

REMARKS

%�( ;	%� ������!�� ���
�, �������!�� ���
� ��� ����  ��� �	�
� ��� �=D3�� -���
����	
��	��� �� �������!�� ���
� 	�
� ��� ��"� ���
�	�� ��� � �	�� #	�� �� �	����

	
 	� ������

%�( ��� 	���� �� �� 	� �������!�� ���
� �� ��� � 	��	�� ���
%� �� ���� ����
���� ����	���� � 
� �� A	&%���E� �	������� 
� ������������� ����	��� ��� �	�E�
����	��� �� !��	�� �	�	��� �����	�� �����

2.1.3 All-Pairs Problems

��	� ��
�	�� 
���	��� �#� ����	����( ��� �� 
��� �	�� ��� ������� ����� ���
�#��� ��� ��	� �� ���	
�� 	� � �	�
��� ���� ��� ��� ���� �� 
��� �	�� ��� ����	�	��

��� � �� � �	�
��� ����� 4� ���� ����	���� ��� ��&�
��
� ���	' 	� � ��� ��
���������	�� �� ��� �����

All-Pairs Shortest-Paths Algorithm

< ����� ���� #� ���� � �
��� �� ���� �����  � ��� �	�	�� �	�� ���#��� � 
	�	�� �� �
�	��� �	�� �� ��� ��� ���� #� #	�� �� 
��� �� ��� ������� �	�	�� �	�� ���#��� ���
��	� �� 
	�	��� ��	� 	� �� 	�����
� �� ��� ���%#���� ��	�����%#���� ������� >� 
� ��
	����� ��� �� ���� ��	 �� 
	�	�� ��� 
��� �� ��� ������� ���� ���#��� ��
�  �	��
� �	������� 
� ������������ ����	��� � 
� �� A	&%���E� ����	����

ALGORITHM

�� ���	� #�� 	� ��  �� ��� 4�����>������ ����	��� ����#� ��� ��� �� ���������	��
�� � ���� 	� ��� 4�����>������ ����	��� 	� �� ��&�
��
� ���	'� ��� �� ���� #�
�� �	��� � �	�
��� ���� � ) *���+ ��� ���� ��� ���	
�� 	� � �� � ����� �� �� ���� ��
4 ��� ��� �� ���� #� �� �	��� � ���	' %0	� 
1 ���� �����  � ��� 
��� �� ���� *	� 
+� .�
���� 	� �� ���� %0	� 
1, ���� #� ��� �� %0	� 
1 	� ��� �� 	�!�	��� >� ��� �� ��� ����

���� �� ��������	���

��� 4�����>������ ����	��� 
��� ��� � 
��������
��� ��� �, #��� �0	� 
1 �	��� ���

������� 
��� �� ��� ���� ��� ����' 	 �� ����' 
� 4� ��� ����	��� �� #�% 
��
���,
	� 	� 	������� ���� ���� �� �� �����	�� 
��� 
�
��� 	� ��� �����

FACT

$�( ��� 4�����>������ ����	��� 
��� ��� ��� 
��� ���	' �� ��� 
������� �����
���#��� ��� ��	� �� ���	
�� �� � �	�
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���
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REMARKS
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Algorithm 2.1.3: $"!��&+�#�""

��#�� ( � �	�
��� ���� � ) *���+, #��� � ) ��� �� ���� �� ��� � 
��� ���	'
%0	� 
1�

$��#�� ( :��� ���	' �0����� ����1 #��� �0	� 
1 	� ��� 
��� �� ��� 
������� ����
��� 	 �� 
�

��!���(�� � ��&�'�������*�+ �

 !� 	 () � �! � �!

 !� 
 () � �! � �!

�0	� 
1 () %0	� 
12

 !� 	 () � �! � �!

�0	� 	1 () 32

 !� � () � �! � �!

 !� 	 () � �! � �!

 !� 
 () � �! � �!

� �0	� �1 5 �0�� 
1 ( �0	� 
1 ����

�0	� 
1 () �0	� �1 5 �0�� 
12

�

%�
( ;�� ��0	� 
1 �� ��� 
��� �� ��� 
������� ���� ��� ����' 	 �� ����' 
 ���� ����
��� ���� ��� �� � ����' � ����� �	��� ���� �, �'
��� ����	��� �� ��� �����	����
>� 
�� ���� �� 	�� 
�	�� �� � ���� ��0	� 
1 ) �	�*����� ����0	� �1 5 ����0�� 
1+� .�
��� ��'� ��
�	�� #� ��� ���� ��� 4�����>������ ����	��� 	� � ���
	�� 
��� �� F�����E�
����	����

Transitive Closure

.� ���� ������� #� ��� & �� #��� �� %��# #����� ���� �'	��� � ���� ��� ����'
	 �� ����' 
 �� ������ ��� � ��� 	� � ���� � ) *���+� >� 
��� ��	� ��� ������
�� 
��� �	�� ��� ���������� ���
�� �� �� �	��� � �	�
��� ���� � ) *���+ #	��
��&�
��
� ���	' �, #� #��� �� 
��� �� � ������� ���	' $ � 
� ���� $ 0	� 
1 	� � 	�
���� 	� � ���� ��� 	 �� 
 �� ������ � � ���, ��� 3 ����#	��� >� 
��� $ ��� ����������

��	���� �� ��� ��&�
��
� ���	'�

��� ����	�	���
��� � ����	��� ����# 	� �	�	�� �� ��� 4�����>������ ����	��� �'
���
���� 	�  ��� ��� ������� �����	�� �� �� 
��
� �� ���� 	� ���� 	� � ���� ��� 	 �� �

��� ��� ��� � �� 
, ���� ���� 	� � ���� ��� 	 �� 
�

FACT

$	( ��� ����	��� $����	�	�%���!�*�+ 
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�*�� ��+ �	�� ��� �*�� ��+ ���
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REMARKS
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Algorithm 2.1.4: ,��#���-� ."!#(��

��#�� ( � �	�
��� ���� � ) *���+, #	�� � ) ��� �� ���� �� ��� ��&�
��
� ���	'
�0	� 
1�

$��#�� ( ������� ����	�	���
��� � ���	' $ 0����� ����1 #��� $ 0	� 
1 	� � 	� ����
	� � ���� ��� 	 �� 
 	� ������ � � ���, 3 ����#	���

��!���(�� $����	�	�%���!�*�+ �

 !� 	 () � �! � �!

 !� 
 () � �! � �!

$ 0	� 
1 () �0	� 
12

 !� � () � �! � �!

 !� 	 () � �! � �!

 !� 
 () � �! � �!

� �0	� 
1 )  "#� ����

�0	� 
1 () �0	� �1!��0�� 
12

�

%��( ;�� $ �0	� 
1 ) � 	� ���� 	� � ���� �� ������ ��� � ��� ��� ����' 	 �� ����' 


���� ���� ��� ���� ��� �� �� 	������	��� ����' � ����� �	��� ���� �, �'
��� ��
��� �����	���� >� 
�� ���� �� 	�� 
�	�� �� � ����

%�0	� 
1 ) %���0	� 
1 !� %���0	� �1 �� %���0�� 
1

#��� �� ��� !� �� ��� ������� ��� ��� �� �������� .� ��� ��'� � ���
�	�� #�
#	�� ��� ��� ����	�	�� 
��� � ����	��� 	� � ���
	�� 
��� �� F�����E� ����	����

2.1.4 Applications to Pattern Matching

����� ���� � ��&� ��� 	� ������� �	�	�� 	� ��� ���
	!
��	�� ��� �������	��
�� ������	�� ���� ����� � ���
	�� %	�� �� ���� 
����� � ����� �
����� 	�  ���
	� ���� ��� ����� �� ���
	�� ��� �
���	"� ���� �� ��	��� 
����� ���
��� �����������
��� �� �'����	��� ��  ��� �� ���
	�� ��� ��'	
�� �� 
� � �� ���� ������	��
���� ��� 
���� 
��� ���� �� ���� #	����  ��� 	� ���� ��	�������������
�	�� ����	�

��	����

��	� ��
�	�� ������� �� ����	��� � � �� <� :� F����� �� 
���� 
� ���������	���

����� ���
��� ���������� �� ��� ����� ���#��� ��� ���	
�� �� � �	�
��� �����

DEFINITIONS

���( � ��������������� ����� �
����� *?4�+ 	� � �������, �	�
��� ����
� ) *���+ 	� #�	
�

�� ��� ����' 	� �	��	�� 	���� �� ��� ����� ����'

�� � ��� �� ���	
�� �� �	��	�� 	���� �� &��� ���	
��

�� ��
� ���� 	� ������� �� � ������ ��� � ��� H � �)� #���

H 	� � !�	�� ��� �� ��#����� ���	��, ���

) 	� � ���
	�� ������ �����	�� ��� ����� ��	��
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���( �� ?4� � ������� � ��	�� * 	� ���� 	� � ���� 	� � ��� ��� ���� ����' �� �
!��� ����' #���� ���� ������ ����� � � *�

���( ��� ��� �� ��	��� �

����� �� �� ?4� � 	� 
����� ��� ����
��� ��!��� �� ��

��	( .� + ��� � �� ���� �� ��	���, ���� ���	 ����������� + � � 	� ��� ��� ��
��	��� �*&�* 	� 	� � ��� & 	� 	� ���

��
( ;�� � �� � ��� �� ��	���� A�!�� �� ) �)� ��� �� ) � � ���� �� 	 � �� ���
������ ���
�� �� �, ������� ��, 	� ��!��� �� �� ��

���
���

���( ;�� H �� � !�	�� ��� �� �������� �������� ��� ���
��� ���������� ��� H
��� ��� ���� ���� ���� ������ �� ��!��� �
 �	���� �� �����#�(

�� , 	� � �� �� �'����	�� ���� ������� ��� ����� ����

�� ) 	� � �� �� �'����	�� ���� ������� �)�

�� 4� ��
� � 	� H, � 	� � �� �� �'����	�� ���� ������� ���

�� .� � ��� � �� �� �� �'����	��� �����	�� ��� ���� ���� + ��� �, ����

*� 5 �+ 	� � �� �� �'����	�� �����	�� ��� ���� ��� + � �,

�� 	� � �� �� �'����	�� �����	�� + � �, ���

*��+ 	� � �� �� �'����	�� �����	�� +��

>� 
�� ���	� #	�	�� ���� ���������� 	� � �� �� �'����	�� �� �����	�� ��� 
������
�	�� ���� ��� F����� 
��� � ������ � ��� �	��� ��
����
� ���� 
��
������	�� � 5,
��� ���� 
��
������	�� ��� �	��� ��
����
� ���� 5� 4� �'�����, **�*-�++ 5 �+ ���
�� #	���� �-� 5 �� ��	� �� �� �'����	�� ������� ��� ��� �� ��	��� ��-��	 � 3� � ����

Kleene’s Algorithm

<� :� F����� �������� �� ����	��� �� 
���� 
�	�� � �� �� �'����	�� ��� � ������
���	�	��	
 !�	�� � �������� ��	� ����	���, ���#� ����#, 	�
� ��� ��� 4�����>������
����	��� ��� ��� ����	�	�� 
��� � ����	��� �� ���
	�� 
�����

ALGORITHM

;�� � ) *���+ �� �� ?4� 	� #�	
� ��� ���	
�� �� � ����� �� �� ���� �� F�����E�
����	��� *��� ����#+ #�%� �� 
���� 
�	�� � ��/ ��
� �� ���	
�� %� 	� #�	
� ���
���� %�0	� 
1 	� � �� �� �'����	�� �� ��� ����� ��� ����' 	 �� ����' 
 #	�� ��
	������	��� ����' �� ��� ���� *�'
��� ����	��� �� ��� �����	���+ ���� 	� � �����
�	��� ���� ��

REMARKS

%��( F�����E� ����	��� ������� 	� 0F�DG1�

%��( �� ���� ��� 
��
����� �� F�����E� ����	���, #� 
�� ���� �� 	�� 
�	�� ��
� ���� %�0	� 
1 	� ��� ��� �� ���� ������ �� ��� ����� ��� ����' 	 �� ����' 
 #	��
�� 	������	��� ����' � ����� �	��� ���� �, �'
� �	�� ��� �����	���� ��� ���
%���0	� �1 	� ��� 	��� ���� �������� ��� ������ �� ��� ����� ��� ����' 	 �� ����'
� ���� �� ��� ���� �� 	������	��� ����' � ����� �	��� ���� � � �� ��� ���
*%���0�� �1+� �������� ��� ������ �� ��� ����� ���� �� ��� ����' � �� ����' � "��
� ��� �	��� #	��� � ����	�� ��� �� �� 	������	��� ����' � ����� �	��� ����
� � �� ��� ��� %���0�� 
1 �������� ��� ������ �� ��� ����� ��� ����' � �� ����'
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Algorithm 2.1.5: /"����0# �"�!�����

��#�� ( � �	�
��� ���� � ) *���+, #��� � ) ��� �� ���� ��, ��� � ����� ���	'
�0	� 
1�

$��#�� ( ���	' %0����� ����1 #��� %0	� 
1 	� � �� �� �'����	�� ���
	�	�� ���
����� ��� 	 �� 
�

��!���(�� .��*�+ �

 !� 	 () � �! � �!

 !� 
 () � �! � �!

%�0	� 
1 () �0	� 
12

 !� 	 () � �! � �!

%�0	� 	1 () )5 %�0	� 	12

 !� � () � �! � �!

 !� 	 () � �! � �!

 !� 
 () � �! � �!

%�0	� 
1 () %���0	� 
1 5 %���0	� �1 � *%���0�� �1+� � %���0�� 
12

 !� 	 () � �! � �!

 !� 
 () � �! � �!

%0	� 
1 () %�0	� 
12

�


 ���� �� ��� ���� �� 	������	��� ����' � ����� �	��� ���� � � �� �� �, ���
��� %���0	� 
1 � *%���0�� �1+� � %���0�� 
1+ �������� ��� ���� ������ �� ��� ����� #	��
��� ��������( ��� 	 �� �, ��� � �� � "�� � ��� �	���, ��� ��� � �� 
 #	�� ��
	������	��� ����' � ����� �	��� ���� � � � �� ��� �� ��� ���������

%��( ��� 4�����>������ ����	��� 	� � ���
	�� 
��� �� F�����E� ����	��� #	�� ���
	��� ���� ����
�� �� %�0	� 
1 () �	�*%���0	� 
1� %���0	� �1 5 %���0�� 
1� .� ��� 4�����
>������ ����	���#� ���E� ���� �� 
���	�� ����� ��� � �� � �	�
� #� ��� �� ��� ����

���� �� ��������	��� ����, 	� ��� 4�����>������ ����	��� ��� ������ �������	��

��
������	�� *�+ 	� �	�����	
 ���	�	���

%��( ��� ����	�	�� 
��� � ����	��� 	� � ���
	�� 
��� �� F�����E� ����	��� #	�� ���
	��� ���� ����
�� �� %�0	� 
1 () %���0	� 
1 5%���0	� �1 �%���0�� 
1 #��� 5 ��������
������� !� ��� � �������� ������� ���

%��( ���, 6��
���, ��� 7����� ������ F�����E� ����	��� 	� ��� ������ ����	�� ��
� 
����� ���		�� 0��6�7�8�1�

%��( @�� �� ��� %�� �� ��� �� ����� ���� ��� ����� 	� ���� ��� ��� �� ���� ���� ���
!��� �� ?4�� 	� �'�
��� ��� ���� �� ��� ��� �� ���� ���� ��!��� �� �� �� �'����	����
����� ���� ���� �� 
����� ���
��� �����

%�	( 4� ����	
��	��� �� !�	�� � ������ ��� �� �� �'����	��� �� ��	�� ������
���
�	�� ��� 
���	�	�� ��� 0��=3, ��<�7�9G1�
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2.2 THE GRAPH ISOMORPHISM PROBLEM

���� �	������
 ���������� �	��������� ���������

����� I�	��	��� �� ��� ������

����� ��!������ ��
��	/ �

����� ��
�	
�� ���� .������	��

����� �� ��������	
 �����
�

����D :�����'	��

������
��

Introduction

��� ����	 �����	��� ������, �����	���� � !, 	� �� 
���� 
� �� �Æ
	���
����	��� �� ����	�� #����� �#� �	��� ����� �� 	������	
� .� ��� 
����'� �� �'$,
�Æ������ 	� 	�������� �� � ��'������	��	��� .� 	� �'��
��� *���%���+ ���� ����	�� ��
	������	�� 
�� �� ���� 	� �*�'�*���� �++, � ����� ���� 	� �*�'�*���� ��� ����++
�	��� ��� 
 ����� ������� ����	��� �� �'$  �� 	� �*�'�*���������+ �	��� �'$ 	�
� ��������� �� ���� ����� �� #��� �� �� 
��� ���	���� 
�����'	�� ������

��� ��� � ��	� ��
�	��, ����� �� ��� ��� �� �� �	����,  ����� ���
	!
���� ����
�	���� ����#	���

��������� 	 ������� ��� 
���� �� ��� ������

2.2.1 Variations of the Problem

DEFINITIONS

��( �#� �	���� ����� �� ) *��� ��+ ��� �� ) *��� ��+ �� �����	��, �������
�� 
 ��, 	� ���� 	� � ����������, ���� ����	�� , ( �� � ��, � 
� ���� �� ��� �#�
���	
�� *� & � ��, ���� 	� �� ���� *& 	� �� 	� ��� ���� 	� ���� 	� �� ���� ,**+,*&+ 	�
��� < 
� �� ��&�
��
�������	�� �	&�
�	�� , 	� 
����� �� �����	����

��( � ������� ����	 	� � ���� #���� ���	
�� ���L� ����� �� �������, ����	���
#	�� ����	�	���,  �	�� ������� ��� � !�	�� ��������� .� ���� ���	
�� ���L� �����
���� �� ������, ���� ���� 
�� �� ������ �� ���	�� � ���
	�� ����� �	$���� ��� ���
���� �� �, #� ��� ��#��� ��� �� ���� ��� ���	
�� ��� ��� ����� �� ��������

��( �#� ������� ����� �� ) *��� ��+ ��� �� ) *��� ��+ �� �����	�� �� �������
����	� 	� ���� 	� �� 	������	�� , ( �� � ��, � 
� ���� �� ��
� � � ��, ��� ���	
��
� ��� ,*�+ ���� ��� ���� ������

��( � �������� � 	� � ��	 *���+, #��� � 	� � ��� �� �������� 
����� ��������

��� � 	� � 
����
�	�� �� ��������� � ����� �� � , 
����� 	���������� �#� ���������
�� ) *��� ��+ ��� �� ) *��� ��+ �� �����	��, ������� �� 
 ��, 	� ���� 	� �
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����������, ���� ����	�� , ( �� � ��, � 
� ���� �� ���� ����� � �� ��, ,*�+ � ��2
��� �� ���� �������� � �� ��, ���� 	� � �������� � � ��, � 
� ���� � ) ,*�+�

��( � ���������� �� 	������	�� 	� � ���� 	���	��� / � 
� ���� �� ��� �#� �����
��� �� � 	, /*��+ ) /*��+ 	� ��� ���� 	� �� 
 ���

��( � �������� �
������� ������	� �� ����� 	� �� ����	��� ���� � �� ��
� ��� ��� ��/ ��
�

 *�+ ) ���� � ��� � � � � � ����

�� ��� ���	
�� �� 	�� 	�� � ����, � 
� ���� �#� ����� � ) *���� � � � � ���� �+ ��� 0 )
*�!�� � � � � !��� � + �� 	������	
 	� ��� ���� 	� ��� �	&�
�	�� ���� �� !�� ( 
 ) �� � � � � �� 	� �
���� 	������	��� ��� ����' ���	�� ��� 
�� �� � 
����	
�� � ���	�� ����	���
�� � �	��� ���� � 	� 
����� � �������� ������� �� ��� ���	
�� �� ��

FACTS

$�( �#� ����� �� ��� �� #	�� ����
�	�� ��&�
��
� ���	
�� �� ��� �� �� 	�����
��	
 	� ��� ���� 	� ���� 	� � ��� ���	�� ���	' 1 , � 
� ����

�� ) 1 � �� � 1��

��	� ����� ���� #��� ��� ��!�	�	�� �� 	������	�� 	� �'������ �� �	�
��� ����� ���
�� ����� #	�� � ��	��� ��&�
��
	�� ���L� �����������

$�( ��� ������ �� ����	�� ������� ����� �� 	������	�� 	� �������	���� �/ 	������
�� �'$�

$�( ��� ������ �� ����	�� ��������� �� 	������	�� 	� �������	���� �/ 	������
�� �'$�

EXAMPLES

��( -'������ �� ������� ����� �� ������� ���#�� �������	�� 	�������2 ��� ������
�� ��� ���	
�� �� � 
� � ���� �� ��� ����� �� ��� �����, ��� ��� ������ �� ����� ��
	������ 	��	
��	�� ��� � ��	��	
	�� �� ��� �	�%�2  � ����, ��� �	�%� �� ��� ��� ����
�	����� <����	���, 	������ �� ���#	�� ������ �� ��� �����, ��� ����� �� ���	
���� *���
0F�=D1+�

��( �	��� �� ���	�� 2 ) ���� � � � � ��� �� ���	
�� �� � ���� �, ��� �� *�+ ������ ���
3� ����
�� ����	��� �� 
��
������	�� ��� �#� �� ��� ��&�
��
� ���	' �� *�+ 	� ���	
��� �� ���� >� ��!�� �*�+ �� �� ��� ��'	
�����	
���� �������� � 
� �	����
��� ����
��� 	���	��� � �� �*�+ 	� � 
��	!
��� �� ������ ��� 
�������	�� ����' ���	��
	� � 
����	
�� � ���	�� �� ��� ���	
�� �� ��� �����

2.2.2 Refinement Technique

��� ��
��	/ � �� ��&����� 	� �����  ��� �� ������	�� #����� �#� �	��� �����
�� 	������	
� <����	��� 	� 	� ����� � 	� 
���� 
�	�� �� 	������	�� ���#��� ���
�#� ������ ��	� ��
��	/ �, ������ 	� 0:���831, 0>�8G1, 0>�8=1 	� �	����, 	�� 	�	��
��� ��#�� �� ���� �Æ
	��� �� 	��	
� ��� �����	"�� ����	���� �� �'$ �� �����
�� ���� 	����������	�� �� �!������ *��� 0�678�1, 0��-<�931, 0��=81, 0:���9�1,
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0:���9�1, 0A�A�;�881, 04	��931, 04M <
<�9�1, 0�6;<>981, 0��9�1, 06�>�8�1,0F�=D1,
0��8=1, 0�
9�1+� ��� ����#�� ��
%��� �(�� *�����������	
���
��
�����	�
��+
N � #	����  ��� ����� �� �'$ N 	� ����� �� ��	� ��
��	/ ��

DEFINITIONS

��( � ������ � � ����	 � 	� � ����	�� 3 ( �� � % ��� 	�� ����' ��� �� � ���
% *����� � ��� �� 	������+�

��( � ������� ������ ���	��� ��� ���� �	���� 
��� �� ���� ����'�

�	( � ��� ����� �� � ���� #	�� � 
���	�� 	� ��� ��� �� ��� ���	
�� ���� �� ���	����
��� ���� 
���� �������	����, � 
���	�� 3 ( �� � % ��� �� ������ �� � ���	�	��
3 ) 0%�� � � � � %�1 �� � 	��� ��� 
��� 
�������

��
( ��� ����	��	� �� � ����' � �� � ���� 	� ��� ��� �� ��� ���	
�� ��&�
���
�� �� .� 	� ������� �� 4 *�+�

���( ��� ������ ����� �� � ���� 
���	�� 3 ) 0%�� � � � � %�1 ���	��� �� ��
� ����'
� ��� ��
��

5�6�*�+ ) 0�4 *�+ �%��� � � � � �4 *�+ � %��1

���( ��� ��������� � � ����	 ������ 3 ) 0%�� � � � � %�1 	� ��� ��# 
���	��
+*3+ �� �, ��	��� �� � ����	�	��	�� ��
� 
��� 
���� %	 	��� � ����� #	�� ��� ����

����� ��
�� 5�6�*�+� 4� ���� 	 � 0���1, 
��� ��� ���	
�� �� %�  �	�� ��# 
����

	�� � � � � 	��
�� ���� �#� ���	
�� *� & � %� ���� ��� ���� ��# 
��� 	$ 5�6�**+ ) 5�6�*&+�

���( � 
���	�� 3 	� ������, 	� 	� ��� ��� ���� 
��� 
������ �� 	�� �!�������

���( 4� � ������ 
���	�� 3, ��!�� ��� ��������� ��"� �����

�*3+ ) 0�%��� �%��� � � � � �%��1

��� ��� ��������� ��������� ������

7 *3+ ) 0��
	1 ) �4 **+ �%	�� #��� * � %�

*4� � ������ 
���	��, ����� 
��Æ
	���� �� 	���������� �� ��� 
��	
� �� *�+

���( ��� �������"���� � � ������ 3 	� ��� 
���	�� ���� �� ��� ��� 	����	��
��� �!������ ��
���  ��	� � ������ 
���	�� 	� ����	���� .� 	� ������� 3��

���( �	��� �#� 
����� ����� �� ��� ��, � ����	�� , ( � *��+ � � *��+ 	� 
�����
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��� 
���� �� �� 	� ������ �� � �	���� 
��� 
���� �� ���
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����
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��� �!������� +*3�+ ��� +*3�+� 4 ������,
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�
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$�( ;�� 2� ��� 2� �� ��� �	�	�� 
���	��� �� ����� �� ��� ��, ����
�	����� ����
�� ��� �� �� 	������	
 	� ��� ���� 	� ���� 	� � 
���������	�� 	������	�� #	��
����
� �� ��� 
���	��� 2�� ��� 2�� �

REMARK

%�( � ������	"��	�� �� ��� ����� ��/ ��
� �� � ���� ��� �� �� ����	
��	��� 	�
����	
 
���	��� ��� � � ���	�� *��� 0���=31+� 4� � �	��� ������' ���� �, ���
���	 ������ ��#
���� ������ � ���	 ����� ������ 	� ��� ���	'

8*�+ ) 08�	1� 	 � 0�� �12 
 � 0�� �� �1

#��� 8�	 ������� ��� ��� � ��� �� ����� �� ������ 
 ���� ���� �� ��� ����' �� �� ��
.� ��	�� �� 	�	�	�� �����, ��� ���	' ���� ��� 	����	�� �����  � �� 	������	��� ��
A����	� ��� ���E�	%�� 0A���3�1 ���	
�, B��������	
�� 	�����	���	��� �� ��	� ���	'
���� #	�� !��	�� � ��	 �� ����	������	
 ����� ���	�� ���� ���
	!�� �����	�� ���
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� ���� ���� ����� ���� ��� ���� ���� ���� ���	'�C

Backtracking

��� �!������ ��
��	/ � 	� ������	�� 	� �����	�� ��� ��
%��
%	�� ����	���	
 ��������

DEFINITIONS

���( � ��� �� � ��
%��
%	�� ��� 	� ������� #	�� / �� ���� ���� 9�2��� 9��, #���
9� ��� 9� �� ������ 
���	��� �� ��� ����
�	�� ����� �� ��� ��, �� #�	
� � 
����
�����	�� 	������	�� 	� � ���
����

���( ��� �� �� ��� ��� 	� ������� #	�� ���� 9
�
�2��� 9

�
��, #��� 9

�
� ��� 9�� �� ����

�	�	"��	��� �� ��� �	�	�� 
���	��� �� ��� ����
�	�� ������

��	( 4� � ������� ��� ���� 9�2��� 9��, � �	������� 	� 
���� 
��� �� ����
�	��
� ����', 
����� � �����������, 	� � �����	������� 
��� 
���� �� 9�, ��� � ����' 	�
��� 
�������	�� 
��� 
���� �� 9�, ���� ��%	�� ����� ���	
�� 
�������	�� �	�������

������ *&(��� ��� ��������+ �� ��� ��# 
���	���� ��� ����	�	"��	�� �� ��� ��# 
���	���

�������� ��� ������	�� �� � 
�	�������� .� � 	� ��� �	"� �� ��� ����
��� 
����
����,
���� � 
�	���������� �� 
������
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( ;�� % �� � �����	������� 
��� 
���� �� � 
���	�� 9, ��� * � %, ��� ��� : �� ���
����	�	"��	�� �� ��� 
���	�� ����	��� ��� 9 �� ����
	�� % #	�� �#� 
��� 
������( �*�
��� % � *� >� ��� ���� !'	�� * �	������ %, 	� ���� 
��� 
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� 	� �
� ���� �� % 	� �	��� � �	�������, � � ( �% �� ( �%�;��
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� ���%���� ���� � �� �'$ 	� ���� ��
%��
%	�� ������� #	�� �!�	�� 	� ����� �Æ
	���
	� ������	��	�� ����	������	��� 	� 
���� 
�	�� �� 	������	�� ���#��� �#� ������
� ��� �	� � �'����� �� ��� �Æ
	��
� �� ��� ��
%��
%	�� ����	��� � ��� #	�� �!�	��
	� �	��� �� �	����

$�( *0�	891, 0�	8=1+ .������	�� ����	�� �� �#� ��&�
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�� �� ���� 	�
�*��	
 �	
�+ �	���
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�������� �� �	���E� ����	��� 	� � 
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$�( *0�DD1+ ;�� O �� � ���� � ������� �� � !�	�� ��&�
�	�� ����� P, ��� ��� ���
���� �� O ��� P �� � ��� �, ����
�	����� ���� �	��� �� � �, � �� 5� � ��

��� �Æ
	��
� �� ��� �� 
�	�� ���� ������� �� ��# !'	�� � �	��������' ��� ����	�	"	��
��� �� ��	�� 
���	�� ���	�� ��� 
��� 
������ �� ��� 
 ��� 
���	���

$	( .� �� ���� �������� ���� �� ��� ��
%��
%	�� ���, !'	�� ��� �	��������' �������
���� �����	������� 
��� 
����, ���� ��� ��	��� �� ��� ��
%��
%	�� ��� 	� �*����+,
#��� � 	� ��� ����' � ��� �� ��� ����� 	� / ���	��, ��� ���  ��	�� �	�� �� ���
����	��� 	� �*��	
�+�

��� �'����� �� �	�
����
��� ����� ���# ���� �� ���� �����, !'	�� �� �	��������'
������� ��� 
��� 
������� � ��� 
����	
���� ��	�� �� �'������ 	� ����� �� ��� ���	��
�� � �����	� �� � ������ 
���	�� *��� 0:���9�1, 0��9�1+�

2.2.3 Practical Graph Isomorphism

FACT

$�
( -�
� �� ��� �����#	�� 
������ �� ����� ���	�� � �������	�� ����	��� �� 	���
����	�� ����	��(

�� ����� ���� *�� -������ J ��� 0�678�1+2

�� ����� ����� *�� 6��
��� ��� >��� 06�>�8�12 ��� �� 4����� 04�8G1+2

�� 	������ ����� *�� ; �%� ��� ����� 0; ��8=1+2

�� 
	
 �� ���� *�� 6� 06�=D1+2

D� ����� #	�� �� ���� ��� � *�� �	��� 0�	931, �� 4	����	 ��� ���� 04	��931,
��� �� ���� 0�331+2

G� ����� #	�� �� ���� ����' ����� *�� ; %� 0; 9�1+2

8� ����� #���� ��&�
��
� ���	
�� ���� �� ���� �	������ � � ��	��	
	�� *��
����	, �	�����, ��� �� �� 0�����9�1+2 ���

9� ����� �� �� ���� ����#	��� *�� ��������� 0��991+�

REMARKS

%�( -Æ
	��� 	����������	�� �� ��� >�	���	���;���� ����	��� *� ������	"��	�� ��
�!�	��+ 
�� �� �� �� 	� 0��=81�

%�( ��
�	
�� ���� 	������	�� 	� � 

���� ��� ���	��� �� ��� ����� �(��, ���
������� �� ������ A� �
F��� 7�	�� �(��, ��� 
�� 
��� �� ���� �� �������� ��
� ������	�� �� �� �� �	�
��� ���  ��	�
��� �����2 �(�� 
�� ���� ��  ��� ��
��� 
	�� � 
����	
�� �����	�� �� � �����

%�( ��� ����� �(�� 	� #	���� 	� � ������� � ���� �� : ���  �� �� � ��	��� ��
7�	'L;	� ' ��������

%�( ��� #����	�� �� ��� ����� �(�� #	�� � 
������� ��
 ������	�� 
�� �� �� ��
�� �����������	
���
��
�����	�
���

%�( ��� ��
%�� �� ����������� 	� ���
	��� 	� 0�
9�1, ����� �� ��� ����	��� ���
��� 	����������	�� #�� �	��	!
����� 	������ � ���/ ������ ��� ����� �(�� 	��
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�������� ��� ��
%��
%	�� ����	���	
 �������2 ��� ����� �� ��� ��
%��
%	�� ���
�	� ���� � 	�� �� ��� ����� *�'
��� �� ��� �	���� 
����, �� #�	
� ��� ��� 	� �'�
��	
	��� ��������+ �� ������ 
���	��� 9 �� � �	��� ���� �, #	�� ��� ����
	���� ���� ��
�������� �� ��� � ������	�� �� �� �� ��� 
����� �����

%�( ��� �	"� �� ��� ����� ���� 
�� �� 
���	���� �� ��� ����� �(�� 	� ���� � )
��8GD,  ����� ( "&�)	* 	� ��!���, 	� #�	
� 
��� ��� ����� �� �	"� �� ��� ����
��� 	� ��� � � ) �G888���� >�������	���� ���� �� 
� ��, �Æ
	��� 	����������	���,
��� � � ��� �� ���	�	���� ���	��� !���� �� ��� �������
� �� �(��, ��%	�� ��	�
���%���� ����#�� ������ � �	����  ��� � ���� �� ����
� ��� ����	
��	����

2.2.4 Group-Theoretic Approach

��� �� ��������	
 �����
� *��� 0>�;�G91, 0>�8=1, 0��8=1, 04 6�; 931, 0; 9�1,
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��� � ������	�� ������, ����

DEFINITIONS

���( ��� ��� �
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����� ��� ��
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 ���� ���	�� �� �'$ 	� 4�
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	���
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 ����	��� �� 
��� �	�� ��� � ������	�� �� �
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 ��� #	�� ���	�� �����	��, ��� 88J��D 	� ����
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2.3 THE RECONSTRUCTION PROBLEM
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Introduction

.� ��� !�� ��� �� �� ��� �	����� 	� ���#� "��	�� *�=88+, ��� &� ��� ��	��� 
���
�
��	"�� ��� ��
���� 
�	�� :��&�
� � �� B��� ������� 
 �����  ������� ������
	� ���� �����C� ����� �� �D ���� ���� ������, #� �� ��	�� ��#��� ��� � 
�������
��� �	�� �� ��	� ������� >� ���� ��� �� ���	�� � ������	
 �	�# �� ��� ������ �����
�� %��#����� �� ��� ��
���� 
�	�� �������

��� ��� � ��	� ��
�	��, ����� �� ��� ��� �� �� �	�����

2.3.1 Two Reconstruction Conjectures

<��� 
����	
�� ������� 	� ��������	
� �� �� ��� �����#	�� ����( 	� ��� 	���	���
�

� 	� ����
	���� #	�� ��� �	��� �� 
� � �, ���� �� �����	�� �  �	/ ���V .� ����
����� #� ��% #��� %��#�����, ���� �� � �� 	�
	���
� ����	���, 	� � Æ
	��� �� �����	��
��� ���� 
���������� >� %��#, �� 	�����
�, ���� ��	��� ��� 
�����	
 �������	�� ��
��� ���
� � �� ��� ��� ��� ���� %��#� ���� ������ �� ��	� ���� 	� ���� �����
	� ��� ��
���� 
�	�� �������

Decks and Edge-Decks

DEFINITIONS

��( ;�� � �� � ���� �� � ���	
��� 4� ��� ����' � �� �, ��� ��������������

�
�����	 �� � 	� ����	��� �� ����	�� � ��� ��� ����� 	�
	���� �� �� 4� ��� ���� ,
��� ������������ �
�����	 �� , 	� ����	��� �� �����	�� ���� �

��( ��� ���� �� � ���� �, ������� �*�+, 	� ��� 
����
�	�� �� ��� ����'�������� � ��
������ ��� ���������, ������� ��*�+, 	� ��� 
����
�	�� �� ��� ������������ � ������
�� ��

��� ����� 	� ��� ��
% ��  ���������� .� � 
����	�� 	������	
 ����'�������� � ��
�����, ���� � 
� � ������ �� ������� 	� �*�+� ��� ���� ����� �� ��� �������
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�������, ��� ��
% ��� ��� �������
% �� � ��	����, ���� ���� ����, �� 	������	��
����� �� ������

��������� .� � 	� � � ���� �� ���	
�� �� � ���� �, ���� � � � ������� ��� ����
����	��� ��� � �� �����	�� ��� ���	
�� 	� � ��� ���� ���� 	�
	���� �� �� ����� ��� ��
����� .� # 	� � � ���� �� ����� �� �, ���� � � # ������� ��� � ����� �� � ����	���
�� �����	�� ��� ��� ����� 	� #�

�������	�
� ����� .� ���� ��
�	��� �� ��� ��������, ��� ��&�
�	���  ��� �� ���
	��
��� � ������ 	� A�!�	�	�� � �� �����(%������	� ��� ����%������	��

EXAMPLE

��( 4	� � ����� ���#� �� �'����� �� � ���� ��� 	�� ��
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Figure 2.3.1 � ���� �� ��# ���1�

Reconstructibility
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������� �	��	�����	
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������ �� ��� �
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�	�� �������
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��� ��� ���� � 	� ��	� �� �� ������������
������ 	� ���� ������
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�	�� �� �
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 �� �� >� ���� � �	�	�� 
��
�� �� ��� �������
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����� �� ���	������������
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.� �	�
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� ����� ���� ��� �	��� ��
%� ��� �
���� 
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EXAMPLES
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������� ���� .� ��� �
���� 
�	���, ��
� �� ��� ���� �.� 
���	��	�� ��
�#� 	������� ���	
�� 	� � �
���� 
�	�� �� �, ��� ��� 	������	
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��� ��
���� 
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�	��� ��
� ��, 	� ��� ���� .�
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���� 
�	�� :��&�
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����� �� ��� ���� ����� ���� �� ��� ������
���� 
�	����

Relationship between Reconstruction and Edge-Reconstruction

.�� 	�	�� ����� �� � ����� ���� 	� 	� ���	� �� �
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%2 ���� �� �������� ��� ����� 	� ��� �������
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���� 
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FACTS
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���� 
�	��� 	� ��� ���� 	� 	��
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���� 
�	��� ��� 	� ��� .��

REMARKS
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�����,  ����� ����#	�� ������, ���� ��� ���� �� ��
�
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��� ��� �� 	������� ���	
���
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�� ��� 	������	
� .� ���� #���, 	� � ��� � ���	
��, ���� ��� �#� � ������ �� �
	�� 
�� �� �	$���� ���� �� � � � ���	
�� �� ��� 	������	
�
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	�� � ������	�� �� � 	� �	�	���
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$�( 0��99, ��=31 .� � ���� � ��� ������ ��, ���� 	� 
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�	�� ������� ;�� ��!��� �����
�� ��� ���� � ������ ��� ��� ��
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����, �� ������ ��, ���� 	� �  �	/ � 	������	�� ��� � � ! � � �� � � � � !�
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2.3.2 Reconstructible Parameters and Classes

Reconstructible Parameters
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���� 
�	�� ��� ����� �� �� ,����-�  ��,
4�
� ���

$�( ��� � ��� �� ���	
�� ��� ��� � ��� �� ����� �� ���� �
���� 
�	��� ���
������
���� 
�	��� *��� 0;�<
3�1+�

$�( ��� ����� ��/ ��
� 	� �
���� 
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$	( 4� ����� #	��� � 	������� ���	
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���	���� ������, ��� � ��	��� �� ��� ����� ��/ ��
�� �� ���
������������ � ������ �����	��� ��� ����� ��/ ��
� �� ��� �����

$�
( 0��A	I�=G1 .� � ���� � #	�� �� ����� ��  ����� ��� �� ���� �#� ����	������	

������������ � ������, ���� � 	� ��� ������
���� 
�	����

Reconstruction from the Characteristic Polynomial Deck

<
�#��% 0<
8=1 ������� ��� ������ �� �
���� 
�	�� ��� ��� 
���
��	��	
 �������
�	�� �� ��
� � ����� 	� ��� ��
%, #�	
� #� 
��� ��� �������� ����� 6� � �������
� #��%��	�� �� ��� ������ �� ���� #��� 	� �/ 	�� 	� ��� �
���� 
�	�� �� ��� 
���
�
��	��	
 �������	�� �� � ��� 	�� �������	�� ��
%� ��	� ������ 	� ��	�� ����, ��� #�
��� �	�	� � ������ �� ������	�� ��  �� ��� ��� ��� ��# ���� ���� ���� ����	����
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FACTS

$��( 0<
8=1 ��� 
���
��	��	
 �������	�� �� ��� ���� 	� �
���� 
�	���  � �� �

������� ��� ��� �������	�� ��
%�

$��( .� � � ����� 	� ��� ��
% �� � ��� � 
���
��	��	
 �������	�� #	�� �������
����, ���� ��� 
���
��	��	
 �������	�� �� � 	� �
���� 
�	��� ��� 	�� �������	��
��
% *��� 0;�<
3�1+�

$��( 0:�;�=91 ��� 
���
��	��	
 �������	�� �� � ��� 	� �
���� 
�	��� ��� 	�� �����
���	�� ��
%�

$��( 0<
1 .� � ���� �� ��� � ��� �� ����� �;� ���	
�� �� ����� � ���� 	�� 
���
���
	��	
 �������	�� 	� �
���� 
�	��� ��� 	�� �������	�� ��
%�

Reconstructing from �-Vertex-Deleted Subgraphs

� ������'�������� � ����� �� � 	� � � ����� ����	��� ��� � �� �����	�� � �� 	��
���	
�� ��� ��� ����� 	�
	���� �� ����� >� ����� ���� ��� �� ��� ��� � ��	� ���� ��
�
���� 
�	�� 	� <�
�	�� D #��� #� 
���	�� �������������� � ������� 6�� #� �	�	�
� ������ �� ��� �� ���

FACT

$��( 0��9=1 ;�� � � � �� �� 	������ ���� ��� ����� ��/ ��
�� �� ��� � Æ
	����� ����
����� �� �����	��� �� ���	 ������'�������� � ������� .� ���	
 ��, ��	� �� ��
	� � � �� ��� ����� �� �� ����� �*�+ ���	
��, #��� �*�+ 	� � 
���	� � �
�	�� ���� 	�
��������	
 �� ��

2.3.4 Tutte’s and Kocay’s Results

.� F����E� ;���� ���� �� ��� �����	�� � ������ �� �, ���� ��	� #� �� ����� ���
�
���� 
�	�� ������� � ��� 0� 8=1 ���#�� ��# F����E� ;���� 
�� �� �'������ ��

���	� 
������ �� �����	�� � ������, #�	
� ��� ��� ��� 	������� 
����/ ��
��� .�
0F�9�1, F�
�� ���	��� � ���E� �� ��� #	�� ���	� ������ F�
��E� ������ �
�	���
� ��� �'���	�	�� 	� 0��=�1 ��� 0;�<
3�1�

Kocay’s Parameter

DEFINITION

���( ;�� � �� � ���� ��� � ) *��� ��� � � � � ��+ � ��/ ��
� �� ����� *�	$����
�� 
� �� �� 	������	
+� � ���� �� � �� � 	� � ��/ ��
� 	 ) *��� ��� � � � � ��+ ��
� ������ �� � *��� ��
����	�� �	��	�
�+ � 
� ����( *	+ �� � ��� 	 ) �� � � � � � ���
*		+ � ) ����� ��� � ��� �� 
���� �� � �� � 	� ������� �� �*� � �+�
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FACTS 0� 8=1, 0F�9�1 *��� ���� 0��=�1, 0;�<
3�1+

$��( ;�� � �� � ���� ��� ��� � ) *��� ��� � � � � ��+ �� � ��/ ��
� �� ����� #	�� ��
�
�� *��� ( �� *�+�� ;�� >*� � �+ �� ��� ������� ��!��� ��

	
�

�*� � �+



�

�

�

#��� ��� � ����	�� 	� ��%�� ��� ��� 	������	�� ����� � �� ����� � 
� ����
�� *�+� ) �� *�+�� ���� >*� � �+ 	� �
���� 
�	����

��� �����#	�� �� ��� �� ���� ����	��� �� ��!�	�� � � 	����� 
��	
� �� ��� ���

$��( ��� � ��� �� ����
��� �� � 	� �
���� 
�	����

$��( ��� � ��� �� �����	�� ���� �� � 	� �
���� 
�	����

$�	( ��� � ��� �� 6��	����	�� 
�
��� �� � 	� �
���� 
�	����

$�
( ��� � ��� �� ��
����
��� �����	�� � ������ �� � #	�� � ���
	!�� � ��� ��
����� 	� �
���� 
�	����

The Characteristic and the Chromatic Polynomials

DEFINITION

���( �� ���������� ����	 	� � ���� 	� #�	
� ���� 
�������� 	� �	��� �� ����
� � 
�
���

��������� 4� ��� ���� �, �*�+ ������� ��� � ��� �� 
��������� �� � ��� �*�+
��� � ��� �� 
�
����

FACTS

$��( 0<�G�1 *��� ���� 0�	=�1, ���=+ ;�� ��� 
���
��	��	
 �������	�� �� � ��

8� 5 ��8
��� 5 ��8

��� 5 � � �5 ��

���� ��
� 
��Æ
	��� �� 	� �	��� ��
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�

*��+���������
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�

�

#��� ��� � ����	�� �'����� ��� ��� 	������	�� ����� � �� ��������� ����� �� 	

���	
���

$��( 0>���1 *��� ���� 0�	=�1, ��88+ ;�� ��� 
�����	
 �������	�� �� � ��

-�*5 -�*
� 5 � � �5 -�*

�

���� ��
� 
��Æ
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$��( 0� 8=, F�9�1 ��� 
���
��	��	
 �������	�� 	� �
���� 
�	���� *<�� ���� 0��=�,
;�<
3�1�+

$��( 0� 8=, F�9�1 ��� 
�����	
 �������	�� 	� �
���� 
�	���� *<�� 0��=�, ;�<
3�1�+

2.3.5 Lovász’s Method; Nash-Williams’s Lemma

.� 	� / 	�� �� ���� ���� ��� ������� ��� ���� ������ �� ��� ����	��� 	� �
���
�� 
�	�� �� ����� ���
	��� 	� ��	� ��
�	��� ;��U��" 0;�8�1 ���#�� ���� 	� � ����
��� �� ����� ���� ��� ������ ����	��� � ��� �� �����, ���� 	� 	� ������
���� 
�	���,
��%	�� � � �	�	�� ��� ���������  �� �� ��� 	�
� �	����'
� �	�� �	�
	���� 7�	�� ���
���� ������ �� ;��U��", �M ��� 0�M 881 ����	��� � ������ 
��
� �	��� .� � � ���/ ���
� ��� ���� *��	�� �����	�� ��� ������ 	���� 
�� �� ;��U��"+, ?����>	��	��� 0?�891
����� � ����� ��� #�	
� ;��U��"E� ��� �M ���E� �� ��� �����#� � ��� �'������
�'���	�	�� 
�� �� �� �� 	� 0-�991 � 0��=�1 � 0;�<
3�1�

The Nash-Williams Lemma

DEFINITIONS

���( 4� �	���� ����� � ��� 0, � �����	��� ��� � �� 0 
�� �� ��!��� ��
� �	&�
�	�� �� ���	 ����' ����, � 
� ���� ��� �����	��� �� ���� ���� �� � �� ������
�� ��� �����	��� �� �� ���� �� 0�

��������� ��� � ��� �� � 
� ��������	��� �� 0 	� ������� �� 001��

���( � �����	��� ���	 �������� �������� � ��� � �� 0, #��� � �

�*�+, 	� � �	&�
�	�� �� ���	 ����' ���� � 
� ���� ��� �����	��� �� ���� ���� 	��*�+��
�� ������ �� ��� �����	��� �� �� ���� �� 0, � � ��� �����	��� �� ���� ���� 	� � ��
������ �� � �����&�
��� ��	 �� ���	
�� 	� 0�

��������� ��� � ��� �� � 
� ��������	��� �� 0 #	�� ���	���� �������� � 	�
������� �� 001��� �

REMARK

%��( ?��	
� ���� 001��� � 001���, ���� ��� �� ���� 
� �� ��������	��� ���
� �� �� 0� �� �� 
� ���� 	� 001��� , � ��������	�� � �� ��� ���� ���� �� �
�� � �������� �� 0� 6�#���, �� �� 
� ���� 	� 001��� , 	� 
�� ��� ����� 	� � �	���
�� ����� � ��������� �� 0�

FACTS

$��( 0;�8�1 ;�� � ��� 0 �� ����� ��� � � �*�+� ����

001��� )
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$��( )���%/������-�  �� 0?�891 ;�� � ��� 0 �� ����� ��� � � �*�+, ���
� ����� ���� � ��� 0 ���� ��� ���� �������
%� ����

001� ) �� �*�+�5 *��+���*001��� � 0�1���+

*<�� 0��=�1, 0;�<
3�1�+

$��( *:������ �� ?����>	��	���E� ;����+ *<�� 0��=�1, 0;�<
3�1�+ < ����� ���� �,
0, ��� � �� �� 	� ?����>	��	���E� ;����, ��� ���� � �� 0� ����,

*	+ 	� ��� 	� ���, ���� 001��� < 32

*		+ 	� ��� 	� ����, ���� 0�1��� < 32

$��( 0;�8�1 ;�� � �� � ���� � 
� ���� ��*�+� <
�
�

�

�
;�� ���� � 	�

������
���� 
�	����

$�	( 0�M 881 ;�� � �� � ���� � 
� ���� ��������� < �W� ���� � 	�
������
���� 
�	����

$�
( 0��=31 � 6��	����	�� ���� #	�� � � Æ
	����� ���� � ��� �� ���	
�� 	�
������
���� 
�	����

��	� ���� �� �� 	� ������ ��� ���� ��	%	�� ����	��� �� ����� ��������

Structures Other Than Graphs

�� ��� ��� � �� ������	�� �� ��� ������� �����, #� ��!�� � ���
��
�� �� �� � �	���
*��X� �+ #��� � 	� � !�	�� ���, X 	� � �� � �� ��� ���	��� �
�	�� �� �, ��� �
	� � � ���� �� �� �� ������
���� 
�	�� �� � �� 
� �, #� ���� ���� ��� � �����
� � * �� �	���,  � �� Y�������	��E �� ��� �� � X� ��� / ���	�� 	� #����� � 
�� ��
�
���� 
���  �	/ ���, ���	�  � �� �
�	�� �� ��� �� � X�

.� ������
���� 
�	�� �� �����, � #� �� �� ��� ��� �� ��� ����	���
�
�

�

�
����� �� �

���	
��, � ��� ����� �� ��� ������' ���� �� �� �
���� 
���, ��� X ��� � �� ������	

�� � #	�� 	�� 	�� 
�� �
�	�� �� ���  ������, �	��	�
� ��	� �� ���	
���

DEFINITION

���( .������ �� ����	�� ��� ���� �� � �	��, � ����� ���� � ����� �� � �	�� ��
������� ;��  � 
��� ��� �� ��	�� �
���� 
�	�� ������ ��������������
�����

FACTS

>� ��# ������ ���� �� ��� ����	��� �� �	�#	�� ������
���� 
�	�� 	� ��	� ���
������ ����	��� ��� !�� �� ��, ����� �� � ���	�����#�� ����	
��	�� �� ��� ?����
>	��	��� ;���� �� �� 
� ��, ����� �� ��%	�� #��� 	� ��� �	�	� � �����	�� ��
������	
�� �/ 	�� �� � ������ �������'��
���� 
�	�	�	��� �� �'������ ��������
�� ������
���� 
�	�� ���� 	� ��	� �	��� ������ 	� 0��=�, ;�<
3�1�

$��( 0;�<
3�1 ;�� 0 �� � ���� #	�� �	�	� ������ �, ��� ��� � �� ����	��� ���
0 �� ���	�� � ������	
�� � 
� ���� �� �#� ���� � 
����� ��	����� ���� � 	�
�������'��
���� 
�	��� 	� �	��� � < � �0�;� � ���� < � �*0+�

$��( 0��:�F��9=1 ;�� *��X� �+ �� � �� 
� � � 
� ���� ������ < �X�� ���� ���
�� 
� � 	� ��������
���� 
�	����
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���
�	$� ��� <
��� 0��<
=91 
���	�� ��� �
���� 
�	�� �� � � ���� �� ��� 
�
�	
 �� �
?� � �� ��� ����, +,  � �� �������	�� ��� ��� 
����
�	�� �� 	�� � ����� �� � �	��� �	"�,
����  � �� �������	���

$��( 0��<
=91 < ����� ���� � 	� �	��� ���� ���� � ���� �� ?� 	� �
���� 
�	���
��� ��� 
����
�	�� �� 	�� ��� ������

$��( 0��<
=91 4� ��	��� �, ������ ��� � ����� �� ?� �� �
���� 
�	��� ��� ���

����
�	��� �� ���	 ��� ������

$��( 0��<
=91 4� ��� �, ���� � ���� �� ?� 	� �
���� 
�	��� ��� 	�� =@*�+�� �����,
#��� @*�+ 	� ��� � ��� �� �	��	�
� �	�� ��
��� �� ��

$��( 0���
==1 � ��
���� !�	�� � ���� �� + *���� 	�, � � ���� #�	
� 
����	�� ���� !�	����
���� ��������� �� ��� �	��� !�	�� ��� �� �	"� �� ����� �+ 	� �
���� 
�	��� ��� 	��
��� ������

$��( 0��3�1 :���	�� �#� � 
� � ����� �� +� �� �� 	������	
 	� ��� 
�� �� �����
����� 	��� ��� ���� �� � �������	�� � � ����	�� �� � � ��	��� �� =3 ������� ����
���� !�	�� � ���� � �� ��� ����� +� 	�  �	/ ��� �����	��� �� �� ���� D �� 	�� � �����
�� 
��	���	�� ��� � �, �	���  � �� 	������	��2 ���� 	�, 	� ��� ���	������ �� ����
�
���� 
�	��, ��� � ���� � ��� �
���� 
�	�� � ��� D�

��� ���� 0��:�F��9=1 ��� �� �� �� �	�� 
��� ��� �� ������ 	�������� 	� �'����	��
��� �
���� 
�	�� �� �� 
� �� 	� ��� �	�
�	�� �� ��������
���� 
�	���

The Reconstruction Index of Groups

;��%	�� �� �
���� 
�	�� �� �� 
� �� *��X� �+ ��� ��� ���� � ���� �� ��
 � ������	��
��� �	�
��� �� ��� ��� ���	�� �� � X�

DEFINITION

���( ��� �������
���� ����� :*X� �+ �� ��� ��� ���	�� �� � X �
�	�� �� �

	� ��� �������� � ��� � � 
� ���� �� ��� � ���� �  � #	�� ��� � �, ��� �� 
� �
*��X� �+ 	� ������
���� 
�	����

FACTS

$��( ��� -������
���� 
�	�� :��&�
� � 
�� �� �������( 	� A ) ��� �� � � � � ��, 	�

� 	� ��� ��� ��  ������, �	��	�
� ��	� �� A , ��� 	� �
���
� 	� ��� ������	
 �� � �� A

�
�	�� �� ����� ��	�, ���� :*�
���
� � �+ ) ��

$�	( 0��=91 ��� �
���� 
�	�� 	���' �� �� ����	�� �� � 	� � ��� ��� �
���� 
�	��
	���' �� ���	����	�� �� �� 	� D�

4� ���	�	���� �� ��� �� ��� �
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2.4 RECURSIVELY CONSTRUCTED GRAPHS
�� !� !	���
 ���������� 	� ������

�� ���� ������
 ��	���� ��������� 	� "����	�	��

�� �� "	���
 ��	���� ��������� 	� "����	�	��

����� <��� �������	"�� 4��	�	�� �� ���� :������

����� -/ 	�����
�� ��� :���
��	"��	���

����� ��
���	�	��

������
��

Introduction

��� 
�� 	��� �� �
 �	���� 
���� 
��� ����� 	� 
��� �� 	� A�!�	�	�� �, � � ���
� ������	�� �	���� � �� ��� � �&�
� ��� ���	����� � 
���	������ ������ ��� ��	���
�� �����	���� �	��	�
�	����

��������� ��� ����� 	� ��	� ��
�	�� �� �	����, ��� �� ���� #	�� �����	��� * ��� & 	�
������� **� &+�

DEFINITIONS

��( � ���
������� �����
���� ����	 ����� 	� ��!��� �� � ��� * � ���� !�	��+ ��
�	�	�	�� � ���� ����	�, 	� ���	�	�� �� ��� � ��� �����	��� ���� 
������ ����
����� ��� ������ � ������� -�
� �����	�� 	������� �	��� � �	�� ���
	!
 ���	
��
��� ��
� � ����� � ���	�� ��# ����� ���#��� ���
	!
 ���	
�� ��� ��
� � ������

��( -�
� ���� 	� � �
 �	�� 
���� ��� � 
�������	�� ���������� ���� ����
���#� ��# �� � 	�� 	� ��� ���� ������

REMARK

%�( ����� 	� ����� 
������ ������� � ��� �� �� 
� �, �� ���� ����	���� 
�� �����
�� ���	���� �� ����� ��� ������� ���	
��� �� ����� 
������� ��� ����	���� ���	
����
��
��� �� ����	�� ��� ���	�� ������ �� ��� ���� �����, ���� ������ �����	
 ���
����	�� �� 
���	�� ��� �	��� �� ����� � ������ 	��� � ��� �	�� �� � ���� �����
��� 
���� 
�	�� �� ����� ����	���� 	� ��� � �&�
� �� <�
�	�� �3���

2.4.1 Some Parameterized Families of Graph Classes

Trees

DEFINITION

��( ��� ���� #	�� � �	���� ����' � *��� �� �����+ 	� � ���� #	�� ��� � *��� ����
���� ����+� ;�� *�� �+ ������ � ��� #	�� ��� �� ���� *��� ��+ ! *��� ��+ 	� � ���
����� �� ��%	�� ��� �	�&�	��  �	�� �� �� ��� �� ��� ���	�� �� ���� *��� ��+� ��� ���
�� ��	� ��# ��� 	� � ) ���
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�������	�
� ����� ��
��	
����, ��� ��	� *�� �+ 	� A�!�	�	�� � ������ �		��� ������
6�#���, ��� ���
	!
��	�� �� �	��	�� 	���� ���	
�� �� ��� �� *��� ���
� �+ 	� �������
��� ���� �� � ���	
�� 	� ��� �
 �	�� 
���� 
�	���

EXAMPLE

��( 4	� � ����� 	�� ������ ��� �
 �	�� 
���� 
�	�� �� �����

Figure 2.4.1 %��(�#�-� �!�#��(���!� !  �����

Series-Parallel Graphs

4�� � �����
 �	�� �����
�	��, � ���� 	� ��	���������� 	� 	� ��� �� � ����� �����
�����	
 �� .� 0A GD1� ��� ���� �� ��� ���� �� 4	� � ����� 	� ��� ��	����������2
��� �$���	�� � ����� 	� 	����	!�� �� ���� ������ ������� �� �#� �����, �� 	��	
����,
�	���� ��� ���� �� ��� 	��� #�	
� 	� ��	�����������

Figure 2.4.2 2!�&#����#&��""�" �� #����#&��""�" ����#�

4����#	��, #� �	�� � �
 �	�� ��!�	�	�� �� ��	� 
�����

DEFINITION
��( � ��������������� ����	#	�� �	��	�� 	���� ��������� � ��� � 	� ������� *�� �� �+
��� 	� ��!��� �
 �	���� �� �����#�(

" ��� ���� 
���	��	�� �� � �	���� ���� *��� ��+ 	� � ��	���������� ���� *�� �� �+ #	��
� ) �� ��� � ) ���

" � ������ ������� *��� ��� ��+#� *��� ��� ��+ ���� � ��	���������� ���� �� 	����
�	��	�� �� #	�� ��� ��� ���	���� �� ��� ��# ���� �� �� ��� ���

" � �������� ������� *��� ��� ��+ #� *��� ��� ��+ ���� � ��	���������� ���� ��
	����	��	�� �� #	�� �� ��� �� #	�� ��� ��� ���	���� �� ��� ��# ���� �� �� ��� ���

" � ��������� ������� *��� ��� ��+ #	 *��� ��� ��+ ���� � ��	���������� ���� ��
	����	��	�� �� #	�� ��2 ��� ��# ���	���� �� �� ��� ���

�����������	 ����( ��� &�
%%�	�� �����	�� 
�� ���� �� ���
	!�� #��� ��� ��#
���	����, ���� 
�����	�	��, �� ��!��� �� �� �� ��� ���

EXAMPLE

��( ��� ���� �����	��� ��!�	�� ��	���������� ����� �� ����������� 	� 4	� �
������ ��� ��	����
	!
 
�����	�	�� 	� �� ��� ����2 ��� �� �� 	� ���#� �� ��� 	����
���	��� ���	
�� �� 
	
��� ��� ��������
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Figure 2.4.3 .!��!#���!� !�����!�#  !� #����#&��""�" ����#�

�-Trees and Partial �-Trees

DEFINITIONS

��( ��� ������' 
������� ����,.�, 	� � ������� � ����� #	�� �5� ���	
�� *� � �+
	� 
���� 
��� ��� � ����� �� � ���	
�� �� ���	�� � ����' ��&�
��� �� ��� ���	
�� ��
��� �� 	�� .� � ������, ��� ���� �� ����� ���	
���

��( � ������� ������ 	� � � ����� �� � ������

�������	�
�� .� � �	��� 
���� 
�	�� �� � �����, ��� �	�	���.� � ����� 	� �����
�� �� 	�� ������

��( � ���� 	� �	���� *� ������
�����+ 	� 	� 
����	�� �� 	�� 
�� 
�
��� �� ������
����� ���� ��

��( � ���� 	� ������� 	� ���� 	�� 
�� � ����� ��� 
�����	
 � ��� �/ �� �� ���
�	"� �� 	�� ��'	� � 
�	/ ��

FACTS

$�( ���� �� ������, ��� ������ �� ���	�� �������

$�( <�	���������� ����� �� ���	�� �������

$�( ��� .� � ����� �� � ����� 
�� �
� �� 	�� ���	��

$�( ��� ������ �� 
����� ����� ���, ���
�, ����
� *��
� �� ���� 
����� ���� 	�
����
�+�

EXAMPLES

��( � ����� 	� ���#� �� ��� ���� 	� 4	� � �����, ��� � ���	�� ����� 	� ���#� �� ���
	����
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Figure 2.4.4 .!�#��(���!� !  �&���� ��  ����" �&�����

A���������� �� ��� ���� �� ��� ���� 	� 4	� � ����� ����� 	� ��� B
���	��C �� � �����
�����#	�� � ����� � ��� �� 
�����	�	�� �����	��� ����	�� ��� ��� ���	� �	��� �� ��
	�	�	�� .� 	����	!�� �� ����' ������ �� 3� �� ��
� ����, � ��# *
����
 �	���� �������+
����' 	� ������ @����� ���� 	� ����  	� ��	�	����� ��� ��� ���� �� ��� 	��� 	�
4	� � �����, � ���	�� ����� 	� 
������

��( ��� ���� �� ��� ���� 	� 4	� � ����D ����# 	� ��	����������2 	� 	� � � ����� *���
���
� � ���	�� �����+ �� ��� ����� �� ��� 	���� ��� ������ ����� 
������� ��� �����
#��� ��� 
���� 
�	�� 	� ��	!�� �� ��� ������ �� ��� ���	
�� ���� �� 	�������� & ��
�� 	� ��� !�� ���� ���� -'����� ��

Figure 2.4.5 � #����#&��""�" ���� ��  �&�����

Halin Graphs

DEFINITION

�	( � &���� ����	 	� � ����� ���� ���	�� ��� ������ ���� 	�� ���� ��� � 
�� ��
���	�	���� �� � ) �$�%�, #��� $ 	� � ��� #	�� �� ����' �� ����� � ��� % 	� � 
�
��
	�
� �	�� ���� ��� ��� ������ �� $ �

FACTS

$�( 6��	� ����� �� 
����	��� 	� ��� 
���� �� ���	���� �����

$�( ��� ��� �� 6��	� ����� 	� ��� 
�����  ��� ��� ��%	�� �� � ������, 	���, ����
� ������ �� 6��	� ����� �� ��� 6��	� ������

EXAMPLES

��( � 6��	� ���� 	� �	��� 	� 4	� � ����G ����#, #	�� ��� 
�
�� ����� ��#� �� ���
� �� ��
�2 ���	 ������ ������ � ��� ���	���	�� ��� ������ ����� ��	� ���	���
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Figure 2.4.6 � 3"�� �����

��( ��� ���� � 	� 4	� � ����8 ����# 	� � �����2 ����' ������ � 	�� ��� 
���� 
�	��
�� ������ ��� � ����� �	��� 	� ���� 	� � ��� �� ��  �����	�� 6��	� ����2 ��� 
�
��
����� ��� � 
�� �� ���	�� ��
�� ��� �� ��� ������ �� ��� ���
	!�� ����

Figure 2.4.7 ��!���� 3"�� �����

Bandwidth-� Graphs

DEFINITION

��
( � ���� �*���+ 	� � ��������	�� ����	 	� ���� �'	��� � ����' �����	��
� ( � � ��� �� � � � �� �� � 
� ���� �!� �� � � $ ��*!+ � �*�+� � �� *����#	��� 	�
�	�
 ���� 	� �=���+

EXAMPLE

��( � ����#	����� ���� 	� ���#� �� ��� ���� 	� 4	� � ����92 �	������� �� ��� 	���
	� � ����#	����� �����

Figure 2.4.8 )��*����&� �� ���*����&� ����#�
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Treewidth-� Graphs

��� ���	��� #�%� �� �������� ��� <����  *���, 0��<�9G��1, 0��<�9G��1, 0��<�=���1+
�� 
������� 	����	!�� �� ��	�� ������	��� �� ���	���	�� ��� 
���	�� �� ��� ����

������ 	� ��	� ��
�	��� ���� ������� 	� ��� 
��
��� �� ���#	���, #�	
� ������ � %�� ���
	� ��� � ����E #�% �� ���� �	��� 
 ��	���	��,  ��	������, 	� ��� ���� �� >����E�

��&�
� �, � ���	
 �������� 	� �������

DEFINITIONS

���( � ��������������� �� � ���� � ) *���+ 	� � ��	 *��� � 	 � ��� $ +, #���
��� � 	 � �� 	� � ���	�� �� � ����� �� � ��� $ 	� � ��� #	�� ����' ��� � � 
� ����

"
�

��� �� ) �

" �� ��� ����� **� &+ � � ���� 	� �� ������� 	 � � #	�� *� & � ��

" �� ��� �	���� 	� 
� � � � 	� 
 	� �� ��� ���� ��� 	 �� � 	� $ , ���� ��


�� � �	 �

���( ��� ����	 �� � �	��� ������
�����	�	�� 	� ���� �� �� ��' �������� � ���

���( ��� ��������	 �� � ���� � 	� ��� �	�	� � #	��� ��%�� ��� ��� ����
��
�����	�	��� �� ��

���( � ���� � 	� � ��������	�� ����	 	� 	� ��� ���#	��� �� ����� ���� ��

REMARK

%�( �	�	����, ���� ����, �, ��� � ������
�����	�	�� ���� 	� ��!��� �� � �	���� ���
��' *�������	�� � 	�����+� @� ��� ���� ����, #� �� 	�������� 	� ������
�����	�	���
���, ���
�, ���	 �����, 	� #�	
� ��� �� �� ����� *	���, ����� #	�� ����� ���#	���+�

EXAMPLE

��( � ������ ������
�����	�	�� 	� ���#� 	� 4	� � ����=� 4� ��� ������ ����, �,
��� ���	�� �� � 	����� ����' ���� 
�� �� �	��� ��( �� ) ���� ��� ���� �� ) ���� ��� ����
�� ) ���� ��� ���� �� ) ���� ��� ���� �� ) ���� ��� ���� ��� �� ) ���� ��� ���� �� ���
���	��� ��� $ 	� ���#� ��'� ��� ���� �� ��� 	��� �	�� �� 4	� � ����=, ��� �������
� ������ �� � 	�� 
�� �� ��� ������ ��	 *����� $ + �� �	�������� ������, ��� ����
� ��� ���#	��� �2 	� ��
�, ��� ���� 	� ��	�����������

Figure 2.4.9 � #��"� ����&���!��!#���!��
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Pathwidth-� Graphs

DEFINITIONS

���( � ���	����������� 	� � ������
�����	�	�� #���� ��� 	� � �����

��������� � �������
�����	�	�� 	� ����� ������� �	���� �� � ��/ ��
� �� ����' � ��
���� �� � , ��� ���� ��� � � � � ���, �	���� 	� ��� ��!��� �� ���	 ���	�	�� �� ��� �����

���( ��� ����	 �� � �������
�����	�	�� 	� ��' ���������� � ���

���( ��� ���	����	 �� � ���� � 	� ��� �������� #	��� ��%�� ��� ��� �����
��
�����	�	��� �� ��

���( � ���	����	�� ����	 	� � ���� ���� ��� ����#	��� �� ����� ���� ��

EXAMPLE

�	( � ������ �������
�����	�	�� 	� ���#� 	� 4	� � �����3� ��� ����'����� �� ���
��� !�� ���� �

 ��
�� �� �	������� ����# ��� 
�������	�� ���	
�� �� $ �

Figure 2.4.10 � ���&���!��!#���!��

Branchwidth-� Graphs

DEFINITIONS

��	( � �����	����������� �� � ���� � ) *���+ 	� � ��	 *$� �+, #��� $ 	�
� ��� 	� #�	
� ���� �������� ����' ��� �'�
��� ���� ��	����� ��� � 	� � �	&�
�	��
��� ��� ������ �� $ �� ��

��
( .� ��� ����� �� ���� �������� ����' 	� $ 	� �� ����� �, ��� ��	 *$� �+ 	� 
�����
� ������� �����	������������

���( ;�� *$� �+ �� � ���
� ��
�����	�	�� �� � ���� � ) *���+� ��� ���� �� ��
����  �� $ 	� ��� � ��� �� ���	
�� � 	� � � 
� ���� ���� �'	�� ������ �� ��� �� �� $
��	�	�� 	� �	$���� 
��������� �� $ � , #��� �*��+ ��� �*��+ �� ���� 	�
	���� �� ��

���( ��� ����	 �� � ���
� ��
�����	�	�� *$� �+ 	� ��� ��'	� � ��� �� ��� �����
�� $ �
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���( ��� �����	����	 �� � 	� ��� �	�	� � #	��� ��%�� ��� ��� ���
��
��
�����	�	��� �� ��

���( � ���� � 	� � �����	����	�� ����	 	� 	� ��� ���
�#	��� �� ����� ���� ��

FACTS

$�( 0��<�=���1 � ���� � 	� ���
�#	����3 	� ��� ���� 	� ���� 
�������� �� � ���
�� ���� ��� �����

$�( 0��<�=���1 � ���� � 	� ���
�#	����� 	� ��� ���� 	� ���� 
�������� �� � ���
�� ��� ���� ��� ����' #	�� ����� ����� ���� � �/ �� �� ��

$	( 0��<�=���1 � ���� � 	� ���
�#	����� 	� ��� ���� 	� � ��� ���#	��� �� �����
���� ��

EXAMPLE

��
( � ���
�#	����� ���� 	� ���#� �� ��� ���� 	� 4	� � ������ *����� �� � ��
����+2 	�� ���
����
�����	�	�� 	� �	��� �� ��� 	����

Figure 2.4.11 )����*����&� ���� �� ��# �����&���!��!#���!��

�-Terminal Graphs

DEFINITIONS

���( � ���������� ����	 � ) *�� $��+ ��� � ����' ��� �� �� ���� ��� �, ��� �
��� �� ������������� �������� $ ) ���� ��� � � � � ��� �� � � , #��� �$ � � ��

���( � ���������� ���
������� ���
��
��� ����� %*#�++ 	� ���
	!�� �� � ��� #
�� ���� ����� ��� � !�	��  �� ��� + ) ���� ��� � � � � ���, #��� ��
� �� 	� � ���������

�	#	����	� 	#�����	��

EXAMPLE

���( � 
���� 
�	�� �� � �����	��� ���� 	� ���#� 	� 4	� � ������� I��	
�� ��
������� 	� ��� �� 
��	�� ��# 
����	� ��� � ������ 
������2 ���	���� �� �������
�� �� ��� 
	
��� ���	
���
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Figure 2.4.12 %��(�#�-� �!�#��(���!� !  �&������" �����

REMARKS

%�( ���	
����, �� ���� �� # 	� ��� ��� �� 
����
��� �����	��� ����� *�� $��+ #	��
� ) $ � � � ��
� � 
� ���� ���� 	� �	�	���� 
������� �� 	��	�	� �� �����, �� 	� 	�
��������� ��� ���
� 
�����	��� �� �	����  �� %*++ �� ������ %*#�++, #��� # 	� �
�	������� 
���	��	�� ���� �� ����� *����, .�+�

%�( ��� ���	�� �� �������� ���	
���� ���	���� 	� ��� 
����'� �� �����	���
�����, 
�� �� ���
	��� 	� � ��� ����� #��� 4� � � 	 � �, ��� �� ) *��� $�� ��+,
� 
� ���� ��� � � � � �� �� � � ���� �	�&�	�� ����' ����� ;�� � ) *�� $��+ �� #���� ����
� ����� ������ ������� 	� � � �
�	�� � ( �������� � � � 
� ����

" ���	
�� ��� ��� ���� �� ���	� �	��	�
�(
�� � ��� �� � ��� �*��+ ) �*��+$ �� ) ��

" ���� *��� ��
����	�� ���+ ���	���� ��� �� ���	����(
� � ��� �*�+ � $ $ � � $�

" ���� ���	���� 
�� ����(
�� � ��� � �� � ��� � 	� �) 	�� �*��+ ) �*��+$ �� � $�� � �� � $��

" ����� �� �������(
*%	+*���� ��� � ��+& ��*��+� �*��+� � �

��������� .� � 	� � ���	� ����' ����	��, ��� 
�������	�� ���� 
�����	�	�� ����
��	�� *������� �� �+ 	� �������� #	���� �*��� � � � � ��+ ) ��

Cographs

DEFINITION

���( � �����	 	� ��!��� �
 �	���� �� �����#�(

" � ���� #	�� � �	���� ����' 	� � 
������

" .� �� ��� �� �� 
������, ���� ��� �	�&�	��  �	�� �� ��� 	� � 
������

" .� �� ��� �� �� 
������, ���� ��� 
������� 
� �� ��� 	� � 
�����, #�	
� 	�
����� �� ��%	�� ���  �	�� �� �� ��� �� ��� ���	�� ��� ����� *��� ��+ #��� �� 	�
	� �� ��� �� 	� 	� ���

�������	�
�� :������ �� ���� ����� �� �� ��������� ���
����� ����	��
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EXAMPLE

���( � 
����� 
���� 
�	�� 	� ����������� 	� 4	� � ������� ��� ������� �����
�	��� �� �	��	!�� �� ��
� ���� �� ��� ��
�����	�	�� ��� *����+ �� ��� ���� � ���#�
�� ��� 	����

Figure 2.4.13 .!���� �!�#��(���!��

FACTS
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( 0:�;�� 9�1 ��� 
��������� �� ��� 
����� 	� ���� � 
������

$��( 0:�;�� 9�1 ��� 
������ �� ����
��

Cliquewidth-� Graphs

��� ���� ������� ���.��+���� #�� 	���� 
�� 	� 0:�-���=�1 ��� ����� � ���	���

��
��� 	� �	�%	�� ����
� 	� ���� ����� ��� ���	
�

DEFINITION

���( ;�� 0%1 ������ ��� ��� �� 	������ ��� �� � � �� ��� � ���#
�����	�� ����	 	�
��!��� �
 �	���� �� �����#�(

" ��� ���� � #	�� � *�+ ) ��� ��� �*�+ � 0�1 	� � 
�	/ �#	����% �����

" .� �� ��� �� �� 
�	/ �#	����� ����� ��� 	� 
 � 0�1, ����

*�+ ��� �	�&�	��  �	�� �� ��� 	� � 
�	/ �#	����� �����

*�+ ��� ���� *��+�		 	� � 
�	/ �#	����� ����, #��� *��+�		 	� ����� ��� ��

�� ���	�� ��� ����� *��� ��+ � 
� ���� �*��+ ) 	 ��� �*��+ ) 
�

*�+ ��� ���� *��+�
	 	� � 
�	/ �#	����� ����, #��� *��+�
	 	� ����� ��� ��

�� �#	�
�	�� ��� ���	
�� #	�� ����� 	 �� ����� 
�

REMARK

%�( A�!�	�	�� �9 ��!��� ��� ����� �� 
�	/ �#	����� ������ ��� 
�	/ �#	��� �� �
���� � 	� ��� �������� ��� � �� � � 
� ���� � 	� � 
�	/ �#	����� ����� � 
�	/ �#	���
��
�����	�	�� �� � ���� 	� � ����� ��� � 
� ���� ��� ��� 
�������� �� �, ��
�
���� 
�������� �� � �������, ��������' ����, ��� ��
� �������� ���� �� ��� ��� 	�
����	��� �� �����	�� ��� �� ��� �����	��� �, 	� 
, � 	� 
 �� 	�� 
�	�� � 
�	�����

�������	�
� ����� .� ��	� ��
�	��, ��� ��� ���.�� ���� �� ��� 
������� � �����
�� ��� ����� .� ���� ���� ��
�	��� �� ��	� �������%, 
�	/ � 	� ��!��� �� �� � �(���

� ���� �� ��	#	�� ��&�
��� ���	
�� �� ��� �����
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�������	�
�� -��� ��� 	� � ���#	����� ����, �� ���#	��� 	� � ���� � �� ��#
� 
� � ���� ��	�� ��� � ���� <	�	����, ���� 
�	/ � 	� � 
�	/ �#	����� ����, ��

�	/ �#	��� 	� � ���� � �� ��# � 
� � ���� ��	�� ��� � 
�	/ �� ��	� ������� ����
��� ���	� �� 
�	�	�� ��� ��� ���.��+���� *��� 0:�@�331+�

EXAMPLE

���( � 
�	/ �#	����� 
���� 
�	�� 	� �	��� 	� 4	� � ������� �� 	� -'����� ��, ���
������� �����	��� �� 	����	!�� �� ��
� ���� �� ��� ��
�����	�	�� ��� *����+ �� ���
���� � ���#� �� ��� 	����

Figure 2.4.14 � �"�4(�*����&� �!�#��(���!��

�-NLC Graphs

DEFINITION

��	( ;�� 0%1 ������ ��� ��� �� 	������ ��� �� � � �� �� ��� ��� # ������ � �	���	�� ����
�� 0%1 � 0%1� � ��'(� $������������������% ����	 	� ��!��� �
 �	���� ��
�����#�(

" ��� ���� � #	�� � *�+ ) ��� ��� �*�+ � 0�1 	� � %�?;: �����

" .� �� ��� �� �� ��?;: ����� ��� 	� 
 � 0�1, ���� ��� &�	� �� �� �� 	� � ��?;:
����, #��� �� �� �� 	� ����� ��� �� ��� �� ���	�� ��� ����� *��� ��+ #���
�� � ��, �*��+ ) 	2 �� � ��, �*��+ ) 
 ��� *	� 
+ 	� �� ���� 	� ���

" ��� ���� *��+�
	 	� � ��?;: ����, #�	
� 	� ����� ��� �� �� �#	�
�	�� ���
���	
�� #	�� ����� 	 �� ����� 
�

EXAMPLE

���( ��� ���� 	� 4	� � ������ 	� � ��?;: ����� .� 4	� � �����D, ��� ��
�����	�	��
��� ��� ������ 
�������	�� �� ��� ���	
�� �, �, 
, �, �, �, ��� � #	�� ����	�� ������
��#� ��� ��� ��� % ) ��� �� �� ���#�� �������� �����	��� �� 	����	!�� #	�� ���
	������ ����� �� ��� ���, � ���� *	� &+ �� ����� �#	�
�	�� ��� *	� 
+ 	��	
��	�� ��� ���
	!

���� ��� �� 	�� 
	�� ��� ������ 
�����	�	���
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Figure 2.4.15 � �&25. ���� �!�#��(���!��

�-HB Graphs

A����	�� B��������� � �����
��,C ����� ����� ��� 
� � ��� �� ��
�����	�	��
 ��� ����	
��	�� �� � 
���	� ��
�����	�	�� ����	����

DEFINITION

��
( ��&� $	�����
� ��������% ����	� �� ����� �� #�	
� ���� 	� �
���	
 �� �*����+��	�� ������#� ��
�����	�	�� ����	��� ���� 
���� 
�� � ��� ���

�	/ �#	����*� 5 ��+ �����
�� ��
�����	�	���

REMARKS

%�( ������#� ��
�����	�	�� ���� �� � �
���	�	�� ����	��� ���� ���
�� � 
���	����
���� �� ��� ��� �� � ���, ��� ���� ��
������� ��	� ���� 	��� ������ � ������ ����
��
��� 	�� 
�	���� 	� ��� ���, ��� �� �� �
 �	����  ��	� ��
�	�� ��� ������ �� ���
����

%�( � ��� ���
�	/ �#	��� ��
�����	�	�� 	� �	��	� �� � ��?;: ��
�����	�	��, �'
���
���� ��� ����' ������  ��� �� ��� ���� 	� ��� ��� �� ��� ����
�� �� ���� ������

%�( � �����
�� ��
�����	�	�� �� �� ������' ���� 	� � ��
�����	�	�� ��� ���� ���
��	��� �*�� �+�

%	( ��� �/ 	����� ���� ��� ��
�����	�	�� � �� �� �����
�� 	� ��� ���	
�	��,
#�	�� �	� ������ ��� ��� ��� ���
�	/ �#	��� 
���	�	�� 	� ���� ���	
�	��� ��	� ������$
�	���� ��� 
���� �� ��6� ������ 4� ��� ����	�� �� ����� ������, ��� 0��K���<�3�1�

%�
( 6�#���, ��6� ����� �� �� ���	� � ��� ��!��� 
���� � � �� ��� ��������
�	�	��	
 ��� � �� ��	� ��
�����	�	�� ����	���� @� ��� ���� ����, ��� ��
�����	�	��
	� � ������� �� � 

��� �� ���� 
�	/ �#	����� ���� ����	�� ��	� ��������	�	��, ��
���� 
�	/ �#	����� ���� 	� � ��6� �����

2.4.2 Equivalences and Characterizations

Relationships between Recursive Classes

� � ��� �� �/ 	�����
�� ���� �� ����� ���� �� ��� �
 �	�� ���� 
������ ��!��� 	�
��� ���	� � � ���
�	��� <����� �� ����� �� �	���� ����#� 7����� � ���
	!
 �� 
� 	�

                          



Section 2.4 Recursively Constructed Graphs 111


	���, � ���� ������ ��� ��	�� 
��������	�� �����
� �� 4�
�� �� ��� �� �= *���
�����+ 	� 0�;�<�==1�

FACTS

$��( � ���� ��� ���#	��� �� ���� � 	� ��� ���� 	� 	� 	� � ���	�� ������

$��( -��� ����#	����� ���� 	� � ����#	����� ��� �� � � ���#	����� �����

$��( ��� 
���� �� ���	�� ������ 
�� �� ��!��� �� � *� 5 �+����	��� �
 �	�� ����

���� *��� 0>	6�9G1, 0>	981+�

$��( ������ �� ���� 	� ���  � �� ����� ��� ���� ���#	��� ��

$��( ���� �� ��	���������� ����� #��� ���� ��� &�
%%�	�� �����	�� 	�  ����

$��( <�	���������� ����� 	� #�	
� ���� ��� ��	�� ��� ������� �����	��� ��  ���
�� ��
	���� ��� �����	��� ��	���������� ������

$��( <�	���������� ��� � ������� ����� �� ���	�� ������ ��� ���� ���#	��� ��

$�	( 6��	� ����� �� 
����	��� 	� ��� 
���� �� ���	�� ������2 ���� �� ���� ��!���
�� � 
���� �� �����	��� ����� �� �� �����	��� 
��	
� �� 
�����	�	�� �����	����

$�
( 0:�-���=�1 :������ �� ��
	���� ��� 
�	/ �#	����� ������

$��( 0:�@�331 -��� ���#	����� ���� 	� � 
�	/ �#	����*���� 5 �+ �����

$��( 0��<�=���1 -��� ���� �� ���
�#	��� �� ���� � ��� ���#	��� �� ���� ��;��

$��( 0��<�=���1 -��� ���� �� ���#	��� �� ���� � ��� ���
�#	��� �� ���� � 5 ��

$��( 0>�=�1 :������ �� �'�
��� ��� ��?;: ������

$��( 0>�=�1 -��� ���#	����� ���� 	� � *���� � �+�?;: �����

$��( 0>�=�1 -��� 
�	/ �#	����� ���� 	� � ��?;: �����

$��( 0>�=�1 -��� ��?;: ���� 	� � 
�	/ �#	������ �����

$��( 0��K���<�3�1 -��� 
�	/ �#	����� ���� 	� � ��6� �����

Characterizations

<� 
� �� 
���
��	"��	��� �� �
 �	�� ���� 
������ �� �������� ������ 	� ���� ��
���	���� � ����� �	����

DEFINITIONS

���( �� �������������� �����	�� �� � ���� � ) *���+ ������ �� ����  ����	��
� ����, �� , #	�� � *�� + ) � ��� �*�� + ) � � ���

���( ��� �����	�� �� �������������� ��� 
�� � ���� #	�� �������� � � ��
� � #	�� � ����' ��� ����	��� �� ����
	�� *B���	��C+ ��� ���	
�� ��!�	��  	� �,
�� � 
���	�� � ��# �	���� ����' #��� ��� ����� 	���	�� ��� �� ��� ��&�
��
	�� �� ���
��	 �� ����
�� ���	
��, #	��� � 	���� 
	�� ����� � � ��	��� ������

���( � ���� 0 	� � ���� �� � ���� � 	� ��� ���� 	� 	� 
�� �� ����	��� ��� � ��
� !�	�� ��/ ��
� �� ������'��
�	�� ��� �����
����
�	�� �����	����

                          



112 Chapter 2 GRAPH REPRESENTATION

REMARKS

%��( � �� �� ��������� !�� 
��&�
� �� *� �  �� ��	����+ �� F� >���� ������
��� �����#	��( < ����� � 	� � ���� 
���� #	�� ��� ������ ���� 	� � 	� 	� � ��� 0

	� 
����	��� �� � �	�� 	� �, ���� 0 	� 	� � , ����
 ��� 
���� � 	� 
�����  ��� �	����
���� ���� �'	��� � !�	�� ��� �0��0�� � � � �0�� �� �����, ��� �������� ����� � 
�
���� � 	� 	� � 	� ��� ���� 	� 	� 
����	�� �� �	�� 	������	
 �� ��� ����� 0� ��
� � 	 � ��

%��( �������� ��� <����  *0��<�99��1+ 
��!��� >����E� 
��&�
� � ��� #	��
���	 ����, ������	���� ���� ��� ���� 
���� � 
�����  ��� �	��� 
�� �� �
���	"��
	� �������	�� �	��� 7���� ������, ��	� � �
���, ����� �� ����, 	� �� �'	�����	�� ���2
#� �� ��� %��# ��� � ��� �� ���	���� �	��� � ���	 �	"�� 	� �� ��	��� 
����

%��( ��� 
���� �� ���	�� ������ 	� 
�����  ��� �	��� ��� �� �, �� ��� ���������
<����  �� ��� 	� 
��������� 
���
��	"�� �� � !�	�� ��� �� ���	���� �	����

%��( ��� ���	���� �	��� �� ���	�� ������ �� %��#� *��� 4�
� �� ����#+, � �

������� �	��� �� �'��	
	� �	��� �� ���	�� ������ �� ��� %��#� �� ��� �� �� � � ��

FACTS

$�	( 0:�;�� 9�1 :������ ���� �� 	�� 
�� ����� 1��

$�
( ���� �� ����� ���	�� �� .� �	���

$��( ��� ��� �� ���	���� �	��� �� ���	�� ������ 	� � �	������� 
���	��	�� �� ���

������� ����, .��

$��( ��� ���	���� �	��� �� � ������� ����� �� .� ��� .�
��

$��( ��� 
���� �� ���	�� ������ ��� ��  ���	���� �	���( .� ��� ��� ���� �����
���#� 	� 4	� � �����G�

Figure 2.4.16 $!������� ���!�# ! ����" �&����#�

2.4.3 Recognition

.� ��� �� ����� ���� ������� �� �
 �	�� 
������ ��� ���	
 ����, �� �� ��
�Æ
	�����, 	� 	� ��
����� ���� �������	� 	� ��� 
������ �� #
����� ������"���

                          



Section 2.4 Recursively Constructed Graphs 113

REMARKS

%��( <��� �
���	�	�� 
���� �� �	�
� ��� ������	���� �� �	�� 4� �'�����, 6��	�
����� 
�� �� �
���	"�� �� !�� ����	�� �� ��
����
�	�	��� ���� �	���� ����� ���

���	���� �� 
� � 	� ��� ����� *�	�
� ���� �� ����, ��� 
�� ��� �� �����	��+, ����
�
��� 
�
�� �� ����� ��!�	�� � ��
� �� ��� ����� ������	��, ����� ��� ����� ��� ���� 	�
��� ���� ���	�	�� 	� � ��� �� ��� ������ ��� *��� 0:�?�� 9�1+�

%��( ���	�� ������ � ��	���������� ����� �� �
���	"����,  ����	� � ���, �� � 
�

���	�� ����	
��	�� �� ��� �����#	�� ���
���� �������� *��� 0A GD1+( ����
����� ��
��� ����' �� ����� � ��� �	 ��� 	�� 	�
	���� ����� *��� �	+ ��� *�	 � ��+ �� � ��# ����
*��� ��+2 ����
����� �� ��� ��	 �� � ��	��� ����� �� � �	���� ����2 ��� ��	�	���	�� ��
��� ����� 	�
	���� �� � ����' �� ����� �  ����� ���� ��� ���� ���	��� ���� � �	����
���� ���	��,  ��� �� ���	��	��� ����	
��	�� �� ����� �� 
�	�� �����	���, 	� ��� ����
	� ��� �	�	��� ���� 	� � ���	�� �����2 ����#	��, ��� ��
��� #	�� ���� #	�� �	��� .�

� � ���� #	�� � .� �	���

%��( <	�	�� �� 
�	�� �����	��� ���� ���� ���� ���
	��� 	� ��� 
��� �� ���	��
������ *��� 0��9G1+ �� #��� �� �� ���	�� ������ *0<�=G1+�

EXAMPLE

���( �� 	�� ����	�� �� � � 

���� � �� 
�	�� ��/ ��
� 	� ���#� 	� 4	� � �����8�

Figure 2.4.17 %��(���!� !�����!�#  !�  ����" �&�����

Recognition of Recursive Classes

FACTS

$��( ���� 
�� �� �
���	"�� ��� ���	 ��
�����	�	�� 
���� 
��� 	� �	��� �	���

$��( <�	���������� ����� 
�� �� �
���	"�� ��� ���	 ��
�����	�	�� 
���� 
��� 	�
�	��� �	���

$��( ���#	�����, ����#	�����, ���
�#	�����, ��� ����#	����� ����� 
�� �� �
�
���	"�� ��� ���	 ��
�����	�	��� 
���� 
��� 	� �*����+ �	���

�����������	 ����( 4� !'�� � ��� �������	����	�� ����	���� �� 4�
� �G ��
��
�	
���

$��( ��� ���� 
������ �� 4�
� �G 
�� �� �
���	"�� 	� ������%��� �� !'�� ��

�����������	 ����( ��� 
�������	�� ����	���� ����� �� �� 4�
� �8 �� ���
��
�	
�� ��
� �� ���	  ��	�� �	��� ������� ����� � �	���� 
���������

$��( >��� � � �, ��� ��
�	
�� �	�����	�� �
���	�	�� ����	���� ���� ���� �� ��
�� ��� ���� 
������ 	� 4�
� �G *��� 0����=�1 �� � ) �2 0<�=G1 #��� � ) �+�

$�	( >��� � 	� ��� �� ��� ������ 	�����
�, ��� �
���	�	�� ������� ����
	����
#	�� ��� ����� �� 4�
� �G �� ��
��������

$�
( ���
�#	��� 
�� �� �����	��� 	� �������	�� �	�� �� ����� ����� 0<���=�1�

                          



114 Chapter 2 GRAPH REPRESENTATION

$��( <	�
� ���	�� ������ �� 
���
��	"���� �� � !�	�� ��� �� ���	���� �	���, ����
�� �������	���� �
���	"���� *���
 0��<�99��1+�

�����������	 ����( 4�
� �� #�� ������	���� 	� ��� ���� �	��� �� ��� �� ������
��� ��� <���� � 6�#���, ��� �� �� 	� �'	�����	�� ���� ���� 
���� 
�	�� ��� �� ���
�
� �� �'�	�	�	�� �� ��� 	���	�� ����	���� ���	�� �� �	���

$��( 0>	981 -��� �����	��� ���� 	� � ���#	������ ���� �� ���� �� ���� �������
 ��� � ��� ��� ���	
 �� ��� �� �
 �	�� 
�����	�	�� �����	���� 4� �'�����, 	� �
������� ��� ��'	� � ����� �� ��� �����	��, ���� �� � ���

�������	�
�� ��� ��� B�	��C ���� �� ��� � ��� �� �������� 4� �'�����, �
�	��� �����	�� ��� �	�� ��

$��( 0:���<�9D1 :������ 
�� �� �
���	"�� ��� ���	 ��
�����	�	�� 
���� 
��� 	�
�	��� �	���

$��( ��� 
�����'	�� ���� � �� �
���	"	�� 
�	/ �#	����� ����� 	� �����

$��( ��� 
�����'	�� ���� � �� �
���	"	�� ��?;: ����� 	� �����

$��( 0��K���<�3�1 .� ��� 
��� �� ��6� �����, ����	���� �� ������� ��!��� ��
���� �� �� �� #	�� ����
� �� 
�	/ �#	����� ������ ���� 	�, � 
� �� ����	��� �	���
�����	��� ��� 
��
� ���#� � ����� ���� ��� ��
�����	�	�� #��  �� 

���� � ���
���
� ��� 	�� � ���� 	� ��� � 
�	/ �#	����� ����� ��� �*����+��	�� ��
�����	�	��
����	��� �� ��6� ����� 	� � ������� �� � 

��� �� ��� 
�	/ �#	����� ����� �� #���
�� ���� ������

References

0�:��981 <� �����, A� �� :���	�, ��� �� ���% �#�%	, :�����'	�� �� !��	��
������	��� 	� � %����, � �$ %# ��������� ��� ������� $�
��� � *�=98+, �88J�9��

0�:��<�=�1 <� �����, �� :� 
����, �� ���% �#�%	, ��� A� <����, �� ������	

����� �� ���� �� 
�	���, %# ��$ �
 *�==�+, ����J��G��

0�6��=�1 <� �����, <� 6�����	��	, ��� �� ���% �#�%	, *����+, -Æ
	��� ����	����
��� ���	�� %�����, ���
	�� 	�� � �� ������� ������� $�
# �� *�==�+�

0��9D1 <� ����� ��� �� ���% �#�%	, :���
��	"��	�� ��� �
���	�	�� �� ���	��
%�����, ���������� &��������� �� *�=9D+, G=J8D�

0��9G1 <� ����� ��� �� ���% �#�%	, :���
��	"��	�� ��� �
���	�	�� �� ���	��
������, � �$ %# ��������� ��� ������� $�
��� � *�=9G+ �3DJ����

0��:�=31 <� �����, �� ���% �#�%	, ��� A� �� :���	�, 4��	���� �	��� 
���
�
��	"��	�� �� ���	�� ������, ������� $�
# �
 *�==3+, �J�=�

0��@�=91 ;� ����� ��� <� @��	 , @� ��� �� 
� � �� ����� #	�� ��# 1��, �������

������� $�
# �� *�==9+, �J���

0���	8�1 ;� >� ��	��%� ��� �� -� �	����, �����	�� ��� 
���
��	"��	��� �� %�����,
$�
������ �� *�=8�+, ���J�D��

                          



Section 2.4 Recursively Constructed Graphs 115

0�	��<���=�1 A� �	�����
%, ?� ��������, �� A� <���� , ��� �� ������, Z 	
%��
�'
� �	�� � �����, %# ������# 	
���� ������ ( �� *�==�+, �8�J�9��

0��991 �� �� ��	�, ��
 �	���� 
���� 
��� ���� ���	�	��( �������	� ��� �	��� ���
��	����, ���A� A	������	��, <
���� �� .������	�� ��� :��� �� <
	��
�, ����	�
.���	� �� �� ��
�������, �=99�

0��=31 6� ;� ���������, :������ �� ����� #	�� �� ���� ���#	���, 	��
# :��# :))�

���=2�//, A�������� �� :��� �� <
	��
�, 7��
�� 7�	���	��, ��� ?���������,
�==3�

0��=�1 6� ;� ���������, � �� 	�� � 	�� ��� �� ���#	���, ��� ���������� ��

*�==�+, �J���

0��=G1 6� ;� ���������, � �	�����	�� ����	��� �� !��	�� ��� ��
�����	�	��� ��
����� ���#	���, � �$ %# �������� �� *�==G+, ��3DJ���8�

0���	6�F�=D1 6� ;� ���������, K� �� �	����, 6� 6�����	�����, ��� �� F��%�, ����'�
	���	�� ���#	���, ����#	���, ��� �	�	� � ��	�	���	�� ��� ��	���, %# ������
��

�� *�==D+, ��9J�DD�

0��K���<�3�1 �� �� ��	�, K� ;� K������, I� ��������, ��� K� <�	���, ��� �� �����
���	�� �	�� ����	���� �� 
�	/ �#	����% �����, ��� �
	�� *�33�+�

0��F�=G1 6� ;� ��������� ��� �� F��%�, -Æ
	��� ��� 
���� 
�	�� ����	���� �� ���
����#	��� ��� ���#	��� �� �����, %# ������
�� �� *�==G+, �D9J�3��

0���M�=�1 6� ;� ��������� ��� �� 6� �M��	��, ��� ����#	��� ��� ���#	��� ��

������, � �$ %# ������� $�
# � *�==�+, �9�J�9G�

0������=�1 �� �� ��	�, �� �� ��%�, ��� �����, :���, A����	�	��	
 ��
�����	�	��
�� �
 �	�� ���� 
������, � �$ %# ������� $�
# � *�==�+, �9�JD3��

0�;�<�==1 �� ������M���, I� �� ;�, ��� K� <�	���, "���
 �������� � ���9��, <.��
��������� �� A	�
��� ����� ��� ����	
��	���, <.��, ��	�������	� *�===+�

0:�=31 �� :� 
����, ��� �����	
 ��
������� ���	
 �� ����� .( ��
���	"���� ���� ��
!�	�� �����,  �����# ��� �����# �� *�==3+, ��J8D�

0:�=�1 �� :� 
����, ��� �����	
 ��
������� ���	
 �� ����� ...( ������
�����	�	���,
�	���, ��� 
�����'	�� 	�� ��,  �����# 	
>������� ����# �� *�==�+, �D8J�9G�

0:�=D1 �� :� 
����, ��� �����	
 ��
������� ���	
 �� ����� I...( @	�����	���, ���

���� �� ���� ��� ������� .���� �� *�==D+, �3�J����

0:�=G1 �� :� 
����, ��� �����	
 ��
������� ���	
 �� ����� S( ;	��� ���	���,
	
�������� ������� ������� ��
 *�==G+, 98J����

0:�-���=�1 �� :� 
����, K� -�����	��, ��� �� ��"�����, 6�������#	�	�� ��������
������, %# �� ������� ��� ������ �������� �� *�==�+, ��9J�83�

0:�F	9�1 A� �� :���	� ��� A� �� F	%���	
%, 4��	�	�� �� �
 �	���� ��!��� ����
�
�����, ���������� &��������� �	 *�=9�+, ��8J��G�

                          



116 Chapter 2 GRAPH REPRESENTATION

0:�;�� 9�1 A� �� :���	�, 6� ;�
��, ��� ;� <� � �	�����, :��������� �� 
	���
�����, ������� ������� $�
# � *�=9�+, �G�J�8��

0:���=�1 �� :� 
���� ��� �� ������, �����	
 ��
������� ���� ��	��� �� ����
��
��������� �����, 	
�������� ������� ������� �
	 *�==�+, �=J9��

0:�?�� 9�1 �� :�� �&���, A� ?�����, ��� >� �� � ��������%, 6��	� ����� ��� ���
������	�� �������� ������, $�
 ����������� �� *�=9�+, �98J�=��

0:�@�331 �� :� 
���� ��� <� @��	 , 7��� �� ��� �� ��� 
�	/ ��#	��� �� �����, ����

���� ������� $�
# �
� *�333+, 88J����

0:���<�9�1 A� �� :���	�, R� ���, ��� ;� F� <��#��, :������( �
���	�	��, ����	
��
�	��� ��� ����	����, ���������� &��������� �� *�=9�+, ��=J�D9�

0:���<�9D1 A� �� :���	�, R� ���, ��� ;� <��#��, � �	��� �
���	�	�� ����	��� ��

������, � �$ %# �������� �� *�=9D+, =�GJ=���

0A GD1 �� K� A Æ�, �������� �� ��	���������� �����, %# $�
# ����# ����# �
 *�=GD+,
�3�J��9�

0����==1 �� :� ��� ��	
 ��� 7� ���	
�, @� ��� 
�	/ ��#	��� �� ����
� ���� 
������,
.����� &��� �� ������� ������� �GGD *�===+, ��DJ��8�

0�<%=�1 A� ����� ��� A� <%�	��F����, ?: ����	���� �� �
���	"	�� ���	�� ������
��� ������, � �$ %# ��������� ��� ������� $�
��� � *�==�+, ���J�D��

06�R�981 S� 6� ��� R� R����, ������� �
���	�	�� ��� ��
�����	�	�� �� �#�����	���
��	���������� �����,  ��������� ��� �������� �� *�=98+, �DJ�9�

0F�.�7�9D1 R� F�&	���	, �� .��	" %�, ��� <� �� 7���, :���
��	"��	�� �� ��� ���	��
%���� 	� ���� �� 
���	� �� 
� ��, ��� ��8=J��9� 	� ����#  ���� ?=-, �=9D�

0F�=�1 �� F��%�, ���#	����
��� ���	��� ��� ����'	���	���, .����� &��� �� ����

���� ������� ���, <�	����I����, �==��

0F�F=D1 �� F��%� ��� A� F���
�, ���#	��� �� 
����� �	���	�� �����, %# ������
��

�	 *�==D+, �GGJ�9��

0����=�1 K� ���� [��% ��� �� ������, ����	���� �� !��	�� ������
�����	�	��� ��
�����, %# ������
�� �� *�==�+, �J���

0�=�1 �� ���% �#�%	, ���� �� 
�	�� ��� ��
��	/ �� �� !��	�� �	�	��� ���	��
��� �	���, ��� D=�JG33 	� ����# �$� @����
�� �� "���
 $�����, <������ �==�,
:��������� ����� ��< ���, ���� <� 
� � �����, �==��

0��=�1 �� ����, 4	��	�� ����'	���� �������� ��� 
��� �	�� ���#	��� / 	
%��, ���
���J��9 	� ����# A
 ��������� �� 	
�������� ������ �� ������� �������, �==��

0��=�1 �� ����, ���#	��� ��� �������( � ?�# :����
�	�	�� ���� � ��� <��� ����	�

��	���, ��� 98J�G� 	� ���9��� �� ������������� +AAB, ��� �� �� ��	���, :���	���
7�	���	�� ����, �==8�

                          



Section 2.4 Recursively Constructed Graphs 117

0��8�1 A� K� ����, @� �	���� 
���
��	"��	�� �� %�����, ������� $�
# � *�=8�+,
��8J����

0��<�9�1 ?� �������� ��� �� A� <���� , ���� �	���� .� -'
� �	�� � �����, %# ����

���# 	
���� ������ ( �� *�=9�+, �=JG��

0��<�9�1 ?� �������� ��� �� A� <���� , ���� �	���� ...� ����� ���#	���,
%# ������# 	
���� ������ ( �� *�=9�+, �=JG��

0��<�9G��1 ?� �������� ��� �� A� <���� , ���� �	���� ..� ����	���	
 ����
�� ��
���#	���, %# ������
�� � *�=9G+, �3=J����

0��<�9G��1 ?� �������� ��� �� A� <���� , ���� �	���� I� -'
� �	�� � �����
����, %# ������# 	
���� ������ ( �� *�=9G+, =�J����

0��<�9G�
1 ?� �������� ��� �� A� <���� , ���� �	���� I.� A	�&�	�� ����� �
���
� �	�
, %# ������# 	
���� ������ ( �� *�=9G+, ��DJ��9�

0��<�99��1 ?� �������� ��� �� A� <���� , ���� �	���� I..� A	�&�	�� ����� �� �
� ��
�, %# ������# 	
���� ������ ( �� *�=99+, ���J�D��

0��<�99��1 ?� �������� ��� �� A� <���� , ���� �	���� SS� >����E� 
��&�
� �,
��� �
	��, �=99�

0��<�=3J�1 ?� �������� ��� �� A� <���� , ���� �	���� .I� ���#	��� ��� #����
/ ��	����	��, %# ������# 	
���� ������ ( �� *�==3+, ��8J�D��

0��<�=3��1 ?� �������� ��� �� A� <���� , ���� �	���� .S� A	�&�	�� 
����� �����,
%# ������# 	
���� ������ ( �	 *�==3+, �3J88�

0��<�=3�
1 ?� �������� ��� �� A� <���� , ���� �	���� I...� � F ���#�%	 �����
�� �� ������ � ��
��, %# ������# 	
���� ������ ( �� *�==3+, �DDJ�99�

0��<�=���1 ?� �������� ��� �� A� <���� , ���� �	���� S� @��� 
�	��� �� ����
��
�����	�	���, %# ������# 	
���� ������ ( �� *�==�+, �D�J�=3�

0��<�=���1 ?� �������� ��� �� A� <���� , ���� �	���� SI.� -'
� �	�� � ����
����� ����, ��� �
	��, �==��

0��<�=�1 ?� �������� ��� �� A� <���� , ���� �	���� SS..� .������� ���	
�� 	�
�	�%��� �������, ��� �
	��, �==��

0��<�=�1 ?� �������� ��� �� A� <���� , ���� �	���� S.� A	����
� �� � � ��
�,
%# ������# 	
���� ������ ( �
 *�==�+, 8�J�3G�

0��<�=D1 ?� �������� ��� �� A� <���� , ���� �	���� S...� ��� �	�&�	�� �����
������, %# ������# 	
���� ������ ( �� *�==D+, GDJ��3�

0��<���=�1 ?� ��������, �� A� <���� , ��� �� ������, Z 	
%�� �'
� �	�� � �����
����, %# ������# 	
���� ������ ( �� *�==�+, ���J��9�

0<�=G1 A� �� <�����, @� �	��� �
���	�	�� �� ���#	��� �� ���� �� , � �$ %# �������

$�
# 	 *�==G+, �3�J��8�

                          



118 Chapter 2 GRAPH REPRESENTATION

0<�� =31 �� <����������� ��� ;� � ��, � 
���
��	"��	�� �� ���	�� ������, &�'����
�
 *�==3+, �==J����

0<
991 �� <
��\�, >��� ����� ���� �� ���� ���#	���V, 	� ����# 1���
���� ������

����� �� ������� $�
# ��� �����������, �����
% ����� F����/� *�=99+�

0<���=�1 �� A� <����  ��� �� ������, :��� � �	�� ��� ��� ��
��
��, ������������

�� *�==�+, ��8J����

0>�=�1 -� >��%�, %�?;: ����� ��� �������	�� ����	����, ������� ������� $�
#

�� *�==�+, �D�J�GG�

0>	981 �� I� >	��, ;	��� ����	���� �� %����	��� �����, ���A� A	������	��, A��
������� �� :��� �� <
	��
�, :������ 7�	���	��, �=98�

                          



Chapter 2 Glossary 119

GLOSSARY FOR CHAPTER 2
������� "�#� ���������	�� J �� � ���� � �	���� � ) *���+( �� ��� � �� �� �

�	���, ��� �� ��
� ����' 	� � 2 �� ��
� ����' 	, ���� 	� � ��	��� �� �� � �	�%�� �	��

����	�	�� ��� ���	
�� 
 ��&�
��� �� 	�

������� ����� ���������	�� J �� � �	���� ���� � �	����� ) *���+( � �� ���� �
���	'�, #��� �0	� 
1 ) � 	� ���� 	� �� ���� ��� ����' 	 �� ����' 
, ����0	� 
1 ) 3
����#	���

�-��#�� ���!�#��(���!� �(���� J �� � ���� �( ��� �	�	� � � ��� � � 
�
���� ���� 
��	
� �� � � ������ ��� ��� ��
% �� � �����	��� �  �	/ ����

""&���# #�!���#�&���# ��!�"��( �����	�	�� ��� ������� ���� ���#��� ���� ��	
�� ���	
�� 	� � �����

""� ���!�#��(���!� �(���� J �� � ���� �( ���� �� ��� �
���� 
�	�� � ����

��1 ���� J �� � �����	�� ��� 	� � �	�
��� ����( � ������ ���� ���� &�	�� � ����'
�� � ���� ��
�����

���*����&� ����( � ���� �� #�	
� ���� �'	��� � ����' �����	�� � ( � �
��� �� � � � �� �� � 
� ���� �!� �� � � $ ��*!+� �*�+� � ��

��������� ����( � ���� #���� ���	
�� ���� ���� �#� ����	��� �������

�����&���!��!#���!� J �� � ���� � ) *���+( � ��	 *$� �+, #��� $ 	� � ��� 	�
#�	
� ���� �������� ����' ��� �'�
��� ���� ��	����� ��� � 	� � �	&�
�	�� ��� ���
������ �� $ �� ��

, ����"( � ���
����
�����	�	�� 	� #�	
� ��� ����� �� ���� �������� ����' 	�
$ 	� �� ����� ��

�����*����&� ����( � ���� #���� ���
�#	��� 	� �� ����� ���� ��

�����*����J �� � ���� �( ��� �	�	� �#	��� ��%�� ��� ��� ���
����
�����	�	���
�� ��

������&6�#� #����( � ��������	
 ������ �� !��	�� ��� ���	
�� �� � ���� ����
�� ��
����� ��� � �	��� ���� ����', �� ���	��	�� �� ��� ���� ����' ��� ����
�	�	�	�� ���  ��	�	��� ���	
�� 	� � ���������	����
�������������������' ����

������&6�#� ����( ��� �� ��� ���	
�� ��
����� ��� � �	��� ���� ����' �� � ����
� 	�� � �������!�� ���
��

��!���" �(������� "�!����� �� �����( �� ����	���  ���� � �� �� � ���
� ��� ��/ ��
�  *�+ ) ���� � ��� � � � � � ���� �� ��� ���	
�� �� 	�� 	�� � ����, � 
�
���� �#� ����� � ) *���� � � � � ���� �+ ��� 0 ) *�!�� � � � � !��� � + �� 	������	
 	$
��� �	&�
�	�� ���� �� !�� ( 
 ) �� � � � � �� 	� � ���� 	������	���

��!���" �(������� J �� � ����( � � ���	�� �� ��� ����'���� ��� 
�� �� �

����	
�� � ���	�� ����	����

.�7( ��� �	�	� ���		�#��� #�	����

�����6���  !� �#!�!����#�( � ���� 	���	��� / � 
� ���� �� ��� �#� �����
��� �� � 	, /*��+ ) /*��+ 	$ �� 
 ���

��!��" ����( � ���� ���� 
����	�� �� 	�� 
�� 
�
��� �� ������ ����� ���� ��

�"## ����&���!�#��(���!� �(���� J �� � ���� � 	� � 
���� �( ��� ����� � ��� ��
� ������ 	� ��� �������
% �� � #�	
�, ������� #	�� ��� 	������	�� ���� � 	� 	�
��� 
���� �, � ������� ���� � 	�  �	/ ��� �����	����

                          



120 Chapter 2 GRAPH REPRESENTATION

�"## ���!�#��(���!� �(���� J �� � ���� � 	� � 
���� �( ��� ����� � ��� ��
� ������ 	� ��� ��
% �� � #�	
�, ������� #	�� ��� 	������	�� ���� � 	� 	� ���

���� �, � ������� ���� � 	�  �	/ ��� �����	����

�"*& ��� ����( � ���� ���� ��� �� 	�� 
�� � ����� 	������	
 �� .�
��

�"�4(�*����J �� � ����( ��� �	�	� �� ��� �� ������ ���� �� � Æ
	��� �� 
���� 
�
� ���� ��� 	������� ���	
��, #�	��  �	�� ���� ���  �	��, ��� �� &�	�, ��� ������	��
�����	����

�"�4(�*����&� ����( ��!��� �
 �	���� �� �����#� *0%1 ������� ��� ��� �� 	������
��� �� � � � � ��+(

" ��� ���� � #	�� � *�+ ) ��� ��� �*�+ � 0�1 	� � 
�	/ �#	����% �����

" .� �� ��� �� �� 
�	/ �#	����� ����� ��� 	� 
 � 0�1, ����

*�+ ��� �	�&�	��  �	�� �� ��� 	� � 
�	/ �#	����� �����

*�+ ��� ���� *��+�		 	� � 
�	/ �#	����� ����, #��� *��+�		 	� ����� ��� ��

�� ���	�� ��� ����� *��� ��+ � 
� ���� �*��+ ) 	 ��� �*��+ ) 
�

*�+ ��� ���� *��+�
	 	� � 
�	/ �#	����� ����, #��� *��+�
	 	� ����� ��� ��

�� �#	�
�	�� ��� ���	
�� #	�� ����� 	 �� ����� 
�

�!����( ��!��� �
 �	���� ��

" � ���� #	�� � �	���� ����' 	� � 
������

" .� �� ��� �� �� 
������, ���� ��� �	�&�	��  �	�� �� ��� 	� � 
������

" .� �� ��� �� �� 
������, ���� ��� 
������� 
� �� ��� 	� � 
�����, #�	
� 	�
����� �� ��%	�� ���  �	�� �� �� ��� �� ��� ���	�� ��� ����� *��� ��+ #��� �� 	�
	� �� ��� �� 	� 	� ���

�!"!� (�!�!����#� ��!�"�� �.�7�( ��� ������ �� !��	�� � ��� �� �������� ��
��� � ��� � �� 
���������	�� ��� ���	���, #	��	� � �	��� ��� ���	�� �� �
�
�	�� �� � �	��� 
����� ����

�!"!� �"## J �� � ����( ��� ��� �� ��� ���	
�� ���� �� ���	���� ��� ���� 
����

�!"!���� J �� � ���� �( � ����	�� 3 ( �� � % ��� 	�� ����' ��� �� � ��� % *�����
� ��� �� 	������+2 �������	����, � ���	�	�� 3 ) 0%�� � � � � %�1 �� ��� ����' ��� 	���
�	�	� ��������

, ���-�" J �� � ����( � 
���	�� ���� ���	��� ��� ���� 
��� �� ���� ����'�

�!"!�&���#��-��� ������( � ���� ����	�� � 
� ���� ��� �#� �	%��
����� ���	
��
�� ��� ����	� �� ������ �� �	%��
����� ���	
�� 	� ��� 
�����	��

�!-�� !  ���� � �� � J �� � ��/ ��
� � ) *��� ��� � � � � ��+ �� ����� *	� #�	
�
�	$���� �� 
� �� �� 	������	
+( � ��/ ��
� 	 ) *��� ��� � � � � ��+ �� � ������ ��
� *��� ��
����	�� �	��	�
�+ � 
� ���� *	+ �� � ��� 	 ) �� � � � � � ��� *		+ � ) �����2
��� � ��� �� 
���� �� � �� � 	� ������� �� �*� � �+�

��!## ���� J �� � �����	�� ����� 	� � �	�
��� ����( � ������ ���� ���� &�	�� �#�
���	
�� ���� �� ��	��� ��
����� �� ���
������� �� ��
� �����

���1 J �� � ���� �( ��� 
����
�	�� �*�+ �� ��� ����'�������� � ������ �� ��� ����
��

������ !  -����� �( ��� � ��� �� ���	
�� ��&�
��� �� ��

������ #�4(���� J �� � ���� �( ��� ��/ ��
� �� ������ �� ��� ���	
�� �� �, #	����
	� �������
���	�� ����

                          



Chapter 2 Glossary 121

������ -���!� J �� � ���� 
���	�� 3 ) 0%�� � � � � %�1( ��� ��
�� ���	������

� �� 5�6
�
*�+ ) 0�4 *�+ �%��� � � � � �4 *�+ �%��1

���#� ���� � ) *���+( ��� 	� #�	
� ��� ��� �� ����	� �� �� ��� 	� 
���� �� �� ���

�����&6�#�  !��#�( ��� �� ������!�� ���� ����� 	� � ������!�� ���
� �� � �����

�����&6�#� #����( � ��������	
 ������ �� �	�	�	�� ��� ���	
�� �� � ���� �� ���	��
�	�� �� � ����', �	
%	�� ��  ��	�	��� ��&�
��� ����', ��� �
 �	���� 
���	� 	��
��� ���
� ��� ���� ����'�

�����&6�#� ����( ��� ����� �� ��� ����� �	�
����� 	� � ������!�� ���
� �� �
�����

����&�!������!� J �� �� ����  	� � ���� � ) *���+( �� �����	�� ���� �� ��� 	� �
���� #	�� �������� ���� � � #	�� � ����'���� ����	��� �� ����
	�� *B���	��C+
��� �����	��� ��  	� �, �� � 
���	�� � ��# �	���� ����' #��� ��� ����� 	���	��
��� �� ��� ��&�
��
	�� �� ��� ��	 �� ����
�� ���	
��, #	��� � 	���� 
	�� ����� �
� ��	��� ������

����&���1 J �� � ���� �( ��� 
����
�	�� ��*�+ �� ��� ������������ � ������ �� ��

����&��"���� #(����� J �� � ���� �( � ���� ��  ����	��� ��� � �� �����	��
�� ���� 2 ���� 
����� ����%������	� ������#��

�&����&��"���� #(����� J �� � ���� �( � � ����� ����	��� ��� � �� �����	�� �
�� 	�� ������

����&�������!� J �� � ���� � ) *���+( �� �����	�� ���� ������ �� ����  ����	��
��� ����������	�� ���� �� �

����&���!���8�"� �"##( � 
���� � �� ����� � 
� ����, �� ��� ���� � � �, ����
������
���� 
�	�� �� � 	� ���� 	� ��

����&���!�#��(����"� ����( � ���� � #���� ���� ������
���� 
�	�� 	� 	�����
��	
 �� ��

����&���!�#��(����"� �������( � ���� ������� � � 
� ����, �� ��� ���� �

#	�� ������� ��� � �, ���� ������
���� 
�	�� �� � ���� ��� ��� � � �� ����
��������

����&%��!�#��(���!� .!�����(��( ��� 
��&�
� � ���� ���� ���� �� �� ����� �� 
����� 	� ������
���� 
�	����

����&���!�#��(���!� �(���� J �� � ���� �( ��� ����� � ��� �� � ������ 	� ���
�������
% �� � #�	
� � ������� ���� � 	�  �	/ ��� �����	����

����&���!�#��(���!� !  ���� �( � ���� 0 #	�� ��� ���� �������
% �� ��

����&���!�#��(���!� ��!�"��  !�  #��(��(�� *��X� �+ J #��� ��� ��� � �����
� � * �� �	���,  � �� �
�	�� �� ��� �� � X( ��� / ���	�� �� #����� � 
�� ��
�
���� 
��� ��� ����� � �����  �	/ ���, ���	�  � �� �
�	�� �� ��� �� � X�

�&����&���!�#��(���!� ��!�"��( ��� ������ �� �����	�	��  �	/ ���,  � �� 	�����
��	��, � ���� � � �� 
� � ��� 	�� �������������� � ������ � � ���� 
� ���

�"������� ����( � ���� 	� #�	
� ��� 
�������� 	� �	��� �� ���� � � 
�
���

���-����� J �� � ���� �( � ����' #���� ����� 	� ��

���-�����&���1 J �� � ���� �( ��� 
����
�	�� �� ����� �� � �� ��� ������	
�� � ��
��

                          



122 Chapter 2 GRAPH REPRESENTATION

���-�����&���!�#��(����"� ����( � ���� ���� 	�  �	/ ��� �����	��� �� 	�� ����
����' ��
%�

$"!��&+�#�"" "�!�����( �� ����	��� �� 
��� �� ��� ������� ������ ���� *�
����� 
���+ ���#��� ����' 	 ��� ����' 
, �� ��� ���	
�� 	 ��� 
�

 !�*�� ���� J �� � �����	�� ��� 	� � �	�
��� ����( � ������ ���� ���� &�	�� �
����' �� � ���� ���
�������

���� �#!�!���#� ��!�"�� �9':�( ��� ������ �� 
���� 
�	�� �� �Æ
	��� �����
	��� �� ���� #����� �#� �	��� ����� �� 	������	
�

�&��!(� J �� � �	�� �( � �� � #���� ��� 	� � ��#� �� ��� �	�� ��

3"�� ����( ����� ���� #���� ���� ��� 
�� �� ���	�	���� 	��� � �����	�� ���,
#	�� �� ���	
�� �� ����� �, ��� � 
�
�� ��� �� ��� ������ �� ��	� ����

�&3) ����( ���� ���� �	���� � �����
�� ��� �� ��
�����	�	�� #��� � 
���	�
��
�����	�	�� ����	��� 	� ����	��2 ��� A�!�	�	�� �3 	� �����

�""�������� ���1( � 
����
�	�� �� ����� ��� ��� � � � � ��, ��
� �� � � � ���	
�� � 
�
���� ���� 	� �� ���� � ���	�� ��� �	��� 
����
�	�� �� 	�� ��
%�

�""�������� ���1 ��!�"��( ��� ������ �� �����	�� #����� � ��� � �	��� 
����
�
�	�� �� ����� 	� 	����� ��� ��
% �� ���� �����

��������� ������ ���������	�� J �� � �	���� ���� � ) *���+ 	� � �� �� ��� ���	'
�, #��� �0�� 1 ) � 	�  	� 	�
	���� �� � ��� 3 ����#	���

��������� ������ ���������	�� J �� � �	���� �	���� � ) *���+ 	� � �� � � ���
���	' �, #���

�0�� 1 )

�
�� 	� ����  	� �	�
��� �	 ����' �

� 	� ����  	� �	�
��� ��	 ����' �

3 ����#	��
9':( ��� ���#� ��		�#��� #�	����

�#!�!����� ����#( �#� ����� � ��� 0, � 
� ���� ���� 	� �� 	������	���� 0�

�#!�!����#� ! "��"�� ����# � ��� 0( �� 	������	�� , ( � � 0, � 
� ����
�� ��
� � � ��, ��� ���	
�� � ��� ,*�+ ���� ��� ���� ������

�#!�!����#� ! #���"� ����#( � ����' �	&�
�	�� ���� ������� ��&�
��
� ����	���
��	���

�#!�!����#�&�!��"��� ��!�"��( � ������ ���� 	� �������	���� �/ 	������ �� �'$�

/"���� �"!#(�� !  #�� ! #�����# �( ��� ��� �� ) ��
���

���

/"����0# "�!�����( �� ����	��� �� 
���� 
�	�� � �� �� �'����	�� ���� ���
	���
��� ����� ���#��� ���� ��	 �� ���	
�� 	� � ������� �����

"��"�� ����( � ���� #���� ���	
�� ���L� ����� �� �������, ����	��� #	�� ����	�
�	���,  �	�� ������� ��� � !�	�� ���������

"����&���� "�!�����( ����	��� ����  �� 	� �*� 5 �+ �	�� �� 	�� � ���� � )
*���+�

���!� J �� � ���� �( � ���� ���� 
�� �� ����	��� ��� � �� � !�	�� ��/ ��
� ��
����%�(������	� ��� ����%�	�������	� �����	����

�!�("�( #	�� ����
� �� � � �����, � ��� �� ���	
�� ���� ���� �'�
��� ��� ����
��	����� � ��	�� ��	� � ������

�!�!�!����#� *���  !������� � J �� �	���� ����� � ��� 0, #��� � 	� � � ����
�� ��� ����� �� �( � �	&�
�	�� �� � � 
� ���� 	� �!� �� 	� �� ���� 	� �*�+�� ����

                          



Chapter 2 Glossary 123

��*!+� �*�+� 	� ���� �� ���� 	� 0, � � 	� �!� �� 	� �� ���� 	� � ���� ��*!+� �*�+� 	�
��� �� ���� 	� 0� ��� � ��� �� ��������	��� ��� � �� 0 #	�� ���	���� �

	� ������� �� 001��� �

�!�!�!����#� J �� �	���� ����� � ��� 0( � ���������� � �
�	�� � ( �� � �
� 
� ���� 	� �!� �� 	� �� ���� �� �, ���� ��*!+� �*�+� 	� �� ���� �� 0� ��� � ���
�� ��������	��� ��� � �� 0 	� ������� �� 001��

�(��( ��� ���� �� � ��
�	
�� 
��� �� ����� ��  �� 	� ���� 	������	�� ����	���
*��� ���� 	� � / ��	��
���� �� B�� � ������	���, ���C�+

������!��!!� J �� � ����' � �� � ����( ��� ��� �� ��� ���	
�� ��&�
��� �� �� .� 	�
������� �� 4 *�+�

�&25. ��!��&"��"&�!���!""��� ����( ��!��� �
 �	���� �� �����#� *0�1 �������
��� ��� �� 	������ ��� �� � � � � ��, ��� # ������� � �	���	�� ���� �� 0�1� 0�1+(

" ��� ���� � #	�� � *�+ ) ��� ��� �*�+ � 0�1 	� � ��?;: �����

" .� �� ��� �� �� ��?;: ����� ��� 	� 
 � 0�1, ���� ��� &�	� �� �� �� 	� � ��?;:
����, #��� �� �� �� 	� ����� ��� �� ��� �� ���	�� ��� ����� *��� ��+ #���
�� � ��, �*��+ ) 	2 �� � ��, �*��+ ) 
 ��� *	� 
+ 	� �� ���� 	� ���

" ��� ���� *��+�
	 	� � ��?;: ����, #�	
� 	� ����� ��� �� �� �#	�
�	�� ���
���	
�� #	�� ����� 	 �� ����� 
�

�!����������#��� 6���� (�!��!�( � �	�
��� ���� *����	��� #	�� � ��	��� �����+
���#��� ��� ���� ��	 �� ���	
��, ���	�� � �	��	�� 	���� ���� �����, � ��� �� !���
������, ��� ������ �� ��� ������

2&���!�#��(����"� ������( � �	����� � 
� ���� ��� ��� �� �	���� *����� ����*��+�
���	��*��++, �� ��� ���	
�� �� �� �, 	� � Æ
	��� 	������	�� �� �����	�� �  �	/ ����

!���� J �� �� ����  	� $ 	� � ���
����
�����	�	�� *$� �+ �� � ���� � ) *���+(
��� � ��� �� ���	
�� � � � � 
� ���� ���� �'	�� ������ �� ��� �� �� $ ��	�	�� 	�
�	$���� 
��������� �� $ � , #��� �*��+ ��� �*��+ �� ���� 	�
	���� �� ��

����" �&����( � ����� �� � ������

��� ��  ����( � ��/ ��
� �� ����� *��� ��+� *��� ��+� � � � � *����� ��+�

���&���!��!#���!�( � ������
�����	�	�� #���� ��� 	� � �����

���*����&� ����( � ���� ���� ��� ����#	��� �� ����� ���� ��

���*���� J �� � ���� �( ��� �������� #	��� ��%�� ��� ��� �������
�����	�	��� ��
�2 ���� �� ��# 
������ ��� ���� �������� � �����

��� ���( � ���� 	� #�	
� ���� 	�� 
�� � ����� ��� 
�����	
 � ��� �/ �� �� ���
�	"� �� 	�� ��'	� � 
�	/ ��

��������" -����� !  ����( � ����' ���� ��� ��'	� � �	����
� ��� ��� 
���� ��
��� ����

�!"��!��" ���1( ��� 
����
�	�� *� ��	����+ �� ��� 
���
��	��	
 �������	��� �� ���
� ������ 	� ��� ��
%�

�!"��!��"&���� "�!�����( �� ����	��� ����  �� 	� �**� 5 �+�+ �	�� �� 	�� �
���� � ) *���+ �� ���� 
������� ��

��!����� �� J �� � ���� �( ��� ������ ���� #������ � ��� # �� �	��	�
� ������
�� ���	
�� �� �, ��� ����� �� � ��� �� # �� ��� 	������	
�

���!���8�"� �"## ! ����#( � 
���� � �� ����� � 
� ����, �� ��� � � �, ����
�
���� 
�	�� �� � 	� ���� 	� %�

                          



124 Chapter 2 GRAPH REPRESENTATION

���!�#��(����"� ����( ���� � #���� ���� �
���� 
�	�� 	� 	������	
 �� ��

���!�#��(����"� �������( � ���� ������� � � 
� ����, �� ��� ���� � #	��
��� ��� � � �� ���� �������, ���� �
���� 
�	�� �� � ���� ��� �������� ��� �
��

%��!�#��(���!� .!�����(��( ��� 
��&�
� � ���� ���� ���� #	�� �� ����� ����
���	
�� 	� �
���� 
�	����

���!�#��(���!� ����� J �� � �� � X( ��� �������� � ��� � � 
� ���� �� ��� �  �

#	�� ��� � �, ��� �� 
� � *��X� �+ 	� ������
���� 
�	����

���!�#��(���!� �(���� J �� � ���� �( ��� ����� � ��� �� � ������ 	� ��� ��
%
�� � #�	
� � ������� ���� � 	�  �	/ ��� �����	����

���!�#��(���!� !  ���� �( � ���� 0 #	�� ��� ���� ��
% �� ��

���(�#�-�"� �!�#��(���� ���� �"##( ��!��� �� � ��� * � ���� !�	��+ �� �	�	�	��
� ���� ���#��, 	� ���	�	�� �� ��� � ��� �����	��� ���� 
������ ���� �����
��� ������ � ������2 ��
� �����	�� 	������� �	��� � �	�� ���
	!
 ���	
�� ���
��
� � ����� � ���	�� ��# ����� ���#��� ���
	!
 ���	
�� ��� ��
� � ������

��6������ !  ���� �!"!���� J �� �����	�� ���� �	���� � ��# 
���	�� �� ���
����( �#� ���	
�� #	�� ��� ���� ��� 
��� ��� ��� ���� ��# 
��� 	� ��� ���� 	�
���� ���� ��� ���� � ���� �� ��	����� �� ���� ��� 
����

���("� �����##�!�( � �����	�� �� ���
	�	�� � �� �� ��� ��  �	�� ��� �������
 �	��, 
��
������	��, ��� F����� 
��� ��

#����#&��""�" ���� #	�� �	��	�� 	���� �������� � ��� �, ������� *�� �� �+ J ��!���
�
 �	����(

" ��� ���� 
���	��	�� �� � �	���� ���� *��� ��+ 	� � ��	���������� ���� *�� �� �+ #	��
� ) �� ��� � ) ���

" � ������ ������� *��� ��� ��+#� *��� ��� ��+ ���� � ��	���������� ���� �� 	����
�	��	�� �� #	�� ��� ��� ���	���� �� ��� ��# ���� �� �� ��� ���

" � �������� ������� *��� ��� ��+ #� *��� ��� ��+ ���� � ��	���������� ���� ��
	����	��	�� �� #	�� �� ��� �� #	�� ��� ��� ���	���� �� ��� ��# ���� �� �� ��� ���

" � ��������� ������� *��� ��� ��+ #	 *��� ��� ��+ ���� � ��	���������� ���� ��
	����	��	�� �� #	�� ��2 ��� ��# ���	���� �� �� ��� ���

#�� ����&���!�#��(����"� J ���� � � �������( � ���� � � ������� ���� 
��
�� �����	��� ��� ��� ��� �� ����	������	
 � ������ 	� ��� �������
%�

#�� ���!�#��(����"� J ���� � � �������( � ���� � � ������� ���� 
�� ��
�����	��� ��� ��� ��� �� ����	������	
 � ������ 	� ��� ��
%�

#��#� ���� � ) *���+( ��� 	� #�	
� ��� ��� �� ����	� �� �� ��� 	� �� � � �����

#���"�8��!� !  �!"!���� 3( ��� 
���	�� ���� �� ��� ��� 	����	�� ��� �!������
��
���  ��	� � ������ 
���	�� 	� ����	���� .� 	� ������� 3��

#��"� �!"!����( � ���� 
���	�� ���� 	�  �
������ �� ��� �!������ �����	���

#��(��(��( � �	��� *��X� �+ #��� � 	� � !�	�� ���, X 	� � �� � �� ��� ���	��� �
�	��
�� �, ��� � 	� � � ���� �� ��

�&������" ���(�#�-� ����( ���� ���� ��� �� ���� � ���
	�� ���	
�� 
����� ���	�
����, ��� ���� 
�� �� ����	��� �� �����	��� ���� � �� ���� �� ��� ���	���� 	� 	��

����	� ��� �����	��� � ������� *<�� A�!�	�	�� �D 	� �����+

                          



Chapter 2 Glossary 125

���#���-� �"!#(�� !  ���� �( � ���� �� ���� ��� �� ���� *	� 
+ 	� ��� ���� 	�
���� 	� � ���� �� ������ � � ��� 	� � ��� 	 �� 
�

����( � 
����
��� ���� #	�� �� 
�
���, ��� �����	��� #	�� � ���	������ �		��

, ���(�#�-�"� ��6���( � ���� #	�� � �	���� ����' � �� 	�� ��� �2 �, � ����
����� �� &�	�	�� ��� ���� �� �#� �����

�&���� *�
 �	���� ��!���+( ��� 
������� ���� .�2 �, � ���� 
���� 
��� ��� �
����� �� � ���	
�� �� ���	�� � ����' ��&�
��� �� ��� ���	
�� �� ��� �� 	�� .�

� ������, ��� ���� �� ����� ���	
���

, ����"( � � ����� �� � ������

����&���!��!#���!� J �� � ���� � ) *���+( � ��	 *��� � 	 � ��� $ +, � 
� ����
��� � 	 � �� 	� � ���	�� �� � ����� �� � ��� $ 	� � ��� #	�� ����' ��� � � 
� ����

"
�

��� �� ) �

" �� ��� ����� **� &+ � � ���� 	� �� ������� 	 � � #	�� *� & � ��

" �� ��� �	���� 	� 
� � � �, 	� 
 	� �� ��� ���� ��� 	 �� � 	� $ , ���� ��


�� � �	 �

����*���� J �� � ���� �( ��� �	�	� � #	��� ��%�� ��� ��� ������
�����	�	��� ��
�2 ���� �� ��# 
������ ��� ���� �������� � ����

����*����&� ����( � ���� #���� ���#	��� 	� �� ����� ���� ��

-�����&��"���� #(����� J �� � ���� �( � ���� ��� ����	��� ��� � �� �����	��
� ����' � ��� ��� ��� ����� 	�
	���� �� 	�2 ���� 
����� �����(%������	� ������#��

�&-�����&��"���� #(����� J �� � ���� �( � � ����� ����	��� ��� � �� �����	��
� �� 	�� ���	
�� ��� ��� ��� ����� 	�
	���� �� �����

*�1"� ����&���!�#��(����"� ���� J ����	�� �� � 
���� �( � ���� � � � � 
� ����
���� ������
���� 
�	�� �� � #�	
� 	� ���� 	� ��� 
���� � 	� 	������	
 �� ��

*�1"� ���!�#��(����"� ���� J ����	�� �� � 
���� �( � ���� � � � � 
� ���� ����
�
���� 
�	�� �� � #�	
� 	� ���� 	� ��� 
���� � 	� 	������	
 �� ��

*����� J �� � ���
� ��
�����	�	�� *$� �+( ��� ��'	� � ��� �� ��� ����� �� $ �

*����� J �� � ������
�����	�	�� *��� � 	 � ��� $ +( ��'�������� � ���

                          



Chapter 3
DIRECTED GRAPHS

3.1 BASIC DIGRAPH MODELS AND PROPERTIES 

��� ������� �	��
�� �	����

3.2 DIRECTED ACYCLIC GRAPHS 

������� �� ������� �������	�� �	����

3.3 TOURNAMENTS 

�� �� ��
�� ���
�	��
� ����� ��
����
�� ��� ����	�

GLOSSARY 

                          



Section 3.1 Basic Digraph Models and Properties 127

3.1 BASIC DIGRAPH MODELS AND PROPERTIES
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Algorithm 3.1.1: !���� "��#$�%��� �� � ������
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3.2 DIRECTED ACYCLIC GRAPHS
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Functional Graphs
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3.3 TOURNAMENTS
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Higher Connectivity
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The Second Neighborhood of a Vertex
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3.3.4 Transitivity, Feedback Sets, Consistent Arcs
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Arc-Disjoint Cycles

��������
 �	�  ��"�� �	������� � ! �/� 0 ���	��� ��� ������������ 	� ��-���1	���
���
�� �� � ! �� "/� 0 ���	��� ��� ������ 	� ��� ��  ��

��� ������6 ��� �� � � �
�	!

�� �/�0 5 ����/� 0� �� "/�0 5 ���"/� 0�! #���� ��� ���� �� �6�� 	"�� 


�-�	�������� � �

REMARK

 �2 8	�� ��� ��� 4������ �/�0 �4�
� ��� ������ ������ 	� ����-���1	��� /����-
������0 ���
�� �� ��� �	��
��� ���� 	� 	���� �! #���� �� ���� ��	#� �� $ �)�B�:�(
�	 �4�
 �/�'�0�/� � �0'����

FACTS

���2 �	� �� �	������� � ! �/� 0  "/� 0�

���2 $��N	:'( �	� � 
 �,! �/�0 ! "/�0� ��� ��! �	� ��� � 
 �,! ����� ������ �
�-�	������� � ���� ���  ��

��� ������6 ��� �� � �	����� �	�� ��� ��� �� 

����� �	

����	� 	� ��-���1	��� ���
�� �� � � /��� 
�	 $��:C( �� ��� ��������	�� ��
$�)�,�( �� $3�&C(�0

3.3.5 Kings, Oriented Trees, and Reachability

N���� �	�� �� � ������ �	 ��������� ��� =���	�����> ����"���
� �� ������ ��


���
 �	������� �� #���� ����� ������  ���#��� =���6���> ��
��	����� /��� #	�6 �����-
����� �� $%C�(0� ��� ��
������
 ����
� �� ����� $�H,( �����
��� ��
� �������� �� ���
�	���� 7������	�� 	� ��� ��� 
�� �	 ��# ��"�������	�� ���	 �	�����	��
 ���-����������
�� �	�������� ��"	
"��� 	������� ����� �� 	���� =������
��� ���-����������>� ���
�	����� 	�  6��� ������ �����������
� � =���	"���� "�������> �� �	�� 	� ��� "	����
���	�� 
�������� /��� �����H ��
	#0� �	��	"��! ����� �� ������� �������� �� 6���� ��
�����
�<��	�� �� 	���� �������! ������
�
� �� ��
��-������ �	�������� /����! ���
��� ��������	� �� $��&'(0�

DEFINITIONS

���2 � 
�� ��  �	������� � ��  "�����  ���� ��� �	� �"��� 	���� "����� �! �����
��  �-��� 	�  �-��� ��	�  �	 � �� � �

���2 � ���� ��  �	������� ��  "�����  ���� ��� �	� �"��� 	���� "����� �! ����� ��
 �-��� 	�  �-��� ��	� � �	 �

���2 � �	������� �� %�������! % 
 �! �� �"��� "����� ��  6��� �� �	�� ��� % ���
���� �� ��"����� �� 	���� �	 ������ ��� ������ 	� 6�����

FACTS

���2 $GC�( 7"��� �	������� �	�����  6���� 3� ���! �"��� "����� 	� ������
��	�� ��  6��� $%C�(�

���2 $�H,( �	� �	����"� �������� % �� �! ����� ������ � �-�	������� #��� ����
�
% 6���� �� �� 	�
� �� �  %  �! % �5 �! �� /%� �0 �5 /9� 90 /��� 
�	 $��H�(0�

                          



Section 3.3 Tournaments 169

���2 $��H,( �	� �������� ,  �  �  %  �! ����� ������ � �-�	������� #��� ����
�
% 6����! ����
� � �����! �� ����
� � "������� ��� �� �	�� 6���� �� ����� �� �� 	�
�
�� ��� �	

	#��� �	�� �	�����	�� �� ����A��2 /�0 %? �� �  �! /�0 � �5 � �� % �5 �! /�0
������ � 5 % 5 � �5 9 	� % ! � �� � ! �! /90 /�� %� �� �0 �� �	�� 	� /�� 9� �� �0! /C� 9� �� ,0!
	� /:� '� �� �0� /��� $�	&�( �	�  ��	���� ��		��0

���2 $����H9( � %-���
� �	������� ���� �"� � 
��� 9% ? � "�������� �	��	"��!
��� �	

	#��� ����� ��������� �� �4��"
���2 /�0 ����� ������  %-���
� /9% ? �0-
�	�������� /�0 ����� ������  /9%?90 �� /9%?90 �6�#-��������� B���� ������
/�0 ����� ������  �	��
� ����
� /9% ? �0-�	��������

���2 $�H,( 3� 
�	�� 

 �	�������� �"��� "����� ��  6���� /��� 
�	 $�	'H(�0 3�
���! �	� ��� �	����"� ������� %! 
�	�� 

 �	�������� �� %-���
� $����H9(�

REMARKS

 �2 �	���� 	� ��� 
��� ������ 	� "������� ��� ���� �� �1	���� �	 � �-�	�������
� �	 �	��  ��# ����� �	�������� �	 ��� ��� ��� 	� 6���� ��� �� ����
� ��� "�������
	� � #��� ��������� �� $��H�( �� $+H9(� ��� 
��� 	���� 	�  �	������� ) �� #����


 "������� 	� ) �� 6���� �� ��� �	����� � �  ���-�	������� #� ���������� ��
$��H,(� �	� 	���� #	�6 	� 6���� �� �	�������� ��� ����� �� �������� �	 ��� ����������
�� $��&'(�

 �2 �� ��A����	�!  6��� �� ��� �		� 	�  �		��� ������� ���� 	� ����� � �	�� �� �	!
�� �� ����
 �	 �	������ ��� ��������� 	� 	���� 	������� ����� �� �	���������

Tournaments Containing Oriented Trees

����������	
 �� ������������ /	� ��������0 ��  ������ ��  �		��� �������
����! �� � ����������� /	� �������0 �� � 	��-�������� #��� 

 ��� ��� ��"������

CONJECTURE

7����*� ���+����� /��� $��+	H�(02 7"��� /��� �0-�	������� �	����� �"��� 	��-
�����	� 	� �"��� ���� 	� 	���� ��

EXAMPLE

���2 �

 	� ��� H 	������� ����� 	� 	���� 9 �� ��	#� �� ������ ����C� � �	�� 	� ���
�� �� �	��� �� �� '-�	��������

Figure 3.3.5 "�� ������
 ���� �� �
� ��

REMARK

 ��2 8	�� ��� �	 ������� ��

�� ��� �� � � #�

 ��Æ�� �� ��� �������� 	� ���
�	�1������! �	�  ��	�� 	� � 
��� ��� �� ��4����� �	 ��	��	��� ��� =	��-	�������	�>
	� ��� ���� 4�����E �� ����
� /��� �0-�	������� ��
� �	 �"�  ��	�� 	� �� �� ."��

                          



170 Chapter 3 DIRECTED GRAPHS

��� 
�� �, ���� ��"��
 ����� ���	���� ����
 �� ��
��� ����
�� /��� ��� ����������
�� $B��,,�(0! 

 	� #���� ����	�� ��� �	�1�������

FACTS

���2 $B��,,�( 3� +/�0 ���	��� ��� 
��� ������� - �	 ��� �"��� --�	������� �	�-
���� �"��� 	�������	� 	� �"��� ���� 	� 	���� �! ���� +/�0  /:�� C0'�� /7�
��� �@	���
���
��� +/�0  ��� $BU��&�( �� ���� +/�0  �

	
� � ' $B��,,�(�0

���2 $%�+I,,( 7"��� �-�	�������! � 
 H,,! �	�����  ������� �		��� �-���� 	�
����� � �	 ���! #��� � �	�� 	�� �������	�! 

 "������� ��� �� �	�  
�� 	� ��� �		�
�"� 	��-������ ��

���2 $I�,�( 7�� �	���	�
 /�� ? �0-�	������� �	����� 

 �		��� ����� 	� 	����
��? � �� #���� ����� �� � �	�� � �������! ��� 	� #���� ��  �������� ����

���2 $�&�( � �	������� � �	����� � 	��-�������� �� � ��-�������� ��� ��
��-���1	���! �	�� �		��� �  �����A�� "����� �! �� �� 	�
� �� � �� ���	�� �� �	� ���
�� /� �0 	� � ! ��� ������ � ��/� �0� �	����� ������ � 	��-�������� �		��� � � 	�
� ��-�������� �		��� � �� 3� � �� �-��-���	��! ���� �	� �"��� ��� 	� "�������  ��
�! ����� �� � 	��-�������� �		��� �  �� � �� ���1	��� ��-�������� �		��� � ��

Arc-Colorings and Monochromatic Paths

CONJECTURE

0� �
?�� ���+����� /��� $��+	H�(02 �	� ��� �	����"� ������� %! ����� ��  
���
�	����"� ������� �/%0 �	 ��� �"��� ��-�	
	��� �	������� ��"	
"��� % �	
	�� �	�����
 ��� � 	� �/%0 "������� #��� ��� ��	����� ��� �	� �"��� "����� � �	� �� �! ����� �� 
�	�	���	���� ��� ��	� � �	 �	�� "����� �� ��

REMARK

 ��2 ���� �	�1������ �	������� ������
��� �� �	�������� "� �	�	���	���� �����
����� �"��� �	������� �	�����  ���
�	��� ���! �/�0 5 �� ��� C' ��
	# ���
���
��� �/�0 5 �� � ������ �	
	���� 	� ��� &-�	������� ��� �� ��� 
����	������ ��	����
	�  �-���
� #���  �-���
� ��	#� ��� �/�0  � /��� $��+	H�(0� 3� ������
�! 7��U	�
�6�� �� �/�0 5 �� 3� �� �	� �"�� 6�	#� ��� �/%0 �� A���� �	� % 
 �� �	�� ��	����� 	�
���� �	�1������ �� ���
���� ��
	#� /��� 
�	 $%��&'( �� $��,,( �	�  ��
���	� 	� ���
��	�
�� �� ��"��
 	��� 4�����	���0

FACTS

���2 $��+	H�( 3� ��� ��� 	�  �	������� � �� �	
	��� #��� �#	 �	
	��! ���� �����
������  "�����  �� � �	 ��� �	� �"��� "����� � �5  �� � ! ����� ��  �	�	���	����
��� ��	� � �	 � /��� $��H9( �	� �	���� ��		��0

���2 $��HH( 3� ��� ��� 	�  �	������� � �� �	
	��� #��� ����� �	
	�� �� � �	��
�	� �	����  �-���
� 	�  �������"� ���-�	������� 	� 	���� � #�	�� ��� ��� 

 �����
�	
	��! ���� ����� ������  "�����  �� � �	 ��� �	� �"��� "����� � �5  �� � ! ����� �� 
�	�	���	���� ��� ��	� � �	 �

                          



Section 3.3 Tournaments 171

3.3.6 Domination
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3.3.7 Tournament Matrices
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Tournaments That Are Majority Digraphs
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Connectivity Augmentation
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4.2 EULERIAN GRAPHS

��	��	� ��������	� ������� �����	���� �� ������� ����	��

����� 8�	� .�,�	�	��� �� �������	��	���

����� �����	���� �� ��������� A����	� 6����

����� A����	� 6��� A������	�� �� ;���� �����	�� ��������

����� ����	��	��� �� 2����� 2����

����4 L�	��� 6���� �� A����	� 6���� �� ����� .�������	�	���

����7 6�������	�� A����	� 6����

����������

Introduction

A����	� ���� ������ �� 	�� ����� 	� ��� JI��	������ 8�	���� �������' (��� ��� 
����� �� ��	�� ��������� �� ��
�� ��	���� � ���	���� 	� (	���� �����=>�

D

B

C

A

(a) (b)

Figure 4.2.1

�������� ����	�� � �� �� ��� ���� ��������� 	� 	� ����	��� �� �������  !�&
���� ��� �
��� ��	��� 	� ������� ���� �� ���� ����� ��� !�& ���	�� � �� �� �����
���� ��������T :� A���� !���� � ��	��� �� ��	� ������� 	� �9�7 -A���9�70U �����
��� ��� �����	� ����� 6�	� ���� �� �� 
	�!�� � ��� C�	��� ����	,���D ��� ����
������� 	� ������� (�� � �#����	
� �������� �� �����	� ����� �� ������ ���	�� ���
-(�/1� (�/�0�

4.2.1 Basic Definitions and Characterizations

��������� 6��������� ��	� ����	���  ����� �	����� �� �	#�� ���� �� �������
� ? =���>� !���� � 	� ��� 
����# ��� �� � �� � 	� ��� ���� ��� �� �� ����	��	�� ��
���	������ ������ �	������ ����� =���>� �� ����� �������	
����

�������	�
�� �����	���� ��� �����	� �� �� 
�	� ������	��� ��� �5���	
� C���	 
������D 	� ���� ��� C����D �� C����D�

                          



Section 4.2 Eulerian Graphs 215

DEFINITIONS
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REMARKS
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+�	�� ����� �� ����� �� � ��� ����� 	� ��	� �

������ �� 
����# � 	� � ��� 	� 	��	���� �� � ������ �����
����	�� � 
����# �� ���������  ������ ��	� % �� ������ ������
A����� ��	� � �� ���	�	�� ��	� % 	��� � � 
����# ��

������ � �

�����������	 ����� � ���	,�� '����-<	�� ���	� =��� 
�1��>� 	� !�	�� �
��� �� 
���� ���� ���	�� 	� ��� ���&� �� �� ���� �� ��������� ��� ������ ��	���

EXAMPLE

��' 6�� &�� ���� 	� �����	��� ����� 	� �����	��  ������ ��	� �� ����	�	�� 	� !	��
 ������ ������ ��	� R ��� C�������D 6� 	��������� ����	��� ��� ������ ��	��� � ?
�&�� &�� &�� &�� �� % ? ���� ��� ���� 	� ��� ���� ���!� 	� (	���� ������ 6�� ������
��	� ��� ������� !��� ������ % 	� ���	��� 	��� ��	� � � 
����# � 	� �	
�� �� � � ?
�&�� &�� ��� ��� ��� &�� &��� �� ��� ��#� 	����	��� ��� ��	� ���� ��� ��� 	� ���	��� 	��� ��	� � ��
������	�� 	� � �����	� ���� �� ��� ���	�� �����

Figure 4.2.2

REMARKS

��' 6�� ���	�	�� �����	�� 	� *	��������%� ����	��� 	� ��� �����  	-����	����� ��
	� �	������� ���� 	� ��	� ����	���
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��' 6�� ������� 	� (�����%� ����	���� ���!� ����!� 	� �� 
�	�� 	� ����	���� ��
���	��
 ��	��� 	� ��� ������� 	������ �� ��� ��� �� ����
����� ������ (�����%� ����	���
��� ������ 	� -:���3/�0�

Algorithm 4.2.2: 	$��"�&� �$!�"���' (	$)����*

#����' A����	� ���� � !	�� ' ����� �� �� 	 � =�>�
5�����' A����	� ���� �� �

������ �� ? ���� 	 ��� ��	���	���
:�� �� ? ���� ��� ���
(�� � ? � �� ' � �

:�� �� ? �� �=��>�
"� �����

=��> ? �
:�� ���� ? ������ 	 �=��>�

A���
������ ���� ? ������ 	 �=��> ��� 	� ���  ��	��� 	� ���

A#���� �� �� ���� ? ���� ��� ��� � � � � ��� ����� ������

The Splitting and Detachment Operations

6�� ��������
 �� '����*��� �����	��� �� ���
� � ��� ��	� ��� ��� �� ��� ���� 
���	��	���� ���������	���� �� ��������	�	��� �	������� 	� ��	� ����	���

DEFINITIONS

���' :�� � ��  ���� !	�� 
����# � ���� ��� ���=�> � �� �� ��� �	� �
 �� 	��	����
�� � �� �	� �
� �������	
���� 6�� ���� �	�
 ���	��� ���� � �� 	�������	��  ��!

����# �	�
� ��	�� ��! ����� ��

	� �
�


 5�	�	�� �	�
 �� �	� �
� �������	
���� �� �����	��
�	� �
 	� ����� ��� ��� 	��� �� � �� �� 6�� �����	�� ��� �������� �	�
 	� ����� ���
	������� ��������� =��� (	���� �����>�

Figure 4.2.3 ��� ��$�����! ���"���� �"������! ��� ��� ��$�� �� � � ��

���' :�� � ��  
����# ��  ���� � !	�� ���=�> � �� �� ��� ��� ���� �������
��=�>� ��=�>� � � � � ��=�>� � � � ��  ���	�	�� �� ��� 	��	����� ��� ��� ������ � !	��
��! 
���	��� ��� ��� � � � � ��� �� ��� ��� � ? �� �� � � � � �� �� 	��	���� �� ��� ����� �� ��=�>
=!	����� ����	�� �� ����� 	��	�����>� 6�� ���� � ���� ���	��� 	� �����  �������

���� �� � �� �� 6�	� ��	�� 	� �����  ���������� ��������� �� � =��� (	����
�����>�
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Figure 4.2.4 +"�� � ��  �����'��� �� � � ��

���' � ���� � 	�  ���������� �� � 	� 	� ������� ����  ��B����� �� ���������
�����	��� ��������� � ��� �� ��� 
���	��� �� ���� 
����# ������  � � =�>� (�� 
�	�����	�� �� ���������� �� ������ ��� -F9/� F34� F34�0�

FACTS

	��' ��������
 +�**�� :�� � ��  
����# ��  ���������� ��	������� ���� � !	��
���=�> � �� �� ��� ��� ��� �� 	 ���
=> "� � 	� ���  ��� 
����# ���� � ���� ��� �� ��� ���	�� ���� �� ���� 	� ��������� ��
��	��������
=�> "� � 	�  ��� 
����# �� �� �� �� ������ �� �	@����� ����&�� ���� ���� 	� ���������
�� ��	��������

	��' :�� � ��  
����# 	�  � ��������� ���� � =	���� �� ��� 
���	���> !	�� ���=�> � ��
"� ��	���� ��� � � ���	� ���� � � ��� ��� � � ���	� ���� 	� � ���������� ���� ���� ��
���� �
� ��� ��� ��� 
����# ( �� �� ����� ��� 
���	���� "� ��	� ���� ���� ���� ��
���� �� ��������� �� ��	��������

	��' � ���� 	� ��������� 	� �� ���� 	� ����� 	�  ��������� �� � ��� 	�  �����

	��' � ���� 	� �����	� 	� �� ���� 	� 	� ��  ��������� ��� 	�  ������

REMARKS

�
' 6�� ���	��	�� :��� =(�� ��> �� ���
� � ��� ��	� ��� ��� �� ��� ������� ��
����	���� ����	���� 	� ��	� ����	�� =���� ����� -(�/10>� "� �� ��� �� ���� �� �����	���
!	�� �� ���� 	� ������	��� 
�	��� ����� =���
�� � !��� � �����
��> ���� �������	��
�������� �� � ������ ������ (��  ����� ����� �� ��� ���	��	�� :���� ��� -(�110�

���' .�,�	�	��� �� ������� �� �� (��� �� ������� �� �� �� ��������� ��� �����
!	�� ���� ����� � !���� "� ��	� ��� =��� ��� ���� ��> 	� �&�� ����� �� ����	��� �
���� � =��� 5��� ���� �����> � �������� �� �!� ����-�'
�� 	��	���� �� ��� �������	
�
�����	��� �� �� ����������	����� ��� ���� ����	���� ��� ���	��	�� �����	�� � 	�
��
	��
�	@����� ��� ����� �� ��� ���� ��� ��=�> � ��	�� ���� �� ��� ������

���' 6�� ���	��	�� �����	�� �� �� 
	�!�� �  ����	� ��� �� ��� ��������� �� 
���	��� !���� ��� ���	�	�� �� ��� 	��	����� ��� �� �� �#���� �!� ����� !	�� � ����
��� ���� ����	�	�� �#���� �!� ������

                          



220 Chapter 4 CONNECTIVITY and TRAVERSABILITY

Algorithm 4.2.3: ,�$�����! �$!�"���'

#����' A����	� ���� � !	�� ' ����� �� �� 	 � =�>�
5�����' A����	� ���� �� 	� ��� ���� ��  ��������� �� ��

"�	�	�	�� � ? ��
������ �� ? ���� 	 ��� ��	���	���
:�� �� ? ���� ��� ���
(�� � ? � �� '

"� ����=��> ? �
:�� ���� ? ������ 	 ���=�> ��=��>�

A��� ����� ���	��	�� �����
"� �� 	� ���  ��� 
����# �� �

������ ���� ? ������ 	 ���=�> ��=��> ��	���	���
A���

������ ���� ? ������ 	�  �	@����� ����& ��� ���
� '? �������� ���� � =� E �> ���	� �� � � ���

A#���� �� �� ���� ? ���� ��� ��� � � � � ��� ����� ������

REMARKS
���' �����	���� �����K����� �� ��	�� �� ����� �� ��������� � �����	� ���� 	� 
�	����' �� ��� ����� �� �� 	� ������ ���� ���� ��� �� 	� 	�� �	� �	��� �� 	� ��� ��� ��
���

���' 6�� �	@������ ���!��� ��� ���	��	�� �����	��� �� (�����%� �����	��� �	�� �# 
����	
��� 	� ��� ��� ��� ��� 	�������	�� ��	�� ��� 1 � � � '� �� ������ �������� �
���� ��B������� ��� �� (�����%� �����	���� !�	�� ��� ���	��	�� �����	��� ���	�� ����
� ��� �� ��� ����� ����	������ "� ���� ����� ��!�
��� 	� 	� ��� ���	��	�� :���
!�	�� �������� ��� ����������� �� ����� ����	���� =��� -(�/10>� ;����
� ��� �� �
��
����� �� �������	�� ��	��������

4.2.3 Eulerian-Tour Enumeration and Other Counting Problems

6�� 8A�6 6������ �	
�� � �#��	�	�� �������	����� ���� ������ ��� ��� ������
�� �����	� ����� 	� � �����	� �	����� "� ����� �� ��� ���	�, �	�� ����	�* =(�� �4>
�� �� �� ���	�� �� =���	������> ����� �� ����	�� �
�� �� ������ ��	����	���
�� �� 6�� ������ ��!�
��� ���!� �#������	��� ���� !	�� ��� ������ �� 
���	���� +�
��� ��	�)� ����	�� ��8��	5� =�	>����� ������ �� ���	� ����
��� �� .F� ��B����	��
�� ����� B����	���� .�8��	5� �	����� �� �	������� 	� 
����

DEFINITIONS

���' �� �������� 	�  �	���� 	�  ���� �
	��  ���� �� 	������� 1 �� �� �����

���	��� �� 	������� �� �� � ������� 	� � ��� ���� !	�� ����� ��
������

���' :�� % ��  �	����� �=%> 	�� �5����� ���	# !	�� ����	�� ���� �� ��� 
� ��
��� ������ �� ����� � �� 	 � =%> ? ���� � � � � ���� 6�� �������� ������ ��=%> !	��
����	�� ���� 	� ��,��� �� ����	��

���� ? ���� 	� � �? �� ��� ? ��=��>� 
�U � � �� � � �
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���' :��  ��� � ? ��� � � � � �� �� ����� � �������!���� �����	 �� ��� ��������
�� �� � � ������ ���� �
�� � 	� � ������� � ����� !���� ���������� �� �������� �
� �������� 	������� �
�� � 	�  ����	� ��B����� �� ������� ���� � ���� ��� �
���
� ������ !��� �
�� � ����� �#���� ���� 	� ��	� ����	� ��B������

���' :�� � � �� � � �� 6�� �������� ����� %��� �� � 	�� 
���	��� ��� ������ 
=�� �> !���� �
�� � � ������ ������ �U ����� ����� �� ��������� ���� 
���	���� (��
��� ������ � !��� �� � � � � � �� 	� ��� ������ �� ����� 	� � �� �� %��� ��� 5�	�� ���

����# �� � � � � � ���� �� ��� 
����# �� � � � � � �� �

�������	�
�� (��  ���	#����� ������� ��� =�� �> �� ������ 	���� ��� ���	# ���	���
�� �����	�� ��� � �� ��! �� � �� ������ ���� ��

FACTS

	��' ���	�, �	�� ����	�*� 2	
��  �	���� %�� =%> ? ���� � � � � ���� �� ��� �� ?
��=%> �� 	�� J	�����@ ���	#� 6�� ������ �� ����	�� ��� ����� �� % ������ � ��� 	�
��� ��

����

	��' "� � �����	� �	���� %� ��� ������ �� ����	�� 	� ����� ������ � �� �B���
��� ������ �� ����	�� ��� ����� ������ � ���

	��' (�� � �����	� �	���� %� ��� ��

��� ? ��� ��

���� � � �� � � ��

	��' 3)��-����	�*� -A�8�4�� 6�����0 :�� % �� � �����	� �	����� �� ��� �� 	
� =%>�  	 ��

��
�� ������ ��	���	��� 6�� ������ �� �����	� ����� ����	�� � �� !	��

��� ��
���� ��  	�

��� ��

���

��
�	�

=)�=��> � �>V

	�
' (�� � �����	� ���� � !	�� * 
���	��� �� ' ������ �� ������ � 	 �=�>� ���
������ �=�> �� ������ ��	����	��� �� � ����	�	��  ,#�� ��	����	�� �� �� ��	�,��

�
�

�

����

� �=�> � �����

	��' 6�� ��8��	5� ���� %��� 	�  � ������ �	���� =��=�> ? )�=�> ? � ��� �
���
� 	 � =%���>> !	�� ���� 
���	����

	��' 6���� 	�  � � �������������� ���!��� ��� ��� �� � ��8��	5� ��B������ �
�� �
� ������ ������ �� ��� ��� �� �����	� ����� �� ��� ��8��	5� ���� %���� �����B�������
�� � � ���	��	�� �� ��� 8A�6 6������� ��� ������ �� � ��8��	5� ��B������ �
��
� � ������ ������ 	�

=�V>�
���

��

EXAMPLE

��' 6�� ��8��	5� ����� %��� �� %��� �� ���!� 	� (	���� ����4 =��� ��� -��;�/��
�� ��10>�
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Figure 4.2.5 ��� ��-"��.� ��!"��� %��� �� %���

REMARK

���' .�8��	5� ����� �� �� ���	���� 	������� 	� ��� ��� � ? �� 	���� !��� ���
!���� �� �	��� ��B������� 6�� ����� �� ����� ����� %��� �� �� ���	���� 	�������
	� �	�����	���� !��� ����	���	�� ��� ������� �� .F� ��B����	��� 6�� ��� �����
�� �� 	�������� ��!�
��� ��� 	� ����������	��	��� !��� ��� 	� ��������� !	�� ���
B����	�� �� ������� ���������' ��� ���� %���� ��� J��� ����� �� ����������
��� � 	������� ���� ������ ����� ����� ������� !��� !	�� ������� �� �	����� ��
����� �������� ������� ��� ������ �� ����� 	� ����	
��� ���� 	� �����	��� �� 	��
������ �� 
���	��� =���� ����� -S�1�0>�

4.2.4 Applications to General Graphs

"� ��	� �������	��� !� 	�������� ���� ���	��	��� �� �����	� ���� ������ �� ����
������ 	� ������U ���� �� ����� ���	��	��� �� ��� ����
�� 	� �������� ��	���� ��
�����	��� �������� ��� �#����� ��� ������� !���*�� !	����* =
���>� "�������	�����
!�	�� ����	� ������� �� ������� 	� �����	� ���� ������ ���� �B���� !��� ��� ������
������ ����� �� ����� B�	�� ����� ������� ��� ��� �� ��� �����
�� ���������

Covering Walks and Double Tracings

DEFINITIONS

���' � ��
����� ��� =�� ��	���� ����> 	� � ��	���� ���� � 	�  ������ !�&
����	�	�� �
��� ���� �� ��

��
' � ����� ������� 	�  ������ !�& ��� ��
����� �
��� ���� �#���� �!	��� �
������ ���	�� 	� ������������ 	� �
��� ���� 	� ���� ���� 	� ��� �� 	�� �!� �	����	����
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���' � ������� �� ��������� 	�  !�&  	�  ����	�� �� ��� ���� ����� ��� ��� �����
���� ���� ��� �� ? ���� =�� ���� ���� ? ����>�  	� ����� ������������ 	� 	� �� ��
��������

���' � ������ ���	�� 	� ����� 	����� 	� 	� 	� ���� �	�	����	��� �� ������ �����

���' 6�� �������������
��� ��  ��������� ���� �� ������� 
=�>� 	� ��� �	�	���
������ �� ����� !���� ����
� �� �	�������� �� � 	� ����� ���������������� 	�

=�> � ��
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���	��� �� ��� ������� � $ 1� 6��� � ��  �� 
������	�	�� 	��� � ���� ��	�� !���� 	�	�	� �� ��� 
���	��� �� �� ��� ������ 	� ��
�����B������� � ��  ��������	�	�� 	��� ������ �� � ����U �� 	� � ? � �� � 	�
���������� ���� 	� �� � �����	� ��	��

	��' A
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���	��� =
���	��� �� ������ �>�

	��' -6�390 "� � 	�  ���� !	����� � �� � 
���� 
���	���� ���� 	� ��  ������ ������
���	��� �����B������� �
��� � ���� ��������� ���� ��  ������ ������ ���	���

	��' -6�770� -6�390 � ��������� � ������ ���� !	�� �� =�>� � 1 ��� � �� �� ������
������ ���	���

	��' -L�940 :�� � ��  ��������� ����� �� � �=�>� � ��  ������ ���	�� ��	��
�
��� � 	 �=�>��� �!	�� 	� ��� ��� =��� ������	���> �	����	�� �� ��	�� �	�	����	���
�� ��� 	� �� ���� 	� ���� 	� � �
�� ����� ;����
� ��� ��	� 	���	�� (�� �� =�&	��
�� ? �=�>�

REMARKS

���' 6�� ����	�	�� ���  ������ ���	�� �� �� �	�	����	��� =.�,�	�	�� �/> ���	�� ��
��� ��� �� ���� ����� 	� ��� 
	�!� ����� � �������� �� �!� ��� ������ !�	�� ���!� 
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�	�� �� �����	�� ��� �������	
� �������� �� �������� �� ,��	�� �����	� ����� ��	���	��
����	� �����	��	���� 	� �����	� �	����� ���	
�� ���� ��� �	
�� ����� �� �����	�� �
���
���� �� �!� �����	���� ��	����� ��� 5�	�	�� ��� ��� �	� �� 
���	����

Maze Searching

"� ��� �����#� �� ��	� ����	���  *�1� �� �� 
	�!�� �  ��������� ���� ��� !�	��
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��
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Algorithm 4.2.4: �""�&� �$!�"���' (�)��
�*

#����'  ��������� ���� ��
5�����'  �	�	����	��� ������ ���	�� �� ��

������ �� 	 � =�>�
"�	�	�	�� � ? 1 ��  ? �����
+�	�� =���

� ����=��> �? �>
+�	�� =-��� �����=��>0� ��
�=��>� �? �>

������ ���� �� ? ������ 	 -��� �����=��>0� ��
�=��>��
 '?  � ���� ����� � A#����  �� ���� 
	 ���� ����
� '? � E �

:�� �� ? ������ ? �
�=��>
 '?  � ���� �����
� '? � E �

Covers, Double Covers, and Packings

DEFINITIONS

���' � ���� ��
�� ��  ���� � 	�  ��	�� + �� ������ �� � ���� ��� �
��� ���� ��
� ������� �� � ���� ��� ������� �� +�

���' � ����� ��
�� + 	�  ���� ����� ��
�� =�.�> 	� �
��� ���� �� � ������� ��
�#���� �!� �������� �� +�

���' � ���� ������� 	� � 	�  ��� �� ���� �	�5�	�� ������ 	� ��

���' � �.� + 	� ����� ��������� 	� ��� �������� �� + �� �� ����	���� ��	�����
	� ����  !� ��� �
��� ���� � 	� �	
�� �����	�� ��	����	��� 	� ��� �!� �������� �� +
����	�	�� ��

CONJECTURES
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��  ��������� =�.��>' A
��� ��	������� ���� ��  �.��

"�������  ��� !����  �
��  ���������' A
��� ��	������� ���� �� � ��	�����
�.��

#�����  ��� !����  �
��  ���������' A
��� ��	������� ���� ��  �.� ��� 
�	�	��  ������	��� ����� �� ��� �����

Three Optimization Problems

DEFINITIONS

���' :�� � ��  ��	�������� ���� !�	����� ���� !	�� !�	��� �����	�� �' �=�> � ,��
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�
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!�	��� ��  ����� ��
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�

���
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���' 6�� $�������%�����  ���� �
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��
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FACTS

	��' -(�370 :�� � ��  ����� ��	������� ����� 6��� � �� � ��	����� �.�� ��
��� �� �	
�� ����� ��&	�� +� � ��  �.� ����	�	�� + �  ������� 6���� ��� ������
����� .����� ��
�� ���5������ 	� ���� ��� ���� ������
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Nowhere-Zero Flows
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REMARKS
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=����������	�� �� � 	 �=�>> �� �=�> ��� !	�� ��� ��� ��� �� �	� � � ���

4.2.5 Various Types of Eulerian Tours and Cycle Decompositions
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	��' -�(�/40 :�� ���� � � � � ��� � �=�> �� � ������� ��� !���� � 	� �����	�� ��
�����	� ���� � �� ��� ���� � ? � � � � ��� � � � � ��� � � � � ��� � � � �#	��� 	� ��� ���� �������	
	��

=�> � / � �U �� 	� 
=�> � �/� ���� ��� �� �
�� ������	�� ��� �	����	�� 	� !�	��
����� / ����� �� ��
����� �� � �

REMARKS
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' (�� �3 �� �� ���
�� ��	�� ��� ���	��	�� :��� =(�� ��>�

���' (�� �/ 	� ����� ��� ���� ������ ��� 	� �� �� �#������ ��  ���� ������
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���' %� �
��	�� �����	� ����� �� ����	�� 	� -(�+�3/� (�/10� *�!�
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 ����	� ��� ��  ���� ������ ���� �� �	����� %� ��� !�	�� ����� 	�  =� � �=%�>> 
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��	�� �����	� ����� +� �����	���� (�� �� �� 	� ����� ������ �� 	�� ����
��� ��
�������	�� �����	� ����� 	� �	����� =��� ��� 8A�6 6������ -(�� �30>�

Incidence-Partition and Transition Systems

DEFINITIONS

���' (�� ��� 
����# � 	�  ���� �� ��� � =�> ? ���=�>� � � � � ���=�>�� �� � �� ��
 ���	�	�� �� ��� 	��	����� ��� ��� 6��� � =�> ?
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���

� =�> 	� ����� � ����������

��������� 	�	��� �� ��

���' � ����	����� 	�	��� �� � �
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���

� =�> ���� ��� ��� �
��� � 	 � =�>� ���=�>� ? � ��� �
���

���� �� ��� ���	�	�� � =�>� A�� ���� ��=�> 	� �����  ����	������

���' �� �����	� ���� � ��  ����� ��������	�	�� + �	
� �	�� �� ����	�	�� ��������
������� 0� �� 0� � �������	
���� 	�  ����� !�� A�� ����	�	�� 	� ��� ������������
����	����� 	�	��� 0� 	�  �	� �� ��������	
� ����� 	� ��� ���� � � �	�	����� ���
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����� 	�  ����� ! 	 +�

�������	�
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����

��
' :�� � =�> �� � 	��	����� ���	�	�� ������ ��  ���� �� �� �����	� ���� �
	� � =�>���������� =�� ��������� �� � =�>> 	� �� ����	�	�� �� � 	�  ������ �� ��
���� ��=�> �� � =�>� � =�> ��������� ����� ��������	�	��� �� ��,��� ����������

���' � ����� ��������	�	�� + �� � �����	� ���� � �� ��������� 	� 0� � 0� ? ��
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Figure 4.2.9

Splicing the Trails in a Trail Decomposition
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4.3 CHINESE POSTMAN PROBLEMS
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The Eulerian Case
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Algorithm 4.3.1: ,�$����� �� 5677
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Algorithm 4.3.2: ,�$����� �� �677

#����' �������� ��������� �	���� � !	�� ��� !�	����� �� �������	
� 	������

�����

5�����' $	�	��� !�	��� ������ ���� 	� ��

"� � 	� �������	�
������� � �����	� ���� 	� ��

A���
(�� ��� �� ��� �� ? �����5��=��>� )�&���5��=��>�
���
� ��� �����!	�� �	�����	�� �������'

�	�	�	��
�

��������

���(��

����
�

��������

(�� �
�

��������

(�� ? �� ��� �� 	 �

(�� � 1

(�� ��� �� �� �� (�� ���	�� �� �� =��� ��> �� ��
��� ��� ������	�� ����	�	���� ��
������� � �����	� ���� 	� ��

Producing an Eulerian Tour in a Symmetric (Multi)Digraph

�����	��� ����� ��
� ��B�	��� ��� ��
���� �� � �����	� ���� 	� ��� ��	�	�� �	���� =	�
	� 	� �������	�> �� 	�  �������	� ����	�	����� 6�	� �� �� ������	���� �� ����	��
�����	��� ����� ����! =�� -A�8�4�0>�

DEFINITION

���' �� ������ 	�  ���������� ����	� �	���� !���� ��� ��������� �� �
��� 
����#
	� � ���� ��

Algorithm 4.3.3: 7"������!  ���" �� � ��$�"�� ��!"��

#����' A����	� �	���� ��
5�����' A����	� ���� 	� ��

������ �� 
����# 	� � �� ������ 	� �� ���
(��� � 	����� � ��� ���� � �� ��� 	� ������ � ���
(�� ��� 
����# � 	� �� � �? ���

:��� ��� ��� ��� ���� � ������� !	�� ��������	
� 	�������
���5��� �� ��� �����	��	�� ��� ��� ��� =�	�����> ���� 	� �	
��
�� ��� �� 	� 	����� � �

:��� ��� ��� ��� ���� �� ��	���	���
����	�� � 
����# ��� ���� � �����	� ���� 	� � �� �!�� ������	��

��� ����
����� ��� �� !	�� ��� ������� �����

�����������	 ����� �� ��� !� �� ���� � 	����� � �� �	���� � 	� �� ���� !	��
� ? ���� �� ������� 	����	
���' ������ � ��� 	����	�� � �� 	� � ��� 	� �	������
����  
����# 	� � =�> � � =� > ��  
����# 	� � U ����� ���	� � ���� ��

                          



Section 4.3 Chinese Postman Problems 243

EXAMPLE

��' ����	��� ��� 	������ �	���� 	� ��� ����� ���� �� (	���� ������ ����	,�� ��#� ��
��� 
����# 	� ��� �������	
� 
��� ��� ��� ���
	�� ��� �#��	�	� �	�����	�� ������� ��,���
	� �����	��� ����� �������� ��� �����!	�� �������' (�� ? (�� ? �U (�� ? �U �� (�� ? 1
����!����� ���	�� �� ��� �������	
� ��� �� ���� ����	�� ��� ����	���� ���!� 	� ���
����� �	��� �� ��� ,����� �����	�� �����	��� ����� �� ������	�� =��	���	��> 
����#
�� �  ����� � 	����� � 	� ����������� �� ���!� � ��� ������ �� (	���� ������ 6��
����� �� ����	�� ������ 	� ���	�� !	�� ����� Æ#�� �� ��� ��� 	� ��� ����	�	�����
����	�� !	�� 
����# �� �� �������	�� 	� ���� ������ �������� � �����	� ���� ����	,��
=����	�������> �� ��� �����!	�� 
����# ��B�����'

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��

Figure 4.3.2 ���$������� �� �$!�"���'� ����� �� ������

REMARKS

��' 6�� ���!��& )�! �������	�� 	� �����	��� ����� 	� ��� �� A������ �� H������
=-A�H�9�0>�

��' 6�	
	����  ������� ���	��	�� �� �����	��� ����� �� ��B�	�� ��� � �� ��
����	���� ��
��� �	����

�
' "� ����	�� �����	��� ������ ��� ��B�	������ ���  ���� �� ����� ���	��	��
!	�� 
����# �� �� �������	�� 	� ���� ����� ����� �� ������ ���#��� (�� 	�������
	� ��� ����� ���� 
����# �� �� ��� ������� �	���� 	� ��� ����� �	��� 	� (	���� ������
�� ���� �������� !	�� 
	���� ��� ���� �����	���

4.3.4 Mixed Postman Problems

FACTS

	��' 6�� �	#�� ������ �������� $���� 	� -�  ���U ��� ������	�� 	� ����
� ��6"�("�8":"6< =�� -�970>�

                          



244 Chapter 4 CONNECTIVITY and TRAVERSABILITY

	��' $��� ���	�� -�  ��� �
�� �� ���� ����� !	�� �� 
����# =����> ������
�#����	�� � �� !	�� �� ���� !�	���� ��� ��� =��� -2H�9/0�

Deciding if a Mixed Graph Is Eulerian

DEFINITIONS

��
' 6�� ���� ������ ��  
����# � 	�  �	#�� ���� � 	� ��� ���� ������ �� ���
�� ���	������ ����� 	��	���� �� ��

���' � �	#�� ���� 	� �
�� 	� ��� ���� ������ �� ��� �� 	�� 
���	��� 	� �
���

���' � 
����# 	�  �	#�� ���� 	� 	�������� 	� 	�� 	������� �� ��������� �� �B���

�������	�
�� � �	#�� ���� 	� �	� �� �� 	�������� 	� �� �� 	�� 
���	��� �� ��� 
����	��

���' � �	#�� ���� � ��	�,�� ��� ������ ��������� 	� ��� �
��� + � � =�>� ���
�	@������ ���!��� ��� ������ �� ��� ���� + �� � =�>�+ �� ��� ������ �� ��� ����
� =�> � + �� + 	� �� ������ ��� ��� ������ �� ���	������ ����� 5�	�	�� 
���	��� 	� +

�� � =�>� + =�� -(�(�7�0>�

FACTS

	��' � =��������> ���������� �	#�� ���� � 	� �����	� 	� �� ���� 	� � 	� �
�� ��
��	�,�� ��� ����� ����	�	���

	��' $	#�� ����� ��� �� �
�� �� �������	� �� �������

EXAMPLE

��' ������� ��� �
�� ������ ����	�	�� 	� �������� ���  �	#�� ���� �� �� �����	�
!�	�� �������� � ��� 
����# 	� ���� 6�� ���� 	� (	���� ����� 	���������� �� �����	�
���� 	� ����	,�� �� ��� 
����# ��B����� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

Figure 4.3.3 �� ��$�"�� 8�9�� +"���

�����������	 ����� 6�� =�����	
	�> ��B�	������ 	� ��� �	#�� ���� ��� 	� ��
�����  ���� ��� ��	�,�� ��� �������� ����	�	�� � ��� 
����# �� ���! ��� ��	�
	� ��� ����	���� 6�� 	�� !� ���& �� ��	��� ���� ���	������ ����� 	� ����  !� ���
�������� 	� ������� ���	� ��	,�	���� 6���� 	� � ��� ���!��& )�! �������	�� ���
!	�� �� ��	� �� ��������� �������� ��� �� ���� ��	����	�� 	� ����	����
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Algorithm 4.3.4: �������! ��  8�9�� +"�� 2� ��$�"��

#����' � �
�� �� �������� ��������� �	#�� ���� ��
5�����' � ��	����	�� �� ���� �� �� �� ��� ���	������ ����� �� � ��� 	�

�����	� ��  �������	�� ��� �� ���� ��	����	�� 	� ����	����

(�� ��� �� ��� �� ? �����5��=��>� )�&���5��=��>�
������ ��� ���	������ ���� 	� � ��  �	� �� �����	���� ��	����� ����
:�� � �� ��� ��� �� ����� ��! �	�� �� ����
���
� ��� �����!	�� ���!��& )�! ������� ��'

�	�	�	��
�

���������

(��

����
�

������������	��

(�� �
�

���� ��������	��

(�� ? �� ��� �� 	 �

1 �(�� � � ��� =��� ��> 	 �

"� �� �� � ��	��	��� �����	�� =	���� � 	� �����	�>
(�� ��� ���	������ ���� ���� ���

"� (�� ? �
;�	��� ���� ���� ��� �� ��� 	� 	� �	������ ���� �� �� ���

A��� 	� (�� ? �
;�	��� ���� ���� ��� �� ��� 	� 	� �	������ ���� �� �� ���

A���
:�
� ���� ���� ��� ���	�������

A��� =�� �� �� ��	��	��� �����	��>
�������� ��� � ����� �� ��� �����	� ������� ���� ��	����	���

EXAMPLE

��' 6�� ���	��	�� �� �����	��� ����� �� ��� =�	#��> ���� 	� (	���� ����� 	� 	���� 
����� 	� (	���� ������ "� ��� ����� ���� 	� ��� ,����� ��� 
���� �� �� !�	���� ��#�
�� ��� 
����#� 6�� ��� ���� 
�	���� (�� �� (�� 	����� ��� ����	,�� ��	����	�� ���
��� ��	�	��� ���	������ ����� =��� ��> �� =��� ��> � 	��	���� �� ��� ��!�� ���� 	�
��� ,����� 6�� �#	��	�� �����	� ���� �� ��! �� ����� ��	�� �����	��� ������

Figure 4.3.4 ���$������ �� �$!�"���' ����� �� ��� !"�� �� 	�!�"� ������
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REMARKS

���' 6�� ������ ��� �� ��� ����� ����	�	�� 	� .�,�	�	�� �� �&� ��� ��� �
���
������ �� 
���	����  ��& �� �������� = �	@������ ���!��� ���� 	������� �� ����
��������� �� 
���	��� 	� ��� ������> ���� �� ��� �� ��� �� ���� �� �� �� ��� ���	������
����� 5�	�	�� 
���	��� 	� ��� ������ �� ����� ����	���

���' "� ��� ��	����	�� �������� �� �����	��� ����� ������� 	�  ���� !	�� �� �����
�	������� ���� � �����	� ���� 	� �������� �� ������	�� ��� ������� �����	��� ��� 

	����� 	� ��� ��� �� �����	� �	����� =�����	��� �����>� �������	
���� 	� �����	���
����� �������  ���� !	�� ���� ���	������ ����� ���	�	��� 	� 	� ��	�� ����	��� �� ��� 
���� =!	�� �������	� �@���>  ��	���� ����� ������� ��� ���� �� �#���	���� ��
�
�� ����� ��� ��� �� ���	��	�	�� �� ��� ���������� ������� �� !������ ��� �������
������ �� ��� �	������ ����� 	� ��������� �� ����	�� =�� -A�H�9�0>�

The Postman Problem for Mixed Graphs

�	��� $��� 	� F� ��� 	� ������� ���	��� �� ��!� +� �� �
� �� ���& ��� ��� 
�	� ���� ��� �� ����	� �� �������	� �������	��� �� !� !	�� �	���� �
� �� �� ����
��	�	��� �� ������ ��� ���	�,�*����� ��
�	���*�� 	���� ��� ���������� ��� �����
������� ���	�� �����	��� ��� ��� !	�� ������� ���� ��� ��� 	� ���� !��� ��,���
������ �������� ����� �� ���	��� ;� ������� ��� 	������� �� ������� �	��� 	� �	���
�� ���	��� �� ������ �� �#�� ����������� *�!�
��� ����� �������� �� 	��������� ��� 
����	
� �� !	�� ��B�	�� �@��� ��� 	� �#������	� 	� ��� !���� ��� =�� -A	2�:/4 0�
-A	2�:/4 �0>�

DEFINITION

���' �� ����	��� 	� � ������������� �������� ���  �	
�� ������� 	� �	
�� ��
	������ �� ��� �������� 	� ,��� � ����  ��������� �����	�� ��� ��� 	�������

REMARK

���' "� ��� 	������ ��� $��� 	� � ���� �
�� ��� ������ ��� �������	�� !� ��
���� �����	��� ����� 	� ����� �� ���� 	� �������� � ��� 
����# �� �� ������� "�
��� ��� 	������ 	� �����	� =�� (��� �� �� �4>� �� !� �� ������� �����	�����
;����!	��� 	� 	� ��� �����	�� �� !� �
� �� ������	�� 	� 	� �� �� ��� �� �������
���� ����	��	�� �� ����� ��M�� ����

FACT

	��' � �	#�� ���� � ��  ������ ���� 	� �� ���� 	� � 	� �������� ����������

�����������	 ����� 6���	�� ��� ������ �������	
	�� 	� �	#�� ����� 	� �������	�
�	��� ���	������ ����� ����� �� ������� �� �	�� �� �����	���� �	������ ���� �� ����
��� =�������	�> ����	��� ��� �	����� ���	���

��������� ����� 6�� ����� ��� �� �������� 	� ��� ���	�	�� ,����� �� �	����
�#��	�	��� ��!� ���� �� �� ������ �� 	� � 	������� ���� �� (�����	�&��� =-(�9/0>�
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EXAMPLE

��' 6� 	�������� ��� ��������	�� ����� ��	B�� �� ��� �	#�� ������ ��������
����	��� ��� �	#�� ���� 	� (	���� ����4� ��� U �� ����� �� ������ �� �
� !�	���
�� "� 	� ��� �� ��� ��� �� ��	����	�� �#	��� ��� ���	������ ����� ��� !���� �����
��������� F�!� ����	��	�� �� �!� ��� ������ �������� � ���!� 	� ��� � �� ���
,����U ��!�
��� ��� ������	�� ��������� 	� ��� �
�� �� ������� ����	��	�� 	� ��B�	����
;� ��� ����� ���� ��� ����	���� 	� ��� � ��� �� ���� �!� ��� ����	���� ��� 	�
���� �������	� ��' �
��U ������� ��	� ���� 	� ���������� N������������ 	� 	� ��� ���
�� �	��	���	��� 	� �� ������ !�� 	�� ������	�� �
�� ��� ��������� �� ��� ��

Figure 4.3.5 2���"�����  ��:��� ��''��"� �� �/�����!"���

�����������	 ����� "� 	� ����	��� �� ��� !	��  ��! �� ����� �����	��	���� ���	�
	� ����!�� � ��� ���	��� �� ������	�� 
�	��� ���!��& )�! �������	���U ����
��
������� �� �	������� 	� -A�H�9�0� "������� 	� �� ���� ��� ��� ��	�� �����	����� �� ���
	������	�	�� �� ��� ������� �	#�� ������ ��� 	� ��� ��	��	�� 	� �@���	
��� ���	��
!	�� ��� 	������	�� ���!��� �������� �� �
�� ������ ����	�� ��M�� ������
�	���

Approximation Algorithm ES

6�� �����!	�� ����#	��	�� ����	��� ����	��� � ��� �
�� ������ ����	�� ����
�����!�� ��  ���� 	���	���� 5�	�� �������� ������	��M�
�� ������ ������
	�� �����
6�� ���	�� �� ����!�� 	�
��
�� =�� -A�H�9�0 �� -(�9/0>� �� �� 	� ��� ��������
�� �����	��� ����4� ��� ���� 	� �	���� ���������� � C�������	�M�
�� ��	���D

Algorithm 4.3.5: ���"�9�'���� �$!�"���' �,

#����' �������� ���������� �	#�� ���� � !	�� �����M��� !�	����� ��
�������	
� 	������ 
�����

5�����' ���	��	��� ������ �����

����� ��� �
�� ������ ����	�� ��������� �� N��� �� ��� �������	�� ����
�� �	#�� ���� ��

������� ��	����	�� �� ����� � ����	,�� 	� ��
:�� � �� ��� ������	�� ����������
;����	�� �� �� ���� ��� �������	�M�
�� ��	�� ���������	���

:�� � �� ��� ������	�� �����

������� � �����	� ���� 	� ��

�������	�
�� 6�� ����#	��	�� ��������� ����� �� �����	��� ����4 	� �����	���
�������� �� � ��� �
���	�������� �������� 	���� /#�
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REMARK

���' �	��� 	� ����� ������� � ���	�� �����	��� 	� 	� 	�������	�� �� ����	��� ���
�	�	� =	� ��> �� ��& ������ �����	��� A� ����� �������� "� ���� ��	� !� ��!���� ��
(�����	�&����

FACT

	��' -(�9/0 6�� ��	� �� ��� 
��� ��  ������ �����	�� �������� �� �����	��� A�
�� � ���	�� 
��� ����� �#���� �� "���������� ��� 
��� �� � 	� ��������� �
�����	���� �� A#���� 7 ����!�

EXAMPLE

��' ����	��� ��� �	#�� ���� 	� (	���� ����7� ��� � !���� ���� !�	���� �� ����	,��
�� ��� ����� 6�� �
�� ������ ����	�� ���� �� �����	��� A� ����	���� ��� �	������
����� =����	����� ���	������ ��� ��� ����� ����> �	���	�� ��� ����	���� 	� ��� ��
;����	�� �� ��	� ���� �� ������� ��������!�	�� ������
	�� ��� �
�� ������ ����	�	��
�	���� ��� ��������� 	� ��� � �
	�� ���� ���� !�	��� � E ��6� 6�� �����	� ���� 	�
��	� ����	���� 	� ��� ���	�� ��!�
��� *� ��� ���� ���� ������ 	� ��� �
�� ������ 
����	�� ���	��	��� ����	��	�� 	����� ��� ����� !	�� !�	��� �6� ��� ��������� 	� ���
� �� ��� ,���� !���� �
� ��������� �	���	�� � ���	�� ����	���� �� ������  �������
���� �	������� "�� !�	��� 	� � E �16�

Figure 4.3.6 ���$������ �� ���"�9�'���� �$!�"���' �,�

Approximate Algorithm SE

� ����� ������	
� ����#	��	�� 	� �� ��
���� ��� ������� �������� �� �����	���
A�� �	���	�� ��� �����!	��� 	����������
�� ������ =#/> =�� -(�9/0>�

�����������	 ����� 6�� �������� ����	�� ���������	�� �� ���� � 	� �����	���
����7 	� �������	� =�� -(�9/0> �� ������� ��� ��� �������� ����	�� ��������� ��
��� ��������M�
�� ��	�� ���� 	� �����	��� ����4�
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Algorithm 4.3.6: ���"�9�'���� �$!�"���' ,�

#����' �������� ���������� �	#�� ���� � !	�� �����M��� !�	����� ��
�������	
� 	������ 
�����

5�����' ���	��	��� ������ �����

����� �������� �� �	#�� ���� �� �� ������ ������	�� �	#�� ���� ���
:�� � �� ��� ������� 	������ �� ��� ���	������ ����� �� ���
����� ��� �
�� ������ ����	�� ��������� �� N��� �� ��
:�� � �� ��� ������	�� �
�� ������� �������	� �����=����	>���� �� ���
������� � �����	� ���� 	� ��

EXAMPLE

��' ����	��� ��� ���� 	� (	���� ����9� ��� � � ������� ���	��	�� �� �����	��� �A
�������� ��� ����	���� 	� ��� �� *�!�
��� ��� ��������� 	� ��� � 	� ���	���

Figure 4.3.7 ���$������ �� ���"�9�'���� �$!�"���' ,��

Some Performance Bounds

FACT

	��' -(�9/0 6�� ��	� �� ��� ������ �� � ������� ���� �����	��� �A �� � ���	��
���� 
��� !	�� ��� ��
�� �#���� �� A#���� 9 ���
	��� �
	����� ��� ��	� 
��� 	�
��������� � !����

EXAMPLE

��' �������	�� ���� ���� �� �	��� 	� (	���� ����3 �� ��� �������	
� 	���� 	�������� 	�
	� �
	���� ��� �����	��� �A ���
��  !���� ��� 	������ ��� �����	��� A�� !�	�� ���
����� ������	���� ��� ��� ������� ��  !���� ��� 	������ ��� �����	��� �A�

Figure 4.3.8 �$!�"���'� �, �� ,� �� ��� ����"&� :�"������ ���������
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REMARKS

���' "� ��� !���� ��� ������ ���� ����#	��	�� ���������� �����	��� ����4 =A�>
�� �����	��� ����7 =�A> ������� ��� ���� *�!�
��� A#���� 3 ����������� �
	�������	�� ����������' 	� ��� ����#	��	�� 	� ���	�� ��  !���� ��� 	������ ��
��� ������ ��� ������� 	� ��� �����	��� A� ���
�� =�� ���	��	��> ��� !���� ��� 	� 
����� ��� �����	��� �A� !�	�� ��� ������ !��� �����	�� �� ��� !���� ��� 	������
��� �����	��� A�� �������� ��� ���	�� ��������

���' 6�� ������� �� A#���� 3 ���	
��� � ��
	��� B����	�� !�	�� 	� ����� �������
� �����!�' +�� 	� �����	���� A� �� �A ���	�� ���	� �������	
� !���� ��� ���
	���
�� �	@����� ������ �� �����T "� ��	� 	� ��� ���� 	� 	� �����	
��� ��� ���� ����� �� �� 
������ 	�  C������	��D ���	�� !���� ��� ������� 	� ���	�� �������� �� ��� ����
������� 	� ���� ��������� +�	�� ����	��� �����	�� ��	�	��� !��&� ��� �������	� 
	�� �� ���� �@��� ��B�	��� �� ��� ������ 	� ��@������ ������
	�� �������	�	�� 	�
���	����� ������ 	� ��	� ������	�� ������� 	� ���	��� ��� ������� ���� 	����� �	���
� 	����
����� 	� �������� ����������� 6�� ,��� ������ �� ��	� ���� 	� ��� ��� ��
(�����	�&��� =-(�9/0> !���� 	� !� ���!� ��� ����	�� ��� �!� ����� ����	��	�� ��
������	�� ��� ���� ������ !���� ��
�� �������  ���� �
	�� ������ ��� !��� �������
�� � ���	�� 
��� �	�����  ��	� 	� �#���� �� �

�
�

���' "� ��� ��� ���� =-(�9/0>� (�����	�&��� ��� ��������  ������ ������	��
������� ��� ���� 	�������� 6�� ����� �� 	�� ���������� !� ���!� �� �� �

�
�

���' +��� ��� �

�
������ 	� -(�9/0 ������� ������� �� ����� � 	������ �����	�� 

	�� ���	��	�	�� !��� ��� ���	����U ��� ������� !�  �

�
 	����	�� 	������ ���!� 	� (	����

����/ ����!� 8��  �/// ������� !�	�� ��������  ���	,��	�� �� ��� ����� (����� 
	�&��� ����#	��	��� !� �������� 	� ���
���	 �� L������ =�L�//0> !	�� 
���������� ��	� ������� �� �

�
� 6�� 	������ 	� (	���� ����/ �����	���� �	��������

Figure 4.3.9 � :�"�� ��� ��" ��'������ ��� �� �$!�"���'� �, �� ,��

���' (����!	�� 	�� ������� ����� �� 	������	�	��� $��� 	� ��� �	&��� �� ����	� ��
�� ��� �����	��� *�!�
��� � !	�� �� ����� ���
��� F� ��� �������� ��	� ���	����
���� ��� �������� ��� �#	������ �� ��� ��� 
��� 	� �����	�� ����	� ���� !�	�� �	���
���
� �� �� B�	�&�� ���
���� 6�	� 	� ����	��� ��� ��� ��� $����

�����������	 ����� "� 	���� 	������� �� ���,��� �� ��� ���� �� 	��	������ ��	�-

��	�' 
	����� ���� 	� 	� ����	��� �� ���
� $��� �� ������� �� ��	� ���� ��� 	� ����
�� ������	�� ��B�	�	�� ���� �	��� �	�� �@��� =�� -8��6�/�0� -8��6�/�0� �� 
�1��>�
6��	�� ������	
� ���� ������ 	������ �	���� ��	���-��	����� 
	����� ����� 
	����� ��	����
�-�	���� �� �	��&�'��-� 
	�����

                          



Section 4.3 Chinese Postman Problems 251

References

-8�8�9�0 A� :� 8�����	 �� :� .� 8��	�� F��!��& �� L��	��� ����	�� ��� $��	�	��
+��� �������	��� '��.����� � =�/9�>� 74K/��

-8��6�/�0 �� 8� 8��	�� �� ��&��� �� �� 6�
��� .�����	�	��	� .�������	�	�� ��
������	
� 2��� ������� %(�$ +������ �� �	������ $�������	��� � =�//�>� ���
�3�K41��

-8��6�/�0 �� 8� 8��	�� �� ��&�� �� �� 6�
��� ������	� 2�����	�� �� :	��� 
6	�� �����	���� ���� ����	��� ������� .����	��	��� �� �������� �� ������	
���
���������	��� 2��� (�	�	��� �����	���	��� 9 =�//�>� ��� 444K43��

-8�310 �� 8���&��� 6�� ��	���� ������ ������� ��� $	#�� F��!��&�� 	� �������	���

�� ��� (�������	���� <������ �� �����������	� ������� 	� ������� %�	�����

0������ '���� 	� ������� %�	����  AA� ���	���� L����� F�! <��& =�/31>� ���
�4�K�77�

-��8����$�3�0 �� ���	���,���� A� 8��
���� L� ������ �� �������� �� A� $���
�� ;��	�� $����� ��� ��� $	#�� ������ �������� 	� %����� $����	�� ���

5�	�	>��	��� 0������ '���� 	� ������� ��� (�������	�� %�	���� :!� ���	����� F�!
<��& =�/3�>�

-A�74 0 H� A������� 6�� ��	���� ������ �������� 5����	��� )�������� ��� ������
� =�/74>� ��� �9��

-A�74 �0 H� A�������$#	��� $���	�� ��  ���������� !	�� 1�� L���	���� +
 )��
������ '��	���� ,����� �� %��������� 7/8 =�/74>� ��� ��4K��1�

-A�74 �0 H� A������� ����� 6����� �� (��!���� �����	�� +
 $�������	��� �9 =�/74>�
��� ��/K�79�

-A�H�9�0 H� A������ �� A� H������� $���	��� A���� 6����� �� ��� ��	���� �������
$�������	��� ��������	��� 4 =�/9�>� ��� 33K����

-A�8�4�0 6� 
� ������� A�������� �� F� 2� �� 8��	�� �	���	�� �� 6���� 	� ;�	�����
:	��� 2����� %	��� %��8	�� �3 =�/4�>� ��� �1�K��9�

-A	2�:/4 0 �� A	����� $� 2������� �� 2� :������ ��� ����	�� ��������� ��� "'
6�� ��	���� ������ �������� 5����	��� )�������� �� =�//4>� ��� ���K����

-A	2�:/4 �0 �� A	����� $� 2������� �� 2� :������ ��� ����	�� ��������� ��� ""'
6�� ���� ������ �������� 5����	��� )�������� �� =�//4>� ��� �//K����

-(�/�0 *� (��	������� A����	� 2���� �� ������ 6��	��� ��� �� L��� �� ���
 �	������

$���� 41� F���� *������ ��������� =�//�>�

-(�(�7�0 :� �� (��� �� .� �� (��&������ -��.� 	� '��.����� ��	������ N�	
���	��
������ ��	������� FH =�/7�>�

                          



252 Chapter 4 CONNECTIVITY and TRAVERSABILITY

-(�9/0 2� (�����	�&���� �����#	��	�� �����	���� ��� ���� ������ ��������� +


��$� �7 =�/9/>� ��� 4�3K44��

-2H�9/0 $� 2��� �� .� H������� �������� ��� (��������	�	��1 � ��	�� �� ���

������ �� '�������������� +�*� (����� �� ���� F�! <��& =�/9/>�

-2�7�0 $� 2��� 2���	� �������	�� N�	�� A
�� �� ;�� ��	���� ��	���� $�����

���	��� � =�/7�>� ��� �9�K�99�

-2�3� 0 $� 2��� � ���
�� �� ��� ��	���� ������ �������� +
 $���
 )��
 ���

*6��
� � =�/3�>� ��� ���K��/ =	� ��	����>�

-2�3� �0 $� 2��� ;� ��� +	��� ������ �������� �	������ ��	�� $�������	��� /
=�/3�>� ��� ��K�7�

-JJ�9/0 �� J���� �� 2� J������� 6�� $	#�� ������ �������� �	������ ��	��
$�������	��� � =�/9/>� ��� 3/K�1��

-J790 �� J������ ������ �����	� ��������	�� ��� -	�	�� ������ �����	�
������ F�! <��& =�/79>�

-:	Q�330 <� :	� �� <� Q��� � F�! �����	��� ��� ��� .	������ ��	���� ������
�������� �������� ��� 5����	��� )�������� �4 =�/33>� ��� 499K43��

-$	9/0 A� $	��&� 6�� ��	���� ������ ������� ��� $	#�� F��!��&�� $���������

%�	����� �4 =�/9/>� ��� 7��K7�3�

-F��	/70 <� F������ �� H� �� �	���� �� ;��	�� �����	��� ��� ��� $	#�� ��	����
������ �������� '��.����� �9 =�//7>� ��� /4K�13�

-;�9�0 �� �� ;���@� � (�������� ������� 	� L��	��� ����	��� '��.����� � =�/9�>�
��� �4K7��

-�970 �� *� ���	�	��	��� ;� ��� ������#	�� �� A��� 6�
���	��� +
 ��$� �� =�/97>�
��� 4��K44��

-��/�0 +� :� ����� ���
��� ���� �� ��� & ������ ��	���� ������ ������� �� $	#��
F��!��&�� 5����	��� )������� 0������� �7 =�//�>� ��� ���K����

-��:�/40 +� :� ���� �� �� $� :�	� �����	���� ��� ��� ��	���� ������ ������� ��
$	#�� F��!��&�� �������� ��� 5����	��� )�������� �� =�//4>� ��� �9/K�3/�

-�L�//0 8� ���
���	 �� H� L������� � �

�
 �����#	��	�� �����	��� ��� ���

$	#�� ������ �������� %(�$ +
 �	������ $�������	��� �� =�///>� ��� ��4K����

-�/�0 6� J� ������ ;� ��� $	#�� ��	���� ������ �������� 5����	��� )�������
0������� �� =�//�>� ��� ���K��9�

-+	3/0 Q� +	�� ;� ��� +	��� ������ ������� �� A����	� 2����� $�������	���

��������	��� �� =�/3/>� ��� /9K����

                          



Section 4.4 DeBruijn Graphs and Sequences 253

4.4 DEBRUIJN GRAPHS AND SEQUENCES
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4.5 HAMILTONIAN GRAPHS
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4.5.4 More Than One Hamiltonian Cycle?

A Second Hamiltonian Cycle
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REMARK
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Many Hamiltonian Cycles
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=�> "� �� ��� 
���	��� 3�� � � � � 3� �
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Uniquely Hamiltonian Graphs
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Products and Hamiltonian Decompositions

DEFINITIONS
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FACTS

	��' -��970� -J�970 6���� �#	���  ������� � ���� ��� ����� �
��� ������ ���� ��
����� � �
	�� � ���� � � ���

�
� ����� 	� ��	����	��

	��' -J�970� -J���3�0 ������� <=�> � � � � � �� �� ��� * ? �
�
������ E

��������� E <=�>� �� 4 =�> ? ��� ������ E ��������� E <=�>��� 6��� ����� �
���
���� 	� ��	����	� �� ����� �
��� ���� 	� ��	����	��

	��' -J���3�0 (�� 4 =�> ? ��� =�����E ���������E ��>�

�	�
��	

�5=���� 	� ��	����	�> ?


1 ' 	� �� ���
���

�	

' 	� �� � �
� ' 	� �� ��

	��' -��+�/�� ��+�/�0 (�� �
��� 5 � �� ����� �� 5 ������ ����� �� ��	����	��

	��' -��(�/�0 ������ �� ����� �	����� %�������� � �� ��	����	��

	��' -��(�110 ������ �� ����� �	����� %�������� � �� ��	����	�� "� ���	�����
��	� 	���	�� ��� ���� �� ��� �������	�� ���� �� %�������� �� 	� ��	����	�� ;� ���
����� ���� ����� �� %�������� � �� %�������� � �� ��� ��	����	��

REMARKS

��' "� ��� �����	�	�� ���� �� ��- V ���� ��������� =!	�� �B�� �����	�	��>� ��� ��
����	��� !���  �������� C�����D =����� ��� ������
 ��*�>� A��I�� �� ������� !���
��� ,��� �� ���5������ ��� !	�� �����	�	�� ����	�� �� �� ��� 
��� ���� ��� 	������� ���
�	�	��� ������ �� � ��� �&�� ��� ���� ��	����	�� 6�	� !� 
��	,�� �� 8�����G��

��' "� 	� ����� �� �& !������ ����� �#	���  �������	� ����	��� ���� !	�� ���� 
�	�	�� ����	�� �� �� ,���  ��	����	� ����� 	� �������� 8�����G�� (����� �� (�	���
-8�(�(�340 ����������� ���� � ����	��� ��� 	� ������	��� ���� ����	����

�
' ��	�� ���� 	� ��� B����	�� �� ��	����	�	�� ��� ���� ��
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FACTS
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4.6 TRAVELING SALESMAN PROBLEMS
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���(��

���5��� ��
��

�	�

(�� ? �� � ? �� �� � � � � �
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�	�

(�� ? �� � ? �� �� � � � � �

�
���

�
���

(�� � �+� � � ��� �� 1 � �+� � �

(�� ? 1 �� �� �� � ? �� � � � � �

FACTS

	��' 6�� ,��� ��� �� ������	��� ������� ���  ���� ���� ���� 	��� 
����# � �#����
����� �� ��� ������ ��� �� ������	��� 	��	���� ���  ���� ���� ��
� �
��� 
����# �

�#���� ����� 6���� �!� ���� �� ������	��� ������ ��� ����� �� �!� ��� �5���� ��
��� 
����#� ��� 	� �� ��� ���� *�!�
��� ��	� ���� ��� ���
��� ��� ��	����	� �������
"����� �� �
	�� ��� ����� ��� �����	�� �� ����	�� �� �!� �� ���� 
����# �	�5�	�� ������
=����� ���-���	�>�

	��' 6�� ��	�� ��� �� ������	���� ����� ���-���	 ���*������� ����	������ ��B�	��� ���
�� ������ ������ �� 
���	���� +� �� �
�  ���� �� �+� ����

	��' 6�� �������	�� !	����� ��� ��	�� ��� �� ������	��� 	� � 	������ �������	��
�������	�� �� ��� ����
�*��� !	����* ��� �� �� ���
�� 	� �	�� 1=��> -+�/30� �
�����	�� �� ��� ���	������ ������� 	�  �	�	��� !�	��� �������	�� �� 
����# �	�5�	��

������ !�� � � � � !� ����	��
�

�� � "� & ? �� ���� � ���	�� �����	�� �� �6�� �� ����

                          



284 Chapter 4 CONNECTIVITY and TRAVERSABILITY

���	���� ;����!	��� ��� �� ����	��� �!� �� ���� ������������ (�� �#����� ��� 
���	���� ��  	 !�� ��� ���������� ����� �� ��� ������	�� ��� ��  �� 	� ���
�����	��� ��  ������ ���������� ����� ��B�	�� ���  ��� �� 	� ��� �����	��� 6�	�
�	���� 	�� �	
��  ��	� ��� ����� �� ����� ����	���� ��� �6���

4.6.3 Construction Heuristics

�����#	��� ����	���� ���� �� ���������	�� ����	��	�� ��	��  ���� ���� ������
�� ���� !��� ��� 	� ���������

Greedy-Type Algorithms

6�� �	������ �� ���� ��
	��� ���������	�� ����	��	� 	� ���	��� ���
���	� 6�� ������
��	����� ������ ����	��� ����������  ���� �� �!�� �����	�� � ��� ��#� 
����# ��

	�	�� ��� ��� 	� ������ �� ��� ��� ��� 
	�	����

Algorithm 4.6.1: <�"��� <��!� �" 3<<4

#����' �� � �	����� ���	# -���0 ��  ,#�� 
����# ���
5�����' 6�� ���� ���� ��� � � � � ��� ����

"�	�	�	�� + '? ��� �� � � � � �� � �����
(�� � ? �� �� � � � � �

������ �� ���� ��� �������� ? �	�
���

����������

+ '? + � �����

� ������ ������ ���� ����	��� 	� ���� �� ��� �����
�	�� ���  
����# �	�5�	�� ��� 

����	�� �� ���� 	�
�

�� =��> �� �� �#������ ��  ���� 	�
�

�� =��>�

Algorithm 4.6.2: +"���� #��"����� 3+�4

#����' �� � �	����� ���	# -���0�
5�����' �6�� =�6��> ���� �  ��� + �� ��� =�����>�

��� + ? � �� / ? �=�� �> =��� �6��> �� / ? �=�� �>�� =��� �6��>�
���� ��� ��� =�����> �� �� � � � � � 	� ��� ������	�� ����� �� !�	����
(�� � ? �� �� � � � �/

"� +  ��� 	� ��� �� =����> ��� ��  �������	�� �� 
����# �	�5�	�� ����
�� 	� ��� �� =����> ��� ��  �����

+ '? +  ���

EXAMPLE

��' +� ���� >> �� ��� 	������ �� �6�� ���� A#���� �� !���� �	���� 	� �������
	� (	���� ��7��� ����	�� ���� 
����# �� �����	��� >> ��
�� �� 
����# �� ���� �� 
����#
�� �� �� �� 
����# �� 6�� ������	�� ���� 	� ��� �� �� �� �� �� !�	��� �1 =!�	�� 	� ��� !����
����>�
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Figure 4.6.3 �� ������� �� �,�7�

�����������	 ����� �������	��� �#���	����� 	� -H�2�$�<�Q�Q
1�0 	��	���
���� 	� ���� �� ���� ��� !���� ������� 	������� �� �6��� >> �������� ������ ���
 �U  � �	�� ���������� �� ��� ��	�� �� 	�������� !���� ��� 
����  � ���� 	� ����
��� �111] ��
� ��� ���	���� �������	��� �#���	����� ��� �6�� 	� -H�$�1�0
���! ��� ����  � �� >> ������� ����	
��� !��� �� A���	��� 	������� �� �������
������ ��� ������ �6���  � ����� �� ������� ������ ��� >> ��� �6���

Insertion Algorithms

��	��, ����	����� ������ ���� �� ���������	�� ����	��	�� ���	�� �� ���� �������	� ��
��������	� 6��� (�� �6��� ��� 	�����	�� ����	��� ���	�� !	��  ����� �� ������ ��
�� 	� ��� 	����	��� 	������  ��! 
����# 	��� ��� ������ (�� �6��� ��� ����	���
���	�� !	��  ����� �� ������ �� 6�� ����	��� �����	��	��� �� �#����� ��� �����!
�� ��� �6��� ��� !	�� ��� ��
	��� �5��������� ���� ���� �B���� !��� �� �6���

DEFINITION

���' :�� ! ? ���� ��� � � � � ��� ��� �� ��� 
����# ��B����� ��  ����� 	�
�

��� �� ��� �

��  
����# ��� �� !� (�� �� �� =� �> �� ����� !� ��� ��	������ �� 
����� � ��

��� =� �> 	� ��� �����	�� �� �����	�� �� =� �> !	�� ��� ��� =� �> �� =�� �> =���
(	���� ��7��>� 6�� ������	�� ����� 	� ������� !=� �� �>� 6���� 	� =� �> ? =��� ����>�
� � � � / � �� ���� !=� �� �> ? ���� ��� � � � � � �� �� � � ���� ���� �� 	� =� �> ? =��� ��>�
���� !=� �� �> ? ���� ��� � � � ����� � �� ���

Figure 4.6.4 2���"���� �� /�"��9 � � "� =� �>�

REMARK

��' ���'�* ��	��, ����	����� ���	��� ��	��, ����	����� �� ��	����� ��	��, ����	�����
!�	�� �� ��,��� ����!� �� ����� �	@����� 
���	��� �� ����	����#� A�� 	� ������	���
�� ��! ���� -^0 ������� 
����# ���
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Algorithm 4.6.3: 1�"��9 2���"���� 3124

#����' �� � �	����� ���	# -���0�
5�����' 6�� ���� ���� ��� � � � � ��� ����

:�� �� �� �� �� �!� 
���	��� ��
�

��� ������ �� ���� �����
"�	�	�	�� ����� ! ? ���� ��� ����
(�� 7 ? �� � � � � �

:�� �� ��  
����# ��� �� ����� !� ������ �� ���� ���� -^0�
"����� 
����# �� � � �� =�� ��> �� ����� ! ? ���� ��� � � � � ����� ���
���� ��� ��� !�	��� �� !=�� ��� �

�> 	� �	�	��� ���� ���
������ !=� ��� �> ��� �� ��� =� �> 	� !�
! '? !=�� ��� �

�>�

��������� 2	
��  
����# � ��  ����� ! 	�
�

��� �=�� !> ������� ��� �	����� ���� �
�� !� ��� 	�� �=�� !> ? �	�

��� ���
������

DEFINITIONS

���' 6�� ������ 
����� ��	������ �567� ������� 
����# �� ��������

���' 6�� �����	� 
����� ��	������ �)67� ������� 
����# �� �� ��� 	�� �	����� ��
����� ! 	�  �	�	���� 6�� 	�� �=��� !> ? �	�

� ��� ���
��=�� !>��

���' 6�� ������	� 
����� ��	������ �,67� ������� 
����# �� �� ��� 	�� �	�����
�� ����� ! 	�  �#	���� 6�� 	�� �=��� !> ? �#

� ��� ���
��=�� !>��

�����������	 ����� 6�� 
����# 	�����	�� ����	��	�� �����	��� ��
� ������� B�	��
!��� ��� A���	��� 6�� =��� -H�$�1�0>� �������	��� �#���	����� !	�� ��# ��� �6��
	� -2�2�<�Q
1�0 ���! ��� ��# 	� ���� ���� ��� 	������� ����� �� A���	����

Minimum Spanning Tree Heuristics

6���� �� ��� ���� ���������	�� ����	��	�� ��� 6�� �� �����	��� ��� �6��� ���
-H�2�$�<�Q�Q
1��H�$�1�0� (�� �6��� ��� ����	��	�� ��� �� ����� �	
�� 	� ��� �	��� 
���� 	������ ��� %����� ����*�* �������
 �	�� 4%���: �� ��	����<'�� ����	��	��
=���� ����� �����	���� 7���� �� 7���� 	� -2�<�//0>� +� !	�� �����	�� ���� ��� ���	���,���
����	��	� � 	� 	� �	��	,����� ������ ��� %��� ���� ���� �������	�� �� �#���	�����
��	��� �� 
	�!�

DEFINITION

���' 6�� �����	��� �� ��	�	��� ������� 
���	��� 	� ��� �����	� ����  	� ����� ��
���	� � �6�� ���� �� ����� 	�������	�

�����������	 ����� "��������	�� ��� ���	��� ��������� �����	��� 	� �����	���
�� ����! ����� ��������  ����	
��� ���� ����	��	� ��� ��� A���	��� 6�� -H�$�1�0�
*�!�
��� �� ����� ������ ��������� =��� -H�$�1�0> ������ 	�  ���	,��	�� �� ��� !�	��
����� �� �� ��� �� ��� ���� ���������	�� ����	��	�� ��� ��� A���	��� 6���
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Algorithm 4.6.4: 6�"����=��� #��"����� 36#4

#����' �� � �	����� ���	# -���0�
5�����' �6�� ���� ���� ��� � � � � ��� ����

(	��  �	�	��� ����	�� ���� � 	� ���
(	��  �	�	��� !�	��� ������� ����	��4 	� ��� ������� �� ��

	������ �� ��� ��� ������ 
���	��� �� � �
����� � �����	� ������� � �� �� !	�� ���� ��� �=�> ? �=� > 4�
��������� � �����	� ����  �� ��
:��  ? ���� ��� � � � � ��� ��� =!�	���� �  ��B����� �� 
���	���>�
(�� 7 ? �� � � � � �

"� �� ? �� ��� ���� & � 7� ���� ������ ����� � � � � �� ����  �

FACT

	��' -H��340 �����	��� �� �� �� 	���������� �� ��� 	� �	�� 1=��>�

Worst Case Analysis of Heuristics

+�	�� �������	��� �#���	����� �� 	������� 	� ��� �
���	�� �� ����	��	��� ����
����� ��
�� �� ����	��� ��	�	�� �� 	������� �� 6��� ��� 	� ���	����� ���� �������
�� ��� ��
�� ��� ���� �	Æ���� 	�������� $����
��� ����	� ���	��	��� �� �������
��	�	�� �� 	������� ��� �� ���� ����� ��� ����� ������� ���� 	� �������	���
�#���	������ (�� �#����� ���� 	������� �� �	�� !��� 2�����	��� 6�� =�	�������
	� �������	�� ��4�4> 	� ���������� 	��� 6��� 6���� �������	�� ����	� �� ��� !����
����	��� ���� 	� ��� 	������� 	� �
���	�� �� �����	�� 6�� ����	��	���

FACTS

	��' -2�<�Q
1� 0 (�� �
��� � � �� ����� 	� � 	������ �� �6�� �� � 	������
�� �6�� !	�� � 
���	��� ��	���	�� ��� ��	���� 	��B��	�� �� !�	�� ���� >> ��  �
������� ��� ��	B�� !���� ����	��� �����

	��' -��9�0 :�� � ��  ���� �������� �� ��# ��� � 	������ =� �� �6�� !	�� � � �

���	���� 6��� � 	� ��� !���� ��� � ���� =�� �>V ����� !��� � 	� ��� �� =�� �>V��
����� !��� � 	� �
�� =	�����	�� � 	�����>�

	��' -2�<�Q
1� 0 (�� �
��� � � �� � �? 7 �� �
��� 	������ �� �6�� !	�� �

���	���� ��# ��������  ���� � ��� 	� ��� !���� ��� � ���� =���>V ������ 	�����	��
� 	������

	��' (�� �6�� !	�� ��	���� 	��B��	��� ��� %��� ����	��� �!�� ��������  ����
�� ���� ��� �!	�� � ���� � ��� ���	�� ���� !�	�� �� �������� ����� ��
�� !����
��� ��4 �	��� ��� ���	��� =��� -H��340>� *�!�
��� ����� �� 	������� ��� !�	��
%��� �������� ��� ��	B�� !���� ����	��� ����� �� ����� �� 	������� ��� !�	�� ��
��������  ���� !���� ��� �� ��� � ���� �����V ����� -��$J1�0�

REMARKS

��' � �	���	,�� ����� �� (�� �� �� �� ����� 	� -2�<�Q
1� �0� "� 	� ���� ��  �����
��  ���� ���� ������ ������ ��� ��� ������ ����	��� 	� ����	����	� ���	�	��	��
=��� -2�<�1� 0>�

                          



288 Chapter 4 CONNECTIVITY and TRAVERSABILITY

��' � ����� �� (�� �7 	� �	�	�� �� ��� ����� �� (�� �4� ��� 	� ���� ��  �	@�����
������ ��� !� ,��� ���
�� ��� � ��� �� L� "� ��
��
 -�970� �� ��� � �
�� �� 2��	�

�� <�� -2�<�1� �0� 6�� ������ ��� ��������	�	��� �� �� ��
�

��� 	��� ��	����	�

������� !�	�� �#	�� ��� �� 	� �� ���� 	� � 	� ��� =���� ����� -*7/0>� �� ���
�

�� 	� ��
���� 	� � �? � �� 7 -6	310�

4.6.4 Improvement Heuristics

�����#	��� ����	���� ���� �� 	����
����� ����	��	�� ���� ����  ���� =��� 
���� ���	��� ��	��  ���������	�� ����	��	�> �� 	����	
��� 	����
� 	� �� ����	��
���� ���� �� 	� � ��� 	����	��� 6�� ���� &��!� ���� 	����
����� ���������� ��
���� �� �'
� �,���
�� 	� !�	��  ���� 	� 	����
�� �� �����	�� � 	�� ����� =���> !	��
� ����� =���> ��� 	� ��� �����	���

�����������	 ����� (�� ��� ����	����	� ���	�	��	�� ��������� !��� &��!�
�������	��	�� 	�����	�� ���� ���	�� ��*�����' ��������
 �� 
����� ��
�	���*� ���
	��
��� ���� ����� ��� ������	�� ���� B��	�� ����#	��� �����	���� 6�	� �� ��� ���� ���
��� ��� 6��� ��� !�	�� 
�	�	��� �� ��� ���� �#����� ����	���� �� :	� �� J���	���
=+��-$�	��
��� ���� ���	�> �� ��	�� ���� �� ��� �� =-H�2�$�<�Q�Q
1�0� -H�$�1�0>�
6��� �� ���	���� ���� ����� ��� ��� �#�� ����	����� ��� ����� ������� �����	���

��� ����� �� ��� ���	�� ���� "��������� ������ �� ,��  ���	��� �����	��	�� ��
��� :	� J���	��� ���� ����� �� 	�� ������	��	��� 	� -��2�1�0� �������� ��� :	� 
J���	��� ���� ����� �� �� ���	�� ���� �� �6��� �6�� �� �� ���������� 	���
�6�� =���� ����� -H�2�$�<�Q�Q
1�0>�

DEFINITIONS

���' (�� �6��� ��� 8���� ����	��� ����� ���� � 	�	�	� ���� � �� ��	�� �� 	����
�
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Transforming Generalized TSP to TSP
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Algorithm 4.6.6: ,:�����! #��"�����
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4.7 FURTHER TOPICS IN CONNECTIVITY
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������ ��� ��� �	���	�� ����

Cages

DEFINITIONS

���' � =�� �>����� 	�  � ������ ���� !	�� �	��� � �
	�� ��� ���� ����	��� ������
�� 
���	����

���' � � ��������� ���� � ? =���> 	� �	� �� �� ���	� 9���������� 	� ��� �
���

����# ��� � � � ���� ��� �� � ? �� � 	� ��� ��	��������� ��  
����# �� ������ � ��
�� � �� �#���� �!� �����������

EXAMPLE

��' 6�� :������ ������ ���!� 	� (	���� ��9��� 	�  =�� 7> ��� !	�� ����� �� ��
�	����� ��

Figure 4.7.4 ��� #�:��� !"���

FACTS

	�
' -(�*���/9�S�++1�0 ��� =�� �> ���� �� � ��������� ��� ��� � � �� �
���
=�� �> ��� 	� �#	���� ����������

	��' -.��//�H	$�/30 A
��� =�� �> ��� !	�� � � � 	� � ����������

	��' -$81�T�$��81�0 A
��� =�� �> ��� 	� ��������������� ���� ���������������
�� B��	 � ����������

	��' -$8��(1�T0 A
��� =�� �> ��� !	�� � � � �� � � �1 	� � ����������

	��' -+S�+1�0 A
��� =�� �> ��� !	�� � � � �� ��� �	��� � 	� �#	���� ���� 
����������

	��' -$81�T0 A
��� =�� �> ��� !	�� � � � �� ��� �	��� � 	� ����� 
�

	��' -$8��1�T0 =�� 7> �� =�� 3> ���� �� �#	���� ����������

CONJECTURE

-(�*���/90 A
��� =�� �> ��� 	� �#	���� ����������
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Large Digraphs

6�� �����!	�� ������� ������� ��� 	���	�	
� 	�� ��� ����� =�	>����� �
� �	�� ��� 
�����������

DEFINITION

���' (��  �	���� !	�� �#	��� ������ ` �� �	����� %� ��� $���� ������
������� �=`� %>� 	� �	
�� �� �=`� %> ? � E ` E `� E � � �E `%�

FACTS

	��' �� � 
����# �	���� !	�� �#	��������� ` �� �	����� % �� � � �=`� %>�

	��' -+790 6�� ����� ��  =�	>���� !	�� �������	
	�� 	 $ � �� �	����� % ��	�,��
� � 	=% � �> E ��

	��' -"���;&340

=> "� 
 � Æ� ���� � � 
 � -�=`� % � �> E ` E �0�

=�> "� 	 � Æ� ���� � � 	 � -�=`� %� �> E `0�

	�
'

=> "� � $ =Æ � �>-�=`� %� �> E ` E �0� ���� 
 ? Æ�

=�> "� � $ =Æ � �> -�=`� % � �> E `0� ���� 	 ? Æ�

	��' -(	/�0

=> "� 
 � Æ� ���� � � 
 � -�=`� % � �> E �0 E `�

=�> "� 	 � Æ� ���� � � 	 � -�=`� %� �>� �0 E ` E ��

	��' -(	/�0 :�� � �� � �������

=> "� � $ �%�� E ��� �� ���� 
 ? ��

=�> "� � $ �% E �� ���� 	 ? ��

	��' -��/��(	/�0 :�� � ��  � ������ �	����� � � ��

=> "� � $

�
��� % ? ��
��%�� E �%�� E � � �E �� E ��� % � ��

���� � 	� ����� 
�

=�> "� � $

�
��� E �� % ? ��
��%�� E �%�� E � � �E �� E ��� E �� % � ��

���� � 	� ����� 	�

EXAMPLE

��' (	���� ��9�4 ���!�  ������ �	���� ��� !�	�� � ? 7� ` ? Æ ? � ? �� �� % ? ��
�	��� � $ �%�� E �� � � �� � $ �% E �� (�� 4� �������� ��� 	� 	� �#	����
��������� =	 ? 
 ? �>�
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Figure 4.7.5 	 ? 
 ? � ? ��

REMARKS

���' 6� ��� &��!������ (�� �9� ��� �� +�&	��� !� ��� ,��� ������ 	� !�	�� ���
����� �� ��� �	����� % �� ��� �������	
	�� 	 !��� ������ =	� ��� ���	������ ���>�
"� �����!� ��	�� ���� �����	�� ��� �	�	��� ������ �� 
���	��� 	�
��
�� 	� 	 	��������
�	�5�	�� � � ���� ���!���  �	� �� 
���	��� �� � � �	����� %� � $�����%� �������
���������

���' � �	�	�� �����	�� �	
��  ��!�� ����� ��� ��� ������ �� ����� / ��  =�	>����
!	�� ���� �������	
	�� 
� ������ / � 
%� *�!�
��� 	� 	� ��� �	Æ���� �� ���	�� ���
��	� 	� ���  
��� ������ ������� =6�� �	���	�� ����� �� ������ ��
	�� �� ��� 
����
�� 
 �� %' ��� 
 ? � ����� �� ���������	��� �	
	��  ��!�� ����� �� ��� ����� �� �

�
%�

!����� ��� 
 ? � !� �
�  ����� !�	�� 	� C�������	���� ���	��D� ��� 	�� �� ���
����� �� �%�>

���' "� !� �&� 	��� ������ ��� �������	
	�� �������� 	 �� 
� ��� $���� �����
�� �� ��,���� "���	�	
����  �	��������	�� ��� !	�� ��! 
���	��� �� ����� 	�  &	�� ��
C���������&D ��� ���
���� ��� ����� ���� ��	�� ����� � ���!� 	� (�� �3 =�����������
� (�� �/> �� (�� 41�

���' (�� 41 	� � 	����
����� �� (�� �3� F��	�� ��� 	� !� ��� 	 ? ` 	� ��� �����
����� �� � �� (�� 41=�>� !� ���	� ��� $���� ����� �=`� %>�

Large Graphs

�	�	�� ������� ��� ����� !��� ���	
�� 	������������ �� A����	� -A�340� �����& ��
�� -��F"���390� -��/�0� �� -(	/�0� -(	/�0�

DEFINITION

��
' 6�� $���� ����� ��� � ���	������ ���� !	�� �#	��� ������ ` �� �	 
����� % 	� �	
�� �� �=`� %> ? � E ` E `=`� �> E � � �E `=`� �>%���

FACTS

	��' -��F"���390

=> "� � $ =Æ � �>-�=`� �� %� �> E �0 E `� �� ���� 
 ? Æ�

=�> "� � $ =Æ � �>=`� �>%�� E �� ���� 	 ? Æ�
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	��' -��/��(	/�0

=> :�� % � � �� Æ � �� "� � $ Æ � -�=` � �� % � �> E �0 E =` � �>%��� ���� � 	�
����� 
�

=�> :�� % � �� Æ � � �� � � 4� "� � $ =Æ � �>-�=`� %� �> E `0� ���� 	 ? Æ�

4.7.2 Bounded Connectivity

6�� �����	B��� ���� ��� ���
	�� ��� ������� �� ��� ������	�� �������	�� �� �����
�� ���� �� ���	
� ������ �� ��� �������	
	�� �� ���� �������	
	�� ��  =�	>����� "�
��	� �������	��� !� ���
	�� ���� �#������

A-Semigirth

6�� �����!	�� ��,�	�	�� ������	��� ���	�	��� =.�,�	�	�� ��>�

DEFINITION

���' -((	3/0 :�� � ? =���> ��  �	���� !	�� �	�	��� ������ Æ �� �	����� %�
�� ��� A �� � 	������� 1 � A � Æ � �� 6�� A�	�������� �� �� ������� @&=�>� 	� ���
������� 	������ @& ���!��� � �� % ���� ���� ��� �� �� � 	 � �

=> 	� ��7&=�� �> � @& � ��� �������� � � ��� 	� ��	B�� �� ����� �� � ���� A �	��	���
� � !�&� �� ������ ��7&=�� �> E ��

=�> 	� ��7&=�� �> ? @& � ����� 	� ���� ��� �������� � � !�&�

FACT

	��' -((	3/0 :�� � ��  ��������� �	���� !	�� �	�	��� ������ Æ $ �� �	�����
%� A ���	�	��� @& ��� 1 � A � Æ � �� �� !	�� � 	������ �	�� �	���� ;��� 6����

=> "� % � �@& � ���� 
 � Æ � A�

=�> "� % � �@& � �� ���� 	 � Æ � A�

=�> "� � � % � �@& � ���� 
=;��> � Æ � A�

=�> "� � � % � �@& E �� ���� 	=;��> � Æ � A�

REMARKS

��
' F��� ��� @� ����������� �� ��� ���	��� ���	�	��� @� $����
��� ��� A � �� @&
	� !��� ��,��� �
�� ���  �	���� !	�� ���� ������

���' 6�� ��,�	�	�� �� @& 	� �����	���� �� A � Æ� � �	���� �����!	��� ��� ��
� �������
������ 	�����
���

Imbeddings

*��� !� �	�� ��� �� ��� ���	��� ������� ����	�� ��� �������	
	�� ��  ���� ��  �������	��
�������� �� ��� ����� ;���� ���� ������ ������� �� ��	� &	�� �� �� ����� 	� -���Q�/30�
-���Q�1�0�
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DEFINITION

���' � ���� � 	� �	� �� �� ��������� 	�  �	
�� ������ + 	� � �� �� ��!� ��
+ !	����� ���� �����	����

FACT

	��' -��9�0 :�� � �� �� ���� ��������� 	�  ��	����� ������ �� ����� � $ 1
=!���� ��� ����� 	� 	��������� ��� ������ �� ���'��� �� 	�� ������ -��� ������ 90>�
6���� 	 � �

=4 E
"

� E �3�>��
�
�

Adjacency Spectrum

2	
��  =�	>���� � !	�� ���� ����	��� ���	# ��  ����� ������� 	� �� ����� ��!
���� �� �� �	� ���� ��� ��������� �� � ���� ��� �������� �� �� 6�	� 	�  �5��
���	� 	� �����	� ���� ������� �� �� ���� ��� ��5��� �� ������� =��� 
7�4 �� ���
�������� �� ��� ����	� ��#����&� -8	/�0� -�
.��/40>�

DEFINITIONS

���' 2	
��  ���� � �� � 
���	���� 	�� ��������� ������ � ? = �> 	� ��� � � �
���	# 	���#�� �� ��� 
���	��� �� � !	�� ����	��  � ? � 	� � �� � �� �5���� ��
 � ? 1 �����!	���

���' 6�� �������		 & ��  ���� � 	� ��,��� � & ? �	����+���=�� +>�� !���� +
���� �
�� �� 
����# ���� �� � �� �=��+> ������� ��� ������ �� ���������� �� ��+�

FACTS

	��' -��/4�8�/40 :�� � ��  ��������� ��� �������� � ������ ���� �� ��� 
 ��
��� �#	��� �� ��� ������� 
���� �� ��� �	���
���� �� � �	��	��� ���� �� 6����
& $ ��
� ��

��������� 2	
��  ���� �� ��� %� ������ ��� �#	��� �	����� ���!��� 
����#
������� �� � !	�� �!� 
���	���� =6�	� ������� 	�  ���	���� ��� �� ��� �� �����
����	�	���� �	������� 	��������� 	� -8�((	/70�>

	��' -(	2<�/90 :�� � ��  Æ ������ ���� !	�� %� $ � �� �	��	��� �	���
���� =��
	�� �5����� ���	# �> 
�=? Æ> $ 
� $ � � � $ 
� � :�� � =(> '? �=(� 
�>�=
� � 
�>� ��

6���� 	=�> � �	��Æ� ���'��Æ���������
��'��Æ������

���

REMARKS

���' 8��	��� (�� 49� 8���!�� -8�/70 �
� ���� ����� 	�������	�� �#����� �� �������
���� ��� �������	
	�� ��  ���� � 	� ����� �� 	�� ���������

���' (�� ����� ������� �������	�� ��� ��������� ��  ����� �	��� ���� 	� ��� �����
�� 
������	�	�� �� ���!��& �������	�� -8�*J3�0� ���� ��� 	������ -��:	1�0�

���' F��	�� ���� ���� (�� �4=�>� 	� %� ? � ���� � 	� �#	���� ���������� ;���� 
!	��� (�� 43 ���	���
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Laplacian Spectrum

DEFINITION

���' 2	
��  ���� �� 	�� 0������� ������ 	� ��,��� � ; ? % � �� !���� % 	�
��� �	���� ���	# �� ��� 
����# ������� �� � 	� ��� �5����� ���	# �� � =���� ���
	������ -8	/�0>� 6�� 0������� �����
���	 �� � �� ��� �	���
���� �� 	�� :���	�
���	#�

�������	�
�� 6�� ������ ������� :���	� �	���
���� B�� ������ ������� ��  ?
=�>� 	� ����� ��� �������� ��������
��� �� � ������ 	� �� ���� �������	�� !�	��
�� �	�	�� �� ����� ��	�,�� �� ��� �������	
	�� 	�

FACTS

	�
' �	��� ; 	� ���	�	
� ���	��,�	��� 	�� �	���
���� �� �� �������	
�� !	�� ��� ,���
��� �B�� �� ����� "� � 	� Æ ������ !	�� =�	��	���> �	���
���� 
�=? Æ> $ 
� $ � � � � 
��
���� 	�� :���	� �	���
���� �� B�� B�� � � � � B�� !���� B� ? Æ � 
�� � ? �� �� � � � � 5�

	��' -(	9�0 :�� � ��  ���� !	�� ������ ������� :���	� �	���
��� �

=> 	 �  � 1� ��  ? 1 	� �� ���� 	� � 	� ��� ����������

=�> (�� �� ����	�� ������� � �� � !� �
� =�> � =�>�

=�> (�� �� 
����# ������ � �� � !� �
� =�� � > � =�>� �� ��

	��' :�� � ��  Æ ������ ���� !	�� � 
���	���� %� $ �� �� :���	� �	���
����

B�=? 1> � B� � B� � � � � � B� � "� Æ � ��(��(��
���(�(������

��(��(�����(�(�
� ���� 	 ? Æ�

REMARK

���' (�� 7� 	� 5���  �����B����� �� (�� 43 	� ����� �� ��� :���	� �	���
�����

4.7.3 Symmetry and Regularity

Boundaries, Fragments, and Atoms

6�� �������� �� ������� �� ��� �� 
��� ������ 	� ��� ����� �� �������	
	��� ����
	� ��� ���	������ �� ��� �	������ ���� ��� 	� ���	����� ��� =�	>����� !	�� ������
�������	��� (�� ������ ��� ������� �� ��� !� 	��������� 	������������ �� +�&	��
-+910 �� $��� -$9�0� 6�� ���	�� �� ��� ��� �	����� !� 	��������� �� ����
-��970 �� ,��� ���� �#����	
��� �� *�	����� -*990� -*310� -*3�0�

8����� �� ��� ����� ����	����	� ���!���  ���� � �� 	�� ����������	�� ��� 

����	� �	����
�

�� !� ���� �	
� ��� ��,�	�	��� ��� �	������ =(�� ���	������ ������ ���
����������	�� ��,�	�	��� �� ���	�����>

DEFINITIONS

���' 6�� ��	���
� �������� ��  
����# ������ � 	�  �	���� �� ������� C�� � 	�
��� ��� �� 
���	��� ��� �� �5���� �	�* � � �� ��� ������
� ��������� C�� � 	� ���
��� �� 
���	��� �5���� �� � �
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���' 6�� ��	���
� ������������� �� ��� ������
� �������������� �������
<�� �� <�� � �������	
���� �� �	
�� ��

<�� ? �=�� �> 	 � ' � 	 � �� � 	 � � ��

<�� ? �=�� �> 	 � ' � 	 � � � �� � 	 ��

���' :�� � ��  �������� ��������� �	���� !	�� �������	
	�� 	� � 
����# ������ �
	�  ��	���
� �������� �� � 	� �C�� � ? 	 �� � � =� C�� > �? �� �� � 	�  ������
�
�������� 	� �C�� � ? 	 �� � � =C��  � > �? ��

���' :�� � ��  �	���� !	�� ���� �������	
	�� 
� � 
����# ������ � 	�  ��	���
�

D��������� �� � 	� �<�� � ? 
� �� � 	�  ������
� D��������� 	� �<�� � ? 
�

��
' � 
����# � ��  ���	�	
� -����	
�0 D ������� � 	� ����� �������� 	� ���� �� ���
����� �5���� ���� -��0 � ������� �� <�� -<�� 0�

���' �� ���� 	�  =���	�	
� �� ����	
�> ������� �� �	�	��� ���	��	���

EXAMPLE

��' (�� ��� �	���� �� (	���� ��9�7� 	 ? � �� � 	�  ���	�	
� =�������	
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4.7.4 Generalizations of the Connectivity Parameters
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Distance Connectivity
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GLOSSARY FOR CHAPTER 4
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List Reduction
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The Conjectures of Hadwiger and Hajós
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Factor Algorithms and Complexity
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5.5 PERFECT GRAPHS
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5.5.2 Graph Perfection
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5.6.4 University Examination Timetabling
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5.6.5 Sports Timetabling
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Constructing a Compact Schedule with a Minimum Number of Breaks
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Some Characterization Results
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6.1.4 Transitivity
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6.1.5 �-Regularity and �-Transitivity
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6.1.6 Graphical Regular Representations
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6.2.2 Prevalence
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DEFINITIONS AND NOTATIONS
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6.2.4 Subgraphs
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6.2.5 Factorization
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6.2.6 Further Reading
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6.3 ENUMERATION
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EXAMPLES
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Table 6.3.5 5�$�*�" *�*��� "������� -��� � 2������� ��" , �����

,
�
� � � � � �

B � � � � �
� � � �� �B
� � �� �� �?B
� �B ��B �(��B
� �� �?� �("��
� � !?� ��(�B�
� � ?�� �"(!�B
! !?� !!(��B
" �?� ���(?!B
? ��B ��!(?�B

�B �� �"�(!��

�	�� � � �� �(B?� �(B�"(�!�

���2 ��� �	�� ��
)�� 	�  �)� ��  		� ��� ������� ��� � ������� � �������� 5��
��) � ������

��	2 ��� ��
)�� 	�  �)� �� �	����
���� ��� � ������� � �
+��,( ��� ��
� �� ���

��
)�� 	� �
� � ������ ��� � ��������

��
2 ��� ���
� ����5  +�

��
� , 	� ��� ��

���� 	������ ��� ��	��( ���� � �	�����

 		� ��� ������� ��� � �������( �

 +�
��
�

, 4
�

�]

�

���

�]�
�

'��*�]

�

�

�
�������	��+��

�
,

�

�

���

�
������������	
��������

=��� ��� ��
 � ��-�� 	��� �  �����	�� +*, 	� ��� ��� ��( ���  �
+�� �, ��� ���+�� �,
��� ���  ���� �	

	� 
� �� � ��� �������� �	

	� ���	� 	� � ��� �( ��������� ��

>&� �� �	�
� �� �	�  +�

��
� , �	� �
�  �� ��� 	� � ���2

 
�
�

��
�

�
4 �

 
�
�

��
�

�
4

�

�]

�
��� H ��

�

 
�
�

��
�

�
4

�

�]

�
��� H ���� H ����

�

 
�
�

��
�

�
4

�

�]

�
���� H �����

�
� H "��� H ���� H ����

�

 
�
�

��
�

�
4

�

�]

�
���� H �B����


� H �B����

�
� H ������ H �B��� H �B���

�
��

�
� H �����

�

 
�
�

��
�

�
4

�

�]

�
���� H ������ �

�
� H �B����

�
� H ������

��
� H ?B����


� H ��B����

�
��

�
�

H ������ H ������ H ?B���

� H �B���� H ��B���

�

                          



522 Chapter 6 ALGEBRAIC GRAPH THEORY

���2 ��� ��������� �����	� ��+�, �	� �	�����  		� ��� ������� ��� � ������� )�
��
)�� 	� ���� ��� ��� �	�


��+�, 4

�������

��

���
�



����� ���
 ���	��� ��� ��
)�� 	�  		� ��� ������� ��� � ������� ��� , �����

���2 6=���( �S	��"!8 ��� ��������� �����	� ��+�, �	� �	����� �������&  		� ���

������� )� ��
)�� 	� ���� � 	)����� ��	
 ��� ��� � ���&  +�

��
� , )� ��� ���� ����

����) � �� ��� � H ��� 5�� ��) � ������

���2 ��� �	�� ��
)�� �� 	�  		� ��� ������� ��� � ������� � 	)����� ��	
 ���

��� � ���&  +�

��
� , )� ��� ���� ���� ����) � �� ��� ��� ��
)�� �� 5�� ��) � ������

Table 6.3.6 �������� -��� � 2������� ��" , �����

,
�
� � � � � �

B � � � � �
� � � � �
� � � � �
� � �� ��
� � �! ��
� � �" ���
� � �" �!?
! �" !B!
" �! �(���
? �� �(�?B

�B � �(�!B

�	�� � � �� ��" ?(�B"

���2 ���
��	���  �( ��� ��
)�� �� ����%�� �� �
�������

�� �

���2 6N���8 ��� ��
)�� "� 	� �	����
���� 	� � ������� � ���� )� ��� �	�
� �

"� 4
�

�]

��

���

�]�
�

'��*�]
�����

����� ��� ��
 � 	��� �  �����	�� +*, 	� �� ��	 	�� �C� ) 	�-�( ��� �����

�+*, 4
�

�

�
��

���

��
���

���+�� �,*�*� �
��

���

*�

�

5�� ��) � ����!�

���2 6#	�"8 3�� " +�, 4 � H �� H ��� H ��� H ���� H ���� H � � � )� ��� ���������
�����	� �	� �	����
����( ��	
 ��� �	�
� � 	� 7��� ��� ���� ��� ��������� �����	�
�+�, 4 � H �� H �� H ��� H ���� H � � � �	� ���	�� �	����
���� ��� )� �	
����� ��	

��� �� ��	�

�+�, 4
" +�,

� H " +�,

5�� ��) � ����!� J	�� ���� ����� ��� �	 ���	�� �	����
���� ��� �&��� � ��	 ��������

                          



Section 6.3 Enumeration 523
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6.3.4 Counting Trees in Chemistry
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6.4 GRAPHS AND VECTOR SPACES
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Components, Spanning Trees, and Cospanning Trees
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The Vector Space of a Graph under Ring Sum of Its Edge Subsets
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6.4.5 The Circuit and Cutset Spaces in a Directed Graph
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6.5 SPECTRAL GRAPH THEORY
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Distance-Regular Graphs and the Hoffman Polynomial
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6.5.5 Spectral Characterization
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6.6 MATROIDAL METHODS IN GRAPH THEORY
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6.6.3 The Greedy Algorithm
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6.6.12 Minimally '-Connected Graphs and Matroids
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FACTS FOR SMALL CONNECTIVITY
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7.1.2 Polygonal Complexes
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7.1.3 Imbeddings

DEFINITIONS
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7.2 MINIMUM AND MAXIMUM IMBEDDINGS
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Whitney Synthesis of 2-Edge-Connected Graphs

/������� � 2���
 � ��� K+ �� �
� ��
	
+ #	 ��� ���	�����	 � �!	 ��������	��
 �
�0���	��	� ����!
 ��� � �!	 ������� �	��
 � �0	��	0���	��	� ����!
� ;!���	�R

�	
������� !# � 
���!	
�
 ��� �0	��	0���	��	� ����! ��� � ����	 ���������	
 ��
�������&	 ������! � ��&��� �!	�	�
 ���� 
��! ����!
�

DEFINITIONS

���* /� �� ��
����������" 3 A(�� (�� � � � � (�D � � ����! � �
 � �������� � �!	
	��	 
	� � � ��� �� ��	�	� ���	���� (�+ (�+ � � �+ (� 
��! �!�� (� �
 � 
����	 ����	
��� (�+ � � �+ �
 � ���! #��! ��� ��
 	������
 �� ���� #��! (� , � � �, (���� .��!
���! (� �
 ����	� �� ��� "�� 
�	 ���#���
 � �!�
 ��
�������+ �!	 ���!
 ��	 
!��	�
��1	 �!	 ��	� 	��	 � � !���� 	���$

���* '��������  ��� ���� � ���� � ��������� ! * �� � �	��
 �!�� �!	 �#
	��
 � � ��	 ��
	��	� ��� ���	 ���	�
 �� !"�$ � ��1	 �� ���	����� �� �!	 ����!
�, ��

���* /� ��
	��	� 	��	 � ������  �
� � � �� ���	����� �� �!	 �# 	��
 � �� 	��	
� ��	 ��
	��	� ��� �!	 ���	�
 � �!	 
��	 ���	 � �� !"�$�  !	� � 
����
 ��� �# ���	

��� �!	 ���	����� �	��
 �
 ���!���	�� �� �!�
 ��
	+ �!	 �# 
��	
 � �!	 �	# 	��	 �
�	��� � �# ��M	�	�� ���	
 �� �!	 �	
������ ���	����� �� � , �� �		 2����	 �����"�$
�� ����
�������

���* �� �!	 �# 	��
 � � ��	 ��
	��	� ��� �!	 ���	�
 � �# ��M	�	�� ���	
 �� ���
�� �� �� ���	����� !"�$+ �!	� �!	 	��	 � ������ ��� �
�� �� ��� �� ��� � 
����	
����	� ���	 ��� ����	�
	
 �!	 ���	����� �	��
 �� �� �� �!�
 ��
	+ �!	 �# 
��	
 � �!	
�	# 	��	 � �	��� � �!	 
��	 ���	 "��	�+ �!	 �	# ����	� ���	$ �� �!	 �	
������ ���	�����
�� �, �� �		 2����	 �����"�$ �� ����
�������

 ���������+ �!	 �	����� � �	����� �� 	��	 ��
	����� ��� �	 ����	�	��	� �
 ���#
*
%�
� #	 ��� ���� �!	 �������	
 � �!	 �# ���	
 �� ��� �� ��� �	�&	 �# !�	
 � �!	

�����	�  !	� #	 ��� � !����	 � �!	 
�����	 �� ��
���� �!	 �# 	��
 � � ������	� #��!
�# �	� 	��
 � �!	 �������	
 � �!	 �# !�	
 � �!	 
�����	+ �	
�	���&	���  !	 �	#
	��	 � �# ���
 ���� �!	 �	# !����	�

(b)(a)
Figure 7.2.1 0
���	� � �( ���� 	�� � 	,&���	��

���* (������� � ���� � ���� � ��������� ! * � � � �	
���
 ��������� �� ��
���	����� � �!	 ����! �� �+ �
 �������	� �� �!	 �# ��
	
 �	
����	� �� �!	 ���#���
�# �	%�����
�

���* �� �!	 �# 
��	
 � � �	�	�	� 	��	 � �	��� � �# ��M	�	�� ���	
 �� ��� �� �� ��
���	����� !"��$+ �!	� �	�	���� � ��� !"��$ ������ ��� �
�� #��!�� �!������ �!	
���	����� �	��
�

                          



628 Chapter 7 TOPOLOGICAL GRAPH THEORY

���* �� �!	 �# 
��	
 � �� 	��	 �+ �� � ���	��	+ �	��� � �!	 
��	 ���	 �� ��
���	����� !"��$+ �!	� �!	�	 �
 � ��
	� ���&	  �� �!�� "��
	�$ ���	 �!�� ���	�
	��

����! �� ��� �� � 
����	 ����+ #!��! ��	
 �� �!	 ���	��� � 	��	 �� ;	 
�� �!�� �	�	����
� ��� �!	 ���	����� !"��$ ������ ��� �
� ��� �# ���	
 ��� �	��	�
	
 �!	 ���	�����
�	��
 �� ��  !�
 �
 �������
!	� �� ������� �!	 
�����	 �	� � ���&	  "���	� �	�	����
	��	 �$+ ��� �!	� ������� �!	 �# !�	
 #��! ��
1
�

FACTS

��* A;!��D / ����! � !�
 �� 	�� �	���
���� �� ��� ��� �� � �
 �0	��	0���	��	��

��* ��
	����� �� 	��	 ��� � ����! ���	����� ��� �	&	� �	��	�
	 �!	 ���	����� �	��
+
��� �	�	���� �� 	��	 ��� �	&	� ����	�
	 �!	 ���	����� �	��
�
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Lower Bounds for Minimum Genus
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7.3 GENUS DISTRIBUTIONS

��	����	 �! "����� �������� �	�������

����� ����	
 ��� ��
��������
 � ���	�����


����� ������� I��	������ ���	�����


����� O	��
 ��
�������� 2�����
 �� ��	���� ���

	


����� '�!	� ���	����� ��
�������� ����������


����K  !	 N��������� ����	�

����C /&	���	 O	��


����� ������%����� � ���	�����


�	�	�	��	


Introduction

 !�
 �!���	� 	����	
 �!	 ������� ����	� � ��
�������� 
�����	0��0
�����	 ��0
&	����	
 � �!	 ���	�����
 � � %�	� ����!+ #!��! #�
 �������	� �� O�

 ��� 2��
�
AO�2�F�D�  !	 ��	
	�� 
��	 ������	
 
	&	��� ���	�	
���� 	��	�
��
 � �!�� ����	��

/� ���	����� �
 ��1	� � �	 �	������+ ���	

 �� �
 ��	�� ��� ���	�� �!�� � ��0
�	������ ���	����� �
 ���	� ��
��	������ ;	 
!��� �	���� �# �	������ ���	�����
 �

=�!	 
��	> �� �!	� !�&	 	4��&��	�� ������ 
�
�	�
� ��	&	�+ � ����! �
 ��1	� � �	
���	��	� ���	

 �!	 ���	�� �����	
 �!	�#�
	�

7.3.1 Ranges and Distributions of Imbeddings

DEFINITIONS

��*  !	 ������� ����� ��  ���� � �
 �!	 
����	
� �
���&	 ���	�	� 
 
��! �!��
�!	 ����! � !�
 �� ���	����� �� �!	 ��	�����	 
�����	 �� � �� �
 �	��	� ����"�$�

��*  !	������ ����� ��  ���� � �
 �!	 ����	
� ���	�	� 
 
��! �!�� �!	 ����!
� !�
 � �	������ ���	����� �� �!	 ��	�����	 
�����	 �� � �� �
 �	��	� ����"�$�

��*  !	 ����� ���� ��  ���� �+ �
 �!	 ���	�	� ���	�&�� A����"�$� ����"�$D�

��*  !	 ��� ��������� ��������� ������ ��  ���� �+ �	��	� ��"�$+ �
 �!	
����	� � 	4��&��	��	 ���

	
 � ��	�����	 ���	�����
 � � ��� �!	 ��	�����	 
�����	
�� + � 	4��&��	���� "
		 ����$+ �!	 ����	� � ������ 
�
�	�
 �� ����! � �!�� �����	
�� ���	����� �� �� �

��*  !	 ����� ������������ ��.���
� � � ����! � �
 �!	 
	4�	��	 #!
	 ���

	���� �
 ��"�$+ 
������� #��! � "�

���� 	����$ 
��
	4�	��	 � (	�	
+ ���#	� ��
�!	 
��
	4�	��	 � �!	 ��	�����	 ���	����� ����	�
+ ��� �!	� �� ��%���	 
	4�	��	 �
(	�	
�

                          



Section 7.3 Genus Distributions 643

��*  !	 ����� ������������ ��������� �


5�"�$ 3
��

���

��"�$�
�

��*  !	������� 
����
� ������ ��  ���� �+ ��
 1�#� �
 �!	�������

������������ ����� �
 �!	 
����	
� ���	�	� � 
��! �!�� �!	 ����! � !�
 �� ���	�����
�� �!	 ����	�����	 
�����	 	�� �� �
 �	��	� ����"�$�

��*  !	������ 
����
� ������ ��  ���� �+ ��
 1�#� �
 �!	������

������������ ����� �
 �!	 ����	
� ���	�	� � 
��! �!�� �!	 ����! � !�
 � �	������
���	����� �� �!	 ����	�����	 
�����	 	�� �� �
 �	��	� ����"�$�

��*  !	 
����
� ���� ��  ���� �+ �
 �!	 ���	�	� ���	�&�� A����"�$� ����"�$D�

��"*  !	 ��� 
����
� ��������� ������ ��  ���� �+ �	��	� ��"�$+ �
 �!	
����	� � 	4��&��	��	 ���

	
 � ����	�����	 ���	�����
 � � ��� �!	 ����	�����	

�����	 	� �

���*  !	 
����
� ������������ ��.���
� � � ����! � �
 �!	 
	4�	��	 #!
	 ���

	���� �
 ��"�$+ 
������� #��! � "�

���� 	����$ 
��
	4�	��	 � (	�	
+ ���#	� �� �!	

��
	4�	��	 � �!	 ��

��� ���	����� ����	�
+ ��� �!	� �� ��%���	 
	4�	��	 � (	�	
�

���*  !	 
����
� ������������ ��������� �


5�"�$ 3
��

���

��"�$�
�

���* / ����������� � �# ��
6��� ����!
 � ��� ) �
 �����	� �� �������
� �	# 	��	 � �	�#		� � &	��	� # � � ��� � &	��	� � � )� I�����* �� �	 )��

Figure 7.3.1 # &��'�,����,��	� �! �
 �� �� � ��

���* / ��������������� � �# ��
6��� ����!
 � ��� ) �
 �����	� �� ��	�0
������� � &	��	� # � � ��� � &	��	� � � )� I�����* �� �)��

Figure 7.3.2 # 6����-'�,����,��	� �! �
 �� �� � ��

���*  !	 
���������� � �!	 
	4�	��	
 	��
 ��� 	��
 �
 �!	 
	4�	��	 #!
	 �
�� �	��

�

��

���

�������

                          



644 Chapter 7 TOPOLOGICAL GRAPH THEORY
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7.3.4 Other Imbedding Distribution Calculations
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+
$����	�	 "���� ��� "�HHK$+ ��KP��K�

A��HK�D �� ���!�+ '� �!	 �&	���	 �	��
 � �!	 ����� ����!+ !� ����� %�	��� �- "�HHK$+
�P�F�

A��H�D �� ���!�+ '� �!	 (	�
 � 
�	 �	��
 ��������
+ ������ !� "���� �H "�HH�$+
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A 	--D .� Q�  	
��+ O	��
 ��
�������� � ����	� ����	�
+ $����	�	 "���� ��C "�---$+
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A !FHD ��  !��
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 ����	� �
 I�0����	�	+ !� &��������� �-
"�HFH$+ KCFPK�C�

AS��HD I� Q� S���+ Q# � �	�	����	 �!	 ������� �	��
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7.4 VOLTAGE GRAPHS

��	����	 �! "����� �������� �	�������

����� �	����� E����	 O���!


����� I	� E����	
+ G��� O���+ ��� I������ /�����!�
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����� �	�������� E����	 O���!


����� �	��	
	����� �&	����
 #��! E����	 O���!


����K  !	 7���!!M E����	 G�#

����C ���	��	� E����	 O���!


�����  ������� ����	�� O���!


����F G������ E����	 O���! �������


����H /���������
 � E����	 O���!


�	�	�	��	


Introduction

�� �!	 &����	 ����! ��
�������+ � 
���� ����! #��! ���	����� ���	�
 "����	� =&��0
��	
>$ � ��
 	��	
 
�	��%	
 � ����	 ����! #��! ����� 
���	���	
� / ����	� ����! ��
� ���� ��� �	 
�	��%	� �� �

������ ���� 	�	�	��
 � �!	 
	��0��
 � � �	0&	��	�
����! "� =��4�	�>$� �� �!�
 
	�
	+ &����	 ����!
 ��	 � �	�	����(���� � ����	� ����!
�

7.4.1 Regular Voltage Graphs

 !	 �
��� ����
	 � � &����	 ����! �
 � 
�	���� �� �����	��	� ����!� /���������+
	&	� �!��! �!	 &����	 ����! ��
������� ������� 	����
 ���	����
 � �!	 	��	
 �

� ����� ��&	��	��	+ �!	 �	������� ����	� ���	�����	
 � �!	 �����	��	� �6	���

DEFINITIONS

 !	 �	����� &����	 ����! ��
������� �# �	
����	� #�
 �������	� �� AO���D�  !	
�	%����� � � ����	� ����! !	�	 �
 �
 �� ���K� �		 �C�� �� �� ���	����� �	�
�	���&	�

��* G	� � 3 "���$ �	 � ������! ��� � � ����� / ������ ������ ���������

�� � �� � �
 � ������� ; * � � � �!�� ���	�
 	��! 	��	 � #��! � &���	 ;"�$�

�  !	 ���� 	��; * � � �
 �
 ����	� � ������ ������ �����

� O���! � �
 ����	� �!	 ��� ���� ��� ���� � �
 ����	� �!	 ������ ������

�  !	 ���	� ;"�$ �
 ����	� �!	 ������ � 	��	 ��

��*  !	 ������� ������ �� �

����	� #��! � ��&	� �	����� &����	 ����! 	� 3
"���$� ; * � � �
 �
 �	%�	� �
 ���#
*

� � "��$ 3 � � 3 � � �+ �!	 ����	
��� �������

� �"��$ 3 �� 3 � � ��

� �� �!	 	��	 � �
 ���	��	� ��� &	��	� # � &	��	� � �� �+ �!	� �!	 	��	 �� 3 "�� �$ ��
�� �
 ��� �!	 &	��	� #� 3 "#� �$ � �!	 &	��	� ����	� 3 "�� �;"�$$�
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 ���	������ "�����	��	�$ ����! �
 ��
 �	��	� �� ��� �
 ��
 ����	� �!	
������� ����� ���! 
!��	� �	������� �&��
 	��	

�&	�� ������
��� ��
	� �� ��0
�	��+ � ��������� �	
���
�

��*  !	/���� ����"�� �$ �� � ����� #��! �	�	������ 
	�� !�
 �!	 	�	�	��

� � �
 &	����	
 ��� !�
 	��	
 ���	��	� ��� � � �� �� 	&	�� � � � ��� � � �� ;	
#��� �

��	 �!�� &	����	
 ��	 ���	�	� �� 	�	�	��
 � � ��� �!�� 	��	
 ��	 ���	�	� ��
	�	�	��
 � �� /��!��! �� ��&����� � "��	�+ �� 	�	�	�� � ��	� � �� �!	 ���� �$
��&	
 ��
	 � � ���	��	� 	��	 ��� � � �� ��� ��
 �	 ��� �� � �+ �� ��� �+ 
�	���	

#	 #��� �!
	 � ��	����� �!	
	 ���� � 	��	
 � � 
����	 �����	��	� 	��	 ���	�	� �� ��
�C��+ 
��! � ���� �
 ��#��
 �	��	
	��	� �� � 
����	 	��	�

EXAMPLES

��* 2����	 ����� 
!#
 !# � ����	� ����! �� �!	 ������ ���� �� �
 
�	��%	� ��
�

������ �!	 	�	�	��
 � �� K ��� � �� K � �!	 �# 
	��0��
�

Figure 7.4.1 # 6������ �

	�,�� 	 �� !�� ��� *����� ����� ���

��* 2����	 �����"�$ �
 � �	����� &����	 ����! 	��; * � ���
+ ��� 2����	 �����"��$ �

�!	 ���	
������ �	��&	� ����!�

Figure 7.4.2 # ������� 6������ �

	�,�� �� ��� ���	6�� ������

.��! �0	��	 � �!	 �	��&	� ����! �� 6��
 �# #0&	����	
 �� ��+ �	���
	 	��	 � � �!	
��
	 ����! �
 � 
	��0�� �� &	��	� #� ����	 �!	 &����	 � 	��	 � �
 � �� �+ 	��!
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��
����� ����	�	��
 �� � �� � ���&	�
�� � �� �0	��	 ��� ���� � !	��� ����	 	��	 �
� �!	 ��
	 ����! � �	
 ��� &	��	� # � &	��	� �+ 	��! � �!	 �0	��	
 �� �!	 �	��&	�
����! �� ��

	
 ��� � #0&	��	� � � �0&	��	��  !	 
��
�����
 � ���� ��� � !	�� ��	
	4��� � ��� �!	 �0	��	
+ �	���
	 	��	 � �����	
 &����	 -�

TERMINOLOGY

06����	�
 	 ��� 6������ ������ /
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 �!	 &����	 � �

	��0�� � �� � &	��	� � �� �!	 ��
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 �!	 �0	��	
 �� �!	 �	��&	� ������! �
�	 ����	��  !�� �
+ �!	 ���	��	� 	��	 �� ��� &	��	� �� � &	��	� ��� �
 ����	� #��! �!	
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 �����	� �� ��	�������� �!	
	 ����
 � ���	��	� 	��	
 � � 
����	 	��	+ �
 �	 ���
� #��! "��������$ ����	� ����!
�

REMARK

1�*  !	 	����	
� ���������� � &����	 ����!
 #�
 � ��
����� ���	�����
 � ����	
����!
 � 
�����	
+ ��	� �� ���	���� #��! ������� �	��
 � 
���	���� ���
�

Fibers

DEFINITIONS

��* G	� �� �	 �!	 �	��&	� ����! �� � �	����� &����	 ����! 	� 3 "���$� ; * � � �
�

�  !	 &	��	� 
��
	� ��� � � 3 ��� * � � �� �
 ����	� �!	 $������% ���� &	� ��

� ���������+ �!	 	��	 
��
	� ����� 3 ��� * � � �� �
 ����	� �!	 $����% ���� &	� ��

��* G	� 	� 3 "���$� ; * � � �
 �	 � �	����� &����	 ����!�  !	 ����! �������
��� �!	 �	��&	� ����! �� � �!	 &����	 ����! � ��&	� �� �!	 &	��	� ������� ���
	��	 �������

�� �� � �� �� �
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�	���&	��+ �
 ����	� �!	 ����� �����
����� " !�
+ �!	 ������� ��6	���� �
 ��&	�
�� =	��
��	 � 
��
�����
>�$

EXAMPLE

��7 ���	���* �� 2����	 �����+ �!	 
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	� �#�� #�� #�� � � "�
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FACT
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DEFINITIONS
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	��0��
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7.4.2 Net Voltages, Local Group, and Natural Automorphisms

Net Voltages

DEFINITIONS
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FACTS
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EXAMPLE
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FACTS
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EXAMPLES
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������� �����
���� �
 � �&	���� ��6	���� 9 * 9� � � 
��! �!��

�!	�	 	��
�
 � ���� � ��		�� ������ �&	���� ����
�������
� �� �!�
 ��
	+ �!	 �����
9� �
 ����	� � ������ 
������� ��
� � ��

                          



Section 7.4 Voltage Graphs 671

�������	�
��  !	 �!��
	 =�&	���� 
���	 � � ����! �> �
 �
	� � �	
����	 � �&	����

���	 � � �������� �	���(���� � �!	 ����! �+ 	���+ �� �0
���	� �� ��
 �	�	�
 � ���
����! 9� 
��! �!�� �!	�	 �
 � ����! ��� 9� � � #!
	 �������� �	���(���� �
 �
�&	���� ��6	�����

EXAMPLE

��"7 ���	���*  !	 �!�		 �������
 ��� �� ���� ��� �� �����#$�� ��� ��� �� ����
#$�

��� � ���� � �&	���� ����
�������
�  !�
 ���� ���
 ��		��+ ��� �� ���
 ����
���&	��
� �!	 %�	�
 &	� 	&	�� ���� � �!	 ���� �����	�  !�
+ �!	 ����	� ������� ���� �
 �
�	����� �&	���� ��6	���� � �!	 ���� �����	 �� ��
	���

FACTS

��"* AO���D G	� 	��;
 �	 � �	����� &����	 ����!�  !	� �!	 �	��&	� ����! �� �
 �
�	����� �&	���� ����! � ��

���* AO� ���D G	� � �	 � �������� �	���(���� � � ����! � �	 ��� ����!+ ���
�	� 9� �	 � �	����� �&	���� 
���	 � ��  !	� � �
 !�	���!�� � �!	 ��������
�	���(���� � �!	 �	��&	� ����! ���	
������ � � �	����� &����	 �

����	�� � ��
"=.&	�� �	����� �&	���� 
���	 � � ����! �
 �	���(���	 �� � �	����� &����	 �

����	���>$

���* AO� ���D G	� 	��;
 �	 � �	�������� &����	 ����!�  !	� �!	 �	��&	� ����!
�� �
 � �&	���� ����! � ��

���* AO� ���D G	� � �	 � �������� �	���(���� � � ����! � �	 ��� ����!+ ��� �	�
9� �	 � �&	���� 
���	 � ��  !	� � �
 !�	���!�� � �!	 �������� �	���(���� �
�!	 �	��&	� ����! ���	
������ � � �	�������� &����	 �

����	�� � �� "=.&	��
�&	���� 
���	 � � ����! �
 �	���(���	 �� � �	�������� &����	 �

����	���>$

���* G	� 	��;
 �	 � �	����� &����	 ����!+ #!
	 &����	 ���� � !�
 ��	� ��
 !	� �!	 ���	
������ �	��&	� ����! �
 �
���!�� � �!	 �	��&	� ����! � �!	 Y�0
�	�������� &����	 ����! 	�� Z;
+ #!	�	 � �� Z� �
 �!	 ���!� �	����� �	��	
	������ � �!	
���� � 	��	��	� �� Y�� "=.&	�� �	����� &����	 �

����	�� ��� �	 �	��	
	��	� �
 �
�	�������� &����	 �

����	���>$

���* G	� 	��;
 �	 ��� �	����� � �	�������� &����	 ����!+ ��� �	� � �	 � ���	��	�
	��	 � ����! �� �� �!	 ���	���� � � �
 �	&	�
	�+ ��� �� �!	 &����	 ;"�$ �
 �	����	�
�� ��
 ���	����� ��&	�
	 ;"�$��+ �!	� �!	 �	
������ �	��&	� ����! �
 �
���!�� � �!	
�	��&	� ����! ���

���* G	� 9 *  �  �	 � �&	���� ��6	���� � �!	 ���� �����	 �� ��
	��+ 
��! �!��
	��! ���� �� �!	 ����	 �
 �&	�	� � ���	
�  !	� 9 *  �  	��	��
 � � �����!	�
�&	���� � �!	 ���� ��
1 ��
	��+ �� #!��! - �
 �!	 ��� �����! ���� �� �!	 ������ ���
�-� �
 �!	 �����! 
	� �� �!	 ������

7.4.5 The Kirchhoff Voltage Law

;	 �	���� �!�� �!	 7���!!M &����	 ��# �� 	�	������� �������
 �

	��
 �!�� �!	 �	�
&����	 �!���	 ����� � ������� �
 (	�� �� ����! �!	��+ &����	
 ��	 �	�	����(	� �
	�	�	��
 � �� ��������� ����+ ��� (	� �
 �	�	����(	� � �!	 ���� ��	������
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DEFINITIONS

���* G	� = 3 ��� ��� ��� ��� ���� ��� �� �	 � #��1 �� � �	����� &����	 ����! 	��; * � �
�
+ ��� �	� ��� � � � � �� �	 ��
 &����	 
	4�	��	� G	� � � ��  !	� �!	 #��1

=� 3 "��� �$� "��� ���$� "��� ���$� "��� �����$� � � � � "��� ����� � � ���$� "��� ����� � � ���$

�
 ����	� � ���� � �!	 #��1 = �

���* G	� = 3 ��� ��� ��� ��� ���� ��� �� �	 � #��1 �� � �	�������� &����	 ����! 	��; *
� � Y�
+ ��� �	� A�� � � � � A� �	 ��
 &����	 
	4�	��	� G	� � � ��� � � � � ���  !	� �!	 #��1

�
��� �

�
�
�
��� A�"�$

�
�
�
��� A�"�$

�
�
�
��� A�"A�"�$$

�
�

� � � �
�
��� A�"� � � "A�"�$$$

�
�
�
��� A�"� � � "A�"�$$$

�

�
 ����	� � ���� � �!	 #��1 = �

���* G	� = �	 � ��
	� #��1 �� � &����	 ����!� �� �!	 �	� &����	 � = �
 �!	
��	����� � �!	 &����	 ����+ �!	� #	 
�� �!�� ��� ���
���0 ������ �� $�12%
!��
 � = �

FACTS

���* AO���+ O� ���D G	� = �	 � ��
	� #��1 �� � &����	 ����!� �� �!	 7���!!M
&����	 ��# !��
 � = + �!	� 	&	�� ���� =� � = �
 � ��
	� #��1 �� �!	 �	��&	� ����!�

���* AO���D G	� = �	 � ��
	� #��1 �� � �	����� &����	 ����! 	��; * � � �
+ #��!
�	� &����	 �� G	� � !�&	 ��	� � �� �!	 &����	 ���� ��  !	� �!	 �����	����� � �!	

	4�	��	 � ����
 =��=�%�=�%� � � � � �=�%��� �
 � ��
	� #��1 �� �!	 �	��&	� ����! ���

��������� N��	� �!	 !���!	
	
 � 2��� �F+ �!	 
	� � ����
 � �!	 #��1= �
 ���	�����0

�(	� �
 ��������	� ��� ���
�

	4�	��	
 � ����
+ �
 �� �!	 �����
��+ #!
	 �����	�����


��	 ��
	� #��1
 �� �!	 �	��&	� ����!�  !�
 
	� � ��
	� #��1
 ���	� �� 
��! �����	0
����� �
 �	��	� = ��

���* AO� ���D G	� = �	 � ��
	� #��1 �� � �	�������� &����	 ����! 	��; * � �
Y�
+ #��! �	� &����	 A� G	� A !�&	 ��	� � �� �!	 &����	 ���� Y��  !	� �!	
�����	����� � �!	 
	4�	��	 � ����
 =� �=&����=&����� � � � �=&������ �
 � ��
	� #��1 ��
�!	 �	��&	� ����! ���

��������� N��	� �!	 !���!	
	
 � 2��� �H+ �!	 
	� � ����
 � �!	 #��1= �
 ���	�����0
�(	� �
 ��������	� ��� �

�

	4�	��	
 � ����
+ �
 �� �!	 �����
��+ #!
	 �����	�����


��	 ��
	� #��1
 �� �!	 �	��&	� ����!�  !�
 
	� � ��
	� #��1
 ���	� �� 
��! �����	0
����� �
 �	��	� = �+ �
 �� �!	 �	����� ��
	�

7.4.6 Imbedded Voltage Graphs
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DEFINITIONS

���* G	� 	��;
 �	 � &����	 ����! 
��! �!�� �!	 ����! � �
 "�	��������$ ���	��	� ��
� ��
	� 
�����	 ��  !	� �!	 ���� 	�� �� ;
 �
 ����	� �� �������� ������ ����?
��
+ 	�� �� ;
 �
 ����	� �!	 ��
	 ���	�����+ ��� � �
 ����	� �!	 ��� ����
��

���* G	� [ �	 �!	 
	� � ��
	� #��1
 � �!	 ���	
 � �� ���	��	� &����	 ����!
	�� �� ;
�  !	� �!	 ���� 9[ � �!	 
	�
 = �+ #!	�	 = � [+ �
 ����	� �!	 ��� �� ������
������� ��	��

���* G	� 9[ �	 �!	 
	� � ����	� ������� #��1
 �� �!	 �	��&	� ����! �� �� �� ���	�0
�	� &����	 ����! 	� � �� ;
�  !	 �	������ �0����	� �� �!�� �	
���
 ��� %����� �
	��! ��
	� #��1 �� 9[ � ������� �	��� "#!
	 ����	� � 
��	
 	4���
 �!	 �	���! �
�!�� ��
	� #��1$ �
 ����	� �!	 ������� ����
��  !	 ���	����� �� �� �
 ����	� �!	
������� ����������

���* G	� 	�� �� ;
 �	 �� ���	��	� &����	 ����!�   	��	�� �!	 ������� ��6	����
9 * �� � � � �!	 
�����	
+ �!	 ������� ��6	���� 9 �
 	��	��	� ��� �!	 
	� � ����	�
������� #��1
 �� �!	 ���	����� �� � �� � �!	 �	���
 �!	� ���� "#��! �����!���
�
 �		�	�$+ �� ��������	 #��! 2��� �F�  !	 �	
������ 	��	��	� ������� �
 ����	� �!	
����� �����
�����

���* / ������� �
 � ���	 #!
	 ������� #��1 !�
 �	���! 	4��� � ��

��"* / ����� �
 � ���	 #!
	 ������� #��1 !�
 �	���! 	4��� � ��

FACTS

��"* G	� 	� � �� ;
 �	 �� ���	��	� &����	 ����!�  !	� �!	 �	��&	� 
�����	 �
 �
��
	� 
�����	+ ��� �!	 �	��&	� ���	����� �
 � �	������ ���	�����? ��	&	�+ �� �!	 ��
	

�����	 � �
 ��	�����	+ �!	� 
 �
 �!	 �	��&	� 
�����	�

���* AO�/���+ O���D G	� 	� � �� ;
 �	 �� ���	��	� &����	 ����!� �� �!	 7���!!M
&����	 ��# !��
 � �!	 ������� #��1 � 	&	�� ���	 � �!	 ��
	 ���	�����+ �!	� �!	
������� ��6	���� 9 * 9� � � �
 � �&	���� ��6	����� �� 7EG �	
 �� !��+ �!	� �!	
������� ��6	���� �
 � �����!	� �&	�����

EXAMPLES

���* 2����	 ����� 
!#
 �� ���	��	� ������� &����	 ����! �� #!��! �!	 ��
	 ����!
�
 �!	 ��4�	� %�+ �!	 ��
	 
�����	 �
 �!	 ���
 ��+ ��� �!	 &����	
 ��	 �� �!	 ������
���� B��  !	 �	��&	� ����! �
 �!	 ����	�	 ����! �� ��� �!	 �	��&	� 
�����	 �
 �!	
���
 ���  !	�	 �
 ��� �	 ��
	 ���	+ ��� 7EG !��
 � ��
 ������� #��1�  !�
+
	��! � �!	 �	��&	� ���	
 !�
 �!	 
��	 ����	� � 
��	
 �
 �!	 ��
	 ���	+ ��� �!	 �������
��6	���� �
 � �&	���� ��6	�����

Figure 7.4.7 9	: � 	,&����� 6������ �����4 9		: 	�
 ���	6�� 	,&���	��
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���* 2����	 ����F 
!#
 ���!	� ���	��	� ������� &����	 ����! �� #!��! �!	 ��
	
����! �
 �!	 ��4�	� %� ��� �!	 &����	
 ��	 �� �!	 ������ ���� B�+ ��� �!	 ��
	 
�����	
�
 �!	 
�!	�	 ���  !	 �	��&	� ����! �
 �!	 ����	�	 ����! ���

Figure 7.4.8 # 	,&����� 6������ ����� %� � ���

 !	�	 ��	 �!�		 ��
	 ���	
+ ��	�+ �# ����
 ��� �	 ����+ ��� 7EG �	
 �� !��
� ��� � �!	�� ������� #��1
? ���		�+ �!	 �	� &����	 � 	��! ������� #��1 !�

��	� K �� �!	 ���� B��  !�
+ 	��! � �!	 �	��&	� ���	
 !�
 K ���	
 �
 ���� 
��	

�
 �!	 ��
	 ���	+ 
 �!	�	 ��	 �# K0��
 ��� �	 �-0��? �!	 ������� ��6	���� �
 �
�����!	� �&	���� ��6	����+ #��! � �����! ���� �� 	��! ��
	 ���	� ����	 �!	 .��	�
�!�����	��
��� � �!	 �	��&	� 
�����	 �
 �� 3 K��-,�+ �� ���#
 �!�� �!	 �	��&	� 
�����	
�
 ���

���* AO���D .&	�� \0�	�������� ���� #��! ��	
	������

�
0� 1 � 0� 3 1� 3 �� 1��01 3 0��

�


��! �!�� / �
 �� ��� � �
 	&	� �
 � ������ ����� E����
 
��! �	
���
 � �!	 �	��

� � ���� !�&	 �		� �	��&	� #��! �!	 ��� � &����	 ����!
�

7.4.7 Topological Current Graphs

 !	 ����� � &����	 ����!
 #�
 �� �!	 ���
��� � � ���%	� 	��������� "
		 AO�/���D
��� AO� ���D$ � �!	 �--0���	 ����	�0B���
 
����� A��BCFD "
		 ��
 A����D$ � �!	
4��&��% ��,2������	$ ,������ AQ	*�FH-D+ #!��! �
 � ��������	 �!	 �!������ ����	�
� 	&	�� ��
	� 
�����	 	��	�� �!	 
�!	�	� �	&	��� 	��	�
��
 � &����	 ����! �!	��
!�&	 ����	��	� ��
 ��������

DEFINITIONS

���* G	� � �	 � ������! #��! &	��	�0
	� � ��� 	��	0
	� �+ ���	��	� �� � 
�����	 ��
/ ������ 
������ ��������� �� � �� � ���� � �
 � ������� ; ��� � � ��  !	
������� &���	 ;"�$ �
 ����	� �!	 
������ � 	��	 ��  !	 ���� 	� � �� ;
 �
 ����	� �
������ 
������ ����+ ��� � �
 ����	� �!	 
������ ������

���* G	� 	� 3 "���$ � �� ; * � � �
 �	 � �	����� ����	�� ����!� ��
 ��� �
 �!	
���	��	� &����	 ����! #!
	 ��
	 ���	����� �
 �� � �+ �!	 ���� � �!	 ���	�����
�� � "#!��! ��&�&	
 �	&	�
	� ��	������ ��� �!	 ������ ���	����� 
�����	+ �� � �

��	�����	$� 2� 	��! ������ ���	��	� 	��	 � � �+ #	 �	%�	 ;�"��$ 3 ;"�$ � �	 ��

&����	�

���*  !	 ������� ��������� ��  
������ ���� 	� � �� ; * � � �
 �	 �
����	�� ����! �
 �!	 �	��&	� ���	����� � ��
 ����+ �!�� �
+ � �!	 ���	��	� &����	
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7.4.9 Applications of Voltage Graphs
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7.5 THE GENUS OF A GROUP
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7.6.3 Map Coloring
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7.7 REPRESENTATIVITY
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Introduction

�	
����� �� ����� ���� � ����� �������� 	
 �� 	�)� �� � ���� �	 �� ��� '����
��� *)������������ �	� �
� +���, �� �� ����� �
�)��� �� ��� +������ 	' ����
�� �
�	� !- '�	� � �� �������� �,���� �� �' � .��� �
 �� ���
�� �
 	��� .	���� � �� �	�����
���
��� �	 � ��� ����� �	�� ��	������ 	' ���
�� ������� "������
��+�� ����)���
�� �,�
 	' �	��� ���
���� 	' �
 �������� ������ /���
��+���� �
 �������� �����
.�� ����� �������
��+�� ��� ��+��� ��	������ 	' �� �)�'����

 �� ��	�� 	' �������
��+�� .�� 0�� �
�	�)��� �� "	����	
 �
� ����	)�
1"	��223 �
 ���� .	�� 	
 ����� ��
	��� ���	)�� ��
� 	��)� �
 ������� .	���� ���
1�� )2�3 �
� 1&	 �4�3 '	� �	�� 	' �� ��		'� �
� '	� ��
���� ��'���
�� �
 	�	�	�����
����� ��	�� �
� �
 �������
��+���

7.7.1 Basic Concepts

 ���� ��� ��+���� ��5���
� �) ������� .��� 	 ����)�� �� �	��� ���
���� 	'
� ����� �������� 	
 � 
	
#��������� �)�'���� �� �����
 ���� ����)��� �
� ����
�����	
��

DEFINITIONS

��6 /
 ���� ���� 7�	������ 8	��
9 �� 	����: 	' � ����� �������
� �� � �� �
�	

���� �	��	
�
 	' � � ��  �� �� 	' '���� �� ��
	�� � 7� � �:� 	� �	�������
������ � �

��6  �� )
�	
 	' � '��� � �
� �� �	)
���� .��� �� ��
	�� ;� �
� �� ������ � �����	
�����

��6 / ����
��� �������
� �� 	
� .���� ���� '��� �� �	��	�	����� 	 �#����
��	
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<)������
 ������

��6 /
 �������
� �� ����
��� �' �� �	)
���� 	' �+��� '��� �� � ������ ������

��6 /
 �������
� �� �����	��� �' � �� ����)��� �
� �� �
������	
 	' �
� .	 ��	���
'���� �� � ���� 7<*)�+���
��� .� 	����+� �� ���� +���, ��� � �����������������	
= .�� � �	������ �)���+���� ����:
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�� ��� ����� � (�
�� )�)�* 	 ���!� � ��� ���
	� !���� ��� ��� ���� 	 ����&��
!�� ��� ������ ���� ��� ��� ���� !�� ��� ����� �� ��	 �����!��� + �	 	��!� ��
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	������	 � ��� ��
����� �� ��� 	�
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Figure 7.7.1 � ���� ���� ���������� 	 ��� ���������� ��


�� ��� ����� � ��� ���� �� (�
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��� �#�$%� ��� �������� ���&��� �� �"� !�����

7.7.2 Coloring Densely Imbeddable Graphs

'�� ���� ����� �� ������ ( "�������� )������ ����� �* ��� ��������*
���� "������" �&����+ ��� �����"�, ��� "������" �&���� �� ��� "������� ���� 
�

�� �� -�!����, �� ���������� �� "������� ����� ��� ��* ��� "����"����� ���� 
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7.8 TRIANGULATIONS

����� ������� 	
�
���� ���
��� ���������� �����

����� ����� 	
�����

����� 	
���������� �����������
��

����� ����������� �����������
��

����� ����
��� ����

����� �������� ��� �����������

�� �������

Introduction

��������� ��� �� ���� �� ���!������ ����� �
 ����� � � ��� ���� "��# �
��������
�

 � ��� ��� ��������$�� �
 � ��!������ �
!��� �� �
!�����
���� �

�
��� �� �

�
�����
���# �#�
��% &� ������ �#� �'����
� 
 � �����������
� �� � ���# ��(����� � ��� ���
���
 ����������

7.8.1 Basic Concepts

)��#
��# &� ��� ��!����� ���������� �� ��
��� ��� ����% �� �� &
��# �
���� �#�� �#�
����� �
�����  
� �����������
�� 
� ��
��� ��� ���� ���
 &
�'  
� ��� ����*&��#*�
������%
� ��� �������� !
��+����
��� �!�������� ��� �!������� ��'�� �
 �� ���������

DEFINITIONS

��, ) ������������� �	 � 
���� ���	�
� � �� �� �!������� � , �� � 
 � ��!��
���# �% ���# �#��

� ���#  ��� �� �
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7.8.3 Irreducible Triangulations
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Classification and Finiteness in Number
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7.8.5 Rigidity and Flexibility
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DEFINITIONS
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Imbeddings into Other Surfaces
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8.1.3 Erdős-Stone Theorem and Its Extensions
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8.1.4 Zarankiewicz Problem and Related Questions
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 �-Free Graphs with Large Minimal Degree

�� �0,� ������ ��� �!� &������������ !�!�!���� ��� ����
 �� �	���� /����� %!�� ���/�
�!�!��� ��/���� �� ������ ��� ���� ����� &����!� &���!�!���8 ��� &������!& ������
�� ��&� /����� !� �������8 ��� �� ����� !�7���!/��!��� ���%��8 ���!� ����&���� !� %���
������!���� Q���!�� !�����!7� �H���� ��� /������ 6����!��� ����!� ����8 ��� ���� &���	
���/!�/ �� %�!&� !� ��� &��F�&���� ���� �7��
 �	���� � > �?�@ %!�� Æ?�@ � ��� !� ��
���� "	&������!&�

DEFINITIONS

���: E� ��
 ���� � /���� � !� ��
�
����� �� � /���� � !� ����� � !��� � ����!�/
� : � ?�@� � ?�@ ��&� ���� ?
� �@ � 0?�@ !���!�� ���� ?�?
@� �?�@@ � 0?�@�

���: ��� ��� ���� �� � ����� .� !� � /���� � %!�� � ?�@ > <�= ��� ?&� "@ � 0?�@
!� ��� ���
 !� �& � "� > �� �� � � � � � ��� ��

���: ��� ������ �� � ����� !� !�� ��&��� ��%���

EXAMPLES

��: ��������� ����� <5
&**= Q�9�� ��� ��6���&� �� /����� 1��1�� � � � �� �����%�:
��� 1� > �K ������� ���� 1��� !� ������
 ��9���8 ��� ��� � ?1���@ > <�=� ���
� ?1�@ > <��G �=8 ��� ��� 0?1�@ �� ��� ��!��

0?1���@ � �?&� " G �@ : ?&� "@ � 0?1���@� � �?��G �� &@ : � � & � ���

L�� �7��
 &8 ��� /���� 1� !� �	���� ��� *?1�@ > &� �� ����!&����8 ��� /���� 1� !� .
K
��� /���� 1� !� ���� $��%� �� ��� �� ������ �����

��: !	�������� ����� <4��+�= ��� !� > � ��� ��� �7��
 & � � ��� !� �� ���
&��������� �� ��� ?& � �@�� ��%�� �� .����� L�� �7��
 &8 ��� /���� !� !� �	���� ���
*?1�@ > �� �� ����!&����8 ��� /���� !� !� .
K ��� /���� !� !� ���� $��%� �� ���� �����

�������

FACTS


��: 9�����0�#. ������ �� &��� <4��,"= �� � /���� � > �?�@ !� ���	���� %!��
�!�!��� ��/���

Æ?�@ �

�
��

�

�� � �

�
�

���� � !� �	&������!&�


��: ������%4�5��%&#����#�� 8��:�� <���!,�= �� � � 38 2 � � ��� � !� ��Æ&!����

���/�8 ���� ����� � !��� � �	���� /���� �?�@ %!�� Æ?�@ � ?���� �@� ��� *?�@ � 2�


��: 42�88��#�� <-�/��= �7��
 �	���� /���� � > �?�@ %!�� Æ?�@ � ���� !� ����	
�����!& �� !� > .
 ��� �� ���!�9�� ��� !��6���!�
 *?�@ � ��


��: 42�88��#�� <-�/��= L�� �7��
 ������� ������ �8 ����� � !��� � "	&������!&8
�	����8 �3�	��/���� /���� �� ����� �0��


�	: ;# <S!�0*= �7��
 �	���� � > �?�@ %!�� Æ?�@ � �3���0 !� ���������!& �� ���
/���� !� ��� �� ���!�9�� ��� !��6���!�
 *?�@ � ��

                          



Section 8.1 Extremal Graph Theory 799


�): 3��. ;# ��  �� <�SM0,= �7��
 �	���� �	&������!&� > �?�@ %!�� Æ?�@ �
��� !� ���������!& �� ���� /���� !�� �� *?�@ � "8 ���� 1� � ��


�+: (���� <N��33= �� �?�@ !� �	��/���� �� !����	���� /���� %!�� � � ���8 ����
*?�@ � "�


��: 42�88��#�� �� ;# <-�S!0�= .�� � > �?�@ �� �	���� ��� .
	����� �� Æ?�@ �
��"8 ���� � !� ���������!& �� .�� ��� ����� ��" !� ���� ����!���8 �� ����� !� �
�	����8 .
	����8 ��	��/���� �?���@ ���� !� ��� ���������!& �� .��
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8.1.6 Circumference
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8.2 RANDOM GRAPHS

�������� ������ �� 	
������� �� �������� ��
���

����� (����� ����� 5�����

����� ��������� L��&�!���

����� ����� ���/����� ��� ��� Q�/��� ��6���&�

����" ��� ���� �����!�!��

����* 5��
 5��� ������!�� �� (����� ������

����+ (����� (�/���� ������

����, O���� (����� ����� 5�����

����� (����� ����� ��&�����

(������&��

Introduction

��� 9��� �� ������ /����� &��� !��� !�� �%� %!�� ������ �� ������ ��� (���
! !�
�0*0W+�� ����!�� !� ��� �����&�� ��!��
 !� ������!�!��!& ������8 %���� ��&�� ����� ���	
��� /����� %��� ���� �� ���7� ��� � !����&� �� /����� %!�� ���!��� �������!��� ����8
���/����!7��
8 ���
 !�������!�/ �������� �� ��� ������ /����� �������7�� %��� �!�&�7	
����� L�� !�����&�8 � ���/� ������ /���� &�� �� ���!�� ���� ?!� � ����� �� �� ����
���&!��@ �� ��7� �!������ � ��� �� &����!� ��
 ���!����
 9 �� ���/����� �����6�����
8
!� %!�� &����!� ���/� &������� ���/�����8 ��� ���� %!�� ��7� ���/� /���� ��� %!�� ��� ��
�	&�������� ��� ����� �� 4 ������ �� ������ �� ������ /����� ��� &������
 ����!��
7��!��!��� ��!�!�/ ���� ����� ����� ��&� �� &�����!&��!�� ���%��$�� ��7���� ����	
/����� ��7� ���� ��7���� �� ��� ���F�&� ?<N�3�=8 <��*=8 <M�00=8 <S�Y.�(�33=8 <��3�=@�

8.2.1 Random Graph Models

��������� L�� ����8 ��� � �� � ���!�!7� !���/�� ��� ��� 6 �� � ���� ������8 3 � 6 � �8
��� � > � � 6� 4� �	7���� �!���� /���� � ��� 7���� ��� � > <�= > ��� � � � � ��� ���
������ �� ��/�� !� ��� &������� /���� � !� : >

�
�

�

�
�

��������� �����!�!�
 ��� � ��&���!�� ��� ������� �
 ? ��� �8 �����&�!7��
8 ���
7��!��&� !� ������� �
 =���

DEFINITIONS

-��� %� &���!��� ��� �%� ���� &����� ������ /���� �������

��: L�� 3 � 6 � �8 ��� ��	�
��� ?��#��	�����@ ��	��
 ����8 ������� �
 �?�� 6@8
!� � ������!�!�
 ���&� %���� ������
!�/ ��� !� ��� ��� �� �	7���� /������ ��� ������!�!�

���&�!�� !� ������!��� �
 ���&!�
!�/ ���� ��� ��/�� �� � �&&�� !�����������
 %!��
������!�!�
 6 ��&�� �6�!7������
8 ��� ������!�!�
 �� ��
 /!7�� /���� %!�� � ��/�� !�
��9��� �� ��

6�����

                          



818 Chapter 8 ANALYTIC GRAPH THEORY

��: L�� 3 � � � : 8 ��� �	����
 ?�� ����������	��@ ��	��
 ����8 ������� �

�?���@8 !� ��� ��!���� ������!�!�
 ���&� �� ����� /����� %!�� � �&��
 � 7���!&�� ���
� ��/��� ����8 ��� ������!�!�
 �� ��
 �	7���� �	��/� /���� !��

:

�

�
��

��	
������ ����� �� ������ ���� � !� � ������ /���� %!�� ��� ������!�!�
 �!���!	
���!�� �� �?�� 6@8 %� %�!�� � � �?�� 6@K ��������!7��
 %� %�!�� �?�� 6@ ��� ��&� ��

��: 4� �$�	� !� � ������ �� ��� /����� !� %�!&��7�� ����� !� ����� �!�&���!��� �!7��
� /���� ������!�!�
 ���&�8 �7��
 /���� �������
 ; ��9��� �� �7��� !� � ������� %�
8
��!�/ ��� ��� �� /����� %!�� �������
 ;� ��!� �7��� !� ���� ������� �
 ;�

��: 4 /���� �������
 ; !� �	������	� !� � /���� � ��� �������
 ; %����7�� ��� ��
!�� �����!�/ ���/����� ��� ;�

��: 4 /���� �������
 ; !� ��	$�� !� � ��� �������
 ; %����7�� �� � � � �� ���
���� ��8 �� ���� ��7!�/ �������
 ; ��� %!�� ��� ���� 7���� ���� �� ��

��: %�������	� �������� ��� ��� &���������� �� !�&����!�/ �������!���

��: ��	���	� �������� ��� �!���� !�&����!�/ �� ��&����!�/�

EXAMPLES

��: .�� ; �� ��� /���� �������
 A!� &�������B� ���� ��� �?�� 6@8 %� ��7�

??;@ > 6�

��: .�� ; �� ��� �������
 A7���� � !� !�������B� L�� ��� N�������! /���� �?�� 6@8 %�
��7�

??;@ > ����

L�� ��� ������	(���
! /���� �?���@8 %� ��7�

??;@ >

�
�����

�

�
�
�

�

�

��: ��� �������!�� !� ��� �%� ���7!��� � ������ ��� �������� ��� ���&� &��7� 8 ��
��� ��� �������!�� A� ��� � ���/���� !� �B ��� ��
 ���!�
 �� /����� � 8 ��� A� ���
�!�!��� ��/��� �B ��� ��
 ��

��: ��� �������
 A� ��� �!������ � �&��
 �B !� ��!���� !�&����!�/ ��� ��&����!�/8 ���
!� &��7� 8 %������ A� ��� � 7���� �� ��/��� � �&��
 �B !� ��� &��7� �

REMARK

$�: ��� !���������&� �� ��/� �&&�����&� !� �?�� 6@ ����� �� �!���!�
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8.2.2 Threshold Functions
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�: <4&L�))= L�� 9 �� � � �8 ��� �������
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 ��
�����!&���

�6����
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�����
 &���!�!��8 !� ��� &��� ��
L�&� "@�
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8.2.3 Small Subgraphs and the Degree Sequence
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FACTS ABOUT SMALL SUBGRAPHS
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FACTS ABOUT THE DEGREE SEQUENCE
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8.2.4 The Phase Transition
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Throughout the phase transition
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FACTS ON CONNECTIVITY, DIAMETER, MATCHINGS, CYCLES AND PATHS
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8.3 RAMSEY GRAPH THEORY
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8.3.4 Generalized Ramsey Numbers
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(����
 ������� �� L�&� �� ������ �� &����!�/� ���!7�� �!��&��
 ���� ��/���� �� �����

��/���� /������

Ramsey Numbers for Trees

����� ��� ���
 &������ �� ��!�� �� ����� ��� %�!&� ��� (����
 ������ �?��� ��@ !� ���
$��%�� -�%�7��8 ��� ��� ��&� ������� ���� ��� $��%�8 �?��� ��@ � �G �� ��

FACT


��: <N�(�,�= E��� �� ����� ��� �� � �� � !� �7�� ��� �� ��� �� ��� ����� ?�� >
����� ��� �� > �����@8

�?��� ��@ > � G �� �

CONJECTURES

3�: ���� 3�5�-���� <N���,+= L�� ��
 ����� �� ��� �� %!�� ��� � �8

�?��� ��@ � � G �� �
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3�: ������%&��� 3�5�-���� 4�
 /���� � %!�� � 7���!&�� ��� �� ����� �?� � �@��G �
��/�� &����!�� ��
 ���� � ?� � �@ �� � ���/�����

REMARK

$): ��� ������	���� &��F�&���� !���!�� ��� ���� ���F�&�����

Cycle Ramsey Numbers

��� (����
 ������� �� &
&�� /����� ������ �� ��7� ���� �� ��� ���� &����&���!��!&�
�� ��� (����
 ������� �� ������

CONJECTURE

3�: (��� �� ������ 3�5�-���� <N���,�=@ L�� � � * ��� ���8

�?.�� .�� .�@ > "�� �

EXAMPLE

��: L�� � � � ��� ���8 &���!��� ��� �	��/�	&����!�/8 ��
 %!�� (��8 N���8 ��� �����8 ��
� 	������ ��� (�� ���/���� !� "���8 ��� N��� ���/���� !� !�������!& �� ��������

��� &����!�� ��� �� ��� ��/�� ���%��� ��� 9��� �%� ��� ��� ���� �%� �� ��� &�������
/����� !� (��8 ��� ��� ����!�!�/ ��/�� ��� ����� ��� ���� � �������������� L�� �
��� ����� !� �� (�� .�8 �!�&� �� &�������� �� ��� (�� ���/���� ��� � 7���!&��8 ���
����� !� �� N��� �� ����� .� �!�&� ����� /����� ��� �!����!�� ��� ��7� �� ��� &
&����
����8 �?.�� .�� .�@ � "�� " ��� � ����

FACTS
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�?.�� .�@ >

��
 
��� � %��� � !� ���8
�G �

� � � %��� � ��� � ��� �7��8 ���
�� ��G �

� � �� ��� �� %��� � !� �7�� ��� � !� ���

L�� �	��/�	&����!�/� ��� � ������ ��� &
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 ������� ��7� �!�!��� �������!��8
��� ������!���!�� �� ��� ������� !� ��&� ���� �!Æ&����
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� .
@ > �,�


��: <L��&�&= �?.�� .�� .�@ > �*


��: <.�00= L�� ��� � � "8 �?.�� .�� .�@ � ?" G +?�@@��

Good Results

(������ �� <N���,�= ��� <��,,= �� &������� /����� ��� ����� ?��� L�&�� �, ��� ��@
���!7���� ��% �!��� �� !�7���!/��!�� !��� /������!'�� (����
 ��������

DEFINITIONS

��: <N���= �� *?�@ !� ��� &������!& ������ �� �8 ���� ��� ����
���� ������ �� �
!� ��� ���/��� ������ � > �?�@ ��&� ���� !� �7��
 7���� &����!�/ �� � %!�� *?�@ &�����8
�7��
 &���� &���� ��� �� ����� � 7���!&���
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�	: <N���= 4 &����&��� /���� � �� ����� � � �?�@ !� &����� �	���� !�

�?���@ > ?*?�@ � �@?�� �@ G �?�@

FACTS


��: ?(��� �� ������ <N���,�=@ �� � � � ��� � � �� � �8 ����

�?�� .�@ > ?� � �@?�� �@ G �

�� %�� &��F�&����� !� <�L(�,��= ���� L�&� �, !� ���� ��� � � � � &��� ��� � > � > �8
��� ���� 7��!9�� ��� � > �� �� ��� ��% ���� 7��!9�� ��� � > "� *� +8 ��� !� ���!�!��
���7�� !� <�!3��= ��� � � "� G ��


�	: ?3������� <��,,=@ L�� !���/��� ��� � �8

�?�� ��@ > ?� � �@?� � �@ G �

��!� �������8 %�!&� &�� �� ������ �� ��
 ���� �� !� �	/���8 ��� ���� /������!'��
!� ���
 %�
�� ��� �%� ��!� ������&��� ��7� ���� �� �����&� � �
 � /���� %!��
&������!& ������ � �� �� �����&� ��� ���� �� �
 � &����&��� ������ /�����


�): <N���= �� � !� ��
 &����&��� /���� �� ����� � � �?�@8 ����

�?���@ � ?*?�@ � �@?�� �@ G �?�@


�+: <N�L�0�=4 /���� � ���!�9�� �?�� ��@ > ?� � �@?� � �@ G � ��� ��� ����� �� ��
��Æ&!����
 ���/� ����� �8 !� ��� ���
 !� �?�@ > �8 ��� ����� !� � *?�@	7���� &����!�/ ��
� ��&� ���� ��� /���� !���&�� �
 �%� �� ��� &���� &������ !� � ���/���� �� � ���&�!�/�


��: .�� � �� �� ���!����
 /���� ��� � � &����&��� /���� �� ����� �� ���� �����
��� ���!�!7� &�������� �� ��� �� ��� � ��&� ���� � !� �	/��� !� � !� ��Æ&!����
 ���/� ���

?!@ <N�L(��3�= � > �8 � � "8 ��� �0?�@� � ?�,�G �@��*8 ��
?!!@ <N�L(��3�= � > �8 � � "8 �0?�@� � �G ���������8 ��
?!!!@ <�L(��*= �0?�@� � �G ���

�8 ��� C?�@ � ���
�8 ��

?!7@ <N�L(����= � > .���� ��� �0?�@� � ?� G ��@�8 ��
?7@ <N�����= � > � ��� � > � G .� ?%����@8 ��
?7!@ <L�(���0�= � > .���� ��� � > � G����

EXAMPLES

��: ����!��� � (��	N��� &����!�/ �� � ���������� !� %�!&� ��� N��� /���� !� �� �
7���� �!�F�!�� &��!�� �� � &������� /���� ��� ??� � �@���@ ��� ��� (�� /���� !�
��� &�����������
 /����8 �����������	�� 8 %���� �� > �� > � � ����� > �� �� ����� !�
�� N��� ��8 ��� !� ��&� �� N��� &����&��� /���� %!�� � 7���!&��8 ��� ����� !� �� (��
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��: ��� �	��/�	&����!�/ �� � ����� �� /!7�� ��� ��%�� ����� ��� �?�� ��@ ��� ����
��� �?�� .�@� 5����7��8 ����� !� �� /���� %!�� &������!& ������� !� ��� (�� /�����
��!� &����!�/ !���!�� ���� !� ��� &������!& ������ *?�@ > � ��� � !� ��
 &����&���
/���� �� ����� �8 ���� �?���@ � ?� � �@?�� �@�
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��: L�� 6 > ?*?�@� �@?�� �@ G �?�@� �8 &���!��� ��� (��	N��� ��/�	&����!�/ �� �

!� %�!&� ��� N��� /���� &���!��� �� *?�@�� �!�F�!�� &������� /����� �� ����� ��� ���
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����� !� �� N��� � ��� ����� !� �� &����&��� /���� �� ����� � !� (�� ��� � � �?�@�

REMARK

$�+: 4 &���������!7� ������
 �� A/���B ������� &�� �� ����� !� <L�(��&0�=�

Small Order Graphs

5��� �� ��� /������!'�� (����
 ������� ��� 7��
 ����� ����� /����� %��� ������!���
!� ������ �
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7���� ���� ��&� /�����

Figure 8.3.2 1��:�� �0 ����� � * ,#����� #�������E
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$��: ��� (����
 ������� ��� ��7���� ����� &������ �� ����� ����� /����� ��7� ����
������!���8 ��� ����� !� �� � &������ ���7�
 �� ��!� �
�� �� ������ !� <(�3�= �

$��: (����
 ������� ��� ��� ��!� ?�� �@ %���� � !� �� ���!����
 /���� �� ����� 6
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 ������� �?���@ ��� ��� /����� %!�� �� ���� ��7�� ��/��
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$��: (����
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��*�� 	E�E� 1�����#"�� $����� ��*��� 0�� ����� ����� 8��:��E

[� /� � �� /	 ��� .	 	�/� 	�	 	

/� ���� ��	� "��� * "��� +�� � 0 ���	�
/� ��� � �*��� + �* �� �3 �0 �3 �+���
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����  �� � * + � � �3 ��
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� � 0 �* �, �*�
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�/	 ��� *��� ���� �� �0 "��
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� �3 "��
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�� ��� �?	�	@ ��/ ��/� � ������	 	 �*����
	 ���� � �	 ����.
���� �� ���/� �� ��
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DEFINITION
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��� �?���@ ���� !� �!���� !� ��


��: <���&0�= ?��������
@ �� � !� � ������ /����8 ���� �?���@ ��� �� ����� �����
���� !� �!���� !� ��� ����� �� ��


��: <(���0+= �� � !� � /���� �� ������� /����8 ���� �?���@ ��� �� ����� �����
���� !� �!���� !� ��� ����� �� ��

CONJECTURE

3�: (����� ���#�� 3�5�-���� <N���,*= �� ��� �7���/� ��/��� �� ��&� ���/����
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8.3.5 Size Ramsey Numbers

��&������ !������� !� ��� �!'� (����
 ������ [�?���@ %�� &������ !� � ����� �

������8 �� ��� <�L(�,�=�

General Bounds

FACTS
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?!@ [�?���@ >
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�

�
8 ���
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REMARKS
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 /���� � ��&� ���� � �� ?���@ ���� ��7� �� ����� �0?�@�G �0?�@� � �

��/��8 ��� ��� ��&� ���� ������ �� ?���@ !���!�� ���� [�?���@ �
�
������

�

�
�
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�

�
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Linear Bounds
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FACTS
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CONJECTURE

3�: (�-� 3�5�-���� <N�03= L�� � /���� � �� ����� � ��� ������� ��/��� C8 �����
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Bipartite Graphs
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(������� <��(�0�=8 ��� ���� ��� ��
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FACTS
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REMARKS
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8.4 THE PROBABILISTIC METHOD
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Introduction

�����!�!��!& ����� &�� �� ���� �� ���7� ���	������!�!��!& ������� !� /���� �����
�
�� ����!&����8 !� !� ����� ���� �� ���7� ���� � ��Æ&!����
 ���/� /���� ��� � ���&!9��
�������
�

8.4.1 The First Moment Method

DEFINITION

��� )�� ����
� ������ ��� ���� ���� �������� �!��� �� ���7� ������� %�!&� ��� ����
�!Æ&��� �� ������� !�����!��� �� ���7� ��!�/ &������&�!7� ��������
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�
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����� !�7��7�� ��9�!�/ � ������ 7��!����8 ��� $��%���/�
�� %���� � ��&��� 7���� ?!���8 9��� ������@ &�� �����7� ��� 6����!�� �� ��� � !����&� ��
� ����!&���� ����&�����

EXAMPLES

��: �� ���7� ���� ����� !� � ��!
���
� � %!�� � 7���!&�� ��� �� ����� �Z�������

-��!���� �����8 &����� � ������ ���������� ��� &������ ��� � ��&��� ������ ��
-��!���� ������ �!�&� ����� ��� �Z ����� !� ��� ���!��&��� /����8 ��&� ��!/��� !�
��!�����!�� %!�� ������!�!�
 �������8 ��� � ��&��� ������ !� �Z�������� ��!� !���!��
���� �� ����� ��� ���������� ��� ��!� ���
Z

��: <NL5(�3�I= 4 &����!�/ �� ��� ��/�� �� � /���� � !� ��!� �� �� �	������� !�
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�� ��� �
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 �� ��� �
���&��� /���� ;�8
��� � � �����8 �!���
 &����� � ������ ���	&��� ��� ���!���� ��� � ��&��� ������
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��: 4 �������� � > ?�� �0� : & > �� �� � � � ���@ !� *(�������� !� ����� � !��� �
����!�!�� �� !�� 7���� ��� � !��� �%� &���� &������ � � � ��&� ���� 0� � � �> � ���
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���/����
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� � ��� ���� � !� �	&��������� �!���
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 4��� ��� ����&�� <4���33=�

Ramsey Numbers

DEFINITIONS
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 �����!���
������� �� %��� �� !���!�!�/ �������� ������&���� �� �����% !� �!� ����������
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REMARKS
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�� ���, ���� ,#�� :��#�#�� :��*�*#�#�� ��#� -����#8 ,#�� ���� ��� :��:����
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8.4.2 Alterations
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 %� ���!���

EXAMPLES

�� %���� �� ���������� �� &��F�&���� ���� /����� %!�� ���/� /!��� ��7� ����� &������!&
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������ /���� %!�� 7���� ��� <�= > ��� �� � � � � �� ��� !� %�!&� ��&� �� ���
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8.4.3 The Lovász Local Lemma
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 ���� A� ��� ��&� � � � � ���
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���� ��� ��
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GRAPHICAL MEASUREMENT
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Self-Centered Graphs
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9.2 DOMINATION IN GRAPHS
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Applications of Domination
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9.2.3 Bounds on the Domination Number
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9.2.5 Domination in Planar Graphs
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9.3 TOLERANCE GRAPHS
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9.3.2 Tolerance
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Tolerance and Competition graphs
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9.4 BANDWIDTH
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9.4.4 On the Bandwidth of Combinations of Graphs
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��� �$� �
�� �� �� � �
 ��
��&  ' 4��� ��& ���
 ����
��� @�

Figure 9.4.6 ( )�	�+���� 	��)��	� �� �� � �
�

Sum of Two Graphs

DEFINITION

��%3 �� �� �� ������ � ��� �& ����� � 7�& 
� �� ����� �
�� � "� 7�# 5
� "�# � � "�# ��� $"�7�# 5 $"�# �$"�# � ��� 3 � � � "�# ��� � � � "�#��

FACTS

���3 +A
C
C���. A� � ��� �   ������ �$�� ���� �� "�#� � �� "�#� ��� ,"�# 5
��� "�#����� ��� ,"� 7�# 5 ��� "�#����7 �� "�#� � ��
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�� 3 +A
C
C���. A� � ��� �   ������ �$�� ���� �� "�#� � �� "�#� ��� ,"�# 0
��� "�#����� ��� �� "�#���7�� "�#��� � ,"�7�# � �
��,"�#7�� "�#����1�,"�#
7�� "�#�� ��� "�#����7 �� "�#� � ����

��!3 +A
C
C���. 4�� ����� �� ��� �� �
�� � � �& ,"�� 7 ��# 5 ����� 7� � ��

��%3 +A
C
C���. 4�� �'��� �� ��� �� �
�� � � �&

,"�� 7 ��# 5

�
����� 7� � � 
� � � �
� 
� � � � ��� � 5 �
@ 
� � 5 � 5 �

EXAMPLE

��3 4
�$� ����; ����� �  ����
��� �$� �
�� �� �� 7 �� ��
��&  ' 4��� ��& ���
 ����
��� ��

Figure 9.4.7 ( )�	�+���� 	��)��	� �� �� 7���

Corona and Composition

DEFINITIONS

��&3 �� �	
	�� �� ������ � ��� �& ����� � Æ�& 
� �� ����� ������$��� ����
�� ���' �� � ��� �� "�#� ���
� ���& �� �����
��� �
�� ��� *��1 �� �� B� � � � "�#
��� �� 
� �� ���' �� � �����
��� �
�� �& ��� �� �� ���
�
���� ��� �� ��� *�'
� � � "��#�

���3 �� �	�	����	� �� ������ � ��� �& ����� �"�#& 
� �� ����� ���
� "�"�## 5 � "�# � � "�# ��� "��� ��#"��� ��# � $"�"�## 
� ��� ���' 
� 
��� "
#
���� � $"�# �� "

# �� 5 �� ��� ���� � $"�#�

FACTS

��&3 +E�=-% . 4�� ������ � ��� �& ,"� Æ�# � ,"�#"�� "�#�7 �#& ��� ��
�  �$��

� ������

���3 +E�=-% . 4�� ������ � ��� �& ,"�"�## � ","�#7�#�� "�#���& ��� ��
�  �$��

� ������
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Strong Product and Tensor Product

DEFINITIONS

���3 �� ��
	�� �
	���� �� ������ � ��� �& ����� �"��#�#& 
� �� ����� �
��
� "�"��#�# 5 � "�# � � "�# ��� "��� ��#"��� ��# � $"�"��#�# 
� ��� ���' 
� 
���
���� � $"�# ��� ���� � $"�# �� �� 5 �� ��� ���� � $"�# �� �� 5 �� ��� ���� �
$"�#�

���3 �� ����	
 �
	���� �� ������ � ��� �& ����� �"��#�#& 
� �� ����� �
��
� "�"��#�# 5 � "�# � � "�# ��� "��� ��#"��� ��# � $"�"��#�# 
� ��� ���' 
� ���� �
$"�# ��� ���� � $"�#�

FACTS

���3 +A�C
��. "�# B� � � � � �& ,"��"��#��# 5 �7 ��

" # B� � � � ��� � � �& ,"��"��#��# 5

�
�7 � 
� � � �����7 �
��7 � �����
�

"�# B� � � �& ,"��"��#��# 5 ��7 ��

���3 +A�C
�;% .

,"��"��#��# 5

�
�7 � 
� � � � � � ��� ��� *�
�
���7 �� ��7 �� 
� � ���& � *�
��7 � 
� � � � � � ��� ��� ���

9.4.5 Bandwidth and Its Relationship to Other Invariants

���'  �$��� ���  ����
��� 
� ���� �� ���� �����
��� 
�*��
���� ��*  � ��$���
�*��� �� �
��� 
� �� ��*
�$��' ���
��� �$�*' ����� ��� 
� +,�	$=�& ,�	$��.�

��������� ����$���$� ��
� �$ ���
��& � 
� � ����� �
�� � 5 � "�#& $ 5 $"�#&
, 5 ,"�#& Æ��� 5 Æ���"�#& ��� Æ��� 5 Æ���"�#�

Vertex Degree

DEFINITION

���3 �� ���
�� �������� �� ����� � 
� � �
��
�� �� �� ���� �� �� *��
�� ��
�& $�$���' 
� �������
� �����

FACTS

���3 +E�;-. B� �� ����� � ��� �� ��� �/$�� �� � �� � � � � � ��& ���
, � ��1���� � �"/ � �#���� ������ ���
�� / 5 � '
��� , � Æ����

���3 +E�E�	�
=�. B� � �����
�� �� ���
� �� ��& , � �"�Æ��� � �#����
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EXAMPLE

� 3 ��� ������ ���� ���� 4��� �� 
� ����� �� �� �%�
���
���� �'���$  9� ���
�� ����� ����� �
�� ��  ����
��� �$� �
�� ����� 
� 4
�$� ����=� ,��� 1�����
��* �� ��& Æ��� 5 �& ���  ����
��� , 5 �"�"�#� �#��� 5 ��

Figure 9.4.8 5�	�+���� 	��)��	� �� � ���� +��� 	� ��� Æ��� 5 �� , 5 ��

Number of Vertices and Edges for Arbitrary Graphs

FACTS

���3 +	$,�=�. , � "�$�7 �#���

�� 3 +,�	$=�. , �
�
��� � � ���

"��� � � �#� � =�$�
�
���

��!3 +A�C
�;%�. B� � 
� �������& ��� , � �� � � �& ��� � 
� �� ������ 
����
�$�� ���� �"� � �# � �� �"�� � � �# � ��$�& ��� ��  �$�� 
� ������

��%3 +	$,�=�. B� , � �� ���& ��� �$� � �� �"�� � � �#�+�"�� � � ,#.�

��&3 +	$,�=�. B� , � �� ���& ��� �$� � "���� ���� � �# +�� ��"�� � � �#.����� �����

���3 +(�A
��6���. A� , 5 �"�� <#�� �� �
�� - 5 < 5 �� ��� ��� �� ���
�
* ���%
������ &� "��
�� ����� �� <# ��� &� �$�� ���� &��� ��< � �"�� �� ,# � &�"��� "��<#�� ��<
��� �"�� �� ,# 
� �� �
�
�$� ����
 � �$� � �� ��� 
� � ����� �
�� �� � *��
��
���  ����
��� ,�

Number of Vertices and Edges for Graphs with no ��

FACTS

���3 +E���=�. A� �"��,#   �� ��1
�$� �$� � �� ��� ���� �� �%*��1 �����
��*
�� �� �� ���  ����
��� �� ���� , ��� ��*� ���

�
���

�
�
�, � �"��,# �

��
	
�

��
�,�

���3 +,�E�	$4
J
--. A� �   �  
����
� ����� �
�� ����
� �� �
2� � ��� �&
� � �&  ����
��� ,& ��� "�����7�#, � � � "�7�#,��� ��� �$� � ��,����
� 7 �"� 7 �#�,� 7 �"� 7 �#�,�& ��� ��
�  �$�� 
� ������
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���3 +,�E�	$4
J
--. A� �   �  
����
� ����� �
�� ����
� �� �
2� � ��� �&
� � � 5 "� 7 �#, 7 �=,� ��� = 
� � 01� �������� �$�� ���� - � = 5 �& ���
, � "�7 �7 ������ � ���#�"�� =#� ��� �$� � ��, � �����"�� � ������ � �#& ���
��
�  �$�� 
� ������

Radius and Diameter

DEFINITIONS

���3 �� 
����� �� ����� �& ����� 	
�"�#& 
� �� ������� �$� � 	 �$�� ����
��� 
� � *��1 � �� � �
�� �
����� �� ���� 	 ���� *�' ���� *��1 �� ��

���3 �� ������
 �� ����� �& ����� ��
�"�#& 
� �� ��1
�$��
�����  ���
��' ��� *��
�� �� ��

FACTS

���3 +E�E�	�
=�. 4�� ��' ����� �& , � Æ���"Æ��� � �#	��������

���3 +E�;-& E�	�
L�;�. 4�� ��' ����� �& �"�� � � �#���
�"�#� � , � �� � �
��
�"�#�

�� 3 +E��=�. 4�� ��' ����� �& , � ��1�"�� "��#� � �#���
�"��#� ��� �� ��1
%
�$� 
� ��)� �*� ��� ������� �$ ������ �� �� � ���� ��* �� ���� ��� *��
���

REMARK

� 3 ����� ��� �'��� ���
* �� ����  �$�� �� 4��� �@� 4
�$� ����� ����� �  ���%
�
��� �$� �
�� �� � ����� ��*
�� �� � 5 �& �
���� 5 �& ��� , 5 �& �� �� �����
���
*� �� $���  �$���

Figure 9.4.9 5�	�+���� 	��)��	� �� � ���� +��� �� � 5 �� � 5 �� , 5 ��

Vertex and Edge Chromatic Number

DEFINITIONS

�� 3 �� "*��1# ��
	���� ����
 �� ����� �& ����� >"�#& 
� �� �������
�$� � � �$�� ���� ��� 
� � �$���
�� ' 3 � "�#� ��� �� � � � � �� �
�� �� ������' ����&

� �� 
� �� ��& ��� '"�# �5 '"�#�

��!3 �� �������
	���� ����
 �� ����� �& ����� >�"�#& 
� �� ������� �$�%
 � � �$�� ���� ��� 
� � �$���
�� ' 3 $"�# � ��� �� � � � � �� �
�� �� ������' ����& 
�
��� �� ��� �� ���� � ������ *��1& ��� '"��# �5 '"��#�
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FACTS

��!3 +E�	�
L�;�. 4�� ��' ����� �& , � >"�#� ��

��%3 +,�	$=�. 4�� ��' ����� �& , � >�"�#���

Vertex Independence and Vertex Cover Numbers

DEFINITIONS

��%3 �� ��
��� ������������ ����
 �� ����� �& ����� ���"�#& 
� �� ������
����
���
�' �� � �� �� *��
�� ��
�� 
��$�� � ����� �
�� �� ����

��&3 �� ��
��� �	��
 ����
 �� ����� �& ����� =�"�#& 
� �� ������� ����
%
���
�' �� � �� �� *��
�� �$�� ���� *�' �� 
� 
��
��� �� �� ���� �� �� �� *��
��

� �� ���

FACTS

��&3 +E�;-& E�	�
L�;�. 4�� ��' ����� �&

��� �����"�#� � � � , � �� � � ����"�#��� � �

���3 +	;@. 4�� ��' ����� �& , � =�"�#����"�#�

Girth, Vertex Arboricity, and Thickness

DEFINITIONS

���3 �� ��
�� �� ����� �& ����� ��	��"�#& 
� �� �
2 �� � ������� 
��$�� �'��
�� ��

���3 �� ��
��� �
�	
����� �� ����� �& ����� 
	 ;	"�#& 
� �� �
�
�$� �$� �
�� �$ ��� 
��� ��
�� � "�# ���   ����
�
��� �$�� ���� �� *��
�� �� ��� �$ ��

��$� �� ��'��
� �$ ������

���3 �� ��������� �� ����� �& ����� ���&�"�#& 
� �� ������� �$� � �� ������
�$ ������ �� � ���� $�
�� 
� ��

FACTS

���3 +,�	$��. B� � 
� ��� � �����& ��� , � "��	��"�# � �#"
	 ;	"�#� �# 7 ��

���3 +,�	$��. B� � 
� ��� � �����& ���

, � +"��	��"�#� �#�� ��"�  ���"�#.� ��	��"�# 7 �

���3 +,�	$=�. 4�� ��' ����� �& ���&�"�# � ��1",��� �#�
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9.4.6 Related Concepts

�� ��$�' ��  ����
��� ��� ������ 
�*��
���
��� 
��� � *��
�' �� ����� 
����

Bandsize

,����
2 
� �
��$���  �
O' 
� +A�C
��.�

DEFINITION

���3 A� '   � ����� �$� �
�� �� � ����� �� �� �������� 	� ' & �����  �� "�#&

� �� �$� � �� �
��
��� �� �
N���� ����$��  ' ' � �� �������� 	� � 
� �
*�
 '  �"�# 5 �
�� �� "�# 3 ' 
� � ����� �$� �
�� �� ���

FACT

���3 +6��C
=�. 4�� ��' ����� �& ,"�# �  �"�#�

Edgesum (Bandwidth Sum)

�� ���$� 0��� ������ 
� +��@�.� 6���$�� �� �
��$��� 
� +�;-& B�;�& B�;@&
E�E�	�
=�& E�==& K�C���& K$�$��& K$�$�@& A�C
��.�

DEFINITION

���3 A� '   � ����� �$� �
�� �� �� �� ������ ����
���� �� ' 
� �� "�# 5

������� �'"�# � '"�#�� �� ������ 	� � 
� �
*�  ' �"�# 5 �
���� "�# 3 ' 
� �

����� �$� �
�� �� ���

FACTS

���3 4�� �� �%�
���
���� �'���$  9�& �"9�# 5 ���� "�� � �#�

�� 3 A
)  ����
���& �� ���$� ��
�
�� ��� �� 
� >�%�������

Cyclic Bandwidth

E'��
�  ����
��� 
� �
��$��� 
� +A
��& A
�;& ��L��
��& A���E�-�.�

DEFINITION

���3 A� '   � ����� �$� �
�� �� �� �� ������ ��������� 	� ' 
� ,�� "�# 5
��1� '"�# � '"�# � 3 �� � $� ��� � � 5 �
������ �� ����� �� ������ ���������

�� � 
� �
*�  ' ,�"�# 5 �
��,�� "�# 3 ' 
� � ����� �$� �
�� �� ���

Edge-Bandwidth

6��% ����
��� 
� 
�����$�� ��� �*��� ��$��� �� ������ 
� +?
�$��C��.�

DEFINITIONS

�� 3 (� ���������
��� ' �� � ����� � 
� �  
!��
�� ���� $"�# �� �� �� ��

������
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��!3 A� '   �� ��%�$� �
�� �� �� �� �������������� 	� ' 
� ,�

� "�# 5
��1��'"��#� '"��#� 3 ��� �� ��� �� ��!���� 
� ��� �� �������������� 	� �
���

� 
� �
*�  ' ,�"�# 5 �
��,�

� "�# 3 ' �� �� �$� �
�� �� ���

��%3 �� ���� �
��� �� � ����� � 
� �� ����� -"�# �$�� ���� � "-"�## 5 $"�# ���
��� *��
�� 
� -"�# �� ��!���� 
� ��� ���' 
� �� ���������
�� ��� �� ��!���� 
�
��

FACTS

��!3 4�� ��' ����� �& ,�"�# 5 ,"-"�##�

��%3 4�� ��' ����� �& ,"�# � ,�"�# ���& 
� � 
� � �����& ,�"�# � �,"�#�

EXAMPLE

�!3 4
�$� �����- ����� �� ��% ����
��� �$� �
�� �� � ����� � ��� �  ����
���
�$� �
�� �� �� �
� ����� -"�#� >��
� ���� �� ��% ����
��� �$� �
�� �� ��
�� �� � 
� 
���
��� �� ��  ����
��� �$� �
�� �� �� ���������
�� *��1 
� -"�#�
B� 
� ��� �
Æ�$�� �� � ���� ,"-"�## 5 ��

Figure 9.4.10 ,"-"�## 5 ,�"�# 5 ��

Profile

�� &��+�� �� � ����� 
� �
��$��� 
� +A
K$��& A�C
��.�

DEFINITIONS

��&3 A� '   � ����� �$� �
�� �� � ����� �& ��� �� *��1 � � � "�#� �� �
	'��
����� 
� �� "�# 5 ��1��� ���"'"�# � '"�## ��� ( +�. 
� �� ����� �
�� ������ �� ��

���3 A� '   � ����� �$� �
�� �� � ����� �� �� �
	'�� 	� ' 
� �� "�# 5

��� �� "�#� �� �
	'�� 	� �& ����� � "�#& 
� �
*�  ' � "�# 5 �
���� "�# 3 ' 
� �

����� �$� �
�� �� ���

FACTS

� &3 � "��# 5 �� ��

� �3 � "��# 5 ��� ��

� �3 B� � � �& ��� � "����# 5 �� 7�"� � �#���
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Cutwidth

������ ��� �$��
��� 
���$� +�$�$=�& A=�& E�=�& �����$=�& K�=�& E�==.�

DEFINITION

���3 A� '   � ����� �$� �
�� �� � ����� �� �� �������� 	� ' 
� &� "�# 5
��1 ���� � $"�# 3 '"�# � � 5 '"�#��� �� �������� 	� � 
� &���"�# 5 �
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10.1 SEARCHING

������ �� ��	�
� ��������� �� ��������

������ ������	
���� �����	

������ ����	
���� �����	

������ ����������� �����

������ ������������ ���������

������ ��� � � ���� ���	��!"�

�����# $��� %���	 ���������

�����& '����(�)����� '������	)

*� ������

Introduction

' ������ � � ����	 � � )��	������ �(��������� � ��� �	� ������� ��� ����� +�
)"� �"� �� ,������ ��)�-. ����. �� ��� �� /�� � )��� �")0�� � ���1 ���� �	� ����	�
2��� 3��	 �	� ����������. � "��������� ����� �")0�� �  "���)����� ����	 ���������
��� 0� ����� ��� ������4���

�	� ������ �(�)��� �	� �3� )�� �)������� ����	 )��	��� (�����#+,��� �����#
���� �� �Æ����� 3�� �� ��)�"�� �������� ����#+,��� �����# � "� "�  �� �	��5���
)��� 0��� ������������ ���������.  �� �	��5��� ���������. ��� ���  �� ���� 6�3 ������
 �� ��)������ ' �����)��� � �� ���� �)� ����� � 0��	 �	�� )��	�� ��� 0�  �"��
�� ��)�� ��� �������	) ��(� /�)� ������ ��� ��� 7����8#. �9*���. %�����. :�*8;.
����. <�88=1�

'�� �	� �������	) � �	� ������ /�(����  �� ������&1 �"� �� ������ ��)� �� ���� ����
�� ��� ����� �� ��5� ������ ��)� >"� �� ���� �	� ����	. �	� �������	) ��� ��������� �
�Æ����� � ���0�� /�	�� ��� ,��)���������� ����)��-1�

��������� �	��"�	�"� �	� �	�����. �	� �")0�� � ������� ��� ���� � � ����	 � ?
/���1 ��� ������� � ��� �. ������������ ��)� 0�"��  �� �������	) ��� ����� "���
��)������ ��������. ����. �/�1 ������ � !"������ �	��.  �� "Æ������� ����� ���"� � 
�. � �� )�� ��.  �� �)� ������� � �	�� � ����������� � ��

����������� +� ��� �������	). 3� �")� �	�� �	� ����	 � � ����� � �� ��>������
��� �������������� + � � "���������. �	� )��� �	�� ���	 �����( 	� � ��� � ��� ��
����	0��� �	� ��� ��� 0� �!"�������� ��������� �� ���5��� + � � ��������. �	�� ���	
�����( 	� � ��� � ��� �� �"�
����	0���

10.1.1 Breadth-First Search

�	� �������	
��� ������ )��	�� /�00�� ���1 4�� 	����� ���	  ��) � �����
�����( � � ����	 �� ��	�� �������� +� ��������@� �� ��>5���A �������	). 3	��	 ����3
�")������ /�����������1 ����
�����	� �	��"�	�"� �	� ������. �	� ����� ����	 � ���
0� �������� �� "����������

                          



DEFINITIONS

��B ' ����� ������ �� � ����	 ����4� �	� �")������ �����	 � ���	 ����� 2��	
���� � �")�� �� 	��� �����	 ���. "��� �	��� � �� �(�������� �������� �����	  "�������

��B �	� �������  ��) �����( � �� �����( 	 �� � ����	. ������� 
/�� 	1. � �	� �����	
� � 	����� ���	  ��) � �� 	�

��B �	� �������� � � ����	 � �	� )�(�)") ���"� � 
/�� 	1  �� � �? 	�

��B ' ��������	���� ���� �  ��) � �����( � � � ����. ������ �� �. �	�� �������
��� �	� ������� �	�� ��� ����	�0��  ��) �� �	� ���	 �� �  ��) � �� ��� �����(  � �
	����� ���	 �� �. ����. �� 	� �����	 
/�� 1�

EXAMPLES

��B ���"�� ������ ���� � 	����� ���	 ����  ��) �����( ��
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Figure 10.1.1 ���	
���� �
��� ��� ���
�� ��� 
���

��B �	� �����+
���� �#����� 7$�#&. C���= ���"� 3	�� ���������� ���� ����	
	��� ��3 ���)����� ��"��� 	��� 	�3� �	�� �	� ����	 � )���� �����. ��"��� ������

���� �� �	� ������&�� 3��). ��� �	� �������� ��3�� ���� � �	� 3����� D����� �����
��� �(	�0�� �	� )���
3���� �	���)����� �	� 3����
3��� 3�0 � 0������� �� 	��� �	�
��"��"�� ����

��B ��� ������ ������. )��	�)������� 	��� ��)�"��� �	��� -��.�� ��	�� � �	���
�������  ��) �	� �����4� )��	�)������� ��"� 2��E�. �� �	� ����	 3	��� �� ���� >���
�3� )��	�)������� 3	� 	��� ���"�	���� � ������

��B �	� ���)�� � �	� / ��&���� �� 0��� (��� ��)� � �	�� �	� ����	 3	��
������� ��� )���� ����� ��� 3	�� ���� >��� �3� ����� ��������� �� �	� �)� )����
	� ���)���� �� )�� #�

��B +� ��)�"��� ��� ��))"�������� ���3��5. � )���� � ��������� 0�������  ��)
��� ��� � �� ��� ��	�� 0� ����� �� ��3� � 	����� ���	 ����  ��) ��

��B �� ���� � �"@@�� ��5� ��) 9����A ,�� �"@@��- 7��8#=. 3� ��� �������� ���	
������� 0� � �����(� ' �������� ���� /�� �1 �(�� � 3� ��� ������� )���  ��) � �� �� <�
��5 � 	����� ���	  ��) �	� ������� ������� �� � 3������ ��������

                          



Ordered Trees

DEFINITIONS

��B +� � ������ ����. � �����(  � �� ������� � � �����( �. ��� � � � ��������
� . � �	��� � � ���	  ��)  �� � 3	�� ���� ��� ��  ��) ������ �� �	���� �� ����������
 � �� ������� ��� ��������� � ���� /����. �� �	� ���� � ���"�� ������ �����( � 	�
� ���������1�

��B F����(  � � ������ ������� ���������� � �����( � � �� � �� �������
/���������1 ���  �? ��

��B '� ������� ���� � � ������ ���� �� 3	��	 �	� �	������ � ���	 �����( ��� ��������
�������� +� � ����� ���3��� � "�	 � ����. �� �
��
���	� ����� ���� �	� ����� � �	�
�	������� /�	� �� �)�� �	��� � 4���1

��B F����(  � �� ��� ���� �� �����( � � �)� �����( 	� �	������ � ��� 
. 3��	 � ��
�	� �� � � 
. � �� ������� �  ��� 
 �� ������� � ��

��B +� � ����	 �. � �������	
��� ���� �  ��) � �����( � ������� �	� ������� �	��
��� ����	�0��  ��) �� +� � �� ������� ����. ������ �� �� +  � � �����( �� ����	 Æ ��
�	� ���� � . �	�� �	� �	������ �  �� � ��� �	� ������� � � �	�� ��� ��>����� �� � ��
. 0"� ��� ��>����� /�� �1 �� ��� �����( �� � �� ����	 �� �	�� Æ. �� �� ��� �����( ��
����	 Æ �� � �	�� � �� �	� �� � � �

FACTS

��B '�� 0�����	
4�� ���� � � 	�����
���	 �����

��B ' 	��	 ����� 0  �������	) � ����� 0���3 � '������	) ������� +� �����"�� �
0�����	
4�� ����� +� ����  ��) �. 4�� �	� ������� �� ������� �  ��) �. �	�� �	�
������� �� ������� �. ����

Algorithm 10.1.1: �
������
� ���
��

!���B �������� �� "��������� ����	 � ? /���1. �����( �
1�����B 0�����	
4�� ���� �  ��) �

�� ? ���� ������� �� ������� �  ��) ��

�� ? ���
)�5� � �	� ���� � �
� ? �
��	 � �� �? �G �� �� �����"�� ���� ��

���� ? �G

!�
 ���	 �����( 	 � �� ��

�� ,���- 	 ��
!�
 ���	 ���� /	� �1 ��

	! � ��
�

� �� ���

)�5� � �	� ��(� �	��� � 	 �� �
��� � �� ����

� ? � H �

                          



��B �	� 	��	
����� �������	) ��� 0� �)���)����� �� �"� �� ����� ��)� �/�H�1� �	�
)��� ���� ��"��"�� � � !"�"� � ������� �	�� 	��� 0��� ����� �� � . 0"� 3	�� �	������
�� � 	��� ��� 0��� ��)�"����

��B +� ������� 3� ���� � �	�� �� �������	) ��5� ��)� �/� H �1 0� �	��5��� �	�� ��
���� ������� ��)� /����. �/�1 ��)�1 �� ���	 �����( ��� ���� � ��

��B I�� ����� 	����� ���	 ���� � � 0�����	
4�� ���� /����. �	� ���� � ���"�� ������1�
�	� ��� ��� ��"� ��� ���0��) �� ������������

��B �	� ���)���� ��� 0�  �"�� 0� ����� � 0�����	
4�� ����	  ��) ���	 �����(�

��B ��>5���A �������	) ��)�"�� � 	����� ���	 ����  ��) � �� � ����	 3��	 �
����������� �����	  "������� +� ��������@� 0�����	
4�� ����	� 9�5� 0  �� 4�� �	� ��
�� � ��� ������� �� ������� 
  ��) �.  �� ��������� ���"� � 
� '� ����������� ����
��"��"�� �)���)��� �	� �������	) �� ��)� �/� H � ����1 7����;&. �9*���=�

10.1.2 Depth-First Search

�����	
��� ������ /�00�� ���1 3� ����������� �� �	� �8�� ����"�� � � �������
 �� �(������� � )�@� 79";�. ����8�=� �	�  "���)����� ��������� � �	� ����	
4��
����	 ���� 3��� ��������� 0� :����� � ��� ���>�� 7:���&��. ��&�=� ���>�� ���
��������� )��� ��	�� ������� ��� �Æ����� �  �������	) /�� ������#1� �	� ���� � 
����	
4�� ����	 � �� ��� ���������� �� ���� �������� �� �	� )�� �������� ���������
�����( �	�� ���� 	� "������� �����

DEFINITIONS

��"B �3� ������� �� � ���� ��� ������� � ��� � �� ������� � �	� ��	���

���B +� �� "��������� ����	 � ? /���1. � �����	
��� ���� /�00�� ��� ����1  ��)
� �����( � � � ���� "0����	 � . ������ �� �. �	�� ������� ��� �	� ������� � � �	�� ���
����	�0��  ��) ��

� 2��� � �/� 1 ��� �/�1 � �/� 1 ��� ������ ���� ����� ��� ����� �����.
������������

� 2��	 ������� ���� � ��� ������ � ���� �����

�	� ��"���� �������� � �	�� �	� �3� �������� � ���	 0��5 ���� ��� ��������

���B +� �� "��������� ����	 �. � �����	
��� ����� ������ � � ���������� � 
����	
4�� ����. ���  �� ���	 ��������� ��)������ � �� 2��	 �����( � � 0����� ��
�(����� ��� ���� � �	�  �����

���B 9�� � ? /���1 0� � �������� ����	 3	��� ����� �����( � ����	�0��  ��) �
��������� �����( �� ' �����	
��� ����  ��) � � �� ������� ���� �� �. ������ �� �
�	�� ������� ��� ������� � � 2��	 ���� � � � ������ � ���� ����� 2��	 ����� ����

/� �1 � � � � ��� 0� ����4�� ���� ��� � �	��� ����B

� ' ���� ���� 	� � �� ������� � �

� ' ������� ���� 	� � � ��������� � �

� ' ����� ���� >��� �3� "�������� ��������

�	� ��"���� �������� � �	�� ���	 ��� ���� /� �1 	�  �� �	� ���	� � ��

                          



���B 9�� � 0� � �������� ����	. �� 3	��	 3� �� ������ �")� �	�� �)� �����( ���
����	 ��� ��	��� ' �����	
��� ������ � �� ������� ���������� � ���� �� � � �	��
���	 �����( � � 0����� �� �(����� ��� ����� �	� ���� � � ��� ����4�� ���� �	� �
���� � ���� �� ��4������ �� 3��	 ��� ���������� ���0�����B

� ' ����� ���� ��� >��� � ������� �� ��J����� ���� � ���� � �� ���  ��) ���	� ��
�� � /����.  ��) � 	��	�� �")0���� ���� �� � ��3�� �")0���� ����1�

EXAMPLES

��B ���"�� ������ ���"����� � ����	
4�� ����	 � �� "��������� ����	� +� ���3���
� ����	
4�� ������� ����. ���� ���� ��� ���� ��� ������� ���� ��� ��	��� �	���
��� 0� )��� ����	
4�� ���� 3��	 �	� �)� ����� ��� ������� �	� ���� ���� /�� #1 ��"��
0� �������� 0� /�� &1�
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Figure 10.1.2 ���	
���� �
��� ��� ������
� �����	�� 
���

��B ���"�� ������ ���"����� � ����	
4�� ����	 � � �������� ����	� �	��� � �  ��3���
����. � 0��5 ���� ��� � ��� �����
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Figure 10.1.3 �	
���� �
��� ��� ������
� �����	�� 
���

FACTS

��B '�� �����( � � �� "��������� ����	 	� � ����	
4�� ����  ��) �� '�� �����( � � 
� �������� ����	 	� � ����	
4�� ���� � �	� "0����	 ���"��� 0� �	� ������� ����	�0��
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Algorithm 10.1.2: ������	
� ���
��

!���B �������� �� "��������� ����	 � ? /���1. �����( �
1�����B ����	
4�� ���� �  ��) �

)�5� � �	� ���� � �
���/�1

�
����#
� ���/	1
�� �����( 	 � ���������� �� �	� ����� ��
!�
 ���	 ���� /	� �1 ��

�� ���� /	� �1 � ����� ����� 	� �� �	� ����� ��
	! � 	� ��� 0��� ��������� ���

)�5� � �	� ��(� �	��� � 	
���/�1

�� �����( 	 � 
����� �� �	� ����� ��

��B �	� ������"�� ��� � ���"����. ����. �� ���� ���� � �	� ����	���  �� � ���"����
���� � �/�1� '������	) ������ "� ������ ��)�. �/�H�1�

��"B + ������� ���� /	� �1  ��) �	� �����( 	 ��"�� �� �	� �������� � �	� �����(
�. �	�� /	� �1 � � ���� �����

���B �"���� �	�� �	� ����	 � � "���������� ��� �	� ���� � ����"��� 0� '������	)
������ �� 0� � ����� ����	
4�� ����. ��� ���� /	� �1 � ��� )"� 	��� 	 ��� � �������
�������� <	� ��� � 	��� �	� ��������K �� �))���� "���� 	 ��� ���������
0� ��� �� �	�� � 3��� ���	�� 0� )��� � �	��� � 	 /��5� ���� /�� �1 �� ���"�� ������1 ��
� ����	��� ��������� � 	 /��5� ���� /�� �1 �� ���"�� ������1�

���B �"���� �	�� �	� ����	 � � ��������� ��� � �� 0� � ����� ����	
4�� ����. ���
���� /	� �1 )"� 0� ��� � �	� � ���0�� ����� <	� ��� � 	��� �	� ��������K ����
"���� 	 ��� ��������� 0� ��� �� +� �	�� ��� � 3��� 0� � ��������� � 	 ��� /	� �1
3��� 0� � ���� ��  ��3��� ���� /� �� ���� ��1� I�(� "���� 	 � ��������� � ��� ��
�	�� ���	�� 	 ������  ��) � �� 	 � �� �	� ���	� � �� +� �	�  ��)�� ��� /	� �1 � �
0��5 ���� ��� �� �	� ������ ��� /	� �1 � � ��� �����

���B '������	) ������ ��� 0� �(������ �� � ������"�� �	�� �����"�� � ����	
4��
 ���� � B �	� ������"�� ���� 3��	 � ? 	� +� ���������� �	��� � �����( � �� � . "�
���/�1 �� ���3 � ����	
4�� ���� �  ��) �. ��� ��� � �� � �

���B '������	) ������ "� ������ ��)�� /��� �������� ����	 � ����� �� ���� � �	��
� �����( � ��� ����� �� ���� � ���� � � � �	� � 0���"� ���� ���������. �����( �
��)��� ,���������- �	��"�	�"� �	� 3	��� ������"���1

REMARKS

$�B <� ��� ��� 3	��	�� �� "��������� ����	 � ��������� �� ������ ��)�. 0� "��� �
����	
4�� ����	� �	� ���� � � ����	
4�� ����	 �������  ���� ���� �	� ���������
��)�������

$�B <� ��� ��� 3	��	�� ��� ������� � � �������� ����	 ��� ����	�0��  ��) � �����(
� �� ������ ��)�. 0� � ����	
4�� ����	�

                          



Discovery Order

DEFINITIONS

���B ��������� ����� � � �")0����� � �	� �������  ��) � �� � �� �	� ����� �	��
��� ���������� �	� � ��� ������ �	� �������� � �	� �  �����

���B +� 
��� ���� ����� �	� ������� ��� �")0����  ��) � �� � 0� ��������� 4��	
��)�� �	� � �	� ��������� � �	� �  �����

FACTS

���B $�� �������	) 0��� �� �	� ����	
4�� ����	 ���� "� �������� ������ �	��
�������	) ������ � ���	 �����( 	 3��	 �� �������� �")0��. ��� ������ 	� �	� � 	�3
�	� ������� ��� ��)�� �� ���"�� �������

���B +� �������� �����. �	� ��������� � � �����( 	 ��� �")0���� �����"������.
3��	 	 4��.  ����3�� 0� ��� �� ������ ���������� �	� ���� � !"��5 3�� �� ��� � �
����� �����( � ������  ��) ����	�� ����� �����( 	B 9�� 	 	��� 
 ���������� � � �
��������� � 	 �(����� 3	�� 	 
 � � 	 H 
� �	� )��	�� ��� 0� �)���)����� �� �"�
�� �/�1 /����. �������1 ��)��

REMARKS

$�B �	� ��3�� � ����	
4�� ����	 ��)�  ��) �� �)���4������ � �	� ���� ��"��"��
L �	� �0���� � ��� ���� �� "��������� ����	. ��� �	� �0���� � �� �
��
���	� ����
�� �������� ����	� ����	
4�� ����	 �������	) 3��5 0� ����������� �� ��)����� "�
�� ��3� �	� �  ����/1�

$�B $��� �)��� ��������� � ����	 ��� 0� �����@�� 3��	�"� "��� �	�  "�� ��3��
� ����	
4�� ����	� �	� �������	) ��3�� 3��5 3��	 � ���	 �� �	� �  ����. ���	��
�	�� 3��	 �	� ������ �  ����� �	� �������	) ��������� �� ��)����� ����� �	� ���	�

$�B ' � �)��� �(�)��� � *�)��5 � 3� ���� � ������"�� �	�� 	�3 �� "���������
����	 3��	 )���)") ������ Æ 	� � ���	 � �����	 � ÆB �(��"�� ���/�1 / �� ��� �1.
������� �� �	� 4�� �����( � �	�� 0���)� 4��	��� �	� ������� � ���� � �����"����
0� �	� ������"�� � � ���	  ��) � �� � � �����	 � Æ� �	� ����� � �	�� ��� � �A
����	0�� )"� 0� �� �	� ���	  �� � �� 0� 4��	���

$�B ������� ������M� ���� 3��	 �)���� ����	 ��������� �	�� ��� 0� 	������ 0�
�	� ���	 ���3 � ����	
4�� ����	� ������# ����� ������ ��������� 3	�� �������	)
��!"��� �	�  "�� ��3�� � �	� ����	
4�� ����	 ����� ������& ���� 3��	 0��	 ���3 � 
����	
4�� ����	�

10.1.3 Topological Order

����������� ����� � �	�  "���)����� �������� � �������� ������� ����	� +� ���

>"������ 3��	 ����)�� ������))���. ����������� ����� ���� �� �Æ����� �������	)  ��
)���  "���)����� ��������� � �������� ������� ����	 L ���� ��������� �	�� ���
I�
��)����� �� ������� ����	�

                          



DEFINITIONS

���B ' ��� � � �������� ������� ����	. ����. �� 	� �� ������

���B ' ������ � � ��� � � �����( 3��	 �������� �. ��� � ��� � � �����( 3��	
�"������� ��

���B ' ����������� ������� ������������ ������ ����������� ����� � � ��

������ ����	 ���� �� ������� �� ���	 �����( � �	�� ���	 ���� � ��������  ��) ��3��
�")0�� �� 	��	�� �")0���

EXAMPLES

��B �	� ��� � ���"�� ������ 	� �"��� � ��� ��5 � � '��	�0���� ����� � � �����
����������� ��������� +� ������� � ��� 	� )��� ����������� �")0������ +� �	� 4�"��
�� ��� ���0���

b

c d e

f

a

Figure 10.1.4 ��� ��� ��� ��	�� �
��
�

��"B ' ��� ��� ��3�� 0� ���3� � �	�� ��� ���� ��� �������� ��3�3���. � �� ���"��
������� ����������� �")0�� �"��� �	� �������� �����)��� � �	� �������� �	� ���������
� "� "� �� �������	)  �� ���3��� ����	 /�� ������� ����1�

���B �����!"���� ����	 �� � "�������� ������)��� ��� ���B � ��"�� N � � �����!

"���� �� ��"�� O. �	�� �� ����3 � ���3�  ��) N �� O� �	��� ������ 0� � �����. ��� ��
��� ��"�� ����"���P �	� ��"�� �")0����� � � ����������� �")0�����B � �����!"����
�� � ��"�� ��3�� 	� � ��3�� �")0���

���B ' ��)0��������� ����"�� � � ���������� � ����� ���� ��� ��������������� 3���.
3��	 ��  ���0��5� �	� ��
 ���0��5 �������� )�5� �� � ����

���B ' ����	 � ������) ����������� � � ��� /�")��� �� ���"���� � ����3��1�
��� ������� �	� ����������� ����4�� 0� � ������	� � � ���� �	� ���� "������ ��3��
��"�� �	�� � 4��A ��)���)� � �� ����� �	�� �	� ��)���)� � ��� ��������� 4���
�	" �	� ��)���)�  ��) � ����������� �")0������

���B �	�  ��)"�� �� � �����	��� ������ �� ��� ����	��. ��� �	� ����������
�������� � � ���� <	�� �	� ���"� � � ���� � �	�����. �	� ���"� � ��������� ���� ���
������"����� �� ����������� ������

���B +� �������. � ���� 
�	 � � ����	 3	�� ������� ��� �	� ����� � �� ������)�
'� ����3 � ���3�  ��) ��� ����� �� ��� �	� ��	�� ����� �� ���� "���� �	� )����
� ��))���� �")�� �� 0� � ���. �� ������3 ����� �� �	�  ��� �	����

                          



FACTS

���B 2���� ��� 	� ��� �� )��� �"��� ��� ��� �� )��� ��5� �	� ��� 0� ��� 0�
�(�)����� � ���	 � )�(�)�� �����	� �	� 4�� /���1 �����( )"� 0� � �"��� /��51.
���� ��	��3�� �	� ���	 ��"�� 0� �(������ �� �	� 0�������� /���1�

���B ' ����	 3��	 � ����������� �")0����� � � ���� �� �� �	� �0���� �	�� ����

������� �")0�� ������� ����� � ���	. � � ���	 ������ ���"�� �� �� ������� �����(�
�	" �� ����� �(���

���B '�� ��� 	� � ����������� �")0������ �� �����"�� "�	 � �")0����� 3��	
��3�� �")0�� �. ���� �	� ��3�� �")0�� �� � �"��� �� �	�� ������� ���"������ ��
�	� ��� �� �. "��� ��3�� �")0�� ��

��"B ��� ��� �)������ �����"�� � ����������� �")0����� 0� ���������� �")0����� �
��5 � 3��	 �	� 	��	�� �")0��. ��� ���������� ���"������ �� ��� �� ��

���B �	� ������� � ���� �� ��� 0� �)���)����� �Æ������� 0� ����	
4�� ����	� �	�
����� � �	�� � 3� ���3 � ����	
4�� ���	 �� � ���. �	� 4�� �����( �� 0���)� 4��	��
� � ��5� $��� "��������. 3� ��� ���3 � ����	
4�� ���	 "���� � ��5 � ����	��� �	�
���� �	�  ����3��� 	��	
����� �������	)�

Algorithm 10.1.3: %��� ��	�� &#'(�
	�� )*	�� +�,� -

!���B ��� � ? /���1
1�����B ����������� �")0����� � �B �����( 	 	� �")0�� �7	=

������ "���� � 	� �� �������B
���3 � �  ���	 � "���� � ��5 � � ����	��
�� �7�= ? �. ������� � 0� � ��� ������ �  ��) � Q �

�� )�5� �	� �������	) �Æ�����. ���	 ��������� ���3 �	� � 
���	 � 0� ������� 3��	
�	� ������" � ��� �(������� ��. � ���0���

���B ' ��3�� ����� �)���)�������� � '������	) ������ �"� �� ������ ��)�� �	� ����
� �� "� ����� �7����=  �� � �"����B

�7	= ?

�
� � 	 	� ����� 0��� �� �
� � 	 	� 0��� ������� ��� ������ ����������� �")0�� �

Algorithm 10.1.4: %��� ��	�� &#'(�
	�� )+���
 +�,� -

!���B ��� � ? /���1
1�����B ����������� �")0����� � �B �����( 	 	� �")0�� �7	=

��� ? �R
!�
 ���	 �����( 	 �� �7	= ? �
!�
 ���	 �����( 	 �� 	! �7	= ? � ��� ���/	1

�
����#
� ���/	1
!�
 ���	 ���� /	� �1 ��

	! �7�= ? � ��� ���/�1

�� 	 � ��3 � ��5 �� �	� 	��	 ����� �������	) ��
�7	= ? ���R ������� ��� 0� �
�� 	 � ��3 ������� �� �	� 	��	 ����� �������	) ��

                          



���B '������	) ������ �"� �� ������ ��)�� +� ���� �/�1 ��)� �� ���	 �����( ���
�����

EXAMPLE

���B ���"�� ������ ���"����� 	�3 �	� �������	) �")0�� �	� ��� � ���"�� �������

a

b

c

a

b
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b

f

c d

I[f]=6

I[c]=5 I[d]=4

a

e

a

b

I[b]=3 I[e]=2

I[a]=1

Figure 10.1.5 �.��#	�� �! ��� ��	�� �#'(�
	�� � ��
	�'�

FACTS

���B 9����� �	� ������� �� ����� � ��������� 4��	 ��)� /��4������ �#1 � � �����
����������� ������

���B ���>��A �������	)  �� ����������� ����� 7��&�0. �9*���= � 0��� �� ���� ���
'������	) ������ � � ���������������� � ���>��A �������	)�

�� ���"����� �	�. ���"�� �����# 	�3 � �  ����  �� ���"�� ������� 2��	 �����( �
��0����� 0� �� ��)� ��� 4��	 �")0��� �"0�������� ���	 4��	 �")0��  ��) & ����
�	� ����������� �")0�� � ���"�� �������

d,3

e,5

a,6

b,4

c,2

f,1

Figure 10.1.6 %��� ��	��  / �#'(�
	�� (/ ��	�� 	'���

���B '���	�� ������
��)� ����������� �")0����� �������	) 7C�&�= 3��5 0� ����������
�������� � �"���� �	� �������	) )������� � !"�"� � �"���. � 3��� � �	� ��
������
� ���	 �����(� + �	� ��
������ ��� ��� ��������� ������0�� �	� �������	) ��� �� )���
3��5 �	�� '������	) ������. ���� �� )�5� �3� ��� ���� �	� ����	�

���B ��� �������	) � ��� ��������� �� ��)�����  ��) 	��	�� ����������� �")0��
�� ��3��. ���	�� � ��� ������� ���	 ���� /	� �1 �� �� �	� ��� � ���/	1� �����������
�� ��)����� �� �	� ������� ��������� � ��� ���0���

                          



���B ' �� �(�)��� "���� ���	 ���� � � � ��� � 	� � ����
���"�� �����	 �7�=� <�
��� 4�� �	� ������ ���	 �� � �� ������ ��)�� �	� ���� � �� �� 
7	= �� �	� �����	 � 
� ������ ���	 ������� �� 	� �	�� ���"� 
7	= ��� 0� ��)�"��� �� ������ �����������
�����. "��� �	� ���"������


7	= ? )�(��� �7	� �= H 
7�= B /	� �1 � ��

+� � ��� �� )��� � ��� �� ����"���� �	�� ���"��

�	� �������	) ��� ������� �	� ������ ���	  ��) �	� 
7 = ���"� �� � ����� ��� �	�
����� �� ��� 0�  ���� � �	� 4�� �� ���� � �������  �� ���	 �����( ����������
�� "����� �� �� ������ ���	� 9����� ���	 ��� "� "� �� �������� ���	 �	��"�����
������� �	� ������ ���	 �� � ������� ����	 � I�
��)������

���B ��)���� �������	) ��� 0� "�� �� ����"���� �	� ������ ���	  ��) � �� �. 	�����
���	  ��) � �����( �. ����

��"B $��� ��������� ���� �; ���"����� 	�3 �	� ���	��!"� � ����)�� ������))���
��� 0� "�� �� ���� ���0��) �� ���� ����)�� ������))��� � 0��� �� �)����
���"������ 7�9*���=�

EXAMPLE

���B ���"�� �����& ���"����� 	�3 �	� �������	) 4�� � ������ ���	 �� � ���� 2���
��� ��0����� 3��	 �	��� �����	. ��� ������� ��� ��0����� 3��	 �	��� 
7 = ���"�� �	� ������
���	 ��������� �� �	� ������ 
7 = ���"�. 3	��	 � �R �� � �	� "���� ���	  ��) �"���
�� ��5�
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Figure 10.1.7 +����� ��� � ��
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10.1.4 Connectivity Properties

����	
4�� ����	 � �	� )��	�� � �	���� �� ����"���� ��3 ����� ������������
�� ��)������ �	� ������ "���� ������ � �
 ��� �
������������� +� ���� 3��	
�
������������ � �������� ����	. ��� �� �	�� �(�)��� �
������������ � "���������
����	� �	�� ������������ �������	) ��� ���������� �"� �� ���>�� 7��&�=� �	� ��

����  ����3 �	� ���	
0��� �������)��� � 7%���=. 3	��	 �)���4� �	� �������	) ��
���)����� �	� ����	
4�� ������� �����

Strong Components of a Directed Graph

+� �	� ������. � ? /���1 � � �������� ����	�

DEFINITIONS

��"B ��� �3� ������� � ��� 	. � �		���� � � ���	 ������� �� � ��� ������ �� 	�

                          



���B ' �������� ����	 � ? /���1 � ������� ������� �  �� ����� �3� �������
������� � ��� 	. �	��� � � �	
���	 ��� � 	�
���	�

���B +� �������. � �������� ����	 3��� ��� 0� ������� ���������� �"� �	� ������� ���
0� ����������� ���� 0���5 �	�� ��� ������� ���������. ��������� �� �	� ��4������B �3�
������� � Q 	 ��� �� �	� �)� ����� ������� ���� � ��� ���� � �	�� ��� ����	
���	 ��	��. ����. �	��� � � �	
���	 ��� � 	�
���	� �	� ��4�� � ��������� � � ���� ��
� �� �!"�������� ���������

���B ��� ��� �������� ����	 �. ����������� ���	 �� �� � �����( ���� �	� �����
������� ����� ��� ������ /��� ������ �	� ��������� � �1�

���B ' �������� � � �������� ����	 � "�	 �	�� ���	 ���� � ������� � >����� 0�
�(����� ��� ����� �	� )���� � ��"�� ��0�� ��"���)���. 3	��� ���� /� �1 ��������
�	�  ��� �	�� ������  0��� ������ ��

FACTS

���B 9�� � 0� � ����� �� � ����	 �� '�� ������� � � ��� �� �	� �)� ��� �����������
�	� ������� � ����� � �� � ����� �����( ����� � ����	 3��	 �	� �)� �� ����	 � ��

���B �	� �� ����	 � ��3�� � ���� �	�  ����3  ��) ���� ���

���B ' ����������� �")0����� � �	� �� ����	 � � ��"���)��� ���� � ���5��� � �	�
������� �� �� 3	�. ���� �	�� � ������  � �� �� �� 3��	 ��3�� ����������� �")0��
�	�� �. �	�� �	� ��"���)��� ������� �	� ���� /� �1 /��� /�� 11� �	" �� �")0��
� ������� �	� ������ �	�� ��� "��!"�������� �� �	� ��� ���� L �	�� ��� 0��� ��� ��	��
������� �� �")0�� � ������� �	� ��� ���� ������ L �	�� ��� 0��� ��� ��	�� ������
�(���� �	�� �� ���� �. ����

���B '�� �	� ������� �� � ����� 0����� �� �	� �)� ��� +�  ��� �	� �� ����	 �  ��)��
0� ���������� ����������� �����. "���� �� ����� ��)����

���B ' ��5 � � � �����( � �	� �� ����	� +�  ��� �	� ��A ��� ��� ��� �	� ��A � 
�� ��

���B ���� ��M�� >"�� � �	�  ����3��� 	��	
����� �������	)  �� 4����� �	� �� ����	�
+� ���������� �������� � ����� �� ������ � ��5�

���B I�(� 3� ������ � ������
��)� ����	
4�� ����	 �������	)  �� 4����� �	� �����
��)������ ��� �	� �� ����	 � � ����� �������� ����	�

Algorithm 10.1.5: �
��� 0�'������

!���B �������� ����	 � ? /���1
1�����B ����� ��)������ � �

������ "���� � 	� �� �������B
���3 � �  ���	 � "���� � ��5 �� � ����� �  �"��

��5 �B )��5 ��� � �� �� Q ������ �  ��) � Q �

����� �B �������� �	� ������� � �

9�5� '������	) ������.  �� �Æ������ ���	 ��������� ���3 � 0� ������� 3��	 �	� ������"
� ��� �(������� ��. � ���0���

���B �	� �������	) 	� � ��3
����� �)���)�������� �	�� 4�� �	� �� ����	 �� ������
��)� 7%���=� ���5 ��� ������� �)���� �� '������	) ������� ����� ��� ���������� "���

                          



� ���5 �� �������� � ��� ����	�� ���5 �� ���� �	� 0�"������ � ���������� �������
�� � �

���B �	� �������	) ������� ���	 �� � � ��5 � �	� �� ����	� �� �	� ��A ��� 0�
�")0���� �� ����������� ����� 0� �	� )��	�� � '������	) �������

��"B �	� 4�� ������
��)� �������	)  �� ����� ��)������ � �"� �� ���>�� 7��&�=�
+� ��)�"�� � ���"� ������ � �! ���/	1  �� ���	 �����( 	� � �! ���/	1 � �	� ��3��

�")0���� �����( /�� ��������1 �� 	A �� �	�� � ����	�0��  ��) 	 0� � ���	 � /� ��
)���1 ���� ����  ����3�� 0� � 0��5 �� ��� ���� /� �! ���/	1 �!"�� 	 � �� )�����
�")0���� �����( ��� 0� ����	��1� �	� ������� 3��	 � �! ���/	1 ? 	 ��� �	� ,����- � 
�	� ����� ��)�������

���B ' �	��� ������
��)� ����� ��)������ �������	) � �"� �� �	���� 7�	;�= ���
C����>" /"��"0��	��R �� ��� 7�9*���=1� +� ��� � ����	
4�� ����	.  ����3�� 0�
� ����� ����	
4�� ����	 �� �	� ������ ����	� �	� )�5� ���� ��� L �	� 4��
����	 ������� 3	��	 ������� ��� ����	 3	��	 ��	��. ��� �	� ����� ����	 �������
3	��	 ������� ��� 0� ����	�� 0� 3	��	 ��	���

EXAMPLES

���B ���"�� �����; 	�3 � �������� ����	. �� �	��� ����� ��)������. ��� �� ��
����	� 2��	 ����� ��)������ � ������� ����������
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'� ���)������ )����������� � �	�� � ������� ��������� ����	 	� � :�)��������
������ �	� ��)������ ��� �� �� #� ���"����� �	�� �	� � ��� ��3�� ��"��

���B ���"�� �����8 ���� � �  ���� � ���"�� �����;� /�� 0����� ���"����� �	� �������	)
� ��J����� �   ��) ���"�� �����; � "���1 2��	 �����( � ��0����� 0� �� �������� �")0��
 ����3�� 0� �� ��3����� ���"��
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��"B �"���� 3� �")0�� �	� ������� � �� ��0������ �������� ����	 0� �������������
�")0����� �	� �� ����	. ��� �	�� ������ 4�� �	� ������� �� �� �")0�� �. �	��
�	� ������� �� �� �")0�� �. ���� �	� ��>������ )����( � �	� ����	 3��	 ��3 �����(
�")0�� � "���� 0���5 ������"���� �	� � 0���"� �� ���� ���  ��) � 	��	�� �")0����
�� �� � ��3�� �")0���� ��� ��� ������� ���"�� ������� ���� �	� ��>������ )����(� +�
� "���� ������"��� �(����  �� �	� 0���5 ������������ �� �� �"� 
� ���
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Figure 10.1.10 ����
 ( ��1 
	���# �
 ��2�����/ '�
	.�

���B 2(�)��� �� 	�3 	�3 �	� �� ����	 � "�� �� ���� "� ��������� �� ����
)������ ��5� %�"��� ���)�������. )����( ��������. 4����� ��������"�. ���� �	� �����
)����( # � ����������� � � �������� ����	. 3��	 ��� ������������ �� ���� /�� �1� �	�
��>������ )����( � 2(�)��� �� � �����"����. ��� �	� �  �� ���	 ���� /�� �1 � ��������
0� �	� ���"� ��� � �	� ��"����� 0���5 "���� ������"��� )����( 	� �� 4��
��  �� %�"���
���)������� ��� ���� ���������  �� ��	�� )����( ��������� 7:�#8=�

���B ���"�� ������� 0���3 ���"����� �	� �(��"���� � �	� �������	) �� �	� ����	 � 
���"�� �����;�
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Figure 10.1.11 �.��#	�� �! �
��� ��'����� � ��
	�'�

���B ���"�� ������� 0���3 	�3 � ��"���)��� ��� �� �� ����	� ������ � � 4��.
������ "� 
� � ��� �� �	� ��� ����. ��� ������ � � ����

���B ' $��5�� �	��� � ��������	�� � �	� ����	 � �� /���@���1 ��������� ���0�0������
� ������� ����������

REMARK

$�B �	� �������	) � ���� �� � ���� �)��� �� ���� ��� � ������� �� )��� ��(�0��5�
+� ��� 0� ��������0�� ��3�� �	�� �	� ��	�� �3� �������	). 0���"� �� )�5� �3� ���
���� �	� ����	 ��� 	� ������ )�)��� ��!"���)����
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Figure 10.1.12 %�#
��'�� ��� 	� �0 �
����

Bridges and Cutpoints of an Undirected Graph

+� �	� ������ � ? /���1 � � ��������� "��������� ����	�

DEFINITIONS

���B ' �����( 	 � �� ������� ������������ ����� � �� 	 � ��� ���������� '
����	 � ��������� � �� 	� �� �"�������

���B ' ��������� ������� � � )�(�)�� "0����	 �	�� 	� �� �"�������

���B '� ���� � � � ������ � �� � � ��� ���������� '� ���� � � 0����� � ��� ����
� ��A ��� �� ��� ������ ' ����	 � ���������� � �� 	� �� 0������

���B 9�� $ 0� �	� �� � ��� 0����� � �� �	� ������ �������� ����� � � ���
�	� ��������� ��)������ � �� $� 2!"��������� � �� � �	� ���"��� "0����	 �� �
)�(�)�� �� � �������. ��� � 3	��	 ��� ����	 ��� ��	�� 3��	�"� ������ � 0������

���B ����������� ���	 �� �� � �����( ���� � ����. �	� ������ �����

��"B '� ��������� � �� "��������� ����	 ���� � "��!"� ��������� �� ���	 �����

���B ' ������� ������� � �� "��������� ����	 � � � ������� "0����	 �� 3	��	
����� �����( 	� ������ �(����� ��

TWO EXAMPLES

���B ���"�� ������� 	�3 � ����	 3��	 � 0�����. # �"������. ��� & 0����������
��)������� +� ���"����� �	�� �� ��� � � 0����� � � �"������ "��� �� 	� ������ ����
:�3����. � �"������ ���� ��� 0� �	� ��� � � 0������
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���B + � ��))"�������� ���3��5 /����. +�������1 	� � 0�����. �	�� ���5A  ���"��
���0�� ��))"��������. ����. �	��� ��� ��� �	�� ������ ��� )���� �� ���	 ��	��� + 
�	� ���3��5 	� �� �����"������ �����. �	�� ���A  ���"�� ��� ���0�� ��))"���������

FACTS

���B '�� ������� �� � ����� ��� �� �	� �)� ��� +�  ��� �	� 0����� ���� �  ��)�� 0�
���������� ����������� ������

���B ' �����(  � ������ 
 � � � �����( � �	� 0����� ����� +�  ��� �	� ��A ��� ��
��� �	� ��A � �� �

���B ���� �� ��� �� >"�� � �	�  ����3��� 	��	 ����� �������	)  �� 4����� �	� 0�����
��� 0����� ����� +� 	� � ������
��)� �)���)�������� ��)�� ��������� �� '������	)
������. �	� ����� ��)������ �������	)� <� ���� �	� ��� �����(  � � �  ���	 � ����
�� �  	� ������ 
 ��

Algorithm 10.1.6: �
	����

!���B ��������� "��������� ����	 � ? /���1
1�����B 0����� ��)������ ��� 0����� � �

������ "���� � 	� �� �������B
���3 � �  ���	 � "���� � ����� �  �"�� �� � ���� ��� � ����	��

����� �B �������� �	� ������� � �
���� ��� B )��5 �� � � ��

�  	� ������ �. �	�� )��5 �� ���� � � 0����� /� �1

���B ' �)���� ������
��)� �������	) 4�� �	� �"������ ��� 0���������� ��)������
� �� "��������� ����	 7%���=�

���B �	� �������� ������
��)� �  �������	) � :����� � ��� ���>��  �� �"������ ���
0���������� ��)������ 7��&�= � 0��� �� �	� ���� � ��3����� /������ ���� ��1�

����� 3��	 � �  ���� � � '")� �	�� �	� ������� ��� �")0���� �� �������� ����� ���
�	�� ���	 �����( � ������4�� 3��	 �� �������� �")0��� ��4��

� �! ���/	1 ? )���	� � �� B �)� 0��5 ���� ���  ��) � ��������� � 	 �� ��

:����� � ��� ���>�� ������ �	�� � � 0���������� � ��� ���� � 

/�1 �����( � 	� �(����� ��� �	��� /3	��	 )"� 0� �����( �1R

/��1 � �! ���/�1 ? �R

/���1 ���	 �����( � � � 	� � �! ���/�1 � 	. 3	��� 	 � �	� ������ � ��

�	� �"������ 	��� � �)���� �	��������@������

9�3����� � ��� �� ��)�"�� �� � 0����)
"� �� ���� � . ����

� �! ���/	1 ? )���	� � �� �! ���/�1 B � � �	��� � 	� � �� B /	� �1 � 0��5 �����

MORE EXAMPLES

���B ���"�� ������� 0���3 ���"����� �	� �(��"���� � �	� ������ �������	) �� �	�
����	 � ���"�� ��������
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	��� � ��
	�'�

���B ���"�� ������� 0���3 ���"����� $�((	��3� %���
�' �	�� � ��������� "���

������ ����	 	� � ������� ��������� ����������� � ��� ���� � �� � 0������� 7*��8=�
+ ��� � �	� 	���@����� ���� � �������. )�5��� �	� ��	�� � 0�����. �	�� �	� ����	 	�
�� ������� ��������� ������������

Figure 10.1.15 ���	
���� �
��� ��� �
��� / �������� �
	���	���

���B 4�5	�3� %���
�' 7C�&8= ���� �	�� � "��!"� ��� ��� )���	��� )"� �������
� 0����� � �� ���"�� ������# 	�3 � ����	 3��	 � "��!"� ��� ��� )���	��� L )���	��
���� ��� ���3� 	����� I��� �	�� �������� �	� 0����� � �	� )���	��� ���� ����	��
����	 3��	 � "��!"� ��� ��� )���	���� �	� ���� ��� 0� "�� �� �Æ������� 4�� � "��!"�
��� ��� )���	��� �� 	�3 �� ��� ��� �(�� 7%�C�����=�

Figure 10.1.16 6
��� �	� � #�	7#� ��
!�� '���	���

��"B 8�	��/3� � 	��	�� %���
�' ���� �	�� � ����	 � ������ � ��� ���� � 
���	 0���������� ��)������ � ������ 7<	���=�

10.1.5 DFS as a Proof Technique

+� �������� �� 0���� � ��3�� "� �������	)�� ����. ����	
4�� ����	 ��� 0� "��
�� ����� ����� )��� �	����) � ����	 �	����� /+�A � 	���� 3�� �� ��)�)0�� �	�
�	����) ���P1 �	� "0������ ���� ������ �(�)����

                          



DEFINITIONS

���B ' ����� ����� � ��� 	��� 0��	 �������� ��� "��������� �����

���B ' )�(�� ����	 � � ����������� � ����� ������� ���� � ������� �� 	 	� �
�	
���	 3��	 ��� �� �������� ���� �������� �� �	�  ��3��� ���������� /�������0�����
� �!"������� �� ����������� � � � "��������� ��� �� ����� ����������� � � �
���������1

���B ' ������ �� � )�(�� ����	 � �� "��������� ���� �	�� � � 0����� � � 3	��
���� ��������� ��� ��������

���B '� ��������� � � )�(�� ����	 ���� � "��!"� ��������� �� ���	 "���������
�����

EXAMPLES

���B *�00��A �	����) ��� 0� ������ "��� �	� 	��	
����� 0����� �������	) /'���

���	) �����#1 ��� �	� ����� ��)������ �������	) /'������	) ������1� <	�� �	� ��
�������	) � �(��"��� �� � 0������� ����	 �. �� ��� 3��	 � ���������� �� � �����
�����(� �"� � �	� �� �������	) ��� 3��	 �	� ������ ����	 ���������� �� � ����� ���

��(. �	�� �	� ������� ����	 � ������� ���������� �� ������ �	� ����� "��������� ����	
� �� )�5� �	� �(��"���� � �	� �� �������	) �� �	� ����������� )�)�� �	� �(��"����
� �	� �� �������	) �� �� �� �� �	� ������ ���� �	�� �(���� �	� �  ���	 �� ��"�
����������� /�� �	� �� �������	)1 � �	�� �� �	� �)� �� �	� �� �������	)�

�	� � ���"������ �� ���"�� ������&. 3	��	 	�3 	�3 � ����	
4�� ����	 �(��"���
�� �	� "��������� ����	 � ���"�� ������� ���� �	� ����������� 	�3� �� �	�� 4�"���
2������� 	����3 ������� ��� ����������� � �������� ��������

Figure 10.1.17 �!� �
��! �! $�((	��3� %���
�'�

���B �	� �)� �������	 ����� � ��������@����� � *�00��A �	����) 0� ����	 ���
������� 7����;�= �	�� � �������0�� ����	 	� � �������
��������� ����������� � ���
���� � �� 	� �� 0������ +� ��� 0� ������ "��� '������	) ������. 3��	 �	� ��5 �"��
�������� 0� � �"��  �� � ,�
��5-. ����. � �����( 3��	 �� ������� �������� ���� ��� ����
��� �������� "��������� �����

���B C��@��A �	����) ��� 0� ������ 0� �  7%�&8=� <� ���"����� 0� ������� � �)���
������ ���B � 0�������� ����	 3��	 � "��!"� ��� ��� )���	��� 	� � �����( � ������ ����
�	� ���� � �� ���3 � �  ���	 � �3� ���� �� � ��)�. ���������� ������ �� "�)���	��
���� /� �1 ��� �	� )���	�� ���� ���������� �� <	�� �	� ���	 ������ 0� �(������ �	�
��� �����( � 	� ������ �� + ��� � 0��5 ����  ��) � ������ �� ���� �����	 �����. 3	��
���� ����� ����	�� ��� ��� )���	��� � 	�3� �� ���"�� ������; 0���3�

' ������
��)� �  �������	)  �� ������ � � ��� ��� )���	��� � "��!"� � ����� ��
7%�C�����=�

���B  !����"� #������ 7*���= ���� �	�� ��� ��"���)��� 	� � :�)�������� ���	.
����. � �)��� ���	 �	��"�	 ��� �� �������� �	� � ��� �� �� 0� � B ������ �	� �������
�� ����� � ��������� 4��	 ��)� ���� � :�)�������� ���	�

                          



Figure 10.1.18 �!� �
��! �! 4�5	�3� %���
�'�

10.1.6 More Graph Properties

�	� 0��� ��������� � ����	
4�� ����	 3��� ��������� 0� :����� � ��� ���>�� �
�������
���� �� �	��� ���� � �� �Æ����� ��������� �������	)� �	� "0������ ����
0� "������� �	� 	��	
����� ��������� � �	� ��������� �������	)� +� �	�� "���� ��	��
�)������� ��������� �	�� ��� 0� ������� 0� �Æ����� �  �������	)� �	� ����	
4��
���� ���� � ������� ���� �� ��� �	�� �������	)�

Planarity Testing

�	� 4�� ��)����� ������
��)� �������	) �� ������ 3	��	�� �� ��� � ����	 � ������ �
�"� �� :����� � ��� ���>��� �	� �������� 	� �0���" ����������� �� ����	 ���3���.
����"�� ����"�. ���� �	� ������ ���� �	� 	��	
����� ����	
4�� �������	�

DEFINITIONS

���B 9�� � 0� � 0���������� ����	 3��	 � ����� �� �	� ���� �� � � �/�1 ��� 0�
����������� ���� �  �)��� � "0����	 ������ ������� �  ����3B

/�1 '� ���� ��� �� � �	�� >��� � ������� � � � � ��)����

/��1 �	� ��)������ ��)��� ���	 ����� � � ��������� ��)������ � �� � /�1.
��" ��� ���� >������ �	�� ��)������ �� ��

���B �3� ��)��� %� � � � ����� � �� � ����	 �������� ���	�� � �� /%1  � /� 1 
� /�1� � �. �� � �	��� ��� � ������� ������� �� 	� ��  �	�� ���"� ����� ����� � /���
��������� �����"������1 �� �	�� ����� "�	 �	�� ��� � % ��� 	�  � � �

EXAMPLE

���B ���"�� ������8 0���3 	�3 � ����� � /������1 3��	 � ��)���� ���)��� %�
��� %� ���������. ��� %� ��������� 3��	 0��	 %� ��� %��

FACTS

���B �� <	�����A �������� �	����) /2(�)��� ��1. ��� ��� ��� ��������� 0� ��������
���	 0���������� ��)������ ����������
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��� �	� 	��
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���B �	� ����	 �	������� �������	 "�� 0� :����� � ��� ���>�� � �	�  ����3���
�	����) � '"������ ��� ������ 7'"��#�=B � 0���������� ����	 � � ������ � ���
���� � 

/�1 � � % � ������  �� ����� ��)��� %R

/01 �	� ��)��� ��� 0� ����������� ���� �3�  �)���� "�	 �	�� �� �3� ��)��� ��
�	� �)�  �)��� ����������

�	� ������� � 0��	 /�1 ��� /01 � ������ '� �"����� � � ��)����� ���� � �	� �	����)
� ����� �� 72�&8=�

���B :��� � �	� ������� ��"��"�� � �	� �������	) � :����� � ��� ���>�� 7:���&�=
3	��	 ������ �� ������ ��)� 3	��	�� �� ��� � ����	 � ������� 2��	 0���������� ��)

������ � ������� ����������

' ����	
4�� ������� ���� � �	� ��)������ �  �"���

' ����� � � �	���. �������� � � ���	 �� �	� �  ���� ��" ��� 0��5 �����

�	�� ��)��� ���  �"��B

/�1 ���	 0��5 ���� �	�� >��� �3� ������� � � � � ��)���R

/��1 ���	 ��)������ ��)��� % � �����)���� 0� � �����( � �� � 3	�� ������
� �� �� �	� ���� � % ��� �	�� ���� 3��	 �� ���� ��� �������� ���������
 ��) �� /�����4�����. �	� �)�"�� �� �	� ���� ���� >������ � �� �� ������.
��" ��� ���� � �	� "0���� ������ �� �. ��" ��� 0��5 ���� �	�� >��� �3�
��������� � � �� >��� � ��������� � � 3��	 � �����( � ��1

�	� �������	) ������ ���	 ��)��� % ���"������. �	��5��� �	�� � � % � ������
��� % ��� 0� ����� �� �� �)0������ � ��� "0����	 ������� �  ��� /�	� ������
"� �	� ����������� ����������1

��"B ' �")0�� � ���������� ���� ��� "�� �� ��	���� ������ ��)�� �	� � �! ���
���"� /���� �#1 ��� "�� �� �"��� �	� �����"����� � ����� �� +�  ��� �	� ,�����
��3�����- � ��� "��� ' ����� ����	
4�� ����	 � ����  �� ����� ����������� �	�
��������� �������	) � ���������. 0"� � ����  �� �� ���������

                          



Triconnectivity

:����� � ��� ���>�� 	�3 	�3 �� 4�� �	� ������������ ��)������ �� ������ ��)�
7:���&�0=� 9�5� �	��� ��������� �������	) �	� �������	 � 0��� �� ��)����

DEFINITIONS

���B '� "��������� ����	 � ���������� � �� � ��������� ��� ��)��� � 3	������
��� �3� ��  �3�� ������� ��� ��������

���B �3� ������� �� � 0���������� ����	  ��) � ��������� ���� � �������� �	�)
����� � ����������� ����	�

�	��� � � ���"��� ��4������ � �	� ���������� �������� � � ����	�

EXAMPLE

���B +� ���"�� ������8 �0��� �	��� ��� � ��������� ����B �� "R �� �R 
� �R �� � R ���
&� '�

FACTS

���B �	�  ����3��� �	��������@����� � �	� ��������� ���� � ��� �� ������ 9�� � 0�
� 0���������� ����	 3��	 � ����� �� 9�� �� " 0� � ��������� ����� �	�� � ��� " ���	��
0��	 0����� �� � �� 0��	 0����� �� � ��))�� ��)���� $�������. "���� � ��� "

0��	 0����� �� �� �	�� ���	��

/�1 �)� ��)��� % 	� � /%1  � /�1 ? ��� "� � � /%1R ��

/01 � � ��� "� ����� � �3� ����)��� ���	. ��� �� ��)��� ������� � �����(
� 0��	 ���	�

/�	� �)0�� ,�- ������ ������ �� �������)����1

���B �	� ��������������� �������	) ������ �	� �	��������@����� � ���� �� ���"�������
:����� � ��� ���>��A ��������������� �������	) 	��� �������	)�� ���� 3��	 �	��� ���

������ �������	)�

���B '���	�� "� "�  ��� � �	�� �	� �3� ������� � � ��������� ���� ��� �������
/��4������ ��1�

Ear Decomposition and ��-numbering

DEFINITIONS

��"B '� ��� ��� ������������ � �� "��������� ����	 � � ��������� � �	� ����
���� � �)��� ����� �� ��� �)��� ���	 ��� � � � � �� "�	 �	��  �� ���	 � � �. �� � >�����
�� ������" ���	 ���� �� �� /� �������1 ���. ����. � /��1 � /������1 ����� � �	� �
��� � ��� /�	� �������. 0"� ��� �	� ��)�. � �"� �� <	������1

���B 9�� /�� �1 0� ��� ���� � � 0���������� ����	� '� ��	������� �")0�� �	�
�������  ��) � �� � � �	�� � � �")0���� �. � � �")0���� �. ��� ����� ��	�� �����(
	� 0��	 � 	��	��
�")0���� ����	0�� ��� � ��3��
�")0���� ����	0���

                          



EXAMPLE

���B ���"�� ������� 	�3 �� ��� ����)������� �������� � ����� �� ��� �)���
���	 ��� � � � � �	� �	� �� ������� ��� �")0���� �� �� ��
�")0����� /������������ ��
�	� ��� ����)�������1�
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FACTS

���B <	����� 7<	��0= ������ �	�� �� "��������� ����	 � 0���������� � ��� ���� � 
�� 	� �� ���� ��� ����)��������

���B '� �������	) 0��� �� � �! ��� ���"� ��� 0� "�� �� 4�� �� ���� ��� ����)

������� � � 0���������� ����	 �� ������ ��)� /���#,��� �� 72���&#=. ���	�"�	 �	�
���) ,��� ����)�������- � ��� "��1�

���B '� ���� ��� ����)������� 3��	 /�� �1 � �� ��� 0� "�� �� ���� �� ��
�")0�����
�� ������ ��)� 72���&#=�

REMARKS

$�B ��
�")0����� � �	� 0�� � �	� ������
��)� ��������� �������	) � 9�)���. 2���
��� �����0�") 79�2���#&=� +� �����"�� � ������ �)0������ 0� ���������� ������ �
�����(� $��� �������� �� ���� 3��	 �� �)0������ � ��� �����( ��� �� �������� �����
�	�� �� ���������� ��� ��� ���� �������� �� �	� ��(� �����(. "������� �	� �)0�������
�	� ������� ��� ����� �� ��
������

$�B 2�� ����)������� � ������ ������� �� ����	
4�� ����	� '� ���� ��� ����)��

����� ��� 0�  �"�� �Æ������� �� �������� ��)�"��� 3��	 ����� �")0�� � �������R
�	� �)� ������ 0� ���  �� ����� � ����	
4�� ����	� 2Æ����� �������� �������	)  ��
0�
 ��� ��������������� ��� ��������� ��� 0��� �� ��� ����)������� 7*�8�=�

Reducibility

DEFINITIONS

���B ' ��������� $�� ����� � � �������� ����	 3��	 � ������"�	�� �����( (.
�	� ����� ������. �	�� ��� ����	 ����� �����(�

                          



���B ' 6�3 ����	 � ��������� � �� ��� 0� ���� ��)�� ���� �	� ����� �����( ( 0� �
�!"���� � ��������� � �	�  ����3��� ����B

� /	� �1 � �	� ���� ���� �������� � ��� � � �? (. �	�� �������� ���� /	� �1 ��
�����( 	�

/�	� ����������� ��������� ������ �������� ���� ��� �� 
�����1

���B <� ��4�� � ���0��) �� ���� ��"��"�� �	�� ���� �� )��� �  �������	) /���
��	�� �����(�1� ' "������ � � ���)��� � ������ �	� ���0��) � �� )������� �
��������� � � �	� "������ ���� ���

+�������� ���	 ���)���  ��) � �������� �� � ��

��������� � � "������ 0� �	� ��������� ��� �/)�$1. 3	��	 ������� �3� �� )

��� $ � � 0� �	��� "���� ) �$�

' ����� ��������� ���
/1 ��)�"�� �	� ��)� � �	� �� �"������� ����������
���)��� �

�	� ���	������ ������� � �� ����� � �!"���� � � �����)�(�� ��� ��� ,�

����������

EXAMPLE

���B ���"�� ������� 	�3 �� �����"��0�� 6�3 ����	� +�  ���. �	� 6�3 ����	 ���� �
 ��0����� "0����	 �	��������@����� � ���"��0����B � 6�3 ����	 � ���"��0�� � ��� ����
� �� ��� ��� ������� � "0����	 �������� � � ������� (� �� "� � /3	��� ( ��� � )��
�������� 0"� ��	��3�� �	� ������� ��� �������1 >����� 0� �����( ��>���� ���	  ��) (

�� �. � �� ". � �� �. " �� � ��� � �� "�

r

a

b c
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REMARK

$�"B ���3 ����	 )���� �	� �"��"�� � ��)�"��� ������)� '�� ������) 3��	�"�
����A 	� � ���"��0�� 6�3 ����	� $��� )��	��  �� ���� ����)�@����� /����. ���)�������
��))�� "0�(������. ������ ���� ������ �����0��. 4����� "��� ��4������. ����1
������ �� �	� ����	 0���� ���"��0�� 7'	��D�;#=�

FACTS

�	� ������� ����� � � ������
��)� ���"��0����� �������	) � ���>�� 7��&��=  �� 6�3
����	 � � �� ��)"������ � ���"��0������ +� ����"�� �	� �!"���� � ����������� �	��
���"�� �� �� �	� ���� �����(� ��� ���	 �����( � �� � �  ���� � � 6�3 ����	. 3� ��4��

�/�1 ? �	 B �	��� � � �)��� 	�
���	 ������ 3��	 � 0��5 ���� /�� �1�

                          



���B 7��&��= ' 6�3 ����	 � ���"��0�� � ��� ���� � ����� �� �/�1 ����� ���� � 
��������� � ��

���B 7��&��= '")� �	�� �	� ������� � �	� 6�3 ����	 ��� ����(�� 0� ��������
�")0��� 9�� � 0� �	� ������ �����( /�� ��������1 3��	 �� �������� 0��5 ����� �"����
�	�� �/�1 ����� ���� � ��������� � �� + 3� �������� �	� ������� � �/�1 ����
�����( �. �	�� �	� ��3 ����	 � ���"��0�� � ��� ���� � �	� �������� 3��

���B ���� �; ����4� � �!"���� � ����������� �	�� "0�������� �	� ���"��0����� � 
� ����	� �	� �� �/�1 ��� 0� ��)�"��� �)��� 0� ������� ���� �� �	� 0��53���
���������. ������� �� �� + � ������������ � � � ���� ����	��. �	�� �	� ����	 � ���
���"��0��� �	� �Æ����� ���������� ��� � ���� �# � "���

��"B �	� ����������� ��� ��)�� 0� �	� �������	) �	���� �	� �����( �� � �	� ����	�
'� ��� ��)� �	� ������� � �	� �"����� ����	  ��) � ��������� � �	� �������� �����( ���
�	� ��������� � )����"����� 0� �	� ��� ��� ,� ��������� /��4������ ��1�

���B �	� 0�� 5��3� �������	)  �� ��
)������ � 0��� �� �	� �
������ 3���	���
"���� ��� ���	 ��)������ �"��� ���>�� 	�3�� �	�� �	� �������	) ���� �	� ��

)������ ���0��) �� ��)� �/�*/���11� :��� * � �� ������ � '�5��)���A  "������
��� � ���� ��3�� ���3��� 7��&�. �9*���=�

���B %�0�3 ��� ���>�� 7%���;�= 	�3�� �	�� � ������ ��� � �	� ��
)������ ���0

��) ��� 0� ����� �� ������ ��)�� D��� �	� ������ ��� �������	) )�5� �	� ���"��0�����
�������	) �"� �� ������ ��)��

���B �"���� �	� ������� ��� �")0���� �� �������� ������ + 	 � � �	�� ��� 	�
���	
������� � ��))�� ������� � 	 ��� � 7��&�=� �	� �������� 	��� �� 0��	 ��������
��� "��������� ����	�

EXAMPLE

���B ���"�� ������� 	�3 � ����	
4�� ������� ���� � � 6�3 ����	 3��	 �	� �������
��0����� 0� �������� �")0��� '�� ���	  ��) �����( � �� �����( ; ��� �	��"�	 ���
�� 0��	 � �	� ��))�� ������� � � ��� ;. ����. ������� � ��� ��
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Two Directed Spanning Trees

DEFINITIONS

���B +� � 6�3 ����	. �� (	���� � � �������� ������� ���� ������ �� ���� �����( (�

                          



���B ������� � �  ���� 3��	 ���� (� 2��� /	� �1 � � ���������� ������ �� � 6�3
����	 � ����� (�
���	 ����"�� /	� �1�

EXAMPLE

��"B +� ���"�� ������� ���� /(� �1 � � 0������ �"��������� �� ���� � ����	 3��	 �
����
��>���� (
���� /�	� �������� ���	 (� �� "� � ��� (� �� �� "1�

FACTS

������� � �  ���� 3��	 ���� (� ��� ��� �����( � ��4��

�/�1 ? �	 B �	��� � � �)��� 	�
���	 ���������� ���� ��������� � ��

������� �	� ���	 � �	� ��4������ ��� �� � 0��5 ���� �� � /"��� 	 ? �1� I��� �	�
�)������� 3��	 ���� �&�

���B ' 6�3 ����	 	� �3� ����
��>���� (
���� � ��� ���� � ���	 �����( 	 �? ( 	�
�3� ����
��>���� (	
���	 /������ ��4������ ��1� �	� � � ������ ��� � %�����"�
������� #������. 3	��	 � �	� �)� ����)��� ��������@��  ��) � �� ��� + � �
72�&�=�

���B ' 6�3 ����	 	� � ����
��>���� (
���� � ��� ���� � �	��� ��� �� 0������

���B ���>�� ������ � ������
��)� �������	) �� 4�� � ����
��>���� (
���� � �	��
�(�� 7��&��=� $��� ��������� �� �� ��0������ 6�3 ����	 �	� �������	) 4�� � (
����
�	�� ������� �	�  �3�� ���0�� �")0�� � ��))�� ����� �	� )��� ������� ���0��)
� ����� 0� ������ ���� �	� 0����� ��� �"��������� ���	 � �	�)� �	� ���� � ����	
3��	 � ����
��>���� (
���� /���� #�1�

���B +� ���) � � . �� ���� /	� �1 � � 0����� � ��� ���� � /	� �1 � � ���� ���� ��� �
�	� ���� ���� �������� �/�1� ���>��A �������	) ������4� �	� 0����� "��� ���	��!"�
�)���� �� �	� ���"��0����� �������	)� ��)�"���� �	� ���� � )��� ���������

���B �	� �������	) ��� ��) ��
)������ �� 5��� ����5 � �	� ���������� �������. �
�� �	� ���"��0����� �������	)� ' �� �	�� �������	) �	� ���� ��"��"�� � 7%���;�= �
"�� �� ��	���� ������ ��)��

Dominators

DEFINITIONS

���B +� � 6�3 ����	 3��	 ���� �����( (. �����( 	 �������� �����( � �? 	 � �����
(�
���	 ������� 	�

���B �	� ��������� �������� � �. ������� �
 �/�1. � � �����( 	 �	�� ��)�

���� � "�	 �	�� ����� ��	�� ��)������ � � ��)����� 	�

���B �	� �������� ���� � � ���� � 3	�� ���� ��� �	� ������� � �� �	� ����
� � � �	� ���� �����( (� �	� ������ � � �����( 	 �? ( � �
 �/	1�

��"B �	� ������ �������� � � ���	 ��� ��� �� ������� �(���� �	� ���������

���B ������� � �  ���� 3��	 ���� (� ��� ����� �����( � �? (. �	� ������������
� �. �
 �/�1. � ��4��� 0�

�
 �/�1 ? )���	 B �)� 	�
���	 	� ��� �� �������� ������� � ��

                          



EXAMPLE

���B ���"�� ������� 	�3 �	� ��)������ ����  �� �	� ����	 � ���"�� �������� I���
�	�� �����( � ��� ��� ��)����� � 0���"� � ���	 �� #� &� ;� �� �� �	� ���� �����( � �
�	� �)���)������ � ����� �����( �(���� �3�B �
 �/&1 ? �. �
 �/;1 ? &� '��	�"�	
�����( � � �	� �))������ ��)������ � & �� � ��� �	� �)���)������ � &�
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FACTS

���B �	� 0��� ��������� � ��)������ ��� �"� �� 9�3�� ��� $�����5 79�$�#8=B
2���� �����( �(���� ( 	� � "��!"� �))������ ��)������� �	� >"��4� �	� ������ � 
��)������ ����� ' �����( 	 ��)����� � � ��� ���� � 	 � � ������ ������� � � ��
�	� ��)������ �����

��"B 9����"�� ��� ���>�� 79���&8= ���� �� �Æ����� �������	) �� 4�� �	� ��)������
���� � � +� � � ��4��)��� � �� ������� �  �������	) � ���>�� 7��&�0=�

���B ��� ��� �����( �. �
 �/�1 � � ������ ������� � �� �	�  ����3  ��) ���� #��

FACTS ABOUT SEMIDOMINATORS

��)���)������ ��� "� "� 0���"� � �	� ��(� �3�  ��� ������ 0� 9����"�� ��� ���>��B

���B ��5� ��� �����( � �? (� 9�� � 0� � �����( 3��	 )���)") ���"� �
 �/�1 �)���
��� ������� �� �	� ���� ���	  ��) �
 �/�1 �� �. �(��"���� �
 �/�1� �	��

�
 �/�1 ?

�
�
 �/�1 � �
 �/�1 ? �
 �/�1
�
 �/�1 ��	��3��

���B ��)���)������ ��� 0� ��)�"��� 0� � ���"���� ��4������B

�
 �/�1 ? )���	 B /	� �1 �� ����� �

��
 �/�1 B � � � ��� �)� ���� ���  ��) � ��������� � � �� ��

/I��� �	� �)������� 3��	 � �! ��� �� ���� �#�1

���B �	� �������	) � 9����"�� ��� ���>�� 79���&8= ��)�"�� �)���)������ "

��� ���� &� �� � 0��53��� �� /����. � � ���������1� �	�� �� ��)�"�� �))������
��)������ "��� ���� &� �� �  ��3��� ���

���B �	� ��)�  �� �	� �������	) � �/�*/���11� '� �)���)�������� � �	� �������	)
�� ������ ��)� � �������� �� 7'�:�9��	88=�

                          



10.1.7 Approximation Algorithms

������� )��� ������� "0����	 3��	 �������4�� ������������ ��������� � ""

���� � ��Æ�"�� /I�
	���1 ���0��)� ��� �(�)���. 4����� � 0������� ������� "0����	
3��	 �	�  �3�� ���0�� �")0�� � ���� � I�
	���� /�	� ����� � �	�� �	� "0����	
������� � ���� � ��� ���� � �	��� � � :�)�������� ������1

����	
4�� ����	 	� 0��� "�� �� ����� ���� �����(�)����� �������	)  �� "�	
��Æ�"�� ���0��)� :��� �	� ���� � �� 4�� � "0����	 �	�� 	� ��� �	� ������ ���������
�(���� �	�� ������ � 	����� �	�  �3�� ���0�� �")0�� � ����. �� � 3��	�� � )���
�������  ����� � �	� ����� �	� ������ "���� �	� "� � ����	
4�� ����	 �� �����(

�)����� �������	)  �� ������������ ���������� ��	�� �  �����(�)����� �������	) ���
"������ �� 7C	8&=�

DEFINITIONS

���B ������� �� ����)�@����� ���0��) �	�� ��5 �� 4�� � )�����  ���0�� ��"����
��� � '� *	������������ ��������� � � ������)���
��)� �������	) �	�� � �"��

������ �� 4�� � ��"���� � �@� �� )�� *���� � 7�9*���=� ��� �	� ����	 ���0��) � 
�	� ������. �	� �@� � �	� ��"���� � �	� �")0�� � �����

���B �	� �������� ���������� ����� �������� � � ��������� 0������� "���

������ ����	 � � 0������� ������� "0����	 3��	 �	� )���)") ���0�� �")0�� � 
�����

���B '� "��������� ����	 � +	���� ������� � �� � ��������� ��� ��)��� �
3	�� ��� �� �  �3�� �	�� + ���� � �������� �	� ������� )�5� ���� ���  �� �
)"�������	� ' +	%��� � � +
���� ��������� ������� "0����	R �	� ����	 � �")��
�� 0� +
���� ���������� �� � 0������� ������� "0����	 � � �
2���� ' ��������

+	%��� 	� �	�  �3�� ���0�� �")0�� � ����� ���) ��3 �� ������ � ,)�����
0������� ������� "0����	-. 3� "� �	� 	����� �!"������� �	�����. ,)����� �

2���-�

ALGORITHM

'����(�)����� �������	)  �� �	� )����� �
2��� ��� �"� 4�� �������� ' �
�����(�

)����� ��� 0� �������  ��) '������	) �����# �� � �����	� ��3��� 3��� C	"���� ���
F�	5�� 7C	F�8�= 3��� �	� 4�� �� �� 0����� �	�� �	�� �������� �� ������� � 
�������	) 0��� �� � ,���� �������- "��� �	� �  ����� �	�  ����3��� )���4������ � 
'������	) �����# � � ���	
0��� ���������������� � �	��� �������	)�

Algorithm 10.1.7: �'�  �� ���0�� <��
�.	'�	��

!���B 0������� "��������� ����	 � ? /���1
1�����B ���� �� � � �. � ���
�����(�)����� �� �	� )����� �
2���

� ? 	
������ "���� � 	� � �����(B

���3 � �  ���	 � "���� �� ��������  	� ��� ����	0�� 0�������� �� �
��� � 0� �	� ����	0�� �  ����� �� �	� ���� � �
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EXAMPLE

���B ���"�� ������� 0���3 ���� � �)��� �(��"���� � �	� �������	)� �	� ����� ����	
�� ��� 	� � :�)�������� �����. � �	� )����� �
2��� 	� � �����

�	� �������	) ���3 �	� ����	
4�� ���	 � ���� ���� 	�3� �� �	� )�����. ����

���  ��) (� +� �	�� ��� �	� ��	�� �����

' ������� ���� �������� � ���"������ �� �	� 0����) ����	. 3	��� �	� ��������
	����3 �����( � �	� ����������� � �	� ��� ������� �� �	� ���	�

' � �������	� �. �	� �������	)A ��"���� �������	� ���� ����B � ���� ���� ���
��� ��	�� ����� �� �	� �����()����� ����� �������	� ����

r

r

Figure 10.1.24 �'�  �� ���0�� ���
�.	'�	�� � ��
	�'�

FACTS

%��� �����(�)����� �������	) ��!"��� ���� ��3�� 0�"�� �� �	� �@� � �	� ����)")
��"����� <� �����@� �	� �������	) "��� � ��3�� 0�"���

���B �	� ������ &���� ���� �� �	�� ��� �
2��� 	� �� ���� � ����� �	�
��"��  ��) �	�  ��� �	�� ����� �����( )"� 	��� ������ �� ���� ��

���B �	� ������ &���� ���� �� �	�� � '������	) �����& �������� � �����.
�	�� ��� �
2��� 	� �� ���� �� ���� 7C	F�8�=� �� �� �	� ���  0� �� �������� � �
������ � ����������� �� �	� �������	)� '�� �
2��� ������� � � ���� ������� � �	��
���� �������� �� �	� ����������� ���������� �� 3� ��� ������ �	� ���")���  �� �����
�����������. ������� � ��3�� 0�"�� � �� �����

���B '������	) �����& � � ��� �����(�)������ �	�  ����3 0���"� �	� ���� �� �
����� � � � � ����  ��) ���	 � ��� � ���� �	�� ��"� ������������ + ��� �
�	� ���� �� � � �
2���. �	�� ���� � � � /������ 9�3�� ��"��1 ��� ���� ��� � �
/������� 9�3�� ��"��1� �	" �� � � ����� ����

���B F�)���� ��� F���� 7F�F���= ������ � ���
�����(�)����� �������	)  �� �	�
)����� �
2���� �	��� �������	) � 0��� �� �	� ���� � ����� � ����	
4�� ����	 � �0

>��� � �	� ����	. ����4����� ����� ��� ���	� +� "� �	� '������ &���� ����B
'�� �
2��� 	� �� ���� � )��� ���� � � )����� ������� "0����	 3	��� �����
�����( 	� ������ � �� F�)���� ��� F���� ���� � �)���� ���
�����(�)����� �������	)
 �� �	� )����� 0���������� "0����	 � � 0���������� ����	�

                          



��"B S��	�. *��	����	��� Q F������>�� 7S�*�F���= "� � ������� ������ � �	�
$���	��� 9�3�� ��"�� �� � �  �������	) �	�� ��	���� ��� ��)���� ����� ���  �� �	�
)����� �
2���� F���� 7F���= "� � ������ � �	� $���	��� 9�3�� ��"�� �� � � 
�������	) �	�� �����(�)��� �	� )����� ������� ��������� "0����	 � � �������
��������� ����	 �� 3��	�� �  ����� ����

���B �	� ������� 9�3�� ��"�� �(���� �� +
2���B + '������	) �����& �������� �
����� �	�� ��� +
2��� 	� �� ���� +� ���� 7C	F�8�=� �	� ��� 0� ������ 0� �)���
�	������ �	� ,�-A �� +A �� ���� &&�

���B %�0�3 7%���= ���� � �  �������	) �	�� � � ���
�����(�)�����  �� �	� )�����
�
2��� � � )"�������	� +� "� �	� �0��� �  �������	 � 7C	F�8�=  �� �
2���. �	�
������� 9�3�� ��"��. ��� ��� ����)��������

���B C	"���� ��� *��	����	��� 7C	*�8#= ������ �	� 4�� �����(�)����� �������	)
�	�� ��	���� ����� � �  �� �	� )����� +
2��� � � )"�������	� +� 0��� �	� ����

������������ � �	� ��"���� ����	 �� ��� � �� 2��	 � �	�� ��� � � ���	� ������� � 
�	� �0��� �������	) � 7C	F�8�=� �	� ������ � 0��� �� � ��4��)��� � �	� �������
9�3�� ��"��� %�0�3 7%���= �)����� �	� ������ �� 	�3 �� � � ��#�
�����(�)������
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10.2 DYNAMIC GRAPH ALGORITHMS
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�� ����-�	������ ��������	� .+���� �������, ������� ���� �����
���, �	
����
+�����0��	�/� 1� ���� �����	�, �� 	+��+��� ��	 ��2����� ������ 	
 ��� ������� �������
�� ���� ������3 ��� ����� 	
 ��� ���� ���	����� ��	������� 	
 
������ 	
 ��	������
�����������	�� 	
 ����� �� ��� ��	������� ������ ��+	�+�� �� �	�������  ������
	
  ���� ��� ����4��  ��+�� ��� 	
 ��	������ �	���������

10.3.1 Types of Graphs and Drawings

���� ������ �	������ ��	������ �����������	�� 	
 �����, �� �� �� ���	�-
��� �������	�� �	 5�� �	������ �����	�	���� ���� � �	
���� �����������, �����
�������, +���� �����
���, �� �	������-����-�������

Types of Graphs

6����, �� ��4�� �	�� ������	�	�� 	� ����� ��������� �	 ���� ������� ���	���	��
���� �����	�, ��� � �� � �� ��� ������ 	
 ���� +������� �� ����� ��������+���, ��
��� � �� ��� � ���� +���� ������ .����, ������ 	
 �������� �����/�

DEFINITIONS

��3 # �������� ����� ��  ���� ���� � ���� ������ � � ��

��3 # 	��
��	�� ���� 	
  ������ �� � ���� .�� �/ ���� ��� ����� ��  ��������
��� 
�	� � �	 � �	� �	������� ���� .�� �/�

��3 # ������� ������� ��  ������ ����	�� �������+� ������
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��3 # ������ ��	�� �� � ������� ��  +���� ����	�� ���	���� ������

��3 # ��
� ��	�� �� � ������� .��	 �����  	����	/ ��  +���� ����	�� 	���	���
������

��3 #� ���������� .��	 �����  ������� �������/ �� � ������ ������ ���� � ����
	�� �	���� �� 	�� ���5, ����� �� 7	���� �� � �����

�	3 # ����

��	�� ����� ��  �-�	������� ����8 ��� ��, �� ��	 +������� �� 7	����
�� ��	 +���� -���7	��� �����

�
3 # 	����

��	�� ����� ��  �-�	������� ����8 ��� ��, �� ��	 +������� ��
7	���� �� ����� .�������/ +���� -���7	��� �����

��3 # ���	�� 	��� ��  �������� ���� ����  ������������� +���� , ����� ��� ���	 ����
��� ��� +���� ���� 	�  �������� ��� �	 ��� �		�� .9� 	����+� ��� ���� ��+����� ���
���� �	�+����	��/

���3 # ��
��� 	��� ��  �		��� ���� ���� ��� ��� +���� �� � �	�� ��	 ���	����
������

���3 # ������� ��������� ��  .��/���� ��	�� +������� �� ������	��� ���	 ����,
����� ������ # �		��� ���� �� �� +����� �  ������ ������ ����� ��� ����� �� ����
	
 +������� � ��� ��� ������� 
�	� ��� �		��

���3 # ��������� ��������� ������ .��/���� �� � ������

Types of Drawings

1�  ������ 	
  ����, +������� �� ����������� �� �	���� .	� �� ��	������ 4����� ����
� ������� 	� ���������/ �� ����� �� ����������� �� ���+�� ���� ��� �� ��	 �����
��������� � �	�� ��  4���� ������ 	
 �	����� ��� 
	��	���� ��4����	�� �� �����+� �	
������� �� ��� ����, ��� �� ��� ��� ���7��� 	
 ���� �����	��

DEFINITIONS

���3 1�  ������
� �����
�, ��� ���� ��  �	���	�� ���� .��� 6����� ������.//�

���3 1�  �	�����	���
� �����
�, ��� ���� ��  �������-���� ������� .��� 6��-
��� ������.�//�

���3 1� � ��	����
�� �����
�, ��� ���� ��  ���� 	
 �	��0	��� �� +������
�������� .��� 6����� ������.�//�

���3 # ��
� �
 � ������
� �����
� ��  �	��� ����� ��	 �������� ���	����� �	
��� ��� ���� ���� .��� 6����� ������.//�

��	3 #� ��	����
�� �������
	�	��
 	
 � 	���	�	�� ������ �� �� ����� 	
 ���
����� �	�� ��� ���� �� ��� ����� �	��� ��� +���� �

��
3 # ������
� ��  �	��� 	
  ���� ������ ����� ��	 ����� ��������� .��� 6��-
��� ������.�//�

���3 # ���� �����
� ��  �	������ ������ ���� ��� ��� +�������, ��	������, ��
����� �� �+� ������� �		��������

���3 1�  ���
�� �����
�, �	 ��	 ����� ��	�� .��� 6����� ������.�//�
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���3 # ���
�� ��������� ��  .��/���� ��� �����  ���� �������

���3 #� �������� ��������� ��  ���� .��/���� ����  ��������4�� �	�	�	����
��������� .����, ��� 	
 
���/, ����� ���� �� ������+�� �� ��� �������

���3 1� � ������ �����
� 	
  ������, ��� ���� �� �	�	�	������ �	����������
�� ��� +������ �������	� .��� 6����� ������.�//�

���3 #� ������ ���
�� ������� ����� � ����� ���� �������

���3 1�  ������� �����
� 	
  ������ ���� .��	 �����  ������������ �����
�/,
��� +������� �� ��� ��� ���� �� ��� 	� ��� ��� �	��0	��� �����

���3 # ���� ��  ����	� 	
  ���� ������, �� ��� ���	����� ����	� �� ����� ���
��	��
�� �����

��	3 # ��
�� �����
� ��  ���� �������-���� ������ 	
  ���� ���� ��� ���
�	����� 	
 ��� 
�� ��  �	�+� �	���	��

��
3 # �������	� �����
� 	
  ���� �� ���� 	�  ��	��������� +������ �����	�8
����, ��� +������� ����� �� ���� � �	��0	��� ��������, �� ��� ����� ��	����� ����
+�������� +������ ���������

���3 # ����
�
�� �����
� �� � ����� ������ 	
 � ������ ������ ���� ���
����� � ����  �������� ��� 
�	� +���� � �	 +���� � �
 �� 	��� �
 �.�/ � �.�/ ��
�.�/ � �.�/, ����� �.�/ �� �.�/ ���	�� ��� �		������� 	
  +���� �

���3 #� �������
� �� � ����� 	���	�	�� �������-���� ������ 	
  ����� ����
���� ��� ��� ������� 	
 ��� �������� 	
 ��� �	�� �� ������� ��  �	��0	��� 	�
+������ �����

EXAMPLE

��3 1� 6����� ������ ��� 4��� ����� ������� �� 	
 ��� �	������ �������� ���� 	����

(a) (b) (c) (d)

Figure 10.3.1 ��������� ��� ��������� ��� ������� �����
�!� ���������� �"� ������ #����"$

REMARKS

%�3 �	������ ������� ��	+��� ���� :� ������� ����� ���� �� ���	 ���� �������
���� ���+�� ������ ;	��+��, ����� ���� �	�� ��� ��	 	� ����� ����� �� �� ��Æ����
�	 <
	��	�= 
	� ��� ���� #��	,  ������ ��� ����	��� ������� 	
 �	������ ������� ��
�	�� �	�������� ��� 	�� ������� �	 �������-���� �������� ;����, ��������� 	� ���
�������	�, �	������ 	� �������-���� ������� �� �� ���
������

%�3 1
 +������� �� ����������� �� �	����, ���� 	���	�	�� ������� � ��� 	��� 
	�
����� 	
 � ���� +���� ������ ��
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10.3.2 Combinatorics of Geometric Graphs

��	������ ����� >�)?�, @�)?�A �� �������-���� ������� ��� ����
� �	�� �-
����	�� ��	������ �	��������� *��� ������	� �� ���� ��+	��� �� ��� ��������� �	
��� ����� 	
 �	�����	��� ��	������� 	
 ����-5�	�� ��	������ ����� ���� � ������
���������	��, ������� ������� �����, ������ �����, �����+� ������	��		� �����,

-�5����	� �����, �� �������� 	
 ��:����� ������ ���� �������� �� ���� �	��+���
�� ��� �� ��� ���	����� 	
 ����� ���������� �� �����	�� �������	� ���, ������-
��� �	������ �������, ������ ���	�����	�, �	������	�� �	���	�	��, �	��������	�
����	�5�, �������� ������, �	������	�� ��	�	��, �� �1)�

��� ��	���� 	
 ���0��� ��� �	�����	��� ��	������� 	
  ��+�� ���� 	
 ��	������ ����
������� ����� ��� %�����	� 	
 ��� ��������0��	� 	
 ��	�� ����� ����� ���� ���
��+�� ���� 	
 �������-���� ������� ����, �� ����, ���� �	 ��� ��+�������	� 	
 ��� ������
	
 �Æ����� ��	������ 
	� �	������� ����  ������ ���� 	�� � ����� #���	��� �����
%�����	�� �� 
� 
�	� ����� ���	�+�� �� ������, ��� ����� ������ �+� ������ ��
��� ��������� .���, ����, >���?�, �)?�, B�?�, CC?$, CC��, CC*9?(, C*��, C)?�A 
	�
������ ����� ������ ���� ��������� %�����	�� ������ �	 ��2����� ����� 	
 ��	������
�����/� 1� ��� 
	��	����, �� ����:� ���+�� �	�� ������� �	�������� ����-5�	�� 
������
	
 ��	������ ����� �� 	������ �	�� 	��� ��	������

Delaunay Triangulations

DEFINITIONS

���3 # �����
�� 	���
����	��
 ��  ���� �������-���� ������ ���� �� �������

��� �������� �� ���� ��� ����� +������� 
	��  
�� �
 �� 	��� �
 ����� �	�+� ����
�	�� �	� �	���� �� 	���� +���� 	
 ��� ���������	��

���3 # ���� ���������� ���� �������
�� �������� �
 �� �����  ������ ���
��  ������ ���������	��

���3 # ����
�� ������� �� ��� ��� ���� 	
  ������ ���������	��

FACTS

&�3 >���?��A#�� ������ ������ ���������	�� �� �-�	��� �� �+� ���
��� ����-
�����

&�3 >���?�A #�� � ��� 	�������� ����� �� ������ �������

&�3 >�)?�A #�� ���������	� ����	�� ��	��� 	� �	�-
��� �������� �� ������ ���-
����

REMARKS

%�3 �� ������ �� D���� >�D?$A ��+�  ��������0��	� ���� 	�  �	�-�����
������ 	
 �%���	�� ��+	�+��� ��� ����� �� ��� ���������	��

%�3 C�	�� �� *��7�� �+� ������� ��� �	�����	��� ��	������� 	
  D	�	�	� ������
1� ��������,  ��������0��	� 	
 D	�	�	� ������ ����� �� �� 
	��� �� >C*��A�
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Minimum Weight Triangulations

DEFINITIONS

���3 # 	���
����	��
 � 	
  ��� � 	
 �	���� 	� ��� ���� ��  �������-���� ������
��	�� +������� �� ��� �������� �� � �� �� ������� 
��� �� ���������

���3 � ��  ��
���� �����	 	���
����	��
 �
 �� ��  ���������	� 	
 � ��� ���-
���0�� ��� �	�� ���� �������

���3 # ��
���� �����	 �����
� 	
  ���� ���������� ����  ��  �������-
���� ������ E 	
  ���� ��� �����	�� ��	����� ��� E ��  ������� ������ ������-
���	� 	
 ��� �	���� ������������ ��� +��������

��	3 1
  ���� �����  ������� ������ ������ �� �� ����� ��
���� �����	

��������8 ����, �� �� ����� ��
���� �����	 ��������
�

FACTS

C����� �� 5�	�� �	�� ��� ��	���� 	
 �	����������  ������� ������ ������ 	
 
���� ���������	��

&�3 1� �� �	� 5�	�� ������� �	�������  ������� ������ ���������	� 	
  ��� 	

�	���� �� ��� ���� �� � F�-��� ��	���� .��� ���� �� B	���	� >�B&?A/� )�+���
����� �+� ���� ��������� 	� ���� ��	����, ������ ��	+����� ����� �	����	��, 	� ��+���
�Æ����� ���	 ����	� ����������� # ������� ���� 	
 ��
������� �������� ��� �	�5 ��
*��7�� �� '���	�� >'*?�A, C���� >C��(&A, G��� >G��?�A, ���5���	� �� �� >*�*?&A,
G��5�����5 >G��(�A, #����	�0�� �� �� >##��?$A, ����� �� H� >�H��A, ���5���	� ��
*	����� >�*?$A, �� C�+�	�	��	� �� G�0���� >CG?$, CG?(A�

&�3 >CC?$A #�� � ��� 	�������� ���������	�� �� ������������� ������ ��
 ����� ���� .��� '#*/ ������ ��	����� 
	� �	�������  ������������� ������
	
 ����� ����� �� ��+���

���� ������� ���� �	 ��+������� ��� ������� ��������� 	
 ������� ������ ������
���������	��� 1� >CC��A C����� �� C�	�� � ���� ��� �
�������	�
 	
  ������-
���	�3 ��� ��, ��� ������� ������� �� ��� ������� +������� 	
 ��� ���������	�� ����
�	������� �5����	�� ��� ���	� ���� �� �� ������������� ������ ���������	�8
�5����	�� ��� �	 ���� �� ������������� ������ ���������	��8 �� �5����	�� ���
������� ������������� ���������� 9��, ����, �� I�� >9�I��A ��	 
	��� 	�
��� ������������� ��������� 	
 ���������	�� �� ��	� � ����� 	
 ���������	��
���� ������ �5����	�� ��� �	 �	� ����  ������� ������ �������

&�3 >CC��A ����� � ���� � ��4���� ���� 	
 ������� ������ ������ ���������	��
��� ���	� �� ����0�� � ������ ���������	�� .��� ��, 
	� �� ���������	� � 	

��� ���� �� �	�� �	� � ���  ��� � 	
 �	���� ���� ��� ��� ������ ���������	� 	
 �
�� ��	�	����� �	 � /�

1� �� �	��� ����5��� ��� ��� ����� 	
 ��� ��	������ ��2������� ������� ��� �������-
������ �� ������ ���������	�� 	
  ��+�� ��� 	
 �	���� �� 	���� �	 �	����� �		�
���	 ����	�� 	
 ��� 
	���� ��  �	�� ������	� .���, ����, >G��(�, CG?$, *J&?A/,
������ �� 5�	�� �	�� ��� �	�����	��� ��2������ ������� ������ ���������	�� ��
�������-������ ���������	���
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Minimum Spanning Trees

DEFINITIONS

��
3 # ��
���� ���

�
� 	��� �� � ��	 � �� ���
	� ��  �	�������, �������-����
������ ��� �� � � +���� ��� �� ������0�� ��� �	�� ���� �������

���3 # ���� � �� �������� �� � ��
���� ���

�
� 	��� �
 ����� � ����  ��� � 	

�	���� ���� ��� ��� ������� ������� ���� 	
 � �� ��	�	����� �	 � � .��� ��	���� ��
��� ����+�� ���� �	���	�� �� ������� �	 +������� 	
 ��� ���� � , ������ ��� ����
	
 � �����
 �� �	� ��� ������� ������� ���� 
	� ��	�� +���� �	���	���/

FACTS

��� ��	���� 	
 ������� �������  ���� �� �� ���� �  "������� ������� �������
���� �� ��� ���� �� ���������� �	�+��� ��� �-�������	�� �	�������� 	
 ��� ��	���� ��
�	� ��� �	�+���

&	3 >*)?�A "�� ���� ���� � ���� +���� ������ � �	�� 4+� �� �� ���� � 
������� ������� ���� 	
 �	�� ��� 	
 +�������� ����� ��  ����� ���� .��� '#*/
��	������

&
3 >*)?�A F	 ���� ���� � ���������� ������ ��� �� �� �� ���� �  �������
������� �����

&�3 >"9?$A 1� �� F�-��� �	 ������ ������� ����� 	
 � ���������� �%�� �	 �� ��
�� ���� � ������� ������� ������

&��3 >C�?!A F	 ����� ���� � ���� ������ ������ ��� ����+� �� �� ���� � 
"������� ������� ������� ���� �� ��-����, ����� �� ����� ���� +���� ������ �
�	�� ���� �� �������

Proximity Graphs

��2����� �����4���	�� 	
 ��������� ������ ��+� ���� �	 ��2����� 
������ 	
 ��	 �����
������

DEFINITIONS

���3 # �������	� ����� 	
  ��� � 	
 � �������� �	���� �� ��� ���� ��  �������-
���� ������ ���� � � +���� ���, ���� ��� ��	 +������� �� �	������� �
 �� 	��� �

 ������� ����	� ����� ����� �������	� �����
 �	�� �	� �	���� �� 	���� ������� 	

� �

���3 ��� ������� ����� 	
  ��� � ��  ��	 ����� ���� ���� ��� ����� � ���� �
���� .�� �/ �
 �� 	��� �
 ��� ���5 ��	�� ����	�� �	���� �� � �� � �	�� �	� �	����
�� �	���� 	
 � �

���3 ��� ���	�
��� �� �
���
�� ����� 	
  ��� � ��  ��	 ����� ���� ���� ���
����� � ���� � ���� .�� �/ �
 �� 	��� �
 ���  ��-������ �������� �+��� � �� � �
	��	���� �	����� �	�� �	� �	���� �� �	���� 	
 � �
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REMARK

%�3 ��	 ����� ����� �+� ���� 4��� ������� �� ��� �	��� � 	
 ������ ���	�����	� ��
�	������	�� �	���	�	��, ����� 	�� �� ��+��  ��� 	
 �	���� 	� ��� ���� �� �� �5��
�	 ������ ��� ���������� ����� 	
 ��� ��� �� �	����������  ���� ��	�� +������� ��
��� �	���� �� ��	�� ����� �� �������� �	�������� ���� 	
 �	����� 6	� ��
������� 	�
���� �	���� ���, ����, ��� ���+�� �� �	������ >B�?�A�

FACTS

*	�� ��������, ��� ��	���� 	
 �	������� �������-���� ������� ��� �+� ��� �����	��
��	����� 	
 ����� ��	 ����� ����� 	
 ����� +������� �� ���� �	��������� ������� ���
���	������ ��������, 	�� 	
 ��� �	��+��	�� 
	� ���� ����� �� ��� ��	 ����� �������
������ ��� ����� �������� ��%�������� ��� �7���� +������� �� +������ ���������
�	������ ����� ���7	��� +������� �� ���� 
� 
�	� ��� 	�����

&��3 1� ��� �	�5 �� �	��, C�����, �� C�	�� >�CC?$A, ��� ��	���� 	
 �������-
�0��� ������-������ ����� �� ���� �������� �� � ��	����� �	 �	����� ������
������� 	
 ����� �� ��� ���� �� ��+���

&��3 C���� �� )������ >C)?�A ��	+�� ��� � ��� 	�������� ����� ���� �	��
�����+� ������	��		� ������� �� ������ ��������

&��3 6�� �� �� ���� � ������ �� >CC?&A �	 �� ���	������� 	�������� ������ ��
-

����� 
������ 	
 ����� ��� ����  �������� 	
 ��:����� ������ �� ��������� ��
C�	��, C����, *��7��, �� 9��������� >CC*9?(A �� �� �����, ���������, �� *��7��
>��*??A�

Open Problems

'�$ ��+�  �	������ �	�����	��� ��������0��	� 	
 ������ ������ �������-
��	���

'�$ C�� � ��  ���� ���� � ����+���� ������ � �	�� ����+�� 1� �����  �	���	���
���� ��	����� �	 ������ ������� � �� �� ���� �  "������� ������� �������
���� �� ��-����K 1
 �	, �	����� ����  �������

'�$ ��4�� ��� 
������ 	
 ������� ������ ������ ���������	��� 6	� � ����,
��������0� ��� ���� 	
 ���������	�� ���� ������ �5����	� ��� ����  �������
������ �������

'�$ 1�+������� ��� �	�����	��� �����	����� ������� ������� ������ �� ����-
�� ������ ���������	��� #�� ����� �� ������ ������ �� ������� ������

	������� ���������	��K

'�$ 6������ ����� ��� �	�����	��� ��������� 	
 ��	 ����� ������ 6	� � ����,
��������0� ��� 
���� 	
 ������ ������ ���������	��, ��� �� ��� 
���� 	
 ��	��
���������	�� ��� ����  �������-���� ������ ����� ��� ����� 	
 ��� ��������

�� �� ���� ��� ����
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10.3.3 Properties of Drawings and Bounds

6	� +��	�� ������ 	
 ����� �� ������ �����, ��� ���+����L� �������� �����
�� �	��� �	���� 
	� �����4� ������ ��	������� �+� ���� ����	+����� )��� �	����
�������� � ����� ����	2� ������� ������ ��	�������� # ���+���� �	��� ������ �	 ��
��� ����� 	
  ��+�� ����� #� � �������� �	��� ������ �	 ��4������ ��� ����� 	

��� ����� 9����+�� �� ��+� �	���� 	� ��� �� 	� ���� ������, �� ����� ��� ���
������ �� �	�������� �� �	�� ���	����	� ���� ��� ���+���� �� 
�	� ����� ���������
����� �	�� ������� �� � ������� ������ .����, ��%������  ���� ������, 	� ����������
 ������� ���� ������� ������� �� ��	 +�������/�

Properties of Drawings

1� �	������� ���� �������, �� �	��� ��5� �	 �5� ���	 ��	���  +����� 	
 ��	��������
6	� � ����, ������� �� ��� ������ 	
 ���������� �� ������ �������� �� +�����0-
��	� �������	��� @� �� �� ��� �	 ������ ����� �� ������ ������� ���� �����
�������� 1� ������, �	 +	�� ������ +����� ���� 	�  ��� 	�  �	������ ������,
�� �� ���	���� �	 5��� ��� �� 	
 ��� ������ ����� *	��	+��, �� �� �������� ��������
�	 � ���0� ��� ����� ���	����	� �� �	 ������0� ��� 	���� ��������

DEFINITIONS

���3 ��� ������
� 
����� � �� � �����
� �� ��� �	�� ������ 	
 ����-��	�������

���3 ��� ���� �� � �����
� �� ��� �� 	
 ��� �	�+� �����

���3 ��� 	�	�� ���� ��
�	� �� � �����
� �� ��� ��� 	
 ��� ������� 	
 ��� ������

���3 ��� 
����� �� ��
�� �� � ������
� �����
� �� ��� �	�� ������ 	
 �����
	� ��� ����� 	
  �������

��	3 ��� ������� 
����� �� ��
�� �� � ������
� �����
� �� ��� � ����
������ 	
 ����� 	� �� �����

��
3 ��� �
����� ������	��
 � �
 � ������
� �����
� �� ��� ������� ���� 
	����
�� �� ��	 ����� 	� �������� 	
 �����, �������� 	� ��� ��� +���� 	� �����

���3 ��� �����	 ��	�� �� � �����
� �� ��� ���	 	
 ��� �	����� ���� �	 ��� ��	�����
���� 	
 ��� ������� �������� ���� �	��0	��� �� +������ ����� �	+����� ��� �������

EXAMPLES

��� ���� 	
 ����
���� ��2����� ������ ��	������� � ��� ��� ���� ���� �	 
	����0���
��� ���� ������ ��	����� � �����-	�7����+� 	�����0��	� ��	����� .����, �	�������
 ������ ���� ������� �� �� ������������� 	
 ��	������/, �	 ��� ����	2� ��
�������� �� �	�+��� �����

��3 6����� ������.M�/ ���	� ��	�� ��	 ������� 	
 	�, ��� �	������ ���� 	� 
	��
+�������� ��� ������ 	
 ��� ./ �� ����, ����� ��� ������ 	
 ��� .�/ <� ���0��
�����������= 1� �� �� ��	�� ��� �	 ������ 	
 	� �� 	����� ���� ������� �	 �	��
�������, ����, ��� � ���������� 	
 ���������� ���	� �� ����+�� ��  ���� ���-
����
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(c) (d)(a) (b)

Figure 10.3.2 (��"��)�� ��*�� ��������� ��++�����
�!*"� ��������� #����"����$

��3 6����� ������.�M�/, ��	�� ��	 ������ 	
 ��� ��� ������ ������� ��� ������
	
 ��� .�/ �� �����, ����� ��� ������ 	
 ��� .�/ �� ����� 1� �� �� ��	�� ���
����� �� �	 ������ 	
  ��� �� �	�� ���� �� ������

Bounds on the Area

���� ������ ���	� ������0�� �������� ���+���� ����� �	���� �� � �������� �	���
�	���� 	� ��� �� 	
 ������� 	
 ������ 1� ��� ����, � �� � ������� �	�����
� � � � �, �� � �� � �� 4 �� �	������ � � � � �, �� � 
	� � ������� �	����+�
�	������ ��� ����+���	�� <�)C= �� <�)C�= �� ���� 
	� <���� �������-����= ��
<���� �������-���� ����=, ��������+����

1� ������, ��� �2��� 	
 ����� 	� ��� �� ��%�������� �� ���� @� 	�� ���, �����
	����� ���� �� ����� �����+��� 2��� ��� ��� @� ��� 	���� ���, ����� �� ����
�� �	����� ����� ����	�� ����� �����	�� �����

FACTS

1� ����� ��
������� �	 ���� ������, �����4� �	�� 	
 ��� ���� �� �������� ������ ����-
�������

&��3 C���� 	� ��	��-����� �	���� 	� ��� �� �� �� ����+�� 
	� ����� .�M��/�

&��3 ���� ����� ���� ���� ������� ���� %������ �� .��M�(/� ;	��+��, ���
�� ��%�������� 	
 ���� �������-���� ������� �� �� � �	������ �
 ���� �����
���	����	� �� ��	 ������� .��/�

&��3 #��	�� ����� �� ������ �� �� ����+�� �� �	����� ������� 	
 ����
����� .�(/, ����� �+� �������	�� �	 ���� ���������

&�	3 N���� ���� ������� ��	+��� � ����������� ����	2 ������� �� �� ���
�	�� ������ 	
 ����� .�?M��/� 1�����, ������ ��� ������ �� ������� .��/, ��� �� ��
���	�� � �	������ �
  �������-���� ������ �� ��%����� .�?/�

&�
3 # %������ �� �	��� �� ����+�� 	��� � ��� � ����� 	
  ����� ������ 	

����� .��/�

)�� ���� ������ ���	� 
	� ����	2� ������� �� �� ����� ���	 �� ������� 	
 ������

Bounds on the Angular Resolution

���� ������ ���	� ������0�� �������� ���+���� �	��� �	���� �� � �������� �����
�	���� 	� ��� ����� ���	����	� 	
 ������� 	
 ������ ;��� � ��  4 �� �	����� ����
� � ��
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(���� ��$�$� ,�������� #���� ��" �-��������� ����� ��#�"� �� ����$

�C#)) @6 �'#91F� �I�" #'"#
�'#�;)

� �		��� ���� ����� �)C� O.�/ �.� �	��/

� �		��� ���� �������� ����� �)C� O.� �	��/ �.� �	��/

� ������-�.��/ ����� ���� O.�/ �.�/
�		��� ���� �	������ ����

� ����� ���� ����� ���� O.� �	� �	��/ �.� �	� �	��/
	���	�	�� ����

! ����� ���� �������� ����� O.�/ �.����/
	���� ������+��� �)C�

$ 6��	���� ���� �������� ����� O.�/ �.�/
	���� ������+��� �)C�

& #DC ���� �������� ����� O.�/ �.�/
	���� ������+��� �)C�

( ������ ���� �������� ����� O.�/ �.�/
	���� ������+��� �)C�

? ����� ���� �)C� O.�/ �.�/

�� ���� �)C� O.�/ �.� �	��/

�� ������-�.��/ ���� ���� �	������ ���� O.�/ �.�/

�� ������-� ���� ���� 	���	� ���� O.�/ �.�/

�� ���� ���� ���� �	������ ���� O.��/ �.��/

�� ���� ���� �)C O.���/

�! ���� ���� �)C� O.��/ �.��/

�$ ����	������� �)C �	�+� ���� O.��/ �.��/
���� ����

�& ���� ���� ���� 	���	� ���� O.��/ �.��/

�( ���� 	���	�	�� ���� O.� �	��/ �.� �	�� �/
������-� ����

�? �� ���� ������ ����� �)C� O.��/ �.��/

�� ������� ���� ����� �)C� O.��/ �.��/
��-������ �	������

�� �� ���� ������ �� ���� ���� �	������ O.��/ �.��/
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(���� ��$�$� ,�������� ����� ��#�"� ��" �-���������

#���� ��#�"� �� ���#��� �����#����$

�C#)) @6 �'#�;) �'#91F� �I�" #F�NC#' '")@CN�1@F

������ ���� �������-���� O. �
��
/ �. ����

��
/

���� ���� �������-���� O.�
�
/ �.�

�
/

���� ���� ���� �������-���� O. �
��
/ �.

�
����
��

/

Bounds on the Number of Bends

���� ������ ������0�� �������� ���+���� ����� �	���� �� � �������� �	��� �	����
	� ��� �	�� �� � ���� ������ 	
 ����� �� 	���	�	�� �������� )	�� �	���� ��
����� 
	� � � ! 	� � � & ������ ��� � ���������� 	
 ����� �� � ���� � 
	�	� ��
� ���� � 
	� ��� �5����	� ���� 	
 � 	������	�, �� �� ���� 	���	�	�� �������

(���� ��$�$� .�������� "�������� #�������� #���� ��#�"� ��" �-���������

����� ��#�"� �� �� �#+��� �/ ���"�$ 0����� � � � &� � � � !$

�C#)) @6 �'#91F� �@�#C Q �"F�) *#H
�'#�;) �I�" Q �"F�)

���-� � 	���	� � � � ��P � � � � �

���� ���-� � 	���	� ���� � ��� � � ��P � � � � �

�������� ���-� 	���	� ���� � ��� � � ��
�
�P � � � � �

���	������� 	���	� ���� � ��� � � ��P � � � � �
�������� ���-�

����	������� 	���	� ���� � �
�
.� � �/ P � � �

�
�P � � � � �

�������� ���-�

�������� ���-� � 	���	� ���� � �
�
�P � � �

�
�P � � � � �

Tradeoff Between Area and Aspect Ratio

��� ������ �	 �	������� ��-�Æ����� ������� �� �������� �� ������� +�����0��	�
�������	��, ����� ������ ���� �� �  �������� ;	��+��, ����+��� ���� �� �� �	�
��	���3 ����,  ������ ���� ���� ����� ���	 �� �	� �� �	�+�������� ����� 	� 
�	�5����	� ������, �+�� �
 �� �� �	���� ��� ;����, �� �� ���	���� �	 5��� ��� �����
���	 ����� 1�����, 	�� �	��� ��5� �	 	���� ���� �� 
	� �� ��+�� ����� ���	 �� 
���� ����� ���� �	��� ��	+��� ������� ���� �����
��� ���� ��� :� ������� 	
 4�����
������� ���	 ��������� ����� ����	��� # +����� 	
 ����	2� 
	� ��� �� �� �����
���	 ���� �+�� ���� ������ ����� ����  ������ ���������, ���� � ������

FACTS

���� ������ ���	� ������0�� �������� ���+���� �	���� ��� �� �� ��������	����
����+�� 	� ��� �� �� ��� ����� ���	 	
 +��	�� ����� 	
 ������� 	
 ������
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(���� ��$�$� (����� #�������� #���� ��#�"� ��+#������#��� �!�������

/�� ���� ��" ����!� �����$

�C#)) @6 �'#91F� �I�" #'"# #)�"�� '#�1@
�'#�;)

�		��� ���� ����� �)C ������ ���� �.��/ �.�/

�		��� ���� ����� �)C� �.� �	� �	��/ �.� �	� �	��� �	�� �/

�		��� ����� ���� �.�/ �.��/
���-�.�/ ���� �	������ ����

����� ���� �� ���� 	���	� ���� �.� �	� �	��/ �.� �	� �	��� �	�� �/

����� ���� �)C� �.�/ >�.�/� �.��/A

����� ���� �)C	� �.� �	� �	��/
�
�.�/� �

�
� ��� ����

���� �

��

����� ���� ����� �)C	� �.� �	��/ �.�/

���-� ���� 	���	� ���� �.�/ �.�/

���-� ���� 	���	� ����, �.� �	��/ �.�/
��+�� 	� �	�+� ����

1� ���� ������, � �� � ������� �	����� ���� � � � � � �� ��� ����+���	� <�)C	�=
�� ���� 
	� <���� �������-���� 	����	�� ����,= ��� ��  �������-���� ���� ������
����� ��� ����� �� ������ �	��0	��� 	� +������ �������-���� ��������� @��� 
	� 

�� ���� ����� � ��� ��	������ ��� ������� �Æ����� �� ���
	����� �� ��� ��
����� �� ����-�����4�� ����� ���	 ��  ��+�� ����� 6	� ���� ���� ��� ����� ���	
�� ���� ������ �� ��+�� � � �����+��

REMARKS

%�3 9���� ����� ���� �������-���� ������� �� ��� �	�� ����� �� 	
 +����-
�0��� �		��� �����, ��� � ������ ������ ������%��� �� ������
��	�� ���� ������� �	
������ ��� �� ��%�������� 	� ��� ����� ���	� ��� ������	� �� ������ 
	� 	���	�	��
��������

%	3 '������� �	������ �������, ����� �� �� �� ����+�� ����  ���������� �-
���� ���	� ;	��+��, � ��������� ��	� ��� ���� �� �	�� � ��� � ����� 	
  �	���	�
����������� ��������� �������

%
3 6	� �	������ ������� 	
 �����, ����� �� �� 	����� ����� ���	 �� �	������

	� ���� 	���	�	�� �������, ��  ���� .�	��������/ �	��� 	
 � �� �� �� ������
�
 ��� ��+�� �� �	�������� �	 �� 	� ��� �	�+� ���� 	
 ��� ������ .����, ���� 	� ���
�	����� 	
  ���� �������/� ;	��+��, ��� �	������ ������ ����	�� �	 �	� ����
�	 ����� ����������� ������� �������, �� �� ������ �	�� 
	� ���� ��	�� ��� 
	�
+�����0��	� �������	���

Tradeoff between Area and Angular Resolution

���� �����! ������0�� �������� ���+���� �	���� ��� �� �� ��������	���� ����+��
	� ��� �� �� ��� ����� ���	����	� 	
 ������� 	
 ������ ;��� � �� � �� 4 ��
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�	������, � � � �� � � �� N��+���� �	��� �	���� 	� ��� ����� ���	����	� � ���
��� ������ 	��� 	� ��� ������ 	
 ��� ����� #��	, ����������� ������ �	���� �� ��
����+�� �� ������  ���� ���� ���� ����� 	� ��  �	����� ���

(���� ��$�$� ,�������� #���� ��#�"� /�� ����

��" ����� ��#�"� /�� ���#��� �����#����1 ��+#������#��� �!�������$

�C#)) @6 �'#91F� �I�" #'"# #F�NC#'
�'#�;) '")@CN�1@F

���� ���� �������-���� �.�	�/ O. �
��
/

���� ���� �������-���� �.���/ O.�
�
/

���� ���� ���� �������-���� ���� �.��/ O. �
��
/

���� ���� ���� �������-���� �.��/ O. �
��
/

���� ���� ���� �	������ ���� �.��/ O.�
�
/

Open Problems

'�$ ��������� ��� �� ��%�������� 	
 .�����/ ���� �������-���� ������� 	
 ������
����� �� ��������� � �.�	��/ �� ������� ��� 5�	�� ����� �� �	��� �	���� .�-
��� ������/�

'	$ ��������� ��� �� ��%�������� 	
 �������� ����� ���� 	���� ������+��� �������-
���� ������� 	
 ����� ����� .���� ������/�

'
$ ��������� ��� �� ��%�������� 	
 	���	�	�� .	�, �	�� ��������, �	������/ �	�-
���� ������� 	
 ���� ������ ����� �� ��������� � �.�	��/ �� ������� ��� 5�	��
����� �� �	��� �	���� .���� ������/�

'�$ ��	�� ��� ���� �� ������� ��� O. �
��
/ ���+���� �	��� �	��� �� ��� �. ��� �

��
/

� �������� ����� �	��� 	� ��� ����� ���	����	� 	
 �������-���� ������� 	
 ������
����� .���� ������/�

'��$ ��	�� ��� �� ������� ��� O. �
��
/ ���+���� �	��� �	��� �� ��� �.

�
��� �
��

/ � ��-

������ ����� �	��� 	� ��� ����� ���	����	� 	
 ���� �������-���� ������� 	
 ����
����� .���� ������/�

'��$ ��������� ��� ���� �	������ ����� ���	 �� �� ��������	���� ����+��� 
	�
.�����/ ���� �������-���� �� 	���	�	�� ������� 	
 ����� .���� ������/�

10.3.4 Complexity of Graph Drawing Problems

����� �����$M�����( ���	� ������0� �������� ������� 	� ��� ���� �	���� ��� 	

�	�� 
�������� ���� ������ ��	������

1� �� ����������� ��� �������� ������ ��	����� � ����� +��� ��2����� ���� �	���� �-
����� 6	� � ����, ����� ������� ������� �� �� �	�� �� ����� ����, ����� �������
������� �� F�-���� F	�� ���, � ���������� �� 6����� ������.�M�/, ������� �� ������-
��� �� �������� ��� �	� ��Æ����� �	�����	�� 
	� ����� �������� 9���� ��� �Æ�����
��	������ � ��� 
	� �	���������� ������� 	
 ����� �� ���� ����� ���� �		� ���+��-
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(���� ��$�$� (�+� !�+���-��� �/ ��+� /#�"�+����� ����

"������ ������+�� ������� ����� ��" "������$

�C#)) @6 �'#�;) �'@�C"* �1*" �@*�C"H1�I

������ ���� ������0� ��	������ F�-���

�-������ ���� ������0� ��	������ �� ������ F�-���
������ ���� ����������

	���� 	� 	�� ����

������ ���� � ���� ���� ������� F�-���

������ ���� ������� ������� �� �	����- O.�/ �.�/
���  ���� ���������

������ ���� � ��� ���� ������� O.� P�/ �.�P�/

������ ������ ����� ������� ������� F�-���

�������� ������ ����� ������� ������� O.�/ �.��/

������-�	���� ������ ����� ������� ������� O.�/ �.�/

������ ���� ��� � ��� ����������	� ���� F�-���
	
  ��� 	
 ���� ������� ���5�

�� ��� ����

�� �� �	����, � �� �� ������0��	� 
	� �	�� ����� 	
 ������� �� F�-���, �+��

	� ������

Open Problems

'��$ '����� ��� ���� �	���� ��� 	
 ����� ������� ������� 
	� �������� �������
.��������� �.��//, 	� ��	+�  ���������� �	��� �	��� .���� ������/�

'��$ '����� ��� ���� �	���� ��� 	
 ���� ������0��	� 
	� ���� 	���	�	�� ���-
���� 	
 �������� ����� .��������� �.�
�� �	��//, 	� ��	+�  ���������� �	��� �	���
.���� �����&/�

'��$ '����� ��� ���� �	���� ��� 	
 ���� ������0��	� 
	� ���� 	���	�	�� �������
	
 ���-� ����� .���� �����&/�

10.3.5 Example of a Graph Drawing Algorithm

1� ���� ��������	� �� 	������ ��� ��	����� �� ��� ���	� >��?&A 
	� �	�������,

	� � �������� ������-� ���� ,  ���� 	���	�	�� ���� ������ ���� �������
������ 	
 ����� �� ����� �.��/ �� .��� ���� �����&/� ���� ��	����� �� ��� �	�� 	

 ������� ������ ��	����� 
	� ������ ����� .��� ������$ �� 6����� ������.�//�

2��� ������� 3������+ ��� ��	����� �	������ 	
 ��	 ��� �����3

�� �	������	� 	
 � 	���	�	�� �����������	� 
	� , ����� 	��� ��� ����� �� ���
����� 	
 ��� 	���	�	�� ������ �� ��4����

�� #��������� 	
 ������� ������� �	 ��� �������� 	
 ��� 	���	�	�� �����������	��
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(���� ��$�$	 (�+� !�+���-��� �/ ��+� /#�"�+����� ����

"������ ������+�� ������ ����� ��" "������$

�C#)) @6 �'#�;) �'@�C"* �1*" �@*�C"H1�I

���� ���� ���� �������-���� ������ F�-���
���� ���������� ���� �������

���� ���� ���� �������-���� ������ F�-���
���� � ����� ���	����	�

�������� ���� ���� ��� � ������� 	
  ���� F�-���
��-���� ������ ���� ����������
����� ���� ���� 	
 �	�������+�

����� �������� 	�  +���� 

� ��� ���� ���� ���� ��� � ������� 	
  ���� O.�/ �.�/
��-���� ������ ���� ����������
����� ���� ���� 	
 �	�������+�

����� �������� 	�  +���� 

���� ���� ���� ��-���� ���� ������ O.�/ �.�/
���� �.��/ �� ��

�.����/ ����� ���	����	�

���� ���� ���� �	������ ������ ���� O.�/ �.�/
�.��/ ��, �.�/ �����, ��
�.���/ ����� ���	����	��

����	�� ���� ���� ���� �������-���� �	�+� ���� O.�/ �.�/
������ ���� �.��/ �� ��
�.����/ ����� ���	����	�

����	�� ���� ���� ���� ��-���� �������� �	�+� O.�/ �.�/
������

������� �� ���� ���� ��-���� �	��- O.�/ �.�/
���� ��-������ ���� ������ ���� ��� ��

����� ���� ������ �� ���� �	������ ���� ������ O.�/ �.�/
���� �.��/ �� R �.�/ �����

���� ���-� ���� ���� 	���	�	�� ���� ������ F�-���
���� ��� ������ 	
 �����

���� ���-� ���� ���� 	���	� ���� ������ ���� O.�/ �.�� �	��/
��� Q ����� �� �.��/ ��

�������� ���-� ���� ���� 	���	� ���� ������ ���� O.�/ �.�
�

� �	��/
��� Q ����� �� �.��/ ��

���� ���-� ���� ���� 	���	� ���� ������ ���� O.�/ �.�/
�.��/ �� �� �.�/ �����

���� 	���	�	�� ���� 	���	� ���� ������ ���� F�-���
�����������	� ������� ��
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(���� ��$�$
 (�+� !�+���-��� �/ ��+� /#�"�+�����

���� "������ ������+�� �����$

�C#)) @6 �'@�C"* �1*" �@*�C"H1�I
�'#�;)

���� ��� � ��� "������� ��� ������� F�-���
���� 	
  ��� 	
 �	���� �� ��� ����

������-� ���� ������0� �� �� ���� 	���	�	�� F�-���
���� ������

������-� ���� ������0� �	��L� ���� ���� ������ F�-���
�� ���� 	���	�	�� ���� ������

�		��� ���� ������0� �� ��  ���� ��-���� F�-���
�� ������ ���� ������ ��� �������
���������� �� ��	�S� 	
 ��������

�		��� ���� ������0� �� ��  ���� �������-���� O.�/ �.��/, � � �
�� ������ ������ ��� �������
���������� �� ��	�S� 	
 ��������

����� ���� ������0� �� �� �+-������ O.�/ �.�
�
� �	��/

�		��� ���� ���� �������-���� �� ������ ���� O.�/ �.�/
������ ���� �.��/ ��

�		��� ���� ���� �	������ �� ���� ������ O.�/ �.�/
���� �.�/ ��

REMARKS

%�3 ���� � ����  ����
	����	� ���	  ����	�5 :	� ��	���� .6����� ������.M�/
���	�/, ����� ��� ���� 	
 :	� �� ��	����� ����  ����� ���� �� ��� 	���	�	�� �������
;����, ����� �� +����� �  �	��	���� ��� �� ��	����� �� ��� +�������, �����	����
��	�� 
��� �� ��� ����� ���	��� ����� �����, �� �+������� �	������ �� ��� 
����

%��3 6�	� ��� �������� ����  �� �	�������  :	� ����	�5 � � 
	��	��� ���
�	��� 	
 ����	�5 � �� ��� +������� �� 
��� 	
 � C�� ���.�/ ���	�� ��� ������ 	

����� 	
 ��� ������� �	������ 
�� � � "�� +���� � �������� �.�/ T � ����� 	
 :	�, ��
��� 
�� � �	������ � .�/ ����� 	
 :	�, �����

� .�/ T

�
� ���.�/ � � �
 � �� � ������� 
��

� ���.�/ P � �
 � �� ��� � ����� 
��

�� "����S� 
	����,
�

	 �.�/ T
�


 � .�/, ����, ��� �	�� ������ �� �%�� �	 ��� �	��
�	�������	��

%��3 F���	�5 � �� ��	 ����� 	
 ���3

� ��� 	
 ��� ���� .�� �/, ����� � ��  
�� �������� 	� +���� �8 ��� :	� �� .�� �/
���������� ��� ���� � +���� � �� 
�� � , �� �� �	��� �	��� �, ����� �	��� �,
�� �	�� �8

� ��� 	
 ��� ���� .�� �/, ����� 
�� � ����� � ����  ���� 
�� �8 ��� :	� �� .�� �/
���������� ��� ������ 	
 ����� �	�� ����  ���� ��� ����� ���� ������ 
�� � , ��
�� �	��� �	��� �, ����� �	��� P	, �� �	�� ��
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%��3 ��� �	����+��	� 	
 :	� � ��� +������� � ������� ��� 
�� ��� ��� ��� 	
 ���
����� �	���  +���� �� �%�� �	 ��� ��� �	����+��	� 	
 :	� � ��� 
��� � �������
��� 
�� ��� ��� ��� 	
 ��� ����� � ��� +������� �� ����� 	
 � ������� 
�� �� �%��
�	 �.!� �/, ����� ! �� ��� ������ 	
 ���� ������ 6	� ��� � ����� 
��, ��� �	+� ���
�� �%�� �	 �.!P �/�

%��3 1� �� �� ��	�� ��� �+��� 
������ :	� " �� ����	�5 � �	�����	��� �	 �
��������� 	���	�	�� �����������	� 
	� ���� , ��	�� ������ 	
 ����� �� �%�� �	
��� �	�� 	
 :	� "� ;����, � 	���	�	�� �����������	� 
	�  ���� ��� �������������
	
 ����� �� �� �	������ 
�	�  ��������	�� :	� �� � ���� :	� �� �� �	���������
�� �.�� �	��/ ���� ���� ������ :	�-��������	� ����	���

%��3 ���� � ����  ������ �	�����	� ������� ����+�� 
�	� DC)1 ��	��, �����
��� ������� 	
 ��� �	��0	��� �� +������ �������� �� �	������ ������������� 
��� 
���������� ��4������ 	
 ��� 	���	�	�� �����������	� ��� ���	��	��� ��� 
�� ���	
���������� ��� ��������� ������ �� ��	�� �� 6����� ������.�/�

10.3.6 Techniques for Drawing Graphs

1� ���� ��������	� �� 	������ �	�� 	
 ��� �	�� �������
�� ������%��� ��� �+� ����
��+���� 
	� ������ ������ ������

Planarization

��� �����0��	� ���	�� �� �	��+��� �� ��� +�������� 	
 ��� �Æ����� �� ����-
���0�� ������ ��	������ 
	� ���� ����� .��� ���� �����&/� 1
 ��� ���� �� �	�-
����, �� �� ����
	���� ���	  ���� ���� �� ���� 	
  ���������� �����0��	�
���� ��� ������� ��� ��	����� ����  4�����	�� +���� � 6������ ��� ������� ������
	
 ��	������ 	�  � ���� ���� ������� �� F�-��� ��	������ ;����, � ������
�����0��	� ��	������ ��� ����������� ��� ���� +����� ��������� 
	� ��� � ����
���� ������� ��	���� �� ��������� �� >B*?$A�

���� ����	� ��  �	��� ���	������ 
	�����	� �� �	������� �	�����	����, �� ����+��
�		� ������� �� �������� # �������
�� ������ ��	����� ���� 	� ��� �����0��	�
���	�� ��  ����-������0��	� ����	� >��(&A �� ��������� �� >���((A .6��-
��� ������.�/ �� �������� �� ���� ��	�����/� 1� �� ���� ������ ���� �� �	
����
+�����0��	� ��������

Layering

��� ������� ���	�� 
	� �	���������� �	������ ������� 	
 �������� ����� ����
	���
��� ������ ���	  ������ ������ �� ���� �	��������  ������ ������� # ������
��	����� ���� 	� ��� ������� ���	�� �	������ 	
 ��� 
	��	���� ��� �����3

�� #����� ��� +���� �	  ����, ���� ��� �	� 	
 � ���0��� ��� ������ 	
 �����
	������� ������

�� 1����� 4�����	�� +������� �	�� ��� ����� ��� ��	�� �����, �	 ��� ��� ���� �� ���
��������� ������ �	������ +������� �� �	�������+� ������ .��� 4�����	�� +�������
���� �� �������� � ����� �� ��� 4�� �������/

�� ������� ��� +������� 	� ��� ���� ���� ��� �	� 	
 ������0��� ��	�������

�� #�7��� ��� �	����	�� 	
 ��� +������� �� ��� ���� ���� ��� �	� 	
 ������������ ���
+������� ���
	���� �� ������0��� ��� ������ 	
 ������
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Figure 10.3.3 ��� 4+��""�" ���� $
��� 5���+#+ !��� 6�� �� ������7 � � �� 6�� �� ���� ��-� �� ��! ��!�

��!� ��� 8��� 6�� ��� �+����"� ��!� ��� #��� !��� ��� "����
��� ��!7 ������ � /�!� � �� ����������" �� � ��- ������" ��� � .�/$

�!� '����� ��������� ���" "������ �/  ��� +���+#+ �#+��� �/ ���"�$
�"� .�������� ���" "������ �/ � ��������� ���� ���"#!�" �� � "������

+���" /�� ������� ����� ����" �� �� �������+ �/ ��� �#���!����$

*	�� 	
 ��� �����	����� ��+	�+�� �� ��� +��	�� ����� �� F�-���, ����� ����������
���� �� ����� ��� ������� ���	�� �� ��	������ �� )����� �� �� >)��(�A�
��� �	�� �	���� ��+��	������ 	
 ���� ������%�� �� ��� �	 ������ �� �� >�FD((,
�GFD?�A� 6	�  ���+�� 	� ���������� 
	� ��� ������� ���	�� ��� ��	 ��� ���� ��
BU����� �� *��0�� >B*?&A�
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Physical Simulation

���� ���	�� ����  ������� �	��� ����� ��� +������� �� ����� 	
 ��� ���� �� +�����
� 	�7���� ���7��� �	 +��	�� 
	����� )������ 
�	� � ������ ���	� �	�4�����	�, ���
������� ������ �+	�+�� ���	  4�� �	�4�����	� 	
 ������� ������, ����� ������ ���
������� '���� ��� �	�+���  ������ 	
 ��2������� �%���	��, ��� �+	����	� 	
 ���
������ �� ������ �������� ����� �������� ����	�� .����, � ��� ����, ��� 
	���� ��
�	������ �� �	�����	����� ���������� ������������ 	
 ��� +������� �� ���
	����/�

������ ��	������ ���� 	� ��� ������� �������	� ���	�� �� 	
��� ��� �	 ������
�� ������ ���������� �� ��� ����� ;	��+��, ����� ������� ���� �� �������� �����
��� ������� �������	� ���	�� �� ��	������ �� >"�(�, G)(�A� )	���������� ��-
+��	������ �� �������	�� ������� >�;?$, ";��, 6'?�, ��G��, C*���A� '�����
�	���� ������� �������+� ����	�� 
	� ���� ������ �� ���	���� �	 ���� ������
���� 	� ���� ������8 ���, ���� >��?!, C"?!, ��?!A�

10.3.7 Recent Research Trends

���� ��������	� �������� � 	+��+��� 	
 �������� ��� 	
 ���� ������ ��� �+�
�������� ������� ��������� ������	��

Compact 3D Drawings

��� ��������� ����� 	
 +�����0��	� ��	������ �	 ��� �� ��	��� +��� ���� ���-
�	�5� �5�� �� ����� �	 ��+������� �	� ���� ����4� �� �� 	������ 
�	� ��� �����
�������	� �	 ��������� ��� 	+���� ��������� 	
  ���� ���� ��  ���� �	���	� 	
  +�����
�� ��+��	������ 9���� ��� ��	���� 	
 �	������� ����-��0�� ��	�����-
��� �������-����
������� �� ��� ���� ��  �	�� ������	�, ��� �� �	�������� �� ���	�� ��� ���7���
	
 ���� ������	� 	��� �� ������ �����

FACTS

&��3 ���	�5, �		�����, �� ����� >���?$A �+� � ��	����� 
	� �	����������
�� �	�+� ������� 	
 ����	������� ���� ����� ���� �.�/ +	���� �� �	�-�������
�		��������

&��3 �	���, "���, C�� �� '��5�� >�"C'?&A ��	��� ��� �+��� ���� ����� 
�������-���� ��	�����-
��� �� ������ 	� � ������� ���� 	
 �.��/ +	����, �� ��	+��
��� ���� �� �����	������ 	�������

&��3 ���	���� �� )������� >�)?&A ��	��� ��� �� �-, �-, �� �-�	�	���� �����
�� �� ���� ��  �� ���� 	
 �.��/ +	���� ���� �.�/ ����� ���	 �� ��	+��  �	���
�	��� 	
 O.����/ 	� ��� +	���� 	
 ���� ������

&��3 6	� #-�	�	���� �����, ���, ������ �� �V	�� >���?&A ��	���  �	��� 	
 $.��/
	� ��� +	�����

&��3 ���, �����, �� D	�� >��D?$A ��	��� ��� �� �-�	�	���� ����� .��
����� �� ���� �����/ �� �� ���� �� �.����/ +	���� �� ���� �.�/ ����� ���	 ��
�����  ���� �	��� ����� ��� �		������� 	
 ��� +������� �� �	� �� ��������
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&��3 6������, C�	��, �� 9����� >6�9��A ��	��� ��� �� 	�������� ����� ��
�� ���� ��  ���������� ������� �� ���� 	
 ����� +	���� �	�������� 	
 ����� ������
����� � ������� 	�� 
�	� ��� 	�����

&��3 ��7�	+�V�, *	���, �� 9		� >�*9��A ������� �.� �	�� �/ +	���� ������� 	

����� ���� �	����� ����-����� �� �.�/ +	���� 
	� ����� ���� �	����� ���-������

&��3 9		� >9		��A ��	�� ��� ��	 ����� ���� �	����� %���� ������ �+� ��
�������-���� ���� ������� 	
 �.�/ +	�����

&�	3 # ������ �� ��7�	+�V� �� 9		� >�9	��A ��	�� ��� ����� +	���� �� ��	 ��
����+�� 
	� ����� ���� �	����� ����-�����8 ���� ��	� �� �������-���� ���� �������
	
 +	���� �
� 
	� ����� �����, ����� � ��  �	����� ��	�� +��� � �	�������� �������
	� ��� ����-������

&�
3 �� ���	�	, C�	��, �� 9����� >�C9��, �C9���A ��	� � 
 � �� �� 
 �

+	���� 
	� ��	 ��������� 	
 ������-������ ������ ��� ��	���� 	
 �	������� �������-
���� �� ������� 	
 ���� ����� 	� � ������� ���� 	
 �.�/ +	���� �� ����� 	����

Graph Drawing Checkers

��� ��������� ��������� �	���� ��� 	
 ��� �����������	� 	
 ��	������ ��	�������5��
��� ��	���� 	
 
	����� ��	+��� ��� �	��������� 	
 ��� �	�� ��
������ �� �	�� 	
 ���
����� ���� �� ���� �	��+���� ��� ������� 	� ���������

DEFINITIONS

���3 # �����
� ������� �� � ��	����� ��� �����+�� � �����  ��	������ ���������
��  �������� ������  ��	����� ��� ��	��� �	�� 
	� ��� ���������� ��� ��5 	
 ���
����5�� �� �	 +���
� ������� ��� ��������� ����4�� 	� �	� ��� ��+�� ��	������

��� � ������	� �� ��� �� �� 	
��� ����� �	 �+���� ��� %����� 	
 ��� 	����� ���
��� �	��������� 	
 ��� �	
���� ��� ��	����� ��� ��2����� ����� .���, ����, >�C��?(,
*)F)�??A/ �+� ����� 	� ��� ���� 
������ ���  <�		�= ����5�� ��	��� �+�3

���3 ������	
���� ��� ����5�� ��	��� �� �	����� ���	�� �� ���	���� �	����
@��������, 	�� �	��� ����� �� ��� ��	���� 	
 ����5��� ��� ����5���

���3  �������	�� ��� �����������	� ��	��� �� �������
	�����

���3 !Æ���
��� ��� � ������	� �� �	 �+�  ����5�� ��� �� �	� ���� �Æ����� ���
��� ��	����� ��� ��	����� ��� ��	������ ����������

���3 "����	
���� ��� ����5�� ��	��� �� ��� �	 ����� ��������� �	�4�����	��
	
 ��� ����� �� ��	��� �	� �� 2����� �� ���	�� �� ��� :	� 	
 �	���	� ��� �	 �	���-	2
���	 ����	���

REMARKS

%��3 ����5��� �� ��������� ����+�� �� ��� ���� ������ �	��� �� 1�����, ����
������ ��	������ �� �	�� ��� �	�� �	���������� 	
 ��� ������ �	������	�� ��-
	����� 4���, �� ����� �	� �� �	 �	������� �	���� ��	������ ���������� ���� �����4�
��	�������� #��	, ������ 	
 ����� �������� ����� 	� �������	� ���, ���� ���-
��� ��	������ �� ������ ����������� ����� 
��� ���� �+� ���� ��+����� 6������,
���� �����������	�� �� 	
��� +����� 	� ��� 9�� ����	�� �� �����4���	� 	
 �����
�	����������
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%��3 @
 �	����, ��� ����5��� ��	���� ���	��� ������ ���� ��� ������ ��	�����
���� ���� +��� ���� �� ����, ����  ������ �	������ +���� ��������	� 	
 ��� ������
�� ��Æ���� 	� ��
������� ��+����� ���� ������ ����5��� ��+	�+�� �������� 	��� �-
������� ���	���� %�����	�� ��5�3 <�� ���� ������ ����K= 	� <�� ���� ������ �����K=
	� <�� ��� 
��� �	�+� �	���	��K=�

%�	3 ��� ��	���� 	
 ����5��� ��� ������� 	
  �����+���	� �� ���� �������������
������� �� *����	�� �� �� >*)F)�??A �� �� ��+������ �� �� >�C��?(A� 1� �����
����� ����� ���� ��	������ �� ��+�� �	 ����5 ��� ������� 	
  �����+���	� �	��	���
�� �	�+� 
���� �� ������ �� C�	�� >�C?(A ����5 ��� ����� ������� 	
 �������-
���� 	������� ������� ��� �� ��	 �+� �	�-�	�+� 
����

Incremental Graph Drawing

1� ��+��� �������	��, ���� � �	
���� ����������� �� ����� ������, ����� �������
� �����+��� ����  �������� ����, �	�����	���� ����� 	� �������� +������� �� ������
N���� ����  ������	,  ���� ������ ������ ��	��� ����� ��� ������ ��� ���� ���
�������� ���� �� �	��4�� �� ��� ����� N�
	��������, ������	�� ������ ��	������
�� �	� �� ������� �� ����� ������	��� )���� ���� �������� �	�������  ������ 
�	�
������, ���� �� 
�� �	 ����� ��� ������ %���5�� 
��� ��� ���� �	��4�� ��� ��������
�����

REMARKS

%�
3 ��� ��� ������ �	��������� 
���  �	��4���	� �� �� �����4����� ��2�����

�	� ��� ���+�	�� 	��, �+�� �
 	���  ���� ����� �� ���� ��� �� ��� �������� �����
1� ���� ���, ��� ����S� ����	� �	� >"C*)?!A, ��� ��, ��� ����� ���� ��� ���� �� 	

��� ����, �� �	� ������+��, ��  �	��������� �	�����+� �2	�� �� ��%����� �	 �	������
��� ��� ������ �� ��� ���+�	�� 	��� �������� �� ����� >����A 
	������
�� +����� ��+��� ��2������ ������� ��� �� �� ���� �	 ������ �	� ����  ���-
��� ��	����� ������ ��� ����S� ����� �� �� � ��������+� ��+��	������ ����	2�
������� ������� ����, 	�����0��	� 	
 ��� ������ ��	�������, �� ������+��	� 	
 ���
����� �� �� ������ ������ �	 �� �������� �� ���������� ���� �������

%��3 )�+��� ����� ������ ���� ����� ������ �+� �������� ������ �� 7	���� ��
�	�
������ ��	��������� # ������� ���� �������� ��� �	�5 �� �	���, �� ������, ���-
��, �� �	���� >����?!A 	� �� ���������� 
	� ������ ���� ������8 ��� ������

����	�5 	
 ������ �� 9���� >�9?&A8 ��� ��4����	� �� � ��������� ��+����-
���	� 	
 
	�� ������	� 
	� ��������+� 	���	�	�� ���� ������ �� ��5	��� ��
�	���� >��?(A �� ��5	���, )� , �� �	���� >�)�?&A8 ��� ����� 	� ��������+� 	�-
��	�	�� ���� ������ �� ����� �� G�
��� >�G?&A, �� �� ������ �� 9����
>�9?(A8 ��� 
���� ������ ��	������ 
	� 	���	�	�� ������� �� ��-���� �� ��	��	�,
�����	��, B	�����, �� 9����� >��B9��A8 �� ��� �	�5 �� F	��� �� 9		�����
>F9��A 	� 	����� ���������� ���� �������

Experimentation

*�� ���� ������ ��	������ �+� ���� ����������� �� ���� �� ������� �����-
��	��� *	�� ����� ��	� ����� 	������, �� �	�� ��	 ��	+��� ������� � ���������
������� 	� ���� ���� ������� ;	��+��, �� 	���� �	 �+���� ��� ������� ���
	�����
	
  ���� ������ ��	����� �� +�����0��	� �������	��, �� �� �������� �	 ���
	��
� �����+� � ����������	�� ���� ����� ����� ����+�� 
�	� ��� �������	� �	��� ��
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	+��  ���� ��� 	
 �������� ��%��������� ��� �� �������� 
	� ��� ���� �	 �+� �� ���
�������

FACTS

&��3 #�	�� ����� ��� ���� ��� ���� ��������	� 	
 ��� �������� ��	������� 	

���� ������ �� �����	� ��� �	�5 �� �������, #�����, �� �������	� >�#���A ��
�� �������� �� ����� �� � ���������� ������� >�����A�

&��3 ��� 4��� ��	�-+��� � ��������� ����� 	� ���� ������ ��	������, ��� �	
;���	�� >;��?!A, ��������  �	�����+� ����� 	
 ����+� ���� ������� ��	������
���� 	� +��	�� ���	�����

&��3 �� ������ �� �� >��C�?&A ���	�� 	� � � �����+� � ��������� ����� �	���-
��� 
	�� 	���	�	�� ������ ��	������ ���� 	� ��� �����0��	� ���	��� ��� ����
�� �� ��,!(� �����, ������ 
�	� �� �	 ��� +�������, ����� �� �������� 
�	� 
�	�� ��� 	
 ��� ����� ���� �� <���-��
�= �	
���� ����������� �� ����� �������	���
# ������ � ��������� ������� �� ���� ���� �	 ���0� ��� ���
	����� 	
 
	�� ����
������ ��	������ 
	� �������� ������ ����� �� >��C���A�

&��3 ;��������� 
	� �	������� 	���	�	�� ������� ���� �		� �� ���
	����� ��
� ����������� +������ �� ��� �	�5� �� G��, G����, �� *��0�� >GG*��A �� ��
�� ������ �� �� >������A�

&��3 " ����������	� 	
 ���� ������ ������%��� 
	� �	������� ������� ��������-
���	�� 	
 ����� ������ �� �	������� �� �� ������, �����	, ��������, ��
��00	�� >������A�

&��3 #� � �����+� � ��������� �	�����	� 	
 4+� ��	������ ���� 	� 
	���-��������
�� ���	��0�� ����	�� �� ��������� �� ��� �	�5 �� ����������, ;���	��, �� '	���
>�;'?$A�

&��3 BU����� �� *��0�� >B*?&A � ����������� �	���� ��� ���
	����� 	
 �����
���������� 
	� �������-���� ������� 	
 �-���� ������

&��3 #� � �����+� ���+�� 	� � ��������� ������� 	� ���� ������ �� �� 
	��� ��
>D�C���A�

Fixed Parameter Tractability

'�������, ��� ���	�� 	
 �������0�� �	���� ��� >�6?&A �� ���� ������ ���� �������
�	 �	�� �	������	���� ��Æ���� ���� ������ ��	������

DEFINITION

���3 # ��	���� W �����4�� �� ����� 	
 	�� 	� �	�� �������� �� #��� ������	��

	���	����, 	� �� ��� $%& �����, �
 ����� �� � ��	����� ��� �	�+�� W �� �.�.�/ � ��/
����, ����� � �� ��� ����� ��0�, � �� ��� ������� ��0�, � ��  �	�����, �� � �� �
������� 
�����	� ��������� 	��� 	� ������� ��

FACTS

&�	3 1� �� F�-�	������ �	 ������, ��+��  ����  ��  �	����+� ������� �, �������
 �� �� ���� 	� ��� ���� ���� � �	�� � ���� ��	������ .����� �� ���� � ������
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���+��/� ;	��+��, �� �� ���� ��	�� �� ��	�� >��	��A ��� ���� ��	���� �� 4 ��-
������� ������� ����� ����� � ����  %������ ���� ��	����� ��� �	�+�� �� 
	� ��
4 �� +��� 	
 ��

&�
3 @���� ����+�� F�-��� ���� ������ ��	����� �+� ���� ��	+�� �	 �� ��
��� 6�� ���� >�6;���, �6;����, �9A8 �	�� 	
 ����� ������� �� ������0�� ��
���� �����?� 1� ��� ����, % �� � ���	�� ������� �	����+� �	�������

1� �� �	 �� ����5��, �	��+��, ��� ��� ������ �	������ �� ��� ���� �	���� �����
��	�� �� ���� �����? ���	� �� ��+��� ������ 	� ��� +���� 	
 ��� �������� 6	�
� ����, ��� ��	����� ������0��	� ��	���� 
	� ������ ���� �� ���� �	���� ���
�.�.�/���/ ����� �.�/ ��  �	���� � �	������ 
�����	� >��	��A� ����, �	� 	��� ��	+���
��� �	������	���� ��� ���� ������ ��	����� �� 4 �� ������� ������� �� �
�������� ������� �	���, ��� ��	 4����� ���� �	���� ��� �	���� ��� �� �� 	
 �������
��� 
	� 6�� ��	������

(���� ��$�$� 9�+� 0' ��" ���� "������ ������+�

��� ��� :-�" ����+���� ���!�����$

�C#)) @6 F�-;#'� �'@�C"* �1*" �@*�C"H1�I
�'#�;)

�-������ ���� �-�	���� ��	�	���	����3 ���	+� �.�.�/ P ��/
� �	�� � ����� �	 ��� ���
��������� ���� �� ������

�-������ ���� �-�	���� �������� �������	����3 �.�.�/ � ��/
�	�����  �������-���� ������
	
 ��� ���� 	� ��	 �����
���� � �	�� � ��	������

������ ���� %-�	���� ��	�	���	����3 ���	+� �.�.%� �/ � �/
� �	�� � ����� �	 ��� ���

��������� ���� �� %-��+�� ����

������ ���� %-�	���� �������� �������	����3 �.�.%� �/ � ��/
�	�����  �������-���� ������

	
 ��� ���� 	� % �����
���� � �	�� � ��	������

������ ���� �������� �������	����3 �	����� �.�.�/ � ��/
 �������-���� ������ 	
 ��� ����

���� � �	�� � ��	������

10.3.8 Sources and Related Material

����� �		5� ��+	��� �	 ���� ������ �� ��������� >�"��??, G"��, )����A�
��� ��	�������� 	
 ��� ���� )���	����	� ��	��  �	���� �� ��������� �� )�������-
D���� �� ��� ������� !���� �� "������� #������ ������ .+	����� ��$!, �?(�, �&��, �!�&,
��!�, ��?�, ���&, (?�/�
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REMARKS

%��3 )��+��� 	� +��	�� ������ 	
 ���� ������ ���� �� >�CC?!, ��)��, ��?!,
;**��, B*?&, '�+?�, )�??, ))D?!, ��?�, ��?��, ��??, D�C���A� )�����
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	�& $�����	����� .+	�� �, �	� �, �???8 +	�� �, �	� �, ����8 +	�� $, �	� �, ����8 +	�� $,
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%��3 )���� ���� �	������ �	 ���� ������ ���	����� �� �		�� ������� ��� 999
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�������
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10.4 ALGORITHMS ON RECURSIVELY CONSTRUCTED GRAPHS

�) �) �����
 ��������� �� $�	�	�	

�) �	�� �	����
 ������	 ��������� �� ����������
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 ������	 ��������� �� ����������
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.�	�� 	����� ��+�� �����/, �� ������� ����� @�� ������� �� ���� �����	� �� 	� ���
�	����	� ������*�� 
	� ��� ���� ���� �� ���� �	 	� ��� +����� 	
 ��	����� �	�+���
������ ��� ���� ��� ��� #��	�������, 
	� ��� ���� ����, �� ���� �	������ ��� ��	����
	
 4����� � ��&����&��� ��� ��  ��+�� ���� .�!��/8 ����� �� �� ����� �	 �	 �	, �	��
�����	�� ��	����� �� �	�+�� � ����� 6	�  ���� ��	��� ��	������ ����� ���� ���

	��� �� 	�� ��� ��������  �	�� 	
 	���� ��	����� ���� � ���*��, &����	���� ���,
����� ��������, �	������, �	�������	� �����, �	�������	� �	��, �� 	�����, ��� �����
�� �������� �	 >�	��	��A�

DEFINITIONS

��3 # ���������� ��
�	���	�� ����� ����� �� ��4��� ��  ��� .������ 4����/ 	

�������+� 	� ���� ������, �� �����	� �	 	�� 	� �	�� 	�����	�� .����� �������	��


�����/ ��� �	��	�� ����� ����� 
�	� ������ ��������� "�� 	�����	� ��+	�+��

����� �����4� +������� 
�	� ��� ������� 	� ����� ��� ����� ������� �����4� +�������

�	� ��� ��������

��3 "�� ���� ��  �������+� ���� ��  �	�����	����� ���������	��
 	��� ���
��	�� �	� �	 ����� �� 
�	� ��� ������
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 +������� �� � �
����
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	 ��	 �
 �	 ��	 +������� �� '
�� �7�����

Algorithm Design Strategy

"Æ����� ��	������ 
	� ��	����� ���������� �	 �������+��� �	��������� ���� ������
�������� ����	�  &��	��� �����	����� ���	�� � 
	��	��3 4��� �	�+� ��� ��	����
	� ��� ��� ����� ��4��� 
	� ��� ��+�� ����8 ���� �	����� ��� �	����	�� 
	� ��������
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���	  �	����	� 
	�  ����� ���� ��� �� 
	���� �� ��� �����4� �	��	����	� ����� ���
�	+��� �	��������	� 	
 ������� �� ��� ����� # �����-���� ��	����� �� ����+�� ��
�����������  4���� ������ 	
 �%��+����� ������ ��� �	�����	�� �	 ��� �	�� �� 
������ ����S� ���	��	����	� ����� ��� ������ 	
 ���� �%��+����� ������ �� �	�����
���� ������� �	 ��� ��0� 	
 ��� ����� ����, ��� �� ������ ��	�  ������� .�/
��	����� ���� ��� ����� # �	���	��� ��	����� �� 	
��� �� ������ �
 ��� ������ 	

�%��+����� ������ ��%����� 
	� ��� ��	���� ��	�� 	��� �	���	����� ���� ����� ����
��0�� #��	 5�� �� ���  ����S� ���	��	����	� ���� �� ��+�� 	� �� �	������� �Æ��������

��������� 1� ��� ���������	�� 	
 ��� ��	������ �� ���� �����	�, �� ��� (� �	 ���	�� �
�������� .	� ����/ 	
  ��+�� ���� � 9��� �� ����� (� T �	�����+�	�&��	���� ��+

&����&��� ���, ���� (� ������ ���� �� ��	 ������ 	
 ��
	����	�3 ��� ���� 	
  � ����-
��������� ����������� ���, �� ��� �	������	� ����	��� 	
 ����  ���� *	��	+��, �����
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	����	� �� ������ 
	���� �� �	������	�� �� ���������� ��+	�+���
(��

REMARK

%�3 F	�� ��� ���� ��� �������� +����	� 	
  ��	���� .��������� 	� � �������/ �� ��
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 ������������� +������� #� �� #� .�� ����� #/ �� ����+��
���� 	��� �  +������ �� ��� �������+� �	��������	��

��������� ��+�� �� ���� .	� �������/ , ��� ��������� �		� �� ���	��� �� #&&�>A�

Maximum-Cardinality Independent Set in a Tree

FACTS

&�3 #�� ����������� ��� 	
 +������� ������ �������� #&&�>A 	� �	�� �	�� 9������ 	�
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 ��	 ����� �� � �� �� �	������ ���	 � ����������� ��� 	
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 #��	����� ������ ���	��

� (� T � -��������� ����������� ��� ��� �������� #&&�>A�

� (� T � -��������� ����������� ��� ��� � ������ #&&�>A�

� (� T � -��������� ����������� ����
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&�3 ��� 
	��	���� �����������	� ���� ��Æ��� �	 �������� �� �	������ ����� 	
 	��-
�	��� 
�	� ��� �	��	����	� � � �� 1� ��� ����, ����� ��� ��������� (� ��
(� �� ������ �����
� � �� �, ��������+���� ��� �	� �� �	���� ��	���� ������ ���
�	�+����	� ����� ������� .����, �������/ � �� 	� ��� ��
� �� ������� � �� 	� ���
������

� � �

� 

� � �

REMARK

%�3 ��� +���� 
	� (�, (�, �� (� �� 5�	�� ���+���� 
	� ��� ��� ���� M  ������-
+���� ���� .����� �� ��� 	�� �		�/� 6	� �	��	��� �����, ��� +���� �� �� �	������
+� �.�/ �����	�� �� �	�����	�� ��	�� ��� 	���	��� �� ��� ����� ����� �� 	���
	�� ��	���� ��	������  �	������ ������ 	
 (� ����� (� �� �� ��	����� 
�	� 
��� 	
 �	������ ��	�����8 ��� � ���� 	
 ����� ������ ��� ������� (�� ��� 4�� ����
�� #��	����� ������ �	������ (�, �����, � ��� �		� 	
 ��� ���	��	����	� ����, �� ���
�	����	��

Algorithm 10.4.1: 5�-�+#+ ;��"������� 4�"����"��� 9�� �� � (���

�����3  ����  T .)�*/�
,�����3 (� .��� ��0� �� � ������� 	
 � ����������� ��� �� /�

1
 �) � T �
(�  �
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"���
1
  T � � �

(�  �(�P�(�

(�  � ��(�P�(���(�P �(��
(�  � �(��(��

������������� ���	� ��� ���	��	����	� ���� 
	� ����� �� ��� �	 ��������� ��
��	�������, �� �� ������ �	 �� ��� 	
 ��� ��������

Maximum-Weight Independent Set in a Tree

;��� �� ����� ��� ��� +���� �� ��� ���� �� �������  ������� )�������� �	 
�������� +����	� 	
 ��� ����������� ��� ��	���� �� �������
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��������� ��� �	���	� ���� �� ��� #��	����� ������ �� � 
	��	��3

� (� T � -������ ����������� ��� �	������� #&&�>A�

� ( T � -������ ����������� ��� ����	�� #&&�>A�

� (� T � -������ ����������� ����
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Algorithm 10.4.2: 5�-�+#+ <���� 4�"����"��� 9�� �� � (���

�����3  ����  T .)�*/�
,�����3 (� .������ �� ������� 	
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EXAMPLE

��3 �	������ ��� ���� ��	�� �� � �� 6����� ������� D������� �� ������ �� �� ( ( ( � +

�� �� � �	 ��� ���� ��  +���� ������� #��	������ ������ �� ������ �� ������
�� ��� �	������	�� �� ������0�� �� ��� ������� 	� ��� ������ ��� $-������ ������
���� ��� �	��	��� �������, �, �	�����	�� �	 +���� >(��(��(��(��( �(� A�
��� � ���� ��������� �� � ���� ������ 	
 �� ����������� ��� �� (� T !
�� (� T �$, ��������+���8 ����� �� ��� 
�	� ��� �	������	� 
	� ��� )�����
��5���5��� �� �� ������ �	 ��������� ��� ��� � ������ �	����	�� �� ���� ��� �� ,� �� +�
�� ��� �� +�, ��������+����

Figure 10.4.1 5�- !��"������� ��" +�- ����� ��"����"��� ���� �� � ����$

REMARKS

%�3 *�� 	���� ��	����� ���� � +����	�� 	
 ��� +���� �	+��, �	������� ���,
�������, 	� �	����� ��� ��	����� �	��� �+� ���� �������� �	 ��������� ��� ����
�	������	� 	� ����� .�
� >�	��	?�A, >�	��	��A/� F	�� ��� �	�� ��	����� ���� �
������� �������� >���B	G�&(A �� F�-�	������ 	� ������
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%�3 # ������ 	
 ��	����� �� ���+�� ���� ���������� �	 ������ 6	� � ����, ��
���� ���� � ���� � +������� �� � ���� ���%�� ��0� 	
 � �� ���	���� ������ �,
	�������� ����� �� �	�� �� #��	, �	 ���� �� �	����  �����	��� �����, ��  ����
��  �����	��� ��� �
 �� 	��� �
 �� ��  ����

%�3 ��� ��4����	� �� ������ 	
 �%��+����� ������ ��� �� ��%����� �	 �	�+� 
��+�� ��	���� ������ 	� �	�� ��� ���� ���� �� ��� ��	���� �	 �� �	�+��� ��� �2���
	
 ���� ���� �� ���	������� ���	���	�� �� �����%���� ��������	�� 	
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  ��� 
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�������� +������� � ������� / 	� ����� 6������  � ����-���������/-����������� ���
��%����� /P� �%��+����� ������ (� �� (0 3 0 T � ( ( (/, �����3 (� �� ��� � ����-
��������� /-����������� ����8 (/ ���	��� � ����-��������� /-����������� ����
� ������� � ���� / �	 ��� �		�8 (0 3 0 T � ( ( (/ � � ���	��� � ����-���������
/-����������� ���� � ������� 0 �	 ��� �		�8 �����������	� ���� ����� �(0� �(1 T ���
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 0 P 1 � / �� ���� 	��������� F	�� ��� ��� ��������� ��	����� �� ��
���������� �
 / �� �	� �.�/�

10.4.2 Algorithms on Series-Parallel Graphs

"+��� ������-������ ���� �� �� �	��	��� 
�	� ������ ����� ����� 	��� ��� �����
�	��	����	� ����� ��+�� �� ��4����	� ! ���	�� 6	� ���������	�� 	
 ����� �����, ��� �������

DEFINITION

��3 # ��������������� ��������� ������������� 	����
��� 2 �� # �� ���	��� .� 2� #/
�� �� ��4��� �������+��� � 
	��	��3

� .��� ����/ ��� ���� �	�������� 	
  ������ ���� .��� ��/ ��  ������-������ ����
.� 2� #/ ���� 2 T �� �� # T ���

� # ������ �����	��
 .�� 2�� #�/�� .�� 2�� #�/ 
	���  ������-������ ���� �� ����-
��
���� #� ���� 2�� ��� �������� 	
 ��� ��� ���� �� 2� �� #��

� # �������� �����	��
 .�� 2�� #�/ � .�� 2�� #�/ 
	���  ������-������ ���� ��
������
���� 2� ���� 2� �� #� ���� #�� ��� �������� 	
 ��� ��� ���� �� 2� �� #��

� # '����
��� �����	��
 .�� 2�� #�/ �� .�� 2�� #�/ 
	���  ������-������ ���� ��
������
���� #� ���� 2�8 ��� ��� �������� �� 2� �� #��

REMARK

%�3 )�����-������ ����� �� ���	���0���, �� ����� ���	��	����	� ����� �� �� �	�-
�������� �� ����� ���� .��� ������/� ���� ���� �	 
��, 	
��� �����-����, ������ ��	-
������� ��	������ 
	� ��� ��	����� ���� �������� �� �	�4��� �	 ������-������
������

Maximum-Cardinality Independent Set in a Series-Parallel Graph

1� ��� ��� 	
 �����, 	���  ������ �	��� 	
 �	��	����	� ��+	�+��� �	��������� ��������,
��� �		� +���� , �� ����+��8  ������-������ ����  �� ��	 ���� �	����, ��� �������
+�������� ����� �� ���	��� 2 ��>A �� #0�%�>A �� ��� 
	��	���� ���������	��
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��������� #��	����� ������ ���� ��� 
	��	���� �	���	�3

� (� T � ��������� ����������� ��� �	������� �	�� 2 ��>A �� #0�%�>A�

� (� T � ��������� ����������� ��� ���� 2 ��>A ��� �	� #0�%�>A�

� (� T � ��������� ����������� ��� ���� #0�%�>A ��� �	� 2 ��>A�

� (� T � ��������� ����������� ��� ���� ������� 2 ��>A �	� #0�%�>A�

� ( T � ��������� ����������� ����

Multiplication Tables for Series, Parallel, and Jacknife Operations

�� � � ! "

�  �

�  �

! � �

" � �

� � � ! "

� 

� �

! �

" �

�� � � ! "

�  

� � �

! � �

" � �

Algorithm 10.4.3: 5�- ;��"$ 4�"����"��� 9�� �� � 9����� '������� 2���

�����3  ������-������ ����  T .)�*/�
,�����3 ( .��0� �� ������� 	
  � ����-��������� ����������� ��� �� /�

1
 �*� T �
>(��(��(��(�A >�	� �� �� �A

"���
1
  T � �� �

(� � ��(�P�(�� �� �(�P�(��
(� � ��(�P�(�� �� �(�P�(��
(� � ��(�P�(�� �� �(�P�(��
(� � ��(�P�(�� �� �(�P �(��

"���
1
  T � � �

(� �(�P�(�� �
(� �(�P �(�� �
(� �(�P�(�� �
(� �(�P �(�

"���
1
  T � �� �

(� �(� P � ��(���(�� � �
(� �(� P � ��(�� �(��
(� �(� P � ��(���(�� � �
(� �(� P � ��(�� �(��

(  � �(��(��(��(��

������������� ���	� )�������	� 	
 +���� � �� � �� ��� ��������+� �	������	��
� ������	�� �	+�, +	��� �������� �	������ ���� ������� +������� �� 
�����
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EXAMPLE

��3 #��	����� ������ �� ���	������� 	� ��� ������-������ ����  ��+�� �	 ��� ��
�
�� 6����� ������� D������� �� ������ ��  � ��	�� �� �	 ��� �����, ��� � ������
�	������	� �� ������0��� ��� �-������ � ����� +���� 
	� (��(��(�� �� (��
6�	� ��� ��� �	������	�, �� 
	��	�� ��� ������ (� 	� (� ��	����� � 	������� 1�
��� 4��� ���, ��� ��� �� �+� �� ,�, ����� �� ��� ���	��, �� �+� ��� �� ,��

Figure 10.4.2 5�- !��"������� �/ �� ��"����"��� ��� �� � ������ �������� ����$

FACTS

&�3 @���� ��	����� �	�+��� �� ����� ���� 	� ������-������ ����� ������� +����	��
	
 ���%��, �	������� ���, �������, �����	��� ���, �� �����	��� ������ 1�����,
 ������-������ ���� �� �+� � �	�� 	�� �����	��� ����� .�
� >)�(�A/�

&�3 # ������-������ ���� �� ���	���� ������ � �
 �� �� �	� ��������8 	�������� ��
�� ���	���� ������ � .������ �� �� � ���� 	�� ����/�

REMARKS

%	3 6	��	���� 6�� �, �	�+��� ��� ��	����� �	����	� ������� .�
� ���$/ 	� ������-
������ ����� ������� �	 �������� �����	�������

%
3 6	��	���� 6�� �, ��� ���	���� ������ 
	�  ������-������ ���� �� �� �����-
����� �� ����� ���� �� ����� �����-4��� ����� �	 ������ ���� 
	� ��� � ������� 	
 �
	�� ������

%�3 1� �	�� ��	���� ��������, ��� 7�55��
� 	�����	� �� ������ �� ���������� 6	�
� ����,  �����	��� ���� ���� �� -+��������& .����, �	 ���+�������/ ��� ��� 7�5-
5��
� 	�����	� �����	�� ���� ��	�����, �����, ��� 7�55��
� 	�����	� �� �	� ����+�� ��
���� ���� @� ��� 	���� ���, �
 ��� �� �� �������� ��� � ������� 	
  �����	��� ���,
��� 7�55��
� 	�����	� �� ����+���

%��3 )	����	�� �	 �����	�� 	���� ��	����� 	� ������-������ ����� 
	��	� ��� �-
������� ���	������� �� #��	����� ������� 1� �����	� �	 ��� ��
������� ����� �����
�� '���5 �,  �		� ���� �	���� ������ ���� ��	����� ���� � ����� ����, �	�����

������	� �����	��, #������ �����	��, �&��+�������, ���� �� >'�(!A�
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10.4.3 Algorithms on Treewidth-� Graphs

DEFINITIONS

��3 # 	�������������	��
 	
  ����  T .)�*/ �� ��+�� ��  ��� .�3��0 � 4�� � /
����� �3��0 � 4� ��  
���� 	
 ������� 	
 ) �� � ��  ���� ���� +���� ��� 4 ���� ���

�
�

��� 3� T )

� 
	� �� ����� .�� �/ � * ����� �� � ������� 0 � 4 ���� �� � � 3�

� 
	� �� ������� 0� 1� � � 4 �
 1 �� 	� ��� ��� 
�	� 0 �	 � �� � , ���� �� �+� ���
3�

�
3� � 3� �

�	3 ��� ���	� 	
  ��+�� ����-���	��	����	� �� ������� � � �����3�� � ���

�
3 ��� 	������	� 	
  ����  �� ��� ������� ����� �5�� 	+�� �� ����-
���	��	����	�� 	
 �

��3 # ����  ��  	������	��� ����� �
 �� �� ��������� �	 ������ ��� ��

FACT

&�3 "+��� ���������-� ���� ��  ����-���	��	����	� � ���� ��� � ��  �		��� �����
���� >)�(?A� 9� ����� .�3/ T .�� 3�/�.�� 3�/ ����� 3 � ) �� ��� ��� 	
 +������� 	

 ��	����� ���� #&&�>� A, �� ����� � �� � �+� ����-���	��	����	�� ��+�� �� ���
��
� �� ����� �������� 	
 � � ���� �� ��	��� �	 ��	���� �����-���� ������ ��	�������
��	������ 
	� ��� ��	����� 	� ���������-� �����, ������ ��� �3� � � P ��

��������� 6	�  ���� , ��� ����� ���� � ��  ����-���	��	����	� 	
  �� ��� 3 � )

�� ��� ��� 	
 +������� 	
  ��	����� ���� #&&�>� A� #��	,

� >'A T � -��������� ����������� ��� ��� �	����� ' � 3 ��� �	� 3 � '�

� (��� T � -��������� ����������� ����

Algorithm 10.4.4: 5�- ;��"$ 4�"��$ 9�� �� � (�����"� � 2���

�����3  ���������-� ����  T .)�*/�
,�����3 (��� .��0� �� ������� 	
  � -��������� ����������� ��� �� /�

1
 3 T )

6	� �� ' � 3

1
 ' �	����� ��	 �7���� +�������
>'A�	

"���
>'A �'�

"���
1
 .�3/ T .�� 3�/� .�� 3�/
6	� �� ' � 3

1
 ' �	����� ��	 �7���� +�������
>'A�	

"���
>'A � ��>'�A P �>'�A� �'� � '� � �'� � '�P �'� 3

'� � 3�� '� � 3�� '� �3 T ' �3�� '� �3 T ' �3��
(��� � �>'A 3 ' � 3�
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EXAMPLE

��3 #��	����� ������ �� ���	������� 	� ��� ���������-� ����  ��	�� �� 6�����
������� � ��  ����� �		��� ����-���	��	����	� 	
 , �� ��� (-����� � ������ +����

	� >'A 
	� ��� ' � 3� ;	��+��, 	��� +���� ����� ��� �	 ������ ��� (-����� ��
��	�� � ��� �	������	� ��	�������� ��� � ���� ����������� ��� �� ��0� �, ��
��� � ������ �	����	� �� ��� ��  � ���

Figure 10.4.3 5�-�+#+ !��"������� ��"����"��� ��� �� � ������"� � ����$

REMARK

%��3 *�� 	���� ��	����� ��������� +����	�� 	
 ����������� ���, �	������� ���,
���%��, �-+���� �	�	���� .
	� �������, 4 �� �/, �������, �� �����	��� �����L���
��	����� �� �� �	�+�� �� ����� ���� 
	� ���������-� ����� .�
� >�	��	?�A/�

Monadic Second-Order Logic Expressions for a Graph

DEFINITION

��������� C�� +������ �� ���	��  +���� ���� �	��� ) ,  � ���	�� � ���� ����
�	��� *, )� ���	��  +���� ��� ���� �	��� �� .������� 	
 ) /, �� *� ���	�� �
���� ��� ���� �	��� ���

���3 (�
���� ����
������� ����� �( )*� 
	�  ����  T .)�*/ ��  ���&��	��

�	������ �	���	�� �� ����� ��������� �� �	��������� �������+��� � 
	��	���

� *)@C �	����� �������� ��������� ���� � �� T �� , �� � )� ,  � � *� ��
1�������.���  �/�

� 1
 � �� 5 �� *)@C ��������� ���� ��� 	
 .�� /, .� �5/, �� .� �5/ �� ��	
 *)@C ���������

� 1
 � ��  *)@C �������� �� � �� �� +�����, ���� .��/.� / �� .��/.� / �� ��	
*)@C ����������
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EXAMPLE

��3 )	�� ������ *)@C ��������� �� ������ ���	��

� � X � �� � X

� � X � .� � X/ � .X � �/

�� T �� � .�+�/ .1�������.+�, ��/ � 1�������.+�, ��//

#�7����.+�, +�/ � �.+� T +�/ � .���/ .1�������.+�, ��/ � 1�������.+� , ��//

MSOL-Expressible Graph Problems

*�� ���	���� ���� ��	����� �� �� � ������� �� *)@C .�
� >#�C)�?�A,
>�	��	?�A, >�	��	?�A/� ;��� ��  ������� 	
 ��+��� ���� ��	������

1����������)��.D�/ � .�+�/ .�+�/ ..+� � D� � +� � D�/ � � #�7����.+�, +�//

���%��.D�/ � .�+�/ .�+�/ ..+� � D� � +� � D�/ � #�7����.+�, +�//

�	�������)��.D�/ � .�+�/ .+� � D� � .�+�/ .+� � D� � #�7����.+�, +�//

D���� �	�	�����.D�, ( ( (, D�/ � .�+�/ .+� � D� � ( ( (�+� � D�/

�1����������)��.D�/ � ( ( (� 1����������)��.D� /

*������."�/ � .���/ .���/ ..�� � "� � �� � "� � � .�� T ��// �

�.�+�/ .1�������.+�, ��/ �1�������.+�, ��///

�	�������."�/ � .�D�/ .�D�/ .� .�+�/ .+� � D�/ � � .�+�/ .+� � D�/ �

.�+	/ .� .+	 � D�/ � � .+	 � D�// �

.��
/ .�+�/ .�+/ .�
 � "� � +� � D� � + � D� �

1�������.+�, �
/ � 1�������.+, �
///

;������."�/ � �	�������."�/ � .�+�/ .���/ .���/ .�� � "� � �� � "� �

�.�� T ��/ � 1�������.+�, ��/ � 1�������.+�, ��/ �

.���/ ..�� � "� � 1�������.+�, ��// � .�� T �� � �� T ��///
;����."�/ � �	�������."�/ � .�+�/ .���/ .���/ .�� � "� � �� � "� �

1�������.+�, ��/ � 1�������.+�, ��/ �

.���/ ..�� � "� � 1�������.+�, ��// � .�� T �� � �� T ��// �

.�+	/ .��
/ .���/ ..�� � "� � 1�������.+	, ��// � �� T �
//

FACTS

&�3 "+��� *)@C-� ��������� ��	���� �� �� �	�+�� �� ����� ���� 
	� ���������-�
����� >#�C)�?�A, >�	��	?�A, >�	?�A� *	��	+��, ���� �� ��� ��� 
	� ��� +����	�� 	

��� *)@C ��	����, ��������� � �������, ������� 	� � ���� ���������, �������
	� � ���� �	�� ������, �������-� ��� 	� � ����-������ ����, �	�������5
������, �� �	�������

&	3 @���  ��	���� �� � ������� �� *)@C,  �����-���� ������ ��	������� ��	-
����� �� �� ������ ���������� >�	��	?�A�

&
3 ��� �����	��� ������ ��	���� .�!��/ 
	� ���������-� ����� �� �	�+��� �� �����
����, ������ �+��� ���������-� ���� �	�������  +���� �	�	���� ���� � �	�� � P �
�	�	���
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&�3 6	� �	�� ��	�����,  *)@C � ������	� ���	� �� ������� ��  �����-���� ��	-
����� ���	� �� 
	���� 1� ����� ���� �� �� ����� �� �	������ �	 ��+��	�  �����-����
��	����� +� � � �����	� �	 *)@C >�	��	?�A, 	� �	 ��+��	�  �	���	���-���� �-
�	������ �	���	��� ���� �� ����+�� �� �	����������  �	���	���-��0� �� ���������
��� �	�����	��� �	 ��� �	�� �� ��� ���� ���	��	����	� .��� '���5 �8 ��	 ��� >�	?!A
�� >�	��	��A/�

REMARK

%��3 ��� ��������� �	����� �������� 	
 �����-���� ��	������ 
	� ��	����� 	� �����,
������-������ �����, ���������-� �����, �� ������ ������� *�� 	
 ����� ��	������
�� ��������� �� ��� ������� ����� �� 6�� $� 6	� � ����, �� 	
 ��� �����-���� ��	������
��+�� �� >�	��	��A 
	� ��	����� 	� �����, ������-������ �����, �� ���������-� �����
�� ��������� �� ����� ��������

Two Open Problems

��� ������ �	����� �� ��� ������� ���� 	
  ����������-������ ��	����� �� ��	�
������ �	�������� ���� ��� ������ 	
 %����4��� � �� � ������� �� ��� 
	����, �	
6�� & �� ��������� 
	� �	���� 
	������ $& ��� ����	�� 	
��� ��Æ�� �	 ������ �
�%��+���� �����-���� ������ ��	������� ��	����� ����  ���� ������ �	�����,
���  �	������	���� ������� ��	����� ������ �����+� >G��A�

,��� ������� .� ��������� � 	������� �Æ����� ��	����� �	 �����  ����� ����
������ ��	������� ��	����� ��+�� � *)@C � ������	��

,��� ������� -� ���������  ��	������ ��� ��+�� � *)@C � ������	� ��	����� 
�����-���� ������ ��	������� ��	����� ���� ������� ������ �	������

REMARKS

%��3 ���	���� ���� �� �� �	�+�� 	� ���������-� ����� �� �	���	��� ����, ��� ��
�� �	� 5�	�� �	 �� �	�+��� �� ����� ����� �	���	��� ���� �� ����+�� �� �	���������� 
�	���	���-��0� �� ��������� ��� �	�����	��� �	 ��� �	�� �� ��� ���� ���	��	����	�
.�
� >�	��	��A/�

%��3 #��	������ 	� ���������-� ����� �� �� ����� �	 �	�+� ��� ��� ��	����� 	�
������ ������ ���� � ;��� �����, ����� �-�����, ��������-� �����, ��������-�
�����, ����������-� �����, �� �-������� ����� .�
� >9�(&A, >9�;�((A/�

10.4.4 Algorithms on Cographs

@�� �� ��	���� �����-���� ������ ��	������� ��	������ 
	� ��	����� ������ �	
�	������ ;���, �� �����	� �	 ��� � ����-��������� �����������-��� ��	����, ��
������� ��	������ 
	� ��+��� 	���� ��	������

DEFINITIONS

���3 # ���+�� ��  ���� ��  � ��� ��� 	
 ������� �7���� +�������� .�!��/
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���3 ��� ������	�� 
����� 	
  ����  �� ��� ������� ������ 	
 �	�	�� ���
�� �� ���� �	 �	�	� ��� +������� 	
  �	 ��� �	 ��	 �7���� +������� ��� ��� ���
�	�	�� .�!��/

���3 # ����
�	�
� ��	 ��  ����  ��  ������ ' 	
 +������� ���� ��� �+��� +���� 
��  �� ������ �� ' 	� �7���� �	  +���� �� '� .�?��/

���3 # ��	���
� ��  ���� ��  ��� 	
 ����� �	 ��	 	
 ����� �+� � ����	��� ��
�	��	��

���3 # ������� �� ��4��� �������+��� � 
	��	��3

� .��� ����/ # ���� ����  ������ +���� ��  �	�����

� 1
 � �� � �� �	�����, ���� ��� ���7	��� ���	� � �� ��  �	�����

� 1
 � �� � �� �	�����, ���� ��� ��	��-��	���� � 
� ��  �	����, ����� ��

	���� �� �5��� ��� ���	� 	
 � �� � �� ����� �� ����� .��� ��/, ����� �� ��
�� � �� �� �� �� ��

Algorithm 10.4.5: 5�-�+#+ ;��"������� 4�"����"��� 9�� �� � ;�����

�����3  �	����  T .)�*/�
,�����3 (0 .��� ��0� �� � ������� 	
 � ����������� ��� �� /�

1
 �) � T �
(0 �

"���
1
  T � ��

(0 �(0P�(0

"���
1
  T � 
 �

(0 � ��(0� �(0�

Three More Algorithms for Cographs

#��	����� �����$ �	�5� 
	� �	�� ��� �	�����+���*�� �� �����	��� ������ ��	�����
��  �	�����

Algorithm 10.4.6: 5�-�+#+ ;��=#� �;��+���! 0#+���� �� � ;�����

�����3  �	����  T .)�*/�
,�����3 (� .� ���� ���%�� �� >���	���� ������ 	
A /�

1
 �) � T �
(� �

"���
1
  T � ��

(� � ��(�� �(��
"���

1
  T � 
�

(� �(�P �(�
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Algorithm 10.4.7: 5���+#+ ;��"������� ��+������� 9�� �� � ;�����

�����3  �	����  T .)�*/�
,�����3 (� .��� ��0� �� � ������� 	
  ������� �	������� ��� �� /�

1
 �) � T �
(� �

"���
1
  T � ��

(� �(�P�(�
"���

1
  T � 
�

(� � ��(���(�� ��

Algorithm 10.4.8: 5�-�+#+ ;��"������� 5��!��� �� � ;�����

�����3  �	����  T .)�*/�
,�����3 (� .��� ��0� �� � ������� 	
  � ���� ������� �� /�

1
 �) � T �
(�  �

"���
1
  T � ��

(�  �(�P �(�
"���

1
  T � 
 �

(�  �����(�P �)��� �(�P �)��� �.�)��P �)��/�� �

REMARKS

%��3 ��� �����-��� ���� 	
 ��� 4�� ��������� �� #��	����� �����( �	+� �� 	������
�� ������
���� ��� �	�� �������
	���� ��� ���� �Æ����� 
	���� ���	�, ������� �
���	��� ��� ������ 	
 ������� ����� ���� 	�� ����	��� �� ��� 	
 ��� �������� �

�� ��

���
�������������������

	
� P�����(�� �.�)�� � �/�� �P�����(�� �.�)�� � �/�� �




%��3 ��� �����	��� ����� �� �����	��� ��� ��	����� �� �� �	�+�� �� �����
���� 	� �	������ 9������� +����	�� 	
 ��� ����������� ���, ���%��, �� �	������� ���
��	����� �� ��	 �	�+��� �� ����� ���� 	� �	����� �� � ������� #��	������ �����!
���	��� �����&� ;	��+��, �������� +����	�� 	
 ��� ������� �� �����	��� ��	�����
�	 �	� ���� �	 �� �	�+��� �� ����� ���� 	� �	����� .���	��� ���� �� �	�+��� ��
�	���	��� ����/� 1������+���, ��� ���	� �� ��� ��� ��	�� ��	���� 	�����	� ��� �		
��� �����, ����� ��� ���� �	�������� ��  ��2����� �������

EXAMPLE

��3 #��	������ �����! ���	��� �����( �� ���	������� 	� ��� �	����  ��	�� ��
6����� ������� � ���	��� ��� ���� ���	��	����	� 	
 , �� ��� �-����� � ������ +�-
��� 
	� (0�(��(�� �� (�� ��� � ���� ����������� ��� �� ��0� �, 
	� � ����
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��� �� ��� ��� � �������%�� �� ��0� !, ��+�� �� ��� ��  � �� %�� ��� ��������	����-
��� ��� �� ��0� �, 
	� � ���� ��� ��� ��� � ���� ������� �� ��0� �, 
	� � ����
�.�� �/� .�� �/� .�� %/� .��  /��

Figure 10.4.4 4��#�������� 3������+� ��$�$� ���#� ��$�$
$

10.4.5 Algorithms on Cliquewidth-k Graphs

DEFINITION

���3 C�� >5A ���	�� ��� ��� 	
 �������� ��� �� ( ( (� ��� # ���+�����	��� ����� ��
��4��� �������+��� � 
	��	��3

� .��� ����/ #�� ����  ���� ) ./ T ��� �� 2.�/ � >�A ��  ���%�������-5 �����

� 1
 � �� � �� ���%�������-� ����� �� 0� 1 � >�A, ����

.�/ ��� ���7	��� ���	� � �� ��  ���%�������-� �����

.�/ ��� ���� .�/��� ��  ���%�������-� ����, ����� .�/��� �� 
	���� 
�	� �

�� ����� �� ����� .��� ��/ ���� ��� 2.��/ T 0 �� 2.��/ T 1�

.�/ ��� ���� .�/��� ��  ���%�������-� ����, ����� .�/��� �� 
	���� 
�	� �

�� ��������� �� +������� ���� ���� 0 �	 ���� 1�

Maximum-Cardinality Independent Set of a Cliquewidth-7 Graph

��������� #��	����� �����? ���	� ���� ��� 
	��	���� �	���	�3

� >'A T � -��������� ����������� ��� ��� �	����� � ���� ��� ����� �� ' � >�A�

� (��� T � -��������� ����������� ����
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Algorithm 10.4.9: 5�- ;��"$ 4�"��$ 9�� �� � ;��=#���"� � 2���

�����3  ���%�������-� ����  T .)�*/�
,�����3 (��� .��0� �� ������� 	
  � -��������� ����������� ��� �� /�

1
 ) T ���
6	� �� ' � >�A

1
 ' T �2.�/�
>'A �

"���
>'A �

"���
1
  T � ��

6	� �� ' � >�A
>'A �>'A P�>'A

"���
1
  T .�/���

6	� �� ' � >�A
>'A � ��>' � �0�A� �>' � �1�A�

"���
1
  T .�/���

6	� �� ' � >�A
1
 1 � '

>'A �>' � �0�A
"���

>'A �>' � �0�A
(��� � �>'A 3 ' � >�A�

EXAMPLE

��3 #��	����� �����? �� ���	������� 	� ��� ���%�������-� ����  ��	�� �� 6�����
�����! ���	�� � ���	��� ��� ���	��	����	� ���� 	
 � "�� (-����� �	������ 	
 >!A,
>���A, >���A, >���A, >��� ��A, >��� ��A, >��� ��A, �� >��� �� ��A� ��� � ����
����������� ��� �� ��0� �, ��+�� �� ������ ��� ��  � 	� ��� �� ���

Figure 10.4.5 5�-�+#+ !��"������� ��"����"��� ��� �� � !��=#���"� � ����$
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A Subset of the MSOL Expressions for a Graph

*�� ��	����� ��������� +����	�� 	
 ����������� ���, �	������� ���, ���%��, ��
�-+���� �	�	������� .
	� �� 4 �� �/ �� �� �	�+�� �� ����� ���� 	� ���%�������-�
�����, ��	+���� ���  ���	��	����	� ���� �� 5�	��� ����� ��	����� �� �� � ���������
�����  ������ ������ 	
 ��� *)@C � ������	���

DEFINITION

��	3 ��� ( )*� ��� 	
 � ������	�� 
	�  ����  T .)�*/ �� ��� ������ 	
 *)@C
� ������	�� ���������� �	 +������ �� ���� �	��� ) ,  � ���� �	��� *, �� )� ����
�	��� �� � ��� *)@C� ��� �	����� �������+� ��������� ���� � �� T �� , 1�������.��,
 �/, �� �� � )�� *)@C� ������� ��� �	���� 	����	�� .�, �, �/ �� %����4��� .�,
�/� ����, *)@C� �� ��� ��� � *)@C ����	�� ��� ����-��� +������ *� �� ����	��
�������+� ��������� ���� �  � � *� ��� ��
�� �	 ����-��� +�������

FACT

&��3 "+��� *)@C�-� ��������� ��	���� �� �� �	�+�� �� ����� ���� 	� �� ���� 	

���%�������-� ����� >�	*'	��A, ��	+���� ��� ������ ����� � ����  ����� ���� ��-
�	��	����	� ��	����� 
	� ��� ���� .� 
	� �	�����/ 	�  ���	��	����	� ���� �� ��	+����
� ��� 	
 ��� ������ ���� �������� �	��� 
	� +����	�� 	
 ��� *)@C� ��	���� ���
��+	�+� � �������, 	������ ��������� 	� �	�� ������, �	������ ��� ������ 	
 �	��-
��	��, ���� @���  ��	���� �� � ������� �� *)@C�,  �����-���� ������ ��	�������
��	����� �� �� ������ �����������

REMARKS

%�	3 @����+� ��� ��� *)@C � ������	�� ��+�� �� ������� 
	� 1����������)��.)�/,
���%��.)�/, �	�������)��.)�/, �� D���� �	�	�����.)�, ( ( (, D�/, �� ��	 *)@C�

� ������	��� ;	��+��, ��� *)@C � ������	�� ��+�� 
	� *������.*�/, �	�������.*�/,
;������.*�/, �� ;����.*�/ �� �	� �� *)@C��

%�
3 )	�� ��	����� ���� � +����	�� 	
 ������� �� �����	������ �	 �	� ����
�	 �� � ��������� �� *)@C�, �� �� �� �	� 5�	�� ������� ����� ��	����� �� �� �	�+��
�� ����� ���� 	� ���%�������-� ������ ;	��+��, ���� ��	����� �� 	
��� �� �	�+��
�� �	���	��� ����, ��+�� ��� ���	��	����	� ����� �	���	��� ���� �� ����+�� ��
�	����������  �	���	���-��0� �� ��������� ��� �	�����	��� �	 ��� �	�� �� ��� ����
���	��	����	� .�
� >�	��	��A/�

%��3 #��	������ 	� ���%�������-� ����� �� �� ����� �	 �	�+� ��� ��� ��	�����
	� ������ ������ ���� � �-FC� ����� >9?�A�

10.4.6 Algorithms on �-HB Graphs

DEFINITION

��
3 ��,- �������
���� ����
���� ������ �� ����� 
	� ����� ����� �� 
�������� �.����/-���� �	�-�	�� ���	��	����	� ��	����� ��� �	��������  �����	-
���%�������-.� P ��/ ������ ���	��	����	�� .#��	 ��� ������ �� >�	B	')���A�/
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FACTS

&��3 "+��� �-;� ���� �� �� �	��	��� 
�	� ������ +������� ����� 	��� ��� 	�����	�
 T � 
��� �� ;��� � �� � ���	�� ����� ��������, ��� �)�� � �L� �) �, 6 T
.)� ,*�/ ��  �������� ���� ���� )� T 7� � 7� �� *� � 7� 
 7�, �7�� � �, �7�� �
��, %3 ) � )� ��  ������ ���� ��� %.)�/ � 7�, �� .�� �/ � * �2 .%.�/� %.�// � *�


	� �� � � )� �� � � )��

&��3 ���� �-;� ���	��	����	� ���� �	 �	���	���-���� ������ ��	������� �-
�	������ 
	� ��� ��	����� 	� �-;� �����, ����� �������	� .�	�-�	��/ ����� ���
������ ��	������� .�	��	�-��/� "�� ��	�����S� ������� ���� �� �	���	��� ��-
���� � ��� �	�� 	
 ��� ���	��	����	� �� �+����� �.�/ ��������, ��� 	
 �����
��	����� �.�/ �������+� ���� 	� ������ �����	������ #��	, ��� ���	��	����	� ��
�.�	� �) �/ ������, ����� �) ����� �	���� >�	B	')���A

Maximum-Cardinality Independent Set in a �-HB Graph

��������� #��	����� ������� ���	� ���� ��� 
	��	���� �	���	�3

� >'A T � -��������� ����������� ��� ��� �	����� 	��� +������� �� ' � ) �

� (0�� ! T � -��������� ����������� ����

Algorithm 10.4.10: 5�- ;��"������� 4�"����"��� 9�� �� � � >? 2���

�����3  �-;� ����  T .)�*/�
,�����3 (0�� ! .��0� �� ������� 	
  � ����-��������� ����������� ���
�� /�

1
 �) � T �
>'A �'�

"���
1
  T � 
��� �

>'A � ��>� A P�>- A 3 3 � %.)�/� 8 � %.)�/,
.3 
 8 / �*� T !� � T ' � %��.3/� - T ' � %��.8 /�

(0�� ! T >) A

EXAMPLE

�	3 9� ���	������ #��	����� ������� 	� ��� �-;� ����  ��	�� �� 6����� �����$
���	�� F	�� ���  T �
����, ����� �, �, 6, �� % �� � ��	��� ��� �	�-��+��
�	������	�� �� ������0�� 	� ��� ������ ��� � ���� ����������� ��� �� ��0� �,
�� ��� � ������ �	����	� �� �#� �� ,� ���

REMARK

%��3 ��� � ����-��������� ���%�� �� �-+���� �	�	������� ��	����� �� ��	 ��
�	�+�� �� �	���	��� ���� 	� �-;� ������ ;	��+��, ��� ���	���� ������, �	�������
���, �� �����	��� ��	����� �� �	� 5�	�� �	 �� �	�+��� �� �	���	��� ���� 	� �-;�
������ * ���� ������� �� 	
 �	���� �	�+��� �� �	���	��� ���� 	� �-;� �����,
��� �� �� �	� 5�	�� ������� ���� �� �� �	�� �	�� �Æ������� ��� 
	� ������� ������
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Figure 10.4.6 5�-�+#+ !��"������� ��"����"��� ��� �� � � >? ����$

A Subset of the MSOL� Expressions

*	�� ��	����� ��� �� 5�	�� �	 �� �	�+��� �� �	���	��� ���� 
	� �-;� ����� ��
� ��������� ��  �������� �������� ������ ��	�� � ������	�� 
	��  ������ 	
 ���
*)@C� � ������	���

DEFINITION

���3 *)@C�� 
	�  ����  T .)�*/ ���	���  ������ 	
 *)@C� ���������� �	 +��-
���� �� ���� �	��� ) , �� +������ )� ���� �	��� �� � *)@C�� �	����� �������+�
��������� ���� � #�7����.��� ��/ �� �� � )� � *)@C�� ������� ��� �	���� 	���-
�	�� .�, �, �/ �� %����4��� .�, �/� ;	��+��, ����� �������+�� �� �	�����	�� ���	�
�� �	������ �� �� ������� ��8 ����� �+��� *)@C�� � ������	� ���� �	����� ���

	��	���� 
	����

.�)�/ ( ( ( .�)�/ ..���/9�.�� � )�� ( ( ( � �� � )�/

�.���/.���/ .#�7����.��� ��/� ��������9��.�� � )�� �� � )�//

�.���/.���/.� #�7����.��� ��/� ��������9
�
��.�� � )�� �� � )�///

REMARK

%��3 1� ��4����	� �? �	+�, ��� 9�, ��� 9��, �� ��� 9 �
�� �� � ������� 
	����

��� �	������ ��� �������� �������+� ��������� ����� 	����	�� �, �, �� �� 1
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GLOSSARY FOR CHAPTER 10
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�� � �� �� �� �� ��

!����- "������3  ���� �������-���� ������ ���� ��� ��� �	����� 	
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	� <�������� ������ ����=, ����,  �������� ���� ���� �	 .��������/
������

����#��� "������� ����3  ���� ���������� ���� ��� �����  ������ ���
��  ������ ���������	��

����#��� ������#������3  ���� �������-���� ������ ���� �� ������� 
��� ����-
����, �� ���� ��� ����� +������� 
	��  
�� �
 �� 	��� �
 ����� �	�+� ���� �	��
�	� �	���� �� 	���� +���� 	
 ��� ���������	��

"��� :��� ����! �"/��3  ���� ����� ����	� ��� ������+��� ���� � ���� ����-
���� �	 ��� �	�� �������� ����	+���� +���� ��� ����� �� �������� ������

"��� :��� �������� /������ M �� � ���������� ����3  �	������	� 	
 �����-4���
�����, 	�� 
	� ��� �	������� �	��	���� 	
 ��� �����

"��� :��� �������� /������ M ��  �������� ����3  �	������	� 	
 �����-4��� �����
�	������� �+��� +���� 	���, ���� �� ��	�� ����� 7	����� ��	 ��2����� ����� ��������

�	� ����� �	 ��
��

                          



Chapter 10 Glossary 1069

"��� :��� ���� �"/� ����� M ��  ����3 � 	������ ���� �� ����� ��� �������� 	
 
+���� � �� ��� +������� ����	+���� 
�	� � ��  �����-4��� ������

"��!��"��� M 	
  +���� � ��  �		��� ����3  +���� � ���� ��� � ���� 	� ��� ���%��
��� 
�	� ��� �		� �	 ��

, ������ M 	
  +���� � ��  �		��� ����3  ��������� 	���� ��� +���� � �����
�

"/�3 ����+���	� 
	� &����+/��� ��	����

"��+���� M 	
  ����3 ��� � ���� ������� ������� ��	 +��������

"��!����� ��/ � �����-�3 ����  ����� ������ ��� +���� 
	� ��� 4��� �����

"��!����� ��"�� M ������� ��  ���� ����� ��	�����3  ��������� 	
 ��� +�������

�	� � �	 �) �, �� ��� 	���� ��� +������� �� ����	+���� �� ��� �����, ����, ��� ���	����
	
 ��� ����� �����

"�����!� M 
�	� +���� � �	 +���� �3 ������ 	
  ��	����� ��-����

"�+����!� "������3 � ����� ������ 	
 � ������ ������, ���� ��� ����� � ����
 �������� ��� 
�	� +���� � �	 +���� � �
 �� 	��� �
 �.�/ � �.�/ �� �.�/ � �.�/,
����� �.�/ �� �.�/ ���	�� ��� �		������� 	
  +���� �

"�+������� ��� M 	
  ����3  ��� 	
 +������� ���� ��� �+��� +���� �� ������ �� ����
��� 	� ��  ������	� �� ���� ����

"�+������� �/ � �����- M ��  :	� ����3 +���� � �	������ +���� , "T � �
 �+���
#,-��� �	����� ��

"�+������ ���� M 
	�  :	� ����3  ���� ��� ���������� �� ��� �	������ �����	���

"���+�! ���� ������+3  ��	���� �	������� ���� �Æ������� �������� %������
�������� �������  ������ ���� �� ��� �����4�� ��	������

, !����!������3 ��������  %���� ������� ��� ���� �� �	�������, 	� �������
��	 +������� �� �� ��� ��� �	������� �	��	�����

, "�!��+�����3  ������� ������ ��	���� �� ����� 	��� ������	�� �� ��	����

, /#���3  ��	���� �� ����� ��� ����� 	�����	�� ������� ������������ �������	��
�� ������	�� 	
 ����� 	� +��������

, ��!��+�����3  ������� ������ ��	���� �� ����� 	��� �������	�� �� ��	����

, +���+#+ �������� ����3 ��� ��	���� 	
 ���������  ������� �������

	���� 	
  ���� ������ �������	�� 	
 �����, ������	�� 	
 �����, �� ����-�	��
�������

, ���������3  ��	���� �� ����� 	��� 	�� ���� 	
 �����, ������ �������	�� 	�
������	��, �� ��	����

"���+�! ����3  ���� ��� �� ������	���  ��%����� 	
 ������8 
	�����,  ����-
+���� +������

"���+�! ������++���3 �+����	� 	
  �������+� 
	���� �� ����  �� � �	 +	��
������� �	������	���

� �;993  �-����-�	������� ������� ������� 	
  �-����-�	������� �����

, �+������3  �-"�)) ��� �� ��� ������� �	������ ������ 	
 ������

�( ���� M 
	�  ���� � 3  ������ ������ ����� ���� ��	�� ��+�� �� ��� ��%�����
	
 +���� 	���������� �� � "���� �	�� 	
 � �

�#��� ��#� �/ � ���� � 3 �� ������ ���� ��	������,  ��	��� ��5 	+�� ��� ������
	������ �� �������� ��� ���� 	
 � �� ��	 �������� ����� ���� 	��	���� �������	�,
���� ��� ��� ��5 ��+����� ��� ���� � ���� 	����
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/�!� �/ � "������3  ����	� 	
 ��� ���� ��4��� ��  ���� �������

:��� ��+� �� � �����-3 ����  ����� ��+�� ��� +���� 
	� ��� ��� �����

:��� ��+� ��"�� M ������� ��  ���� �����3  ��������� 	
 ��� +������� 
�	� � �	
�) �, �� ��� 	���� ���� �� 4������ ��  �����, ����, ��� �	��	���� 	
 ��� ����� �����

6�� ����3  �������� ���� ����  ������������� �		� +���� # ��� �� ���� �+���
+���� �

/�����" �"�� M 
	�  �
�-���� ��  �������� ����3  �	����� ���� 
�	� �����	� �	
����������

���" "������3  �	������ ������ ���� ��� +�������, ��	������, �� ����� �+� �������
�		��������

�+�������� !�!�� M ��  ����3  ������ ����� ��� �������� �+��� +���� �

�+�������� ��� M ��  ����3  ������ ��� ��� �������� �+��� +���� �

������!�� ������� ��� M ��  ������ ����3  ��� ��� �� ����  ��	����� ���
� �	�� �	��� ������  ��%����� 	
 ������ 	
 ��� ����, �� ���� ��� �	�� 	
 ���
����� �+� ���� ������ ����� �����

� "������3 � ����� 	���	�	�� �������-���� ������ 	
  ����� ���� ���� ��� ���
������� 	
 ��� �������� 	
 ��� �	�� �� ������� ��  �	��0	��� 	� +������ �����

�+��""�" �"������ "������ ������+3  ���� .��/���� ����  ��������4��
�	�	�	���� ��������� .����, ��� 	
 
���/ ��� ���� �� ������+�� �� ��� �������

�++�"���� "�+������ 0�&�.,/ M 	
  +���� , ��  :	� ����3 ��� ���%�� �	�������
+���� � ���� ��� �+��� 	���� �	����	� 	
 , �	������ ��

��"����"��� ��� M ��  ����3  ��� 	
 +������� ��� �� ������� �	�-�7�����

�������!��� ���+���� M 	
  ����� ;3 ��	 �������� '� � ���� ��� ������ �) .'/ �
) .� / � ) .;/� � �, 	� ����� �� 
	�� �������� +������� �� �� ,� �, ����� 	���� �� ���
������ 	���� �	�� ;, ���� ��� ��, � ' �� �� � � � �

�������� �����- M 	
 ���3  +���� ��� �� �	� � ����	��� 	
 ��� ����

�� ����3  ���� ������������ ���� 	
  ���� ��� ��� �	  ��+�� +���� �

����"#!���� 5��7�� !���3  *�5	+ ���� ��	�� �������	� ���� ������ ���	����
�	������� 
��� �� ����-��	���� ����� �� ��������

����� �/ �����!�� M ��  �		��� ���� 	� ������3  +���� ������ �	�������� �� ���
+������� �  ��+�� ������� 
�	� ��� �		��

������" "������3  ������ 	
  �		��� ���� ���� ��� +������� � ��� ��� �������

�	� ��� �		� ��� 	� ��� ��� �	��0	��� �����

��/� �/ � �����- � M �� � 	������ ����3  +���� � ���� ��� �	�� �	��	� �����	�
	
 � �� � �� �������� � �� �, ���� � ��������� � � ���������

����� /#�!���� M 	�  ����3 � ��������� 	
 �������� ������� �	 ��� �����, ������
�	������+� ��������

+��!���1 ���/�!� +��!��� M ��  ����3  ������� ������� ���� ��� �+���
+���� �� ������ � ���� ��

+��!��� M ��  ����3  ��� 	
 ����� ��� ���� �	 �	��	� ����	�����

+�-�" ����3  ���� �� ����� �������� �� ���������� ����� �	�� 	�����
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+���"�! ��!��" ��"�� ����! �59.@�3  ���� 	
 �	��� �� ����� ��� +����� ��
��������� � ����+���� ������� .+���� 	� ����/ 	�  ��� 	
 �������� .+���� ��� 	�
���� ���/8 ��� ��4����	� �� 	
 ������

, 59.@� M 
	�  ����  T .)�*/3 ��� ������ 	
 *)@C � ������	�� ���������� �	
+������ �� ���� �	��� ) ,  � ���� �	��� *, �� )� ���� �	��� �� �

���� ��� "�!�+�������� M 	
 � ���������� ����3  ������	� 	
 ��� ����� ���	 
������ ����� �� �� ������ ���� ��� ( ( ( � �� ���� ��� 
	� ��� 0 � �, �� �� 7	���� �	
�� �� ���+�	�� ���� 	��� � ��� .� ��������/ �����

��"���" ����3  �		��� ���� �� ����� ��� �������� 	
 ��� +���� �� ������� 	�������

����������� M 	
  ����3 ��������� 	
  ���%�� �������	� �	 ��� ���������� �����

��������� "������3  ������ �� ����� ��� ���� ��  ���� 	
 �	��0	��� �� +������
���������

��������� ��������������3  �����������	� 	
 	���	�	�� ������ �� ����� 	
 �����
�	�� ��� ���� �� ����� �	��� ��� +���� �

�#� ����3  ���� ������������ ���� 	
  ���� ��� 	������� 
�	�  ��+�� +���� �

�� ���3  ��� ������� � +���� � �� ������ � +���� ��

������ "������3  ������ �� ����� �	 ��	 ����� ��	���

�������� "������3  ������ �� ����� ��� ���� ��  �	���	�� �����

������"�� M 	
 � 	������ ����3 ��� 4����-���� 	���� 	
  ����� 4��� ����� 	
 ��� ����
�����
�

����������� #��/��+ ��� M 	
  ���� 3  ��� ���� ��� �+��� ��	��� ������ ��
 ����	���� ��	����� ����

���"�!��� !��!#�#�3  ���� 	
 �	��� �� ����� ��������� �+� �������� �� � ������	��
�� ����� ����� +��	�� 	����	�� .�, �, �/, �� �� ����� ��� %����4��� .�, �/�

�����"�� M 	
 � 	������ ����3 ��� ����	+��� 	���� 	
  ����� 4��� ����� 	
 ��� ����
�����
�

���-�+��� "������3  ������ 	
  ���� ���� 	�  ��	������ ��	 ����� �����	��

��!#������� !�����#!��" ���� !����3 ��4��� ��  ��� .������ 4����/ 	
 �������+�
	� �	�� ��	���, �� �����	� �	 	�� 	� �	�� 	�����	�� ��� �	��	�� ����� �����

�	� ������ ��������8 ��� 	�����	� ��+	�+�� ������ 
����� �����4� +������� 
�	�
��� ������� 	� ����� ��� ����� ������� �����4� +������� 
�	� ��� ��������

��"#!���� 6�� ����3  :	� ���� ��� �� �� ����
	���� ���	 ��� �		� +���� # ��
 ��%����� 	
 �������	� 	�����	��8 ��� ��, �
  �� ��� 	��� ���� ��������  +���� 
, "T #, ���� �	����� ����  .�� ��� 	���� ����	���/ ���	 ��� +���� ��

������" �����!�� M ��  �		��� ����3 ��	 +������� ���� ��� 	�� �� � �����	� 	
 ���
	�����

�!������ �� �"��3 ��� �	�5 �	�� ��  ���� �������� ��	����� ���� �� ��+�����
��� �����

����!��� � ����3  ����	���� .�����-����/ � ��	���	� 	
 �� ��� +������� �� �����
	
  �����

���+��� M 	
  ����� ; ��  ���	������� ���� 3 ������ .�/  ��	�� 	
 ; .����, � ����
�	� �� ; ��� 7	��� ��	 +������� 	
 ;/8 	� .��/  �	������� �	��	���� 	
 ��� ����
� ) .;/, ���� �� ��� ����� 	
  7	����� ��� �	��	���� �	 ;�
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��+�"�+������3  ���
�� ����������� �	����� �� �	������� �	����	��, ��4��� ��
����� 	
  �����-4��� ����� �����

���������� ����3 ��	 +������� ��  ���	������� ���� ��	�� ���	+� ����	������ ���
�����

������ �������� ���� M  �������+��� ��4��� ����3 ��� ��4����	� ! 	
 ������

��� +������ ������+3 ��� ��	���� 	
 ���������  ������	� 	
  ��+�� ���+����
���7��� �	  ��%����� 	
 ����� �� /�& 	�����	���

������� ��� ���� M ��  �		��� ����3  ���� �� ����� ��� ��� 
�	� ��� �		� # �	
�� +���� � ��  ��	����� #�-����

���7 M ��  �������� ����3  +���� ���� 	�������� ��

��#�!� M ��  �������� ����3  +���� ���� �������� ��

������ ����3  ���� ���� � �	�� �.�) �/ ������

������:!����� ��!��=#�3  ������%�� 
	� �������� �� ������ ���� ��	������,
����� ���� ��������, ����
	���  ���� �	��� 	
 � .�) �� �*�/ ���	 �.� .�) �� �) �//�

����� �����-3 ��� ������������� +���� 	
  :	� �����

������� ���� "������3  ������ �� ����� ��� ���� ��  �������-���� ��������

������ !�+������ �9;� M 	
  �������� ����3  � ��� ������� �� ����� ��
��	 +������� �� ������� 
�	� ��� 	�����

������ !�+������ ���� �9; ����� M 
	�  �������� ����3 ��� ������ 	
 �	�����-
��� �+��� ���	�� �	��	���� �	  +���� 8 ��	 ����� ��� ���&���	���� ��	���

�������� !����!��" "�����3  ������ �� ����� �+��� +���� �� ���� �+��� 	����
+���� ��  �������� ����

��� ���� M �� ������ ���� ��	������3  ���� ��� ���������  ���������� ������	�
	
 ��� ����� 	
 �	���� ����, ���� ������ �	 ��������� ��� ��
	����	��

��������!�� �#+������ ���������!�� ��"��1 ��������!�� ����� M 	
 � ������ ��-
������ ����3 ��������� 	
 � ������� �	 ��� +���� �	 ��� ��� ���� �� ��������

�	�  �	��� ������ �	  ������ �������

�������� ����3 �� ������ ���� ��	������,  ���������� �����������	� 	
  ���� �
���	 ���������

��#���+���3  �������� ������ ���� ���� ��� ��� ��� 	
 +������� �� 7	���� �� � ����
	�� �����

����������� +�-�" ����3  �� �� ���� �� ����� �+��� +���� �� ���� �+��� 	����
��  ��� ���� �� ��� �������� ����� �	������ �� ��� 
	���� �������	��

����3  �	������� ���� ���� �	 ������ �� �	������� ����  ��������� ���� ���� �	
�������� �������+� �	��������	���

, "������� �� � +���+#+ �������� ����3  ���� � ���� ��� ����� � ����  ���
� 	
 �	���� .��������� �� �� 	� ��/ ���� ��� ��� ������� ������� ���� 	
 �
.����� "������� ������ ��������/ �� ��	�	����� �	 � �

, �����"1 ��!#������� "�:��"3 ��� ���� ��	�� 	��� +���� �� ��� �		� # .��
�	 �����/8 	� ��� ������ 	
 7	����� ��� �		�� 	
 ��	 ���7	��� ����� ����  ��� �����

���� �"��3 ���� 	
  ������� ���� ��  �����

������"� M 	
  ���� 3 ��� ������� ����� �5�� 	+�� �� ����-���	��	����	�� 	

8 ������� �	� ��	���� ��� ���� ���������  �����
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������"� � ����3  ���� ��	�� ��������� �� �	 ������ ��� ��

���!����!��" ����3 � ���������� �	������� ���� ��� ������ �	������� �����+��

�� ��	 	� 
���� +������� �� ��������

#��/��+ ��� M 	
  ���� 3  ��� ���� ��� �+��� ��	��� ������ ��  ��	�����

����

#�"��� �� � ����3 � 	�����	� ��� ������� 	� ������� ����� 	� +������� 	
 ��� ����

	� ������ ��������� ��	����� ���� ����� 	� +�������, ���� � �	�� 	� �	�	��

#����" "������3  ������ 	
  ������ ���� ��� ��� ���� �� �	�	�	������ �	�-

��������� �� ��� +������ �������	��

#����" ������ "�����3  ������ ��� ����� � ����� ���� �������

�����- !���� M 	
  ����3  ��� 	
 +������� ���� ��� �+��� ���� �� �������� 	� � ����

	�� +���� �� ��� ����

���������� "������3  ������ 	
  ���� ���� 	�  ��	������ +��������� �����	�8 ����,

��� +������� ����� �� ���� � �	��0	��� ��������, �� ��� ����� ��	����� ����

+�������� +������ ���������

A������ "�����+3 ��� ��� ���� 	
  ������ ���������	��
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11.1 MAXIMUM FLOWS

������� �	
��� ������� ����
���	�

������ ��� ���	
 ���	� ���� ������

������ �	�	� ���� ��� ����	��

������ �������� �	����� ������

������  �!��	��� "�� ���	� ����

�����# $��	���� ��� %�����	��� �" ���	� ����

&�"����
��

Introduction

��� ��&��� ���' !����
� 	� ��� �" ��� ���	
 '������ 	� 
��	�����	�� �'�	�
	(��	��� )� ����� � ���!� *��	��� �" '������ 	� � �	*���� ��� �" �''�	
��	�� �����
	�
���	�! ���� +��	�! �����!� � 
���	
��	��� ������,- '���� +��	�! �����!� ��
���
��	
�� ������,- �	.�	�� +��	�! �����!� '	'�� ��� '���� +��	�! �����!� � "�
�����
)� ��� ���� ���*�� �� � '������'	
�� '����� 	� ��!��	�� ���	!�- ��� ��� ���"�� ���
'����"�� 	���� ���� /��� 	������
�� 	� ��� 
������ �" ��	� +���� ��	� ��
�	��
�	�� ���
�	�� ��	� +��� ��� ��� !������	(��	���� ��� ���, ��  ��0�- ��!����	
��� 1��	� 2 ���1�3�4 	� �� ��
������ ��"����
� ��� 	�
����� � ���!� ����� �" �''�	�

��	���� 1���� ����� ��� ���*��� �	�� �	!�	/
��� 
�*���!� �" ��	� +��� 	�
����
2������5
364- 2%*734- 28�794- 2��5�6�4- 2��6�4- ��� 2:�����3;4�

11.1.1 The Basic Maximum Flow Problem

)�"������- 	� � ��	� +�� '�����- �� �	�� �� ���� �� �
� ���< �� '���	���
"�� ��� '��
� 	� � ������, �� �������- ��	�� �		�	�! ��� ����� �" ���< ���� �����!�
�� ��
 �� ��� 
�'�
	�� �" ���� ��
�

DEFINITIONS

��=  � ��� ����� ��	��
� � > ?���� �� �� ��	@ 	� � �	��
��� !��'� �	�� *��������� �
��� ��
���� �- ��� �	��	�!�	���� *���	
��- � ��
�� � ��� � ���� �- ��� � �����!��	*�
������	� ���	��� ��	 = � � 
� A� ���'� ��� 
��*���	��- �	����� ���� �" !������	��-
���� 	" ��
 ?�� @ � � ���� ��� ��*���� ��
 ?� �@ �� �� ?5�� �����
�	�� �������@

��=  ���������� ��� 	� � "��
�	�� � = � � � ��	
� ����� ����� ��'�� �" 
������	���=

�������� ���	�
����	� �?�� @ � ��	?�� @- "�� ��
� ��
 ?�� @ � ��
���	�
����� ���	�
����	��

������� �?� �@ >
�

������� �?�� @ "�� ��
� *����� � � � � ��� ���
������������ ���	�
����	� �?�� @ � ;- "�� ��
� ��
 ?�� @ � ��

                          



��= ��� ���� �� � ��� � - ������� ���?�@ ?�� 	� 	@- 	� ��� ����� +�� 	��� ��� �	�,-
	���-

���?�@ >
�

�������

�?�� �@

��= )� ��������� ��� �
�����- �� ��� !	*�� � +�� ������, � > ?���� �� �� ��	@
��� �	�� �� /�� � +�� � �" ��	� *�����

EXAMPLE

��=  � ���'�� �" � +�� ������, �''���� 	� �	!��� �������  ��	� +�� "�� ���
������, �''���� 	� �	!��� ������� ��� ������ �� ��� ��
� ��� 
�'�
	�	��- ��� +���
�''��� 	� '����������� )� 	� ����	!��"������ �� *��	"� ���� ��� ����� '��'���	�� �" � +��
��� ���	�/���

Figure 11.1.1 �� �	� �
�����

Figure 11.1.2 � ������� �� � ����
 ���

FACTS

��= ��� +�� 
�����*��	�� '��'���	�� 	'�� ���� ��� *���� �" � +�� 	� ���� �.��� ��
����� +�� ��� �" ��� ����
�- 	���-

���?�@ >
�

�������

�?�� �@ >
�

�������

�?�� �@

��=  �����!� � +�� 	� ��/��� �� � �����*����� "��
�	��- �� 	���!���*����� ��	�
+�� ������ ��	��� ?�	�
� ��� 
�'�
	�� "��
�	�� 	� 	���!���*�����@�

11.1.2 Minimum Cuts and Duality

 � 	'������ ��� ��� ����
(	 ������� �� ��	�+��� 	� ���� �" ������ �	��

                          



Cuts in a Network

 � ��� �	 
��	��� ��� 
��
�'�� �" (��	�	���$�	 ?
9��@ ��� �� ?�	�@��������
�	��� �
	
�" ��!��� ?
���@�

DEFINITIONS

��= 8�� � > ?���� �� �� ��	@ �� �� ��� ������,- ��� ��� � ��� � "�� � '���	�	�� �" �
��
� ���� ����
� � � � ��� �	�, � � � � ���� ��� ��� �" ��� ��
� ���� ��*� ��� ���'�	��
	� ��� � ��� ��� ����� ���'�	�� 	� ��� � 	� 
����� �� ��� �	 �" ������, � ��� 	� �������
��� � ��  � ��
 ?�� @ 	� � ��
��
� �
� �" ��� 
�� 	" � � � ���  � � - ��� ?�� @ 	� �
������
� �
� 	" � � � ���  � ��
��= ��� ������	� �� �� ��� �	 ��� � �- ������� ��	��� � �- 	� ��� �� �" ��� 
�'�
	�	��
�" ��� "������ ��
� �" ��� 
�� 	� ��� "������ �	��
�	��- 	���-

��	��� � � >
�

���������������

��	?�� @

��=  ������ ��� �	 	� � +�� ������, � 	� � 
�� �" 	�	� *����- ���� 	�
	����	��� � � = ��� � � 	� �� ��� 
����

EXAMPLES

��= ��� ��� 
�� ���� �� ��� �� ��� > �?��@� ?�� �@� �''���� 	� �	!��� ������� ���

�'�
	�� �" ��� 
�� ��	��� � � > ��	?��@ B ��	?�� �@ > ��� C��	
� ���� ?� �@ 	� �
��
,���� ��
 ��� ���
� 	�� 
�'�
	�� 	� ��� 	�
����� 	� ��� 
�'�
	�� �" ��� 
���

Figure 11.1.3 � 
 �	� !�� ���� �� ��� �� ���> �?��@� ?�� �@�  �" !�#�!��$ ���

��=  	�	� 
�� �" 
�'�
	�� �; �''���� 	� �	!��� �������

Figure 11.1.4 � ������� !�� � !�#�!��$ ���

                          



Weak Duality

DEFINITION

�%= :	*�� � +�� � ��� �� ��� 
�� ��� � �- ��� ��� ��
��� �	 ��� � �- ������� ���� � �-
	� ��� �� �" ��� +��� �� ��� "������ ��
� 	��� ��� �� �" ��� +��� �� ��� ��
,����
��
�- 	���-

���� � � >
�

���������������

�?�� @ �
�

���������������

�?�� @�

FACTS

��= ���� 
�����*��	�� 	'�	�� ���� "�� � !	*�� +�� � ��� ��� 
�� ��� � �- ���?�@ >
���� � ��
��= ?)
�" ����	�@ 8�� � �� ��� +�� 	� �� ��� ������, �- ��� ��� ��� � � �� ��� ���

��� ����

���?�@ � ��	��� � �

��= 8�� � �� � +�� 	� �� ��� ������, � ��� ��� � � �� ��� 
��- ��� ��''��� ����
���?�@ > ��	��� � �� ���� +�� � 	� � ��	�+�� 	� ������, �- ��� ��� � � � 	�	�
��� 
��� ?��	� 	� �� 	��	��� 
����.���
� �" ���, ����	�� 2��
� �4�@

EXAMPLE

��= ��� +�� � ?	� '����������@ ��� ��� 
�� ��� � � ����� 	� �	!��� �����# 	���������
��
� �� )� '���	
����- ���?�@ > 9- ��� ��� +�� �
���� ��� 
��- ���� � �- �.���� �?��@ B
�?�� �@ � �?� �@ > � B #� � > 9�

Figure 11.1.5 ���?�@ > ���� � � > 9�

11.1.3 Max-Flow Min-Cut Theorem

��� �����	����	' ������� ��� ��	��+�� '����� ��� 	�� ����- ��� 	�	��

�� '�����- 	� �� ���'�� �" �	���� ��&$��� ����	� ���� �

��� ������� 
����	�
�'�		(��	�� '������ ��� ���	� ���� '������� ��� ����� 	�����
�� ��� DE��	!F� �����
�� ?5�
�	�� ����@- ��	
� ������ ���� ��� �	(� �" � 	�	� *����� 
�*�� 	� � �	'���	��
!��'� �.���� ��� �	(� �" � ��	� ��
�	�!- ��� ���!��F� ������ ?5�
�	�� ���@-

                          



��	
� ������� ��� ��
�� 
����
�	*	�� ������� ��� *���	
�� �" ��� !��'� ��� ��� �����
�" 	���������G�	�0�	�� '���� ������� ����

The Residual Network and Flow-Augmenting Paths

 �!��	��� ���� 	�����	*��� 	�
����� ��� +�� 	� � ������, *	� *�'$���
�	��� (�	��
�"��� ��� �� ����
	���� �	!��'�- 
����� � �
����� �
	'��"- "�� /��	�! ����� '���� ���
���	���

DEFINITIONS

�&= 8�� � �� ��� 
������ +�� 	� � ������, � > ?���� �� �� ��	@�  � ��
 ?�� @ � � 	�
���
������� 	" �?�� @ � ��	?�� @ ��� 	� 
������� 	" �?�� @ � ;�

��������� 8�� � ������ ��� ��� �" ��� 	�
�������� ��
�- ��� ��� � �� ��� ��� �" ���
����
	��� ��
�� ?1" 
�����- 	� !������- � � �> ��@

���= :	*�� � +�� � 	� � ������, � > ?���� �� �� ��	@- ��� 
������ ��	��
� �	 >
?���	 � �� �� �	@ ��� *��������� � - ��� ��� ��
���� �	 	� 
������
��� "�� ������, � ��
"������= "�� ��
� ��
 ?�� @ � �- 	" ��
 ?�� @ � �- ���� 
����� �� ��
 ?�� @ 	� �	 - ���
����� 	� �	�� � 
������ ������	� �	 ?�� @ > ��	?�� @��?�� @H 	" ��
 ?�� @ � �- ����

����� �� ��
 ?� �@ 	� �	 - ��� ����� 	� �	 ?� �@ > �?�� @�

���= :	*�� � +�� � 	� � ������, � > ?���� �� �� ��	@- � ���������	��� ��	�
� "�� ������, � 	� � �	��
��� ��� '��� 	� ��� ���	���� ������, �	 � ��� ������	� ��
���������	��� ��	� � - ������� I
 - 	� !	*�� �� I
 > 	�

��������
�	 ?�� @�

REMARK

'�= )� "������ "�� ��� ��/�	�	��� ���� ��� 
�'�
	�� I
 	� ������ '��	�	*��

FACTS

��= 2����  �!�����	��4 8�� � �� � +�� 	� � ������, � > ?���� �� �� ��	@- ��� ��� �
�� � +�����!���	�! '��� �	�� 
�'�
	�� I
 � 8�� �
 �� ��/��� �� "������=

�
 ?�� @ >

��
�
�?�� @ B I
 	" ?�� @ � �?� @  �
�?�� @ �I
 	" ?� �@ � �?� @ ��� ?�� @ � �
�?�� @ ������	��

���� �
 	� � "���	��� +�� 	� ������, � ��� ���?�
 @ > ���?�@ B I
 �

��= 2�����
���	(��	�� �" ���	� ����4 8�� � �� +�� 	� � ������, �� ���� � 	� �
��	� +�� 	" ��� ���� 	" ����� ���� ��� ��	�� �� ����!���	�! '��� 	� ��

�%= (��	��� (��	)�� 2����##- %���5�#9- ����#94 ��� � !	*�� ������,- ��� *����
�" � ��	� +�� 	� �.��� �� ��� 
�'�
	�� �" � 	�	� 
���

                          



EXAMPLES

��= ��� 
������ +�� � 	� ��� ������, � ����� �� ��� ��' 	� �	!��� �����9 ��� *����
3� ��� 
�����'���	�! ���	���� ������, �	 	� ����� �� ��� ������

Figure 11.1.6 � �
���� � ��� �� � ��* ��" �
"�*��� �
���� �	 �

����� ��� ���
��� ��� �	��
��� '���� "�� � �� � 	� ��� ���	���� ������,- ��
� 
�����
�'���	�! �� � �	<����� +�����!���	�! '��� "�� 	�
����	�! ��� +��� 1�� �" ��� 	� ���
�	��
��� '��� �� � � � � 	� ��� ������, �	 � ��� ��
 ?�� @ 	� '��� � 
�����'����
�� ��� ����
	��� ��
 ?� �@ 	� ������, �� C��	
� ���� I
 > ��

��= )" ��� +�� � !	*�� 	� �	!��� �����9 ���*� 	� ��!����� �� ��� +�����!���	�!
'��� � 	� %��'�� #- ���� ��� ������	�! +�� 	� �� ����� 	� �	!��� �����7� 1����*� ����
��� ��� ����
	��� ��
- ?� �@- �" ��� +�����!���	�! '��� � ����
�� ��� +�� �� ����
��
 �� ��

Figure 11.1.7 +�!�
�"��, � 
 �� �� ����#�
 � -$ ��

 �	'�� �''�	
��	�� �" ��
� # ����� ���� �
 	� � ��	� +���  ��� ����	!��"������
�� ���� 	� ��� ������	����
� �" � +�����!���	�! '��� 
�����'���	�! �� �
 �

11.1.4 Algorithms for Maximum Flow

)� 	� '���	��� �� 
�'��� � ��	� +�� 	� '�����	�� �	�� ����� ��� �����
'�'���� �''���
���� ��� /��� ���� +�����!���	�! '����- ��� ��
��� 	� �� ��� � (��$
�
���
������- ��� ��� ��	�� ���� ���
�� (����������� A� �	�
��� ��� /��� ��� ������
��	�+��

                          



Ford-Fulkerson Algorithm
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�'�
	�� I

1���	� 	�
������ +�� �
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Preflow-Push Algorithms
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�� ��� ��	�� �� ���*� 	�� ��
��� ��
'���	�! +�� �� ��	!����� ���� ���M
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������ ���	�
����� ���	�
����	��

������� �?� �@ �
�

������� �?�� @ � ; "�� ��
� *����� � � � � ��� ���
������������ ���	�
����	� �?�� @ � ;- "�� ��
� ��
 ?�� @ � ��
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11.1.5 Variants and Extensions of Maximum Flow
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Variants of Multicommodity Flow Problems
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11.2 MINIMUM COST FLOWS
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11.2.1 The Basic Model and Definitions

DEFINITIONS
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11.2.2 Optimality Conditions
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11.2.3 The Dual Problem

���.������- '������ ��	�� ���� 
�� �� ���*�� ��	�! 	�	� 
��� +�� ������-
��� ���	� �.�	*����
� �� � 	�	�
��� +�� '����� �� ��� �� 	��	����� ��*	����
�����	���- ��
�!�	(	�! ��
� '������ 	� 	'������� ��� ���
�� (���������� ��� �"
	�	� 
��� +�� '����� 	� ��� ��
� ��'� �" '������

DEFINITIONS

���= ��� ��� �" ��� 	�	�
��� +�� '����� ?�������@ ��/��� �� +�� ������,
� 	�

�	�		(�
�
���

��	��"�� B
�
�

/�$�

5��0�
� ��

��� B /� � /� B "�� � ; "�� ��� ?�� @ � #
"�� � ; "�� ��� ?�� @ � #

���= ��� '�	� �" *�
���� " ��� / ��� ��� �������� 	" ���� ���	�"� ��� 
������	��� �"
��������

FACTS

��%= :	*�� �� ���	����� *�
��� / � ��- ��� '�	� ?/� "�@ 	� ���� "���	��� 	" "� � �� 	�
��/��� �� "��� > ���;��������

��&= 	�
��� ���� "���	���

��
���

��	��"�� B
�
�

/�$�

�
B 	�
	 � +��

��
���

������

�
> ;�

���= ��� *�
���� " ��� / ��� �'�	�� "�� ������� 	" ��� ���� 	" ����� ��	��� � +��
R� �	��

�
���

��	��"�� B
�
���

����
R��� > ;�

���= )" +�� R� ���	�"�	�! ��� 
���	�	��� 	� ��
� �; ��	���- 	� 
�� �� "���� �� /�	�! R� ��
��� ��
� ?�� @ �	�� ���� �> ; �� R��� > � ������������

- R$� > $� �
�
�

R��� B
�
�

R���- ��� ����	�!

R� �� ��� ���	�	�! ��
� �� ��� *���� �" � "���	��� +�� "�� R$ 	� ��� ������, R� > ?�� R#@
�	�� R# > �?�� @	���� > ;��

                          



11.2.4 Algorithms for Minimum Cost Flow
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A Push-Relabel Algorithm
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11.2.5 Extensions to Minimum Cost Flow

Convex Cost Flows
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11.3 MATCHINGS AND ASSIGNMENTS
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Bipartite Maximum-Weight Matching Algorithm
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11.3.3 Matchings in Nonbipartite Graphs
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11.4 COMMUNICATION NETWORK DESIGN MODELS
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General Edge-Based Flow Model
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General Model: Edge-flow [GM:EF]
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General Path-Flow Model
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REMARKS
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11.4.2 Uncapacitated Network Design
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Uncapacitated Network Design [UND]
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Multi-Level Network Design
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Multi-Level Network Design Model [MLND]
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11.4.3 Survivable Network Design (SND)
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Diversification and Reservation Model [DR]
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