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Prefazione

Prefazione alla I edizione

Questo libro ¢ rivolto essenzialmente agli studenti che preparano I’esame scritto di
un corso di Meccanica Quantistica. Di riflesso questa raccolta puo risultare molto
utile anche ai docenti che devono proporre problemi ai loro studenti sia a lezione che
per gli esami. Si assume che i contenuti del corso siano sostanzialmente identici a
quelli di un tradizionale corso di Istituzioni di Fisica Teorica dei vecchi ordinamenti
del corso di laurea in Fisica. Nei nuovi ordinamenti gli stessi argomenti sono stati, in
generale, ripartiti su pill corsi.

Come molti altri libri di problemi di Meccanica Quantistica non bisogna aspet-
tarsi un particolare sforzo di novita. L’intento ¢ quello di presentare dei problemi
che, oltre a sondare la comprensione della materia e 1’abilita di applicarla concreta-
mente da parte dello studente, siano risolubili in un tempo limitato. Questo proposito
difficilmente si coniuga con una ricerca di originalita. Si troveranno quindi problemi
che sono presenti anche in altri libri a partire dai classici russi [1, 2], e quindi nella
raccolta che, a partire da essi, fu curata da Ter Haar [3, 4]. Fra gli altri libri di esercizi
che sono stati consultati vanno ricordati 1’italiano Passatore [5] e quello pill recen-
te edito da Yung-Kuo Lim [6], che raccoglie il lavoro di ben 19 fisici cinesi. Molti
problemi interessanti si trovano anche nei manuali di Meccanica Quantistica. Qui
I’elenco potrebbe essere lunghissimo. Citero soltanto quelli che ai problemi hanno
dedicato maggiore spazio come il testo di Merzbacher [7], il volume dedicato alla
Meccanica Quantistica del corso di Fisica Teorica L. Landau e E. Lifchitz [8], i due
volumi di Messiah [9] e il piu recente Shankar [10]. Una citazione particolare merita
il recente testo [11] in italiano di Nardulli, sia per 1’abbondanza di problemi con o
senza soluzione che contiene, sia per il fatto che i problemi qui presentati sono stati
proposti negli anni passati agli studenti del suo corso. A meta tra il manuale e il libro
di problemi si posizionano i due volumi di Fliigge [12] che forniscono utili sugge-
rimenti, anche se spesso i problemi proposti risultano troppo complessi rispetto alle
finalita di questa raccolta.

La categoria problemi che si possono risolvere in tempi ragionevoli non € I’unico
criterio di scelta adottato. Rispetto agli altri libri non si troveranno ad esempio i pro-
blemi che fanno normalmente parte del programma di orale tipo i potenziali quadrati



VI Prefazione

unidimensionali o I’effetto Stark e la struttura fine. Non sono stati inseriti neanche
i problemi che richiedono la conoscenza di metodi matematici non sempre presenti
nei corsi standard, come, ad esempio, le equazioni differenziali fuchsiane.

Si ¢ preferito scrivere le soluzioni con un certo dettaglio, eliminando soltanto
i passaggi piu semplici. Questo costa una certa fatica a chi scrive, ma sicuramente
risultera utile agli studenti.

Come in ogni altro libro, i problemi sono stati raggruppati in capitoli. In molti
casi la scelta dell’attribuzione ad un capitolo pud essere considerata arbitraria: molti
problemi di esame presentano problematiche trasversali all’intero programma. La
scelta ovvia ¢ stata di tenere conto delle domande piu caratterizzanti.

Per un certo periodo questa raccolta ¢ stata affidata alla rete e utilizzata da do-
centi e studenti. E merito di alcuni di questi ultimi se molti degli errori presenti
inizialmente sono stati eliminati. Ringrazio il prof. Stefano Forte che mi ha inco-
raggiato a pubblicarlo a stampa dopo aver completato alcune parti e riesaminato la
struttura. Un ultimo doveroso ringraziamento va a mia moglie; anche 1’impegno per
la stesura di questo testo ha contribuito a far ricadere su di lei tanta parte degli oneri
familiari. Mi scuso infine, in anticipo, con i lettori per gli errori che sicuramente mi
saranno sfuggiti; ogni loro suggerimento ¢ sicuramente gradito.

Bari, marzo 2007 Leonardo Angelini

Prefazione alla II edizione

Sono trascorsi 10 anni dalla I edizione ed era indispensabile procedere a una revisio-
ne che, prima di tutto, eliminasse, per quanto possibile, i numerosi errori presenti. Es-
si erano tanti, in genere di ortografia o dovuti ai cambiamenti di notazione finalizzati
a dare omogeneita al testo.

Mi ¢ sembrato opportuno ampliare la scelta dei problemi presentati ed inserire
anche una parte sui metodi di approssimazione diversi dalla teoria perturbativa, gia
presente nella I edizione. Nella ricerca di nuovi problemi ho trovato molto interes-
santi quelli presentati nei testi, oltre a quelli gia citati nella I edizione, di Gottfried e
Yan [13] e di Sakurai e Napolitano [14].

Pur lasciando invariata le finalita della raccolta, cio¢ quella di presentare proble-
mi che possono essere risolti nei tempi normalmente dedicati agli esami scritti, ho
voluto inserire anche alcuni problemi che avevo tralasciato, in quanto gia presen-
ti nei libri di Meccanica quantistica, come i potenziali quadrati. Questo rende pil
autosufficiente il libro per quanto riguarda la notazione e i riferimenti.

Ringrazio i miei studenti che mi hanno segnalato tanti errori € mi scuso con i lettori
per quelli non corretti e per i nuovi sicuramente presenti nelle parti aggiunte.

Bari, luglio 2017 Leonardo Angelini
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1
Operatori e funzioni d’onda

1.1 Commutatori e spettro

Dati tre operatori A, B,C, dimostrare che se [A,B] = [A,C] =0, ma [B,C] # 0, lo
spettro di A ¢ degenere.

Soluzione

Supponiamo per assurdo che tutti gli autovalori di A siano non degeneri, cio¢ che,
per ogni autovalore a di A, esista un solo stato |y,) tale che

Alya) = alya).

Se questo & vero, ciascuno stato |y,) deve essere anche autostato di B ¢ C dato
che A, B, C sono compatibili. Possiamo etichettare quindi lo stato |y,) anche con gli
autovalori corrispondenti di B e C:

A‘Wa,b,c> = a|‘l’u,b,c>
B‘Wa,b,c> = b|lVa,b,c>
C“I/a.b,c> = C|Wa,b,c>

dove ovviamente per ogni a fissato, b e ¢ sono unici. Per ogni generico stato |y)
risulta:

[B,C”l[/) = (BC - CB) Z |Wa,b,c> = Z(bc - Cb)|‘/’a,b,c> =0

a

risultato in contrasto con I’ipotesi [B,C] # 0.

1.2 Costanti del moto

Dimostrare che se per un sistema quantistico F' e G sono due costanti del moto allora
lo & anche [F, G].

© Springer-Verlag Italia S.r.1., parte di Springer Nature 2018
L. Angelini, Meccanica quantistica, UNITEXT for Physics,
https://doi.org/10.1007/978-88-470-3966-7_1
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2 1 Operatori e funzioni d’onda
Soluzione

Se F e G sono due costanti del moto, allora, per I’equazione di Heisemberg,

JoF i G i
Ne risulta:
d . . JFG i -
JoF G JG oF i
= S GHFS — SIF — G+ L [FG—GF.H] =

_!
T h

i

= —-|FGH —GFH ~ HFG+HGF] = 0.

[FHG—HFG+FGH - FHG—GHF + HGF — GFH + GHF] =

1.3 Operatore numero

Sia dato un operatore a che soddisfa le seguenti relazioni:
aat +ata=1
@ =(a")?*=0.

a) Pud I’operatore essere hermitiano?
b) Dimostrare che i soli possibili autovalori per I’operatore N = a*a sono O e 1.

Soluzione

a) Supponiamo per assurdo che a sia hermitiano: @ = a™. Si avrebbe:
aa* +ata=2(a")?=0

in contrasto con I’ipotesi.

b) N> =ataata=a"(1-a*a)a=a*ta—(a")?a* =a*ta=N.
E noto che se n operatore soddisfa un’equazione algebrica, la soddisfano an-
che i suoi autovalori. Infatti, detto |A) il generico autoket di N corrispondente
all’autovalore A, avremo

(N> =N)JA) =(A2—A)A)=0=1=0,1.

1.4 Proprieta dell’impulso

Data una particella di massa m in un potenziale V (r), sistema descritto dall’Hamil-

toniano )

H=T+vV=2+1v),
2m
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dimostrare la relazione m
P= —lﬁ [1', H] .
Usare questa relazione per dimostrare che in uno stato stazionario

(p)=0.

Soluzione

Dette r; e p; coni = 1,2,3 le componenti della posizione e dell’impulso, abbiamo

1
[ri,H] = [r;, T] = %(ripiz*l’izri) =
1
= %(W% — Piri— piripi+ piripi) =

1
%([ri,pi]l?i-i—l’i[mpi]) =
ihpi

m

come richiesto. Detto |y ) I’autostato di H corrispondente all’autovalore E, il valore
di aspettazione di ciascuna componente dell’impulso ¢

(i) = (Wil we) = —i% (vl I, H] ye) =

m
—i (ve|rE|vE) — (WE|Eri|yE)] =0,

purché (r;) sia una quantitd definita. Ad esempio, questo risultato non & valido nel
caso di una particella libera, quando si sceglie per |yg) Iautostato comune a H e p.

1.5 Funzione d’onda e Hamiltoniano

Una particella ¢ in uno stato descritto dalla seguente funzione d’onda
y(r) = Asin (%) .

a) Si tratta di una particella libera?

b) Cosa si pud dire sul valore assunto dalla quantita di moto p e dall’energia E in
questo stato?

Soluzione

a) La funzione d’onda puod solo rappresentare lo stato dinamico di in sistema. Per
decidere se si tratta di una particella libera occorre conoscere I’Hamiltoniano.
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b) La funzione d’onda si puo riscrivere nella forma

A / .pr pr
r=—|(éenn —eilT)
wir) =2 (
e rappresenta quindi la sovrapposizione di due autostati di impulso con autovalo-
ri +p e —p. Poiché i coefficienti della combinazione lineare hanno uguale modu-
lo, il valor medio della quantita di moto € nullo. Non conoscendo 1I’Hamiltoniano
non si pud dire nulla sull’energia E.

1.6 Spettro di un Hamiltoniano

Si consideri un sistema con Hamiltoniano
2

V4 o 2 .
_— — = h
T3 (pg+aqp) +Bq’, lq,p] =i

Si dica per quali valori di & e B H & limitato inferiormente e, in questo caso, si
trovino autovalori e relativi autostati.

H=

Soluzione
L’Hamiltoniano puo essere riscritto nella forma:

1
H = %[Pz+OW(pq+qp)+m2a2q2—mzazq2+ﬁqz =

2m
o 1 ”n mOt2 2
=50t (B L

p'=p+magq.

= i(p+maq)2+ (ﬁ—mgﬂ) ¢ =

dove

Notiamo ora che:

9.9 = [g.p+moagq] = [g,p] = ih.
e ' & hermitiano, essendo combinazione lineare di due operatori hermitiani,
purché « sia reale.

(Notare che queste proprieta valgono anche nel caso di p’ = p+ f(g) con f(q)
funzione reale di g.)
Imponiamo che H sia limitato inferiormente:

2

itV = 50w v+ (B -5 ) (avigw) >

2!
Essendo il I termine positivo o nullo, tale condizione & verificata per ogni |y) purché

2
mo
> —.
P 2
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Per questo Hamiltoniano si puo, in queste condizioni, ripetere la trattazione usuale
per Ioscillatore armonico. Si hanno quindi gli stessi autovalori e gli stessi autostati,
con pulsazione:

1.7 Operatore velocita per una particella carica

Per una particella carica in un campo magnetico trovare le regole di commutazione
tra gli operatori corrispondenti alle componenti della velocita.

Soluzione

Detto A il potenziale vettore che genera il campo magnetico B, avremo
5 ~ 4
Fi=mbi+ A,

dove le componenti del potenziale vettore non sono operatori, mentre £ = fih%.
Quindi, nella rappresentazione delle coordinate,

o) = o [B- La - L] i) =
= L A{PA) -1 () =

ihq (AQl//(r) _ 0A;y(r) +A<al’/(r) B 8Ai1//(r)>

o W ! 8xj 8x,- J 8x,- 8xj
_ ihg aAj dA; -
mc2(8x,~ 7(9)6/' W(r)i
ihg &
= miczl;&jkBle(r)»

dove &;j ¢ il tensore di Levi-Civita.

1.8 Oscillatore anarmonico e teorema del viriale

Un sistema unidimensionale € descritto dall’Hamiltoniano

.
2m

4

H= +1q".

Dato un autostato |y) dell’Hamiltoniano si dimostri che
(7) =Wl Ty) =2(y|V|y) =2(7)

dove .7 = p*/2me ¥ & I’energia potenziale ¥ = Aq*.
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Soluzione
W) = —— (Wlalp, 2| W)
VIV ly) = — = (Wlalp, Ay
1
= —ﬁW\qpc%f—q%”plw)
1
= —ﬁW\qpéf— lq, 7 )p — Hqp|y)
1
= EWI[%%]MW
Essendo
|
g, =g, 7] = %(CIPZ—PZQ)
1
= %(qu —p*q—pap+ pap)
1
= %([q,p]erp[q,p])
_ ihp
-2,
risulta
Lin

W) = g wlp ) = S (W7 L)

4ihk m

1.9 Potenziale coulombiano e teorema del viriale

a) Utilizzando I’equazione di Schrodinger, dimostrare che, per ogni grandezza
fisica 2 relativa ad un dato sistema fisico, & valido il Teorema di Ehrenfest

Q) 1 20
7R m<[9’%]>+<8t>‘

b) Applicando il risultato precedente al caso dell’operatore r - p, dimostrare il Teo-
rema del Viriale per il potenziale coulombiano che mette in relazione i valori
di attesa in uno stato stazionario dell’energia cinetica media 7 e dell’energia
potenziale 7

Soluzione

a) Supponiamo che il sistema fisico in oggetto sia, all’istante 7, nello stato |y(¢)).
Dalla definizione di valore di attesa

(Q) = (y(1)[Q[w(r))
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e dall’equazione di Schrodinger

n 20— ey o)

dt
deriva
@J%)Im (1) + (w (r)|%—fw(t)> +y (m&lw( ) _

1 2Q 1 00
5 ol@r - ) + {5 ) =m<[g,m>+<at>

dove abbiamo tenuto conto del fatto che, nello schema di Schrodinger, gli
operatori dipendono dal tempo solo esplicitamente.

b) Poiché trattasi di stato stazionario e di un operatore che non dipende dal tempo
d(r-p) _9d(r-p)
dt ot
Applicando il Teorema di Ehrenfest si ha:
Utilizzando [r;, p;] = ih si ottiene
[x;, p?] = 2ihp; = ([r,T]-p) = 2h({.T)

mentre si trova facilmente:

{V,l} =S = ) —lhe2<i> — (7).

r

=0.

Sostituendo queste due relazioni nella precedente si ottiene il risultato cercato.

1.10 Teorema del viriale per un potenziale generico

a) Utilizzando I’equazione di Schrodinger, dimostrare che, per ogni grandezza
fisica 2 relativa ad un dato sistema fisico, € valido il Teorema di Ehrenfest

Q) 1 20
7R m<[9’%]>+<8t>'

b) Considerato un sistema a N gradi liberta, applicare il risultato precedente al caso
dell’ operatore

N
0= ripi,
i=1

dimostrare il Teorema del Viriale che mette in relazione i valori di attesa in uno
stato stazionario dell’energia cinetica media .7 e dell’energia potenziale ¥ (non

dipendente dal tempo):
R
7)=3% (a5 )

¢) Applicare il risultato precedente al caso dell’ Oscillatore Armonico unidimensio-
nale.
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Soluzione

a) Per la soluzione di questo punto rinviamo all’esercizio 1.9.

b) Indicando con g I’insieme delle coordinate di posizione e con p I'insieme degli
impulsi coniugati, abbiamo ¢ (q,p) = 7 (p) + ¥ (¢), quindi

N N N
(0,71 ="Y laipi, ) =Y [qi, T1pi+ Y qilpi, V). (1.1)
i=1 i

i=1 i=1
Calcoliamo separatamente i commutatori presenti sul lato destro.

1 ihp;
2 2 2 . 2
(qipi — piqi) = o (piqi+2ihpi — piqi) = mil .

N SR
9i, 7] = 7 i, pi] =

2m,'

Considerando lo sviluppo in serie di potenze di ¢; del potenziale ¥ =Y, cuq/,
otteniamo

i V] = Y calpindi] = Y calpig? — aipil = Y cald} pi— iing! " — g pi] =
n n n

oV
- — ‘h }’l ! - — ‘h .
i En tan 17 ih— i

Sostituendo questi risultati nella (1.1) si ha

Y

. (1.2)

N
[0, ) =2ihT —ihY q;
i=1

Applichiamo ora il Teorema di Ehrenfest alla osservabile Q, nell’ipotesi che il
sistema Si trovi in uno stato stazionario, si ha

Q) 1 20
e ih<[Q’%]>+<8t>‘

Dato che n¢ Q, né la distribuzione di probabilita dello stato stazionario dipendo-
no dal tempo, risulta

l0.A)=0 = 27)=Ya(5).

i=1
¢) L’energia potenziale di un Oscillatore Armonico unidimensionale ¢

Y (x) = %mwzxz.

Quindi la sua energia cinetica media in un qualsiasi stato ¢ data da

7=} <‘Z> _ <;mw2x2> — (),
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1.11 Teorema di Feynman-Hellmann

Dato un sistema fisico, sia . il suo hamiltoniano di autovalori E e autoket |E)
normalizzati:

H|E) =E|E).

Supponiamo che 1’hamiltoniano dipenda da un parametro A, 5 = J# (). Anche i
suoi autovalori dipenderanno da A, E = E(A).
Dimostrare che vale la relazione

<a%(x)> _9E()

ar ar

Soluzione

Essendo E autovalore relativo a |E), deve risultare
E() = (E[#(V)E).

Ne segue che

IE(L) 9

HR) el =
= 2L ooty + 0122 ) 4 1) AE -
() (r ey ) =
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2
Sistemi unidimensionali

2.1 Cosa ci dice una funzione d’onda?

Si sa che ad un certo istante una particella ¢ descritta dalla funzione d’onda
y(x) = A coskx.

Si puo concludere che

a) descrive uno stato di impulso definito?
b) descrive una particella libera?

Soluzione

a) Lafunzione d’onda ¢ la sovrapposizione di due autofunzioni dell’impulso. Infatti

y() =5 (e )

rappresenta la sovrapposizione di due stati con impulso p = hik e p = —Fik.
Poiché essi hanno uguali ampiezze sono equiprobabili. E definita invece I’e-
nergia £ = %.

b) Anche in questo caso la risposta ¢ negativa. Essa potrebbe essere autofunzione di
un’Hamiltoniano in assenza di potenziale. Ciononostante occorre ricordare che
la funzione d’onda specifica lo stato di un sistema, non la dinamica del sistema
stesso. Questa &, invece, specificata dall’Hamiltoniano, che, in questo caso, non
¢ noto.

2.2 Particella libera e Parita

Per una particella libera in una dimensione 1’insieme di osservabili costituito dal-
I’Hamiltoniano e dalla Parita costituisce un insieme completo di osservabili?

© Springer-Verlag Italia S.r.1., parte di Springer Nature 2018
L. Angelini, Meccanica quantistica, UNITEXT for Physics,
https://doi.org/10.1007/978-88-470-3966-7_2
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Soluzione

Ad un fissato valore dell’energia di una particella libera in una dimensione corrispon-
dono due autostati linearmente indipendenti che, nella rappresentazione X, sono dati
da:

W) = = eyl = ——e

x) = e e yY_,(x)= e

! V27h g V2rh

e qualsiasi loro combinazione lineare ¢ anch’essa autostato dell’Hamiltoniano. Poiché
I’Hamiltoniano ¢ dato dall’operatore Energia Cinetica, proporzionale alla derivata
seconda rispetto a x, esso commuta con I’operatore Parita. Le combinazioni lineari
di y,(x) e y_p(x) con parita determinata sono, a parte normalizzazione, cos(px /)
con paritd P = +1 e sin(px/k) con parita P = —1. Dato che questi autostati comuni
all’Hamiltoniano e alla Parita sono completamente determinati, questi due operato-
ri costituiscono un insieme completo di osservabili compatibili per questo sistema
fisico.

2.3 Gradino di potenziale

Considerare una particella incidente da sinistra sul potenziale

|0, perx<0;
Vix) = {Vo, per x > 0.

Studiare il suo comportamento per autovalori dell’energia inferiori e superiori a Vj
determinando la natura dello spettro dell’energia.

Soluzione

Gli autovalori E sono positivi, dato che, come ¢ noto, essi devono essere maggiori del
minimo del potenziale. Calcoliamo le soluzioni in ciascuna delle due regioni nelle

V(x)

Figura 2.1. Il potenziale a gradino
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quali il potenziale ¢ costante. Denominiamo regione I il semiasse negativo e regione
IT il semiasse positivo.

Regione I
In questa regione 1’equazione di Schrodinger si scrive:
n d*y(x)
__ =FE
YN (%),
cioe « )
d*y(x
— 2 HEY(),
dove
2mE
k= % >0,

La soluzione generale ¢ data da una combinazione lineare dei due integrali linear-
mente indipendenti per la particella libera:

v(x) = e* + Re ™, (2.1)

dove abbiamo posto uguale a 1 il coefficiente dell’onda piana che si propaga verso
destra. Il primo termine viene detto onda (piana) incidente e il secondo onda (piana)
riflessa. Per dare significato fisico a questa soluzione calcoliamo la corrispondente
corrente di probabilita usando la (A.11), tenendo conto del fatto che in questo caso
non vi ¢ dipendenza dal tempo e siamo in un caso unidimensionale.

: h o d

0 =25 v v -

h
S (e R (ke — ikRe )| =

_ % —tkx * L tkx thx —thkx\ | __
—mER[(e +R*e"™) (" —Re )}—

hk (l _ |R|2 R* 21kx+Re szx) —

hk (l —|R| ) =v-1—v-|R]%

La densita di corrente di probabﬂlta € composta, pertanto, di due termini costanti: il
primo rappresenta una densita di corrente di probabilita che si propaga con velocita
v da sinistra verso destra e il secondo una densita di corrente che si propaga con
velocita opposta. Si tratta rispettivamente di una densita di corrente di 1 - v particelle
e di |R|? - v particelle al secondo che attraversano ciascun punto.

Regione I1
In questa regione 1’equazione di Schrodinger si scrive:
n d*y(x)
—— % E
32 TV =Ey)
cioe
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dove

my'

o

Y — 2m(E —Vp) _p’_
S

h
Distinguiamo ora i casi £ maggiore o minore di Vj

CasoE >V
In questo caso k’ & reale. Ancora una volta la soluzione generale & del tipo

y(x) = T+ Se ™ 2.2)

con T e § costanti. Poiché la particella proviene da sinistra deve essere S = 0. Non
calcoleremo, quindi I’integrale generale dell’equazione, ma una soluzione particola-
re corrispondente a particelle che sono inviate da sinistra verso destra. Consideriamo,
pertanto,

y(x) = Tek™, 2.3)

che corrisponde ad una densita di corrente di v/ - |T|2 particelle che passano per cia-
scun punto della regione II al secondo. Per determinare i coefficienti R e T ricordia-
mo che la funzione d’onda e la sua derivata prima devono essere continue ovunque,
compreso il punto x = 0 di frontiera tra le due regioni I e II. Otteniamo cosi il sistema
lineare di due equazioni

1+R=T
tk(1—R)=Wk'T
che ha soluzione
k—k
R=—— 2.4
k+k 24
2k
= —. 2.5
k+k 2.5)

Dai valori di R e T otteniamo le correnti

2
VIR = v Lik,
k+K
4k>
/TZZ / .
Y=Y e

E facile verificare che
2 12
v(1—|RI7) = VT,
cioe la corrente ¢ la stessa nelle due regioni.

Notiamo che:

e nel limite E >> 0, cio¢ per k — k', [R|> — 0 e |T|> — 1, confermando I’intui-
zione che a grande energia la presenza del gradino pud essere trascurata rispetto
alla situazione della particella libera;
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e emerge un’importante novita rispetto al comportamento classico delle particelle:
la presenza di una perturbazione nel potenziale genera una probabilita finita di
riflessione all’indietro della particella.!

Caso E <V
Notiamo che, essendo E — V| < 0, risulta

2m(E —Vy)
712

2m(Vo - E)

7 _
k= PS)

= (ix)* dove xX= ¢ reale e positivo.

Possiamo riscrivere 1’equazione di Schrodinger nella forma:

d*y(x)

a2 X’ y(x) =0, (2.6)

il cui integrale generale ¢ ancora del tipo (2.2), ma con esponenti reali:
Y (x) =Te % 4 Set*. 2.7

Notiamo ora che, dato che la regione II si estende verso x = +oo, il secondo termine
non ¢ accettabile perché diverge in questo limite. Abbiamo, pertanto,

y(x) = Te X~ 2.8)

Risolvendo ora il nuovo sistema che si ottiene imponendo le condizioni di continuita
o, pitl semplicemente, con la sostituzione ik’ — —x nelle (2.4) e (2.5), otteniamo i
due coefficienti Re T

_k—iy
k4ay
2k
k4

In questo caso possiamo notare che:

e R hamodulo 1, mentre, poiché nella regione II la funzione d’onda ¢ reale, la cor-
rente trasmessa ¢ nulla; per questo la corrente riflessa ¢ uguale a quella incidente
e tutte le particelle, come accade in meccanica classica, tornano indietro.

e Contrariamente, invece, a quanto accade in meccanica classica per la quale non
vi possono essere particelle nella regione II in quanto I’energia cinetica diven-
terebbe negativa, abbiamo una probabilita non nulla di trovare particelle nella
regione x > 0.

11 comportamento & analogo a quanto avviene in ottica, dove un cambiamento dell’indice
di rifrazione genera un’onda riflessa. Di fatto, le onde elettromagnetiche monocromatiche,
una volta eliminata la dipendenza dal tempo, sono governate dalla stessa equazione con il
termine 2m(V — E) /h? sostituito da k?/c?, dove ¢ & la velocita di propagazione delle onde
elettromagnetiche, funzione dell’indice di rifrazione.
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In entrambi i casi E > Vp e E < Vp I’energia puo assumere qualsiasi valore positivo,
quindi lo spettro dell’energia per questo potenziale ¢ continuo. Tuttavia nei due casi
la degenerazione degli autovalori ¢ differente.

E >Vj. Lo spettro ¢ doppiamente degenere. Infatti, anche se abbiamo trovato una
sola soluzione del problema, cio ¢ la conseguenza del fatto di aver posto il
coefficiente S = 0, in modo da riprodurre una situazione fisicamente ripro-
ducibile. Esiste, tuttavia, una soluzione linearmente indipendente da questa,
corrispondente all’invio di particelle in direzione opposta all’asse x.

E < Vp. Inquesto caso, invece, abbiamo dovuto porre S = 0 perché altrimenti avrem-
mo avuto una soluzione divergente all’infinito. Uno dei due integrali li-
nearmente indipendenti dell’equazione agli autovalori non fa parte dello
spazio delle funzioni d’onda accettabili fisicamente e, di conseguenza, gli
autovalori compresi tra 0 e Vj sono non degeneri.

2.4 Particella vincolata su un segmento I

Una particella che ¢ vincolata a muoversi su un segmento puo essere descritta tramite
il potenziale:
0 er 0 <x<L;
vi=3 P
+o0, altrove,

detto anche pozzo di potenziale o buca di potenziale infinita. Determinare le proprieta
dello spettro dell’energia e delle corrispondenti autofunzioni.

Soluzione

La funzione d’onda della regione ¢ diversa da zero solo per 0 < x < L. Infatti, con-
sideriamo ad esempio, la regione x > L. Dato che qui il potenziale ¢ infinito, esso
¢ superiore a qualsiasi autovalore E dell’energia noi possiamo fissare. Per questo

V(x)

Figura 2.2. Particella vincolata su un segmento (pozzo di potenziale)
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potremo risolvere I’equazione di Schrédinger supponendo che in questa regione il
potenziale abbia un valore costante Vy > E e poi prendere il limite della soluzio-
ne per Vy — co. Siamo nella stessa situazione del problema precedente quando si
considera il caso E < Vp per la regione II. Abbiamo quindi un’unica soluzione

w(x) = Te 7",

Se adesso consideriamo il limite Vjy — oo, abbiamo

lim ¥ = lim MZ_E) =t4o0 = lim y(x) =0.

Vo—roo Vo—roo h Vo—roo
Quindi per x > L la funzione d’onda si annulla e analogo ragionamento puo essere
ripetuto nella regione x < 0.

Risolviamo I’equazione di Schrédinger nella regione O < x < L imponendo che la
funzione d’onda si annulli agli estremi del segmento. In questa regione la particella
¢ libera e potremmo considerare come soluzioni linearmente indipendenti le due
onde piane dirette in verso opposto. Consideriamo invece, come integrale generale,
la soluzione equivalente

2mE
y(x) =Asin(kx+ 0) dove k= :—2
La condizione di annullamento in x = 0 comporta
0=0,
mentre, applicando la stessa condizione in x = L, abbiamo
2mE
kL = LQL:mr dove n=1,2,---.
h
Da questa relazione si ricava che gli autovalori dell’energia sono dati da:
W2 mn?
HZW dOVe I’l:1,2,"'

Infine determiniamo A normalizzando le autofunzioni:

L AI2 (L 2
1:/ dx|A|zsin2@=u/ dx (1—cos %) =
Jo L 0 L

2

|A|2L \F
= —_— —— A: -,
2 L

a meno di un fattore di fase arbitrario. Pertanto le autofunzioni normalizzate sono

date da
2 .
W, (x) = \/;sinan con n=1,2,--,

nella regione x € [0,L] e nulle altrove. Queste autofunzioni sono simmetriche intorno
ax= 15 per n dispari e antisimmetriche per n pari.

In conclusione lo spettro dell’energia ¢ discreto e gli autovalori sono tutti non
degeneri.
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2.5 Particella vincolata su un segmento 11

Una particella di massa m si muove di moto unidimensionale in presenza di un
potenziale a buca infinita di larghezza L:

0 e [0,L],
ww-{ sex € [0.L)
+oo  altrimenti.

Calcolare il valor di attesa e lo scarto quadratico medio delle variabili posizione e
impulso negli autostati dell’energia. Commentare il risultato alla luce del principio
di indeterminazione.

Soluzione

Ricordiamo che per il pozzo di potenziale (vedi problema 2.4) gli autovalori dell’e-
nergia sono dati da

2252
n“mw°h
"= (n=1,2,...) 2.9
e le corrispondenti autofunzioni nella regione x € [0,L] sono date da
2 T
l//n(x):\/;sinan (n=1,2,..) (2.10)

e nulle altrove. Le distribuzioni di probabilita sono funzioni simmetriche rispetto al
punto x = 15 pertanto
L

<X >= o
Per uno stato legato il valore di attesa dell’impulso € sempre nullo (vedi problema
1.4). Questa proprieta puo essere facilmente dimostrata nel caso in oggetto. Infatti,
dato che le autofunzioni, a parte un fattore di fase arbitrario, sono reali, si ha:
A L

e nd o nlgbod

<p>= dxy* (x)— = de w0 = Py _o.
p Ay )y =5 A x -y (x) 211,,(x)0
Calcoliamo lo scarto quadratico medio di p. Poiché < p >=0
2252
n°mh

Analogamente, il valor medio di x2 & dato da

2 (L nx  2[* 7
f/ dxx’si 21X / dyy?sin’y =
L Jo 0

2
inf — = ——
L n3m3

<Xx™ >

27 (P71 1 5 o
=53 (6 - Znﬂ:cos(2nﬂ)f §(1 —o6n°m )sm(2n7r)> =
1 1
_ 72
_L<3_mﬁ#)’ @11

dove si € integrato ripetutamente per parti.
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L’indeterminazione sulla posizione ¢ data da

(Ax)? =< x* > — <x>?=L? LU
N N 3 2n2x? 4 12 2n2x2)°

1l prodotto delle indeterminazioni di x e p € quindi

/1 1

Tale prodotto assume nello stato fondamentale il suo minimo valore (circa 0.577,
leggermente superiore a fi/2) e cresce al crescere di n.

2.6 Particella vincolata su un segmento II11

Una particella di massa m, soggetta al potenziale

0 0,L],
v<x>{ sex € [0.L]
+oo  altrimenti,

si trova, all’istante t=0, nello stato corrispondente alla funzione d’onda

2 x . 37nx
COS — sin ——.

V) = 7 cos o singg
a) Scrivere la funzione d’onda come sovrapposizione di autostati dell’Hamiltonia-
no;
b) il valore di attesa dell’energia;

¢) il valore di attesa della quantita di moto;
d) il valore di attesa della posizione.

Soluzione

Ricordiamo che per il pozzo di potenziale (vedi problema 2.4) gli autovalori dell’e-
nergia sono dati da
2242
n“wh

e le corrispondenti autofunzioni nella regione x € [0, L] sono date da

Vo(x) =1/ Zsin— (n=1,2,...) (2.13)

e nulle altrove.
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a) Tenendo conto della relazione
. 1.
cosa sinfl = 5 [sin(a+ B) cos(ax — B)],

troviamo subito .

1
X)=—72=VY1(x)+ —=Vva(x).
b) Il valore di attesa dell’energia ¢ dato da
1 Sm2h?
<E>y=(y|A|y) = 7E1+2 = Iz

¢) Al fine di calcolare il valore di attesa dell’impulso, ricordiamo che (vedi proble-
ma 2.5) esso ¢ sempre nullo nel caso di stati legati. Abbiamo, quindi:

1 1
5 <P>yts <‘V1|P|W2> +5 (va|plyn)

:% R((wilplv2)) (/ dx sin E — OSZZX>—

dato che si tratta della parte reale di un immaginario puro.
d) Calcoliamo, infine, il valore di attesa della posizione:

1 1
<p>y = (ylply) = 5 <P>wt3

1 1 1 1
<x >y = (W) =5 <ax >y 45 <x >y o (Willyn) + 5 (walxdyn) =

2
27rx

L L X
=5t5 +<W1\X|1V2>—a+ /dxxsmfsm T

2

:a+7/ daosin® o cos ot =
= Jo

/ da sin oc} =

+1
16
=({1——= |L~0.82L.
-1 ( 977:2)

4L

2
432 T3

2.7 Diffusione da buca di potenziale

l:(X sm Ot

Consideriamo la seguente buca di potenziale:

[0, perl|x|>a
V(x) = { —Vo, per |x| < a.

Nel caso di autovalori positivi dell’energia considerare una particella proveniente
da sinistra e studiare il comportamento delle autofunzioni e le caratteristiche dello
spettro dell’energia.
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V(x)

Figura 2.3. Buca di potenziale

Soluzione

Introduciamo i numeri d’onda k e &’ relativi alle regioni nelle quali il potenziale &

costante.
. /2n12E . . /2m(E2—|—V0).
h /1

Scriviamo le soluzioni nelle 3 regioni a potenziale costante nella forma

e 4 Re™ perx < —a;
y(x) = ¢ Ae*™ + Be % per |x| < a; 2.14)
Tk, per x > a.

Come richiesto, la soluzione rappresenta il moto di una particella proveniente da
sinistra che, interagendo con la buca, puo essere riflessa o trasmessa. La corrente di
probabilita nelle 3 regioni € pari a

1k |pp2 .
. n "5|R|hk” i perx < —a;
jx) = = AT =5 |B|%, per |x| < a;
712, per x > a.

I coefficienti R, A, B e T, possono essere ricavati imponendo le condizioni di conti-
nuita della funzione d’onda e della sua derivata nei punti di confine tra le regioni di
potenziale costante, a e —a. Si hanno le seguenti equazioni:

e—tka +Relka :Ae—lk’a +Betk'a
lk(e—tka 7Relka) _ lk/(Ae—tk’a 7Bezk’a)
Aetk'a +Be—tk’a — Tetka
Ik (Ae' — Be='@) = kT,
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Risolto il sistema, troviamo per R e T le seguenti espressioni
(k"> —k*)sin2k'a

2kk' cos2k'a — 1(k"? + k?) sin2k'a

2kk’
2kk’ cos2k'a — 1(k'> + k2)sin2k'a’

R = e—sza

(2.15)

T = —2ika

=e (2.16)

Queste relazioni consentono di verificare che la corrente di probabilita ¢ la stessa in
ogni regione.
Possiamo concludere lo studio di questo caso con le seguenti considerazioni:

e Notiamo che

2
IT|? o< (kK')? = (rg) E(E+Vo)  mentre  |R[?oc(K?—k%)*= (

Pertanto, nel limite di alte energie, E > V}), abbiamo

kk' ~ Z’;Z%E > % — |T)* > |R]?
e quindi la riflessione ¢ trascurabile.

e Nel limite di basse energie, invece, T — 0 ed ¢ la trasmissione ad essere
trascurabile.

e R & anche proporzionale a sin2k’a, pertanto la riflessione si annulla (Risonanza

per Trasmissione) ogni volta che

T L e DER) e
2a H> 442
cioe per valori dell’energia
2,232
n“mh
E,=-V .
§ ot 8ma?

Possiamo concludere che per E > 0 lo spettro dell’energia ¢ continuo e doppiamente
degenere.

2.8 Particella legata in una buca I

Consideriamo la seguente buca di potenziale (vedi Fig. 2.3):

[0, perl|x|>a
V(x) = { —Vo, per x| < a.

Determinare gli autovalori negativi dell’energia e le corrispondenti autofunzioni.
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Soluzione

Nelle due regioni |x| > a, a destra e a sinistra della buca, siamo in presenza, come
nel caso E < Vj per il gradino (problema 2.3), di un equazione del tipo (2.6) che ha
come integrale generale

2mE
Y(x) = creX* 4 cre 4, dove  x*= .

Per evitare divergenze all’infinito della funzione d’onda, nella regione di sinistra
dovremo considerare solo il primo dei due termini e nella regione di destra solo il
secondo. La funzione d’onda si presenta, nelle varie regioni, nella forma:

crex”, per x < —a;
y(x) = { Acosk’x+ Bsink'x, per |x| < a;
cre X, perx > a,

dove, nella regione centrale, abbiamo scelto come integrale generale una combi-
nazione di funzioni reali (seni e coseni), invece degli esponenziali complessi della
(2.14).

Imponendo le condizioni di continuita della funzione d’onda e della sua derivata, si
ottiene il sistema di equazioni

cie %% = Acosk’a— Bsink'a
cixe X = Ak'sink’a+ Bk cosk'a
cre %% = Acosk’a+ Bsink'a
—coxe X = —Ak'sink’a+ Bk cosk a.

Ricaviamo c; e ¢; dalla prima e dalla terza equazione e sostituiamo i loro valori nella
seconda e quarta, si ottengono le due equazioni che devono consentire di calcolare A
eB:
2= k,ASink’afBC(.)sk’a 2.17)
Acosk’a+ Bsink'a
_ ,Asink’a+Bcosk'a
" Acosk’a—Bsink'a’

(2.18)

Se uguagliamo i secondi membri, troviamo che, perché le due equazioni siano
compatibili, deve verificarsi
AB=0.

Possiamo distinguere, quindi, due tipi di soluzioni?

e Caso B=0. Dal sistema vediamo che ¢; = ¢; e la soluzione nella regione cen-
trale & y(x) = Acosk’x. Complessivamente la soluzione & una funzione pari di
X.

2 La classificazione in autofunzioni pari e dispari pud essere imposta a priori dato che, per un
potenziale invariante per parita, le autofunzioni dello spettro discreto hanno parita fissata.
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e Caso A =0. Dal sistema vediamo che ¢; = —c; e la soluzione nella regione cen-
trale & y(x) = Bsink’x. Complessivamente la soluzione & una funzione dispari
di x.

Autofunzioni pari. Se poniamo B = 0 nelle equazioni (2.17) otteniamo
x =K tank'a
che, tenendo conto della relazione che lega x e k'

2 —2mE 2mV

= T p — K2, (2.19)
puo essere riscritta nella forma
A2_2
— =tang
z
dove
_ 2mVya>

A2 2 e z=Ka
sono entrambe quantitd positive. L’energia E, in termini della nuova variabile z, ¢
data da

B n?z?

=5V (2.20)

f2)

Figura 2.4. Ricerca grafica dei livelli di energia per le autofunzioni pari
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Trattandosi di un’equazione trascendente possiamo studiarla qualitativamente utiliz-
zando un grafico nel quale riportiamo le due funzioni a primo e secondo membro
in funzione della variabile z. I valori di z dei punti di intersezione tra le due cur-
ve consentono di determinare gli autovalori dell’energia tramite la relazione (2.19).
Nella figura 2.4 mostriamo nel I quadrante (I’unico ad essere coinvolto) gli archi re-

A/ 2_72 . .
lativi alla tangente e le curve di ly Z al variare del parametro A. Queste ultime

2mVya?

Foa Notiamo che

intersecano 1’asse z nel punto Ze = A =

e al crescere di A il numero di intersezioni fra le due curve, e quindi di autovalori
dell’energia, aumenta, ma, per quanto A sia piccolo, ve ne & sempre almeno uno;
e nel limite A — oo, ciog Vjy — oo le intersezioni si spostano verso

b
)= con n=0,1,---

1
n = <n+2) = (2n+1
riportandoci ai risultati per il pozzo di potenziale infinito per n dispari (tener
conto della sostituzione 2a — L).

Autofunzioni dispari. Ponendo, invece, A = 0 nelle equazioni (2.17) otteniamo
I’equazione

x = —K cotk’a =K tan (k’a + g) ,

la quale, usando le variabili gia definite, diventa

Az 72 b
Y2 (o4 5).
Z 2

Le soluzioni possono essere trovate, anche in questo caso, graficamente, come
possiamo vedere nella figura 2.4. Notiamo che

e per A < /2 non si hanno autofunzioni dispari;

e al crescere di A il numero di intersezioni, e quindi di autovalori dell’energia,
aumenta;

e nel limite A — oo, cioé Vy — o le intersezioni si spostano verso

T

annn=(2n—|—l)2

con n=12,---
e coincidono con i risultati per il pozzo di potenziale infinito per n pari (tener
conto della sostituzione 2a — L);

e essendo dispari queste soluzioni si azzerano nell’origine, cosa che si avrebbe se
il potenziale fosse dato da:

_feo, perx<O0
V(x)_{_v()’ per 0 <x < a.

Quindi questo potenziale ha autofunzioni dell’energia coincidenti con quelle
dispari della buca.
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)

10|

Figura 2.5. Ricerca grafica dei livelli di energia per le autofunzioni dispari

Tenendo presente entrambe le figure, possiamo notare che al crescere di A, che &
proporzionale al prodotto Voa?, si ottiene un primo autovalore dell’energia corri-
spondente a un’autofunzione pari, poi emerge anche un secondo autovalore corri-
spondente a un’autofunzione dispari e cosivia, alternando soluzioni pari e soluzioni
dispari. Questo ¢ un comportamento generale legato alla simmetria del potenziale.
Nel nostro caso, se -
A€ [(n— 1)57115 ,

si hanno 7 livelli di energia e I’autofunzione corrispondente all’autovalore n-simo ha
parita (—1)"+1),

Notiamo anche che, in ciascuno dei due casi (B=0¢e A = 0) i coefficienti ¢| € ¢,
risultano determinati a meno dell’altro coefficiente (A o B rispettivamente). Questo
coefficiente residuo puo essere fissato, a meno di una fase, tramite la normalizzazio-
ne. Per quanto riguarda lo spettro possiamo dire che in questo intervallo di energie
esso ¢ discreto, mentre le autofunzioni si annullano esponenzialmente all’infinito
e rappresentano il corrispondente quantistico delle orbite classiche limitate ad una
regione dello spazio, cioe¢ stati legati.

Come si ¢ detto, vi ¢ sempre uno stato legato corrispondente ad un autofunzione
pari. Questo risultato vale per qualsiasi buca di potenziale V (x) di forma arbitraria.
Infatti & sempre possibile maggiorare V (x) con un potenziale V (x) rettangolare; detta
Wy(x) I"autofunzione dell’energia dello stato fondamentale di V (x), risulta
2
<II/0 lIfo> < <llfo

2
p —
L.
o VW

p
—+V
2m V)

llfo> <0,
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e, perché un operatore abbia un valore di attesa negativo, deve esserci almeno un
autovalore negativo, cio¢ uno stato legato.

2.9 Particella legata in una buca II

Una particella di massa m ¢ vincolata a muoversi in una dimensione soggetta
all’azione del potenziale

V() = 0, se |x| > a;
Vo, se x| <a.

a) Quale deve essere la profondita della buca Vp, data la larghezza 2a, perché il

primo livello eccitato abbia energia E1 = —%Vo?

b) Se la particella si trova nell’autostato dell’Hamiltoniano corrispondente al pri-
mo livello eccitato, qual ¢ la probabilita di trovarla nella regione classicamente
proibita?

¢) Quanti sono gli stati legati di questo sistema?

Soluzione

Ricordiamo che (vedi problema 2.8), introdotte le notazioni

2 2mE _ 2m

— 17)
X = o k* = hj(V0+E),
le autofunzioni pari si ricavano da
x =K tank'a
e quelle dispari da
x =—kcotk'a.

a) Sappiamo che E| = f%VO, quindi

2 0 ”2
X ") ( 2‘0) 22 ) 2[‘0

Poiché il primo livello eccitato ¢ dispari, occorre trovare il pit piccolo valore di

K'a per cui cotk'a = —% = —1, cioé K'a = 3. Quindi

Vozh—Z /2:977;127572
m 16m a? "’

b) Determiniamo la funzione d’onda del primo livello eccitato, per il quale k' =
X =3n/4a.
CeX™, sex < —a;
yi(x) = ¢ Bsink'x, se|x| <a;
—Ce **, sex>a.
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Dalle condizioni continuita in x = a

Bsink'a = —Ce™ %4
Bk cosk'a= Cye **

(che sono equivalenti in quanto relative all’autovalore E; gia fissato) ricaviamo:

37r

B 1
xe =1- :—fe T.

C K coska cos 2% 3”

Imponendo la normalizzazione la funzione d’onda
/ w1 (x)dx = 2/ |C|2e ™% dx + \B\Zsm K xdx =

- 2 /
ue*2X“+|B|2/ - cos2k X
X —a 2

1 .
5 (Za - sm2k’a> =

X
5[ 4
2ae ( + 1) ICF =1
3

| |2_ R¥/4 337”

T 4437 2a°
La probabilita P di trovare la particella nella regione classicamente proibita &:

cP? B
(1S 1517

—2xa +

ricaviamo

.+oq
P = 2/ |C|?e 2 dx =
3n eF e
T 443w 20 y
2
C 4437m
¢) Ricordiamo che, se
2mVya? n* ,n?
2 0 2 2
A/ = hz c (n—l) 77}’1 I 5

si hanno # livelli di energia e 1’autofunzione corrispondente all’autovalore n-
simo ha parita (—1)(n + 1). Il secondo livello eccitato, corrispondente ad n = 3,
si ottiene, quindi, come seconda soluzione dell’ equazione per le soluzioni pari.
Perché esso esista, occorre che A2 = 2mVya® /h* > >, Nel nostro caso questo si

verifica: )
2m 2m 9h 9
—2V0a2 = —2—71:2 2>l
h A= 16m 8
Non vi ¢ tuttavia una seconda soluzione dispari, dato che non ¢ verificata la
relazione é’;’ Voa® > 4
Esistono, in conclusione, solo tre stati legati.
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2.10 Barriera di potenziale

Consideriamo il potenziale

[0, per|x|>a;
Vix) = {Vo, per x| < a,

e supponiamo che su di esso incidano delle particelle di fissata energia E < V| pro-

venienti da x = —oo. Determinare la probabilita che una particella possa attraversare
la barriera.
V(x)
VO
X
0

Figura 2.6. Barriera di potenziale

Soluzione

Caso0<E <V
Notiamo che gli autovalori dell’energia, dovendo essere superiori al minimo del
potenziale, sono sicuramente positivi, Come richiesto, consideriamo la soluzio-
ne dell’equazione di Schrodinger corrispondente ad una particella proveniente da
sinistra

e 4 Re ™ perx < —a;

y(x) =< Ae** + Be ¥, per |x| < a;
Tet, per x > a.

Questa soluzione ¢ la stessa trovata per la buca (2.14), salvo le sostituzioni Vo — —Vj

ek’ — x (con y = \/W reale e positivo). Quest’ultima sostituzione € ne-

cessaria dato che nella regione |x| < a 1’equazione ha soluzioni con esponenti rea-
li. Possiamo, quindi, effettuare le suddette sostituzioni direttamente sui risultati del
problema 2.7. In particolare il coefficiente di trasmissione 7' ¢ dato da

2k(—1)

T = e—2tka
2k(—1x)cos2(—ix)a—1((—1x)? +k?)sin2(—1x)a
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e, tenendo conto delle relazioni

cosix = coshx e sinzx = 1sinhx,
otteniamo

T — e—21ka 2](){
2ky cosh2ya+1(k? — x?)sinh2ya’

La densita di corrente di probabilita al di 1a della barriera ¢ data dal prodotto di %,
la velocita, per il modulo quadro di 7', che ¢ pari a

‘T|2 _ (2/{%)2 : _
4k2x2 cosh? 2ya+ (k2 — x2)2sinh® 2xa
(2kx)?
T 4k2x2(1 +sinh®2xa) + (2 — x2)?sinh®2ya
(2kx)?

(k2 + x2)2sinh® 2ya+ (2ky)?

Questa espressione, che rappresenta anche il rapporto tra la densita di corrente tra-
smessa e quella incidente sulla barriera (che ¢ pari a f’—,’;), ¢ sicuramente positiva e
ci dice che in meccanica quantistica, contrariamente alla soluzione classica, si pre-
senta sempre una probabilita di attraversamento (effetto Tunnel) di una barriera di
potenziale.

2.11 Particella legata in un potenziale 6

Una particella di massa m si muove in una dimensione in presenza di un potenziale
dato da
h2
Vix) = _EQ 6(x),

dove 8(x) & 'usuale funzione delta di Dirac. 1l sistema ha un unico stato legato.
Determinare I’energia e 1’autofunzione normalizzata di tale stato. Calcolare, inoltre,
il valore xp tale che la probabilita di trovare la particella con x < xp ¢ esattamente
uguale a 1/2.

Soluzione

Poiché si vogliono gli stati legati, consideriamo gli autovalori E < 0 dell’equazione
di Schrodinger
2mE
v (x) +2Q8(x)y(x) — oy(x) =0, dove o = f% > 0.
Per x # 0 questa equazione ha soluzione, che soddisfa la condizione di continuita
della y inx =0,
W(x) = Aexp{—alx]}.
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Per la presenza nel potenziale della 8, la y' deve essere discontinua in x = 0, al-
trimenti ivi esisterebbe la sua derivata seconda e la singolarita della 6 non sarebbe
compensata nell’equazione di Schrodinger. Per trovare quanto vale la discontinuita
integriamo 1’equazione tra —€ e +¢€:

+& +e&
vl ir2e [ aw@sew o [ vy =o.
—&

J—€

Nel limite € — 0, essendo y/(x) continua in x = 0, otteniamo
v'(07) —y'(07) = —2Qy(0). (2.21)
Questa condizione ¢ soddisfatta da un unico valore di
oa=Q. (2.22)
Esiste quindi un solo stato legato con energia

K02
2m

La costante A viene fissata, a meno di un fattore di fase, dalla condizione di
normalizzazione:

0 +-oco -1 1
|A|2 — |:/ eZaxdx+/ eZaxdx:| — [2 (_) 67205x
PSS 0 200

Quindi la funzione d’onda ¢ data da

y(x) = Ve h,

Infine, il valore xy che dimezza la probabilita cumulativa & chiaramente 0, essendo la
funzione d’onda, e quindi anche la distribuzione di probabilita, una funzione pari.

2.12 Diffusione da potenziale o

Un fascio monocromatico di particelle di massa m si muove lungo 1’asse x in
presenza del potenziale

2
Vix) = —%.(25()6),

dove &(x) ¢ la delta di Dirac e £ & una quantita positiva, detta opacita della barriera.
Per un fascio proveniente da —oo una funzione d’onda stazionaria di energia E si
puo scrivere, posto k = v/2mE /Ii:

) etkx +Re‘”‘", sex <0
x) = )
v Te'k*, sex > 0.

Determinare le probabilita di riflessione e di trasmissione attraverso la barriera ed
esaminare i limiti di piccola e grande opacita.
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Soluzione

Al fine di determinare i coefficienti R e T a fissata energia E, imponiamo le condizio-
ni di continuita della y(x) e di discontinuita, per la presenza del potenziale 0, della
Vv (x)inx=0(2.21):

y(0")—y(07)=0 = 1+R=T
—y/(07)=-2Qy(0) = kT —ik(1—R)=—2QT,

dalle quali si ottiene
iQ T k
= e T= .
k—iQ k—iQ
11 flusso di probabilita trasmesso attraverso la barriera ¢ dato da

| | hk 1
m 1+%2’
mentre il flusso riflesso & dato da
2
hk| o Ik 2
m 1_|_-%22

Notiamo che la corrente di probabilita ¢ la stessa nelle due regioni:
hk hk hk
— 1P~ —|RP=—|T|?
m m

e che le correnti, che sono i risultati fisici osservabili, non dipendono dal segno di £2.
Nel limite 2 — 0'si ha |T|> — 1 e |R|> — 0, per cui tutte le particelle sono trasmes-
se al di la della barriera, mentre la riflessione ¢ nulla. Il contrario avviene quando
Q — oo,

2.13 Particella legata in un potenziale a doppia &

Una particella di massa m si muove nella doppia buca di potenziale data da

2
V(x):—ZQ[S(x—a)—&-S(x—&-a)] Q> 0.

Mostrare che 1’Hamiltoniano ha, al pit, due stati legati e risolvere graficamente 1’e-
quazione che li determina. Stimare inoltre per grandi valori di a la separazione tra
i livelli.

Soluzione

L’equazione di Schrodinger diventa:

2
TV 12006(c—a) + 8-+ a)] W) () =0 dove e=-2E >0
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Ricordiamo che, per la presenza della § nel potenziale, la ' deve essere discontinua
inx=aex=-—a:

V(@) —y(a) = —2Qy(a)
V(=a") = y/(~a") = —2Qy(-a).

Poiché il potenziale & pari, possiamo scegliere soluzioni di parita definita.

Consideriamo prima le autofunzioni pari.
Escludendo i punti x = a e x = —a, I’equazione di Schrédinger ha integrali indipen-

denti
EX

vi(x) =™ e yn(x)=e

Le soluzioni devono andare a zero all’infinito e devono essere pari, possiamo quindi
scrivere, a meno di una costante complessiva:

—&x

EX

et sex < —a;
V,(x) =< Acoshex, se |x| <a;
e & sex > a.

A causa della simmetria basta imporre le condizioni di continuita nel solo punto

x=a:
e ¢ =Acoshea
—Agsinhea — e 8% = —2Qe %9,

Si avra soluzione per I’incognita A solo se le due equazioni sono compatibili, cioe

solo se

20 20
tanhea= — —1= a_
€ &a

1. (2.23)

La soluzione puo essere trovata graficamente come si vede in figura 2.7, nella quale
primo e secondo membro della equazione (2.23) sono riportate in funzioni di €a per
vari valori di Qa.

Consideriamo ora le autofunzioni dispari:

EX

—ef, sex < —a;
W, (x) =< Asinhex, se |x| < a;
e & sex > a.

Imponiamo le condizioni di continuita nel punto x = a:

e € = Asinhé&a
—Agcoshea —ge ¢ = —2Qe %4,

Si avra soluzione per I’incognita A solo se le due equazioni sono compatibili, cioe

solo se
1

1
tanhea = Fro = T (2.24)

€ Ea

La soluzione puo essere trovata graficamente come si vede in figura 2.8.



34 2 Sistemi unidimensionali

201
Xa
X
15+
I tanh(x)
1.0
05
L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L M L L Iy 1 L L L L 1 X = ga
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 2.7. Soluzione grafica dell’equazione per le autofunzioni pari. Il lato destro
dell’eq. (2.23) ¢ stato riportato per 2a = 0.8,1.0,1.2

20[ 1

I 20a _

X

5]

| tanh(x)
1.0}
05F

L Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L X = ga
0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Figura 2.8. Soluzione grafica dell’equazione per le autofunzioni dispari. Il lato destro dell’eq.
(2.24) ¢ stato riportato per 2a = 0.8,1.0,1.2

Puo esistere una soluzione, purché la pendenza nell’ origine della funzione a destra
nell’eq. (2.24) sia inferiore a quella della funzione a sinistra, la tanh €a, che ¢ 1.

d X 1

— = 1.
dx2Qa—x|._, 2Qa <

E facile vedere che si tratta di uno stato eccitato. Infatti I’intersezione, essendo

tanhea < 1, si ha per valori di €a < a, mentre per le autofunzioni pari si aveva

. . . . 2 N\ N
per €a > Qa, quindi ’energia corrispondente £ = fg’—mez ¢ piu alta.
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La separazione tra i due livelli tende a zero nel limite di grande distanza tra le due
0. Infatti entrambe le funzioni sul lato destro delle eq. (2.23), (2.24) valgono 1 in
€a = Qa ed anche la funzione tanh €a tende a 1 per a grandi.

2.14 Diffusione su potenziale a doppia &

Risolvere I’equazione di Schrédinger per 1’energia potenziale

2
V(x):EQ(S(x—a)+5(x—|—a)) Q>0

calcolando le autofunzioni dell’Hamiltoniano corrispondenti a un problema di diffu-
sione e i relativi autovalori. Discutere la dipendenza dall’energia del coefficiente di
trasmissione.

Soluzione

Poiché V(x) > 0V x, gli autovalori di . sono positivi. Fissato E = h*k>/2m > 0, le
autofunzioni relative ad E corrispondenti ad una particella che si muove inizialmente
nella direzione positiva dell’asse x sono del tipo:

ekx —|—Re‘”‘", sex < —a;
Ve (x) = Ae™ + Be ™ se |x| < a;
Tel*x, se x > a,
dove la densita di corrente incidente ¢ stata posta pari a \1|2%. Le condizioni di
continuita di y e di discontinuita della sua derivata y’
Y(Ea") —y(Fa") =0
Y (£a") — /(2a") = 2Qy(+a)

determinano completamente i coefficienti R,A,B,T":

e—ika _|_Reika _Ae—ika _Beika =0

Aeika +Be—ika o Teika =0

(2Q +ik)e *a + (2Q — ik)Re™*® — ikAe~* + ikBe* = 0
ikAe*a — jkBe~*a 4 (2Q — ik)Te'** = 0.

Ne deriva che ogni valore positivo di E ¢ autovalore dell’Hamiltoniano. Ponendo ora

ik—2Q 20
o= =1+i—

. _ ika
ik P 0 B=e

laIT e 1a IV equazione diventano

{ﬁA+ﬁ*B:ﬁT
BA—B*B=paT.



36 2 Sistemi unidimensionali

Ricaviamo cosi

1 B 1
A=5(Il+a)T  B= Ei(l—a)T.

Ritornando al sistema, dalla I e dalla III equazione si ottiene
B*(1+a*)+B(1—a)R=B*(1+a)T
Br(1—a")+B(1+a)R=E(1-a)T,

dalle quali, con semplici passaggi, si ricava 1’espressione per T:

1

dove y=Q /k.
Il coefficiente di trasmissione & \T|2, che, dopo qualche passaggio diventa:

1
2 _
71" = (1+92)2+9y*+29?[(1 — ¥?) cos4ka + 2ysindka]

Notiamo che

e limy|T|? =1limy_w|T|> = 0, ciot nel limite di bassa energia il coefficiente di
trasmissione si annulla;

o limy_ . |T|* =limy_0|7T|*> = 1, ciod nel limite di alta energia si ha trasmissione
completa;

e |T|? presenta delle oscillazioni corrispondenti alle oscillazioni di (1 —y*) cos 4ka+
2ysin4ka.

2.15 Diffusione da parete in presenza di potenziale o

Sia data una particella di massa m proveniente da x = +oo con energia E > 0 che urta
contro il potenziale unidimensionale della forma

V( ) oo, se x < —a;
X) =
Q6(x), sex>—a.

a) Cosa succede nel caso classico?

b) Trovare la forma della funzione d’onda per x < 0 e per x > 0.

¢) Trovare la probabilita di riflessione.

d) Trovare lo sfasamento dell’onda riflessa (rispetto al caso 2 = 0) per x = +-oo.

2mE )

e) Discutere la dipendenza da % (k= delle espressioni trovate per lo

sfasamento e per I’ampiezza della funzmne d’onda nel tratto —a < x < 0.
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Soluzione

a)

b)

c)

d)

Nel caso classico la particella, qualsiasi sia la sua energia, viene riflessa nella
posizione x = 0. Questo pud essere compreso pensando la funzione & come
il limite di una funzione rettangolare il cui spessore tende a zero mentre la
sua altezza tende a +oo. La particella dovrebbe avere energia infinita per
poter passare.

Dato il potenziale, I’autofunzione di energia E richiesta avra la forma

) Asin(kx+96), se —a<x<0; ‘ 2mE

x) = . . , con k=4/—,

v e~k 4 Rt se x> 0. >
dove si ¢ posto uguale ad uno il coefficiente che rappresenta il moto verso la
barriera. La funzione d’onda si deve annullare in x = —a, per cui 6 = ka.
Poniamo s
m
o= eat (2.25)

che ha le dimensioni di [Lunghezza]_l, cioe le stesse di k, in quanto la §

di Dirac ha anch’essa dimensioni [Lunghezza) ' e Q ha le dimensioni di
[Energial[Lunghezza). Le condizioni di continuita della funzione d’onda e
di discontinuita della sua derivata prima in x = 0 danno luogo al sistema

y(0")=w(0") = Asinka=1+R
v (07)—y/'(07) = ay(0) = —kAcoska—ik(1—R)= aAsinka,

che ha soluzione
B 2ik
" kcoska+ asinka — iksinka
kcoska+ a sinka + ik sinka

R=-— . 2.26
kcoska+ asinka — iksinka ( )

Risulta cosicompletamente determinata la funzione d’onda.
Poiché R ¢ il rapporto di due quantita complesse coniugate, il coefficiente di
riflessione ¢ dato da

IRI>=1.
Come nel caso classico si ha riflessione completa, ma la funzione d’onda &
non nulla tra la barriera a § e la parete impenetrabile.

Detti p e 0 rispettivamente il modulo e la fase del numeratore di R, si ha
e® ~ tanka
R= e’”LB = /%7 dove 6 =arctan —g—— .
pe ! 1+ 7 tanka

In assenza della § basta porre 2 = 0, ciog o = 0 nelle formule. Si ottiene
0 —>60=ka e R—Ry=eatm,
Lo sfasamento dovuto alla barriera ¢ quindi:

tanka

Ap =20 —20) =2arctan ——————— —
¢ 0 are anl+%tanku

ka.

37
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e) Consideriamo prima I’andamento di A ¢ in funzione di a/k = 2mQ /1*k. Si

nota che:
e A@=0,aparteil caso banale in cui & =0, se tanka = 0, cioe se ka =nm,
conn=0,1,2,.... In questi casi la barriera diventa trasparente.

Per piccoli valori di a/k lo sfasamento tende a 0.
Nel limite @/k — 4o A¢@ tende asintoticamente a —2ka, che corri-
sponde a R = —1, cio¢ alla situazione in cui anche la § diventa una
barriera impenetrabile. Per questo motivo il parametro 2 viene spesso
detto opacita.
Studiamo ora il comportamento dell’ampiezza A della funzione d’onda per
x < 0, o, meglio, del suo modulo quadro:

4K 7
(kcoska+ otsinka)? +k2sin’ka
4
(coska+ ¢ sinka)? +sin*ka

A2 =

e Ak fissato, |A|> assume il valore 4 per o /k = 0.

e Sempre considerando k fissato, |A|> & funzione decrescente di a/k,
confermando cosiil ruolo di Q. Ha, inoltre, un punto di massimo in
corrispondenza del valore o /k = — cotka.

e Il massimo rappresenta un fenomeno di risonanza, fenomeno che puo
essere studiato meglio ad « fissato. In figura 2.9 si nota la presenza di
una struttura a picchi che si attenua a grandi energie.

(1A1)y?

L L L L L L L L L L L L L L 1 ka
— 4 6 8 10

Figura 2.9. |A|2 in funzione di ka per a = 1 (curva blu) e @ = 3 (curva rossa)
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2.16 Stati legati di un potenziale V (x) oc —coshx 2

Considerare una particella di massa m nel potenziale unidimensionale

ﬁ 1

m cosh?® x

V(x) =

a) Mostrare che
y(x) = (tanhx + C) exp(ikx)

¢ soluzione dell’equazione di Schrodinger per un particolare valore della
costante C. Determinare tale valore e I’energia corrispondente a tale solu-
zione. Studiando gli andamenti asintotici di y(x) calcolare i coefficienti di
riflessione e di trasmissione.

b) Mostrare che anche

o(x) = —

~ coshx

soddisfa I’equazione di Schrodinger. Mostrare che si tratta di uno stato lega-
to e calcolarne 1’energia. Dare un argomento a favore del fatto che si tratta
dello stato fondamentale.

Soluzione
Definito
2mE
€= 7}12 s
I’equazione di Schrodinger diventa:
d2
W‘V(X) + m‘l’(") +ey(x) =0.

a) Imponendo che y(x) ne sia soluzione si trova:

(€ —k*)(tanhx +C) +

ik+C)=0.
coshzx( )

Questa relazione risulta verificata Vx purché:
e=k> e C=—ik
Nel limite x — +oo

. ikx
Y(x) — (1= ik)e™,

mentre per x — —oo

v(x) —— —(1+ik)e™™.

X—>o0
Non vi & quindi componente riflessa (o< e~ #*):

R=0 e T=1.
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b) Per quanto riguarda ¢ (x) sostituendo nell’equazione di Schrodinger si ottie-

ne:
1 2 £

~ coshx + coshx + coshx -

e quindi
e=-1.

Notiamo che per |x| — o ¢(x) — 0, quindi ¢ (x) rappresenta uno stato le-
gato. Inoltre si tratta di una funzione priva di nodi, e quindi si tratta di uno
stato fondamentale.

2.17 Oscillatore Armonico: operatori posizione e impulso
Calcolare gli elementi di matrice degli operatori posizione e impulso nella base del-

I’energia dell’ Oscillatore Armonico. Valutare i valori medi di entrambe le grandezze
in un autostato dell’energia.

Soluzione

Utilizzando le espressioni per gli operatori x e p in termini degli operatori a e a'
(vedi A.14) e ricordando che (A.15)

aln) =+/nln—1) a*jn)=vVn+1|n+1)

si ha

g = k) = [ 5 (il a YK = 4o [VE i + VR T8
pix = Uilpl) = /™22 (l(a—a") 1)

[h
—1 mT(D {\/];5k3j+1 _Vk+16k,j71} .

Per quanto riguarda i valori medi, essi sono entrambi nulli:

<x>p=(klx|k) =0 < p>=(klplk) =0.

2.18 Oscillatore Armonico: energia cinetica ed energia potenziale

Calcolare gli elementi di matrice degli operatori x> e p? nella base dell’energia del-
I’Oscillatore Armonico. Far vedere che, in un autostato dell’energia, il valor di attesa
dell’energia cinetica e dell’energia potenziale sono uguali.
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Soluzione
Utilizzando la (A.14) si ha
() jk = (jlP k) = 5 (la® + (a7)? +aa’ +a'alk)

(P?)ji = (jIP*[k) = =32 (jla* + (a")* — (aa’ +a'a) k).

Dalla (A.15) otteniamo
(jla*|k) = Vk (jlalk — 1) = /k(k —1) & j2
(jl(a")?ky = Vk+1{(jla'|k+1) = w/k+1 (k+2) 82,

mentre, da [a,a'] = 1,
. . 2 .
(jlaa" +a'alk) = (j|1 + 24" alk) = %m%m = (2k+1)8x.

Sostituendo si ha, per gli elementi di matrice richiesti,

) jp = 5 [«/k(k— ) ot/ (k+1)(k+2) 8 2+ (2k+ 1)@,4
()=~ [ A= 1) 82+ 3/t 1) (k+2) 82— (k+ 1)84] -

I valori medi, detta Ej 1’autovalore dell’energia per lo stato |k}, sono dati da

h E
2 2 k
<x* > =(k kf—2k+1A—7

hma)
< p* >i= (k|p?|k) = 5 (2k+1) = mEy

da cui si vede che i valori medi dell’energia cinetica e dell’energia potenziale so-
no entrambi uguali a meta dell’energia del livello. Abbiamo, pertanto, ritrovato il
risultato ottenuto applicando il teorema del Viriale (vedi problema 1.10).

2.19 Oscillatore Armonico: aspettazione di x*

4

Calcolare il valor di attesa dell’operatore x* in un autostato dell’energia dell’Oscil-

latore Armonico.

Soluzione
Utilizzando la relazione di completezza e i risultati del problema 2.18 si ha

o C h2
<t >; = (k) = Z<J\lek (ki) = Z! (k)| _ZW

[\/ k= 1) 8 jea+ v/ (k+ 1) (k+2)8n+ 2k+1)5,k}
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Sviluppato il quadrato i prodotti di 6 con indici differenti non danno contributo:

2
4 _ o . . . 21
<x'>j= s JU-D+0G+ D0+ +2j+1)] =
3 o,
= I [2/%+2j+1].

2.20 Oscillatore Armonico: proprieta dello stato fondamentale

Un oscillatore armonico di massa m e costante elastica k si trova nello stato fon-
damentale. Si calcoli la probabilita di trovarlo al di fuori della zona permessa
classicamente.

Soluzione

La regione permessa classicamente ¢ il segmento compreso tra i due punti d’inver-
sione del moto =+, dove

_ 2E
X=14/—
k
ottenuto risolvendo 1’equazione
[
E=V(x)= Ekx .

Nello stato fondamentale E = hiw/2(w = /k/m), mentre lo stato & descritto dalla
funzione d’onda (vedi A.3)

Po(x) = (%) : ¢ mos* /28,

Tenendo conto della simmetria della distribuzione di probabilita risultante, la proba-
bilita richiesta ¢ quindi

P=2 [ latofar=2- [ e
= X X = —F= e X =
b 0 L

- % [éﬁ—/le_xzdx} =1-2Erf(1)=1-0.84=0.16. (227
0

dove

1 )
E’f()’):ﬁ/;e_x dx

¢ la funzione errore, che si trova tabulata o si calcola per via numerica.
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2.21 Stato di un Oscillatore Armonico I

Un oscillatore armonico di pulsazione @ & in uno stato sovrapposizione degli
autostati dell’Hamiltoniano corrispondenti ai due livelli pill bassi di energia.

v) = al0) +B|1).
Trovare

a) a quale condizione il valore di attesa della posizione ¢ diverso da zero;
b) per quali valori dei coefficienti tale valore di attesa assume il valore massimo e
il valore minimo.
Soluzione
I coefficienti devono soddisfare la condizione di normalizzazione
la)® +|b)* = 1.
Fissando la fase arbitraria possiamo considerare a reale:
ly) = al0) +/1—a2e®1).
a) Il valore di attesa della posizione ¢ (2.17)

<x>=la? <0|X|0>+|b\ (11X|1) +a*b(0|X|1) +ab*(1|X|0) =
= 2NR(a"b) \/ av'1—ad?cosé

dato che il valore di attesa della posizione in un autostato dell’energia ¢ nullo.
Perché < x > sia diverso da zero, dando per scontato che a e b siano non nulli,
occorre che

cosd £0 < 575(11—1—;)77: conn e N.

b) Per determinare massimo e minimo di < x > annulliamo che derivate rispetto ai
due parametri a e §:

d<x> [ h (1-24%)
T—Z ﬁCOS& 0
8<x> — ayv'1—a%sind =0.

Dalla seconda condizione ricaviamo sind = 0 che implica b = +v/1 —d2. La
prima condizione non pud quindi essere soddisfatta da cosd = 0, ma solo da
a== \1[ In definitiva, sempre tenendo conto della fase arbitraria:

2

v)=—7 100+ —=1).
ﬁ f
Dall’espressione per < x > si vede che esso diventa massimo quando il segno ¢
+ e minimo quando il segno & —.
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2.22 Stato di un Oscillatore Armonico I1

Si sa con certezza che lo stato di un oscillatore armonico di pulsazione @ non
contiene stati piu eccitati del secondo livello:

W) = al0) +b|1) +c[2).

Si sa inoltre che il valore di aspettazione della posizione x all’istante considerato &
zero e che il valore di aspettazione dell’energia & (3/4)ho.

Che si pud dire dei valori di a,b, ¢ nell’ipotesi che siano reali? E completamente
determinato lo stato in queste condizioni?

Soluzione

Ricordando che (A.14)

x|n>:1/2nh1w(a+a+)|n>:\/%(\/ﬂn—l)ﬁ-\/n-l—l\n-l—l)), (2.28)

si ottiene
h
<x>=4/=——(2ab+2V2bc) =0 (2.29)
2mo
che ha due soluzioni

a) b#Oea:fﬂc;
b) b=0.

Abbiamo a disposizione altre due equazioni
a+b 4t =
a’+3b*+5¢ =

1 (condizione di normalizzazione)
3 . .
3 (condizione sull’energia) .

Nel caso a) si ottiene:

V3 V5 3
C_:t77 b—:l:lT, a==F E

che & incompatibile con I'ipotesi di realta dei coefficienti. Nel caso b) si ottiene:

1 7
b=0, C—izﬂ, a=+ g

Si hanno, in definitiva, due possibili determinazioni dello stato, a seconda che a e ¢
abbiano segno concorde o discorde.

Attenzione: L’ipotesi di realta dei coefficienti, benché utile a rendere risolubile
il problema, ha poco senso fisico, poiché la fase di ciascuno di essi non & misurabile.
Di fatto, i risultati di questo problema possono dipendere dalla definizione utilizzata
per gli operatoria e a.
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2.23 Proprieta generali dei potenziali periodici

Un potenziale V (x) che verifica la relazione
V(x+na)=V(x) per n=0,£1,42,... (2.30)

¢ detto potenziale periodico di passo a. In questo caso 1’equazione di Schrodinger &
invariante per trasformazioni
X —x-+na,

per traslazioni, cioe, di multipli interi di a.
Siano u (x) e uz (x) due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione di Schrédin-
ger. Per I’invarianza, anche

ui(x+a) e up(x+a)
sono soluzioni. Deve risultare quindi:

ur(x+a) = cpup(x) +ci2u2(x) (2.31)
up(x+a) = cpui(x) +capuz(x). (2.32)
Dimostrare che

a) Teorema di Floquet: tra tutte le soluzioni dell’equazione di Schrodinger ne
esistono due, ¥ e Y, che godono della proprieta

Y(x+a) =Ay(x) (2.33)

dove A & una costante;
b) Teorema di Bloch: tali soluzioni si possono scrivere nella forma

e (x)

y(x) =¢

dove uy(x) & una funzione periodica di x con passo a:

up(x+a) = u(x).

Soluzione
a) Per le soluzioni del tipo (2.33) dovra anche risultare
y(x+na)=A"y(x) per n=0,£1,42,... (2.34)
Se y ¢ soluzione, ¢ possibile scriverla nella forma
y(x) =Au(x) +Buz(x).
Dalla (2.31)

y(x+a) =Aui(x+a)+Buy(x+a) =
= (Acl_yl +BC271) uj (x) + (ACLz +BC272) ug(x).



46

b)

2 Sistemi unidimensionali
La v verifica la proprieta (2.33) se

Acy1+Bcyy = AA
Acip+Bcyp = AB

che costituisce un sistema lineare omogeneo di due equazioni nelle incognite A
e B ed ha soluzioni diverse da quella banale se e solo se

cii—A
cla2 c2—A

o

Questa & un’equazione quadratica in A, le cui soluzioni A; e A, permettono di
determinare effettivamente due soluzioni Y| e W, aventi la proprieta richiesta.
Dimostriamo, prima di tutto, che A; e A, sono sono complessi coniugati e di
modulo 1. Notiamo che il Wronskiano di y e y»

W(x) = vy, — vy,

soddisfa la relazione
W(x+a)=A4AW(x).

Il Wronskiano di due autofunzioni corrispondenti allo stesso autovalore & co-
stante (p.e. Messiah [9] vol.I cap. II1.8), quindi

MAy = 1.

Le funzioni y e y, saranno accettabili se e soltanto se |A;| = |A;| = 1. Infatti se
accadesse che |A;| > 1, ’ampiezza della y;, crescerebbe oltre ogni limite per x —
+oo, mentre, se fosse |A¢| < 1, la stessa cosa accadrebbe per x — —oo. Pertanto

possiamo scrivere
Al — etku , 312 — eflka

dove k ¢ un numero reale. Poiché le y; sono funzioni periodiche di k& possiamo
limitarci a considerare i valori di k tali che

T
~= <k <

a

SRS

sufficienti a determinare tutte le autofunzioni possibili. Per tutte le autofunzioni
limitate si avra quindi (2.34):

V(x+na) =e"y(x) per n=0,+£1,42,....

Questa espressione mostra che le proprieta di invarianza del potenziale per tra-
slazioni di una lunghezza pari al passo a, si riflettono sulla funzione d’onda in
modo tale che, spostandoci di un numero intero di passi, essa sia modificata di un
semplice fattore di fase. Le osservabili fisiche non sono influenzate dalla trasla-
zione, cio¢ la misura di una qualsiasi di esse non consente di dire se ci troviamo
inxoinx-+na.
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Se scriviamo la y(x) nella forma

kx

v (x) = e™u(x)

la uy (x) deve essere una funzione periodica di x con passo a:
up(x+ a) = u(x).

Questo risultato & noto come Teorema di Bloch. Esso presenta le soluzioni come
onde piane, le soluzioni per particelle libere, modificate da un’ampiezza che
riflette le proprieta di periodicita del potenziale.

2.24 Pettine di Dirac

Il pitt semplice potenziale periodico che si possa considerare ¢ il cosiddetto Pettine

di Dirac:
oo

Vix)=—Q 6(x+na
() =— n;m ( );
una sequenza infinita di delta di Dirac posizionate nei punti x = na con n intero
relativo o nullo.
Determinare le autofunzioni di Bloch dell’Hamiltoniano e mostrare che lo spettro &
composto di bande continue di autovalori.

Soluzione

In ciascuno degli intervalli |na, (n + 1)a] la particella & libera, quindi possiamo con-
siderare, fissato I’autovalore E dell’energia, come soluzioni fondamentali le onde
piane:
2mE

n
Cerchiamo ora le soluzioni limitate di Floquet (vedi problema 2.23), cioe tali che, se

1qx 2
*  dove ¢q° =

up(x) =e" e up(x)=e"
y(x) = Ae'¥ + Be %" nell’intervallo 0 < x < a,
risulti anche
v(x) = etka y(x—a)= etka [Ae’q()‘*‘” +Be*’q(x*“)] nell’intervallo a < x < 2a.

Imponiamo la continuita della soluzione e, data la presenza di una & di Dirac sulla
frontiera (vedi (2.21)), la discontinuita della sua derivata prima:

v(a®) = yla)
V(@) =vy'(a)+22y(a).
Sostituendo, si ottiene il sistema

elka(A—i-B) — Aelqa _|_Befzqa
1ge" (A — B) = 1g(Ae" — Be 1) +2.Q (Ae'?" + Be 9%,
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cio¢

(ezku _ ezqa>A + (elkd _ e*lqu)B -0

Q Q
[e’k" —ele <1 — 21)} A— {e‘k“ —e '@ (1 +2l)] B=0.
q q

Si tratta di un sistema omogeneo, e, per ottenere soluzioni diverse da quella banale,
occorre imporre la condizione

etka — elqa etku _e—lqa

e o (12,2 e — o (1.42,8)

| - 07
dalla quale con brevi passaggi otteniamo
Q |
coska = cosqa+ — singa. (2.35)
q
Le bande degli autovalori dell’energia sono, percio, definite dalla condizione
Q |
cosqa+ — singa| < 1. (2.36)
q
Una volta trovati i valori di g che soddisfano la disequazione (2.36), in corrisponden-

za di ciascuno di essi € possibile determinare dall’equazione (2.35) il valore di k che
caratterizza le funzioni di Bloch. L’energia del livello ¢ data da:

2
R,
2m

Dalla figura 2.10 si nota che le bande proibite sono pili ampie per piccoli valori
di g e tendono ad annullarsi nel limite ¢ — co. Riportiamo in figura 2.11, ¢°, in

flga)
6 Qa=5
flga) = cos (qa) + %sin (ga)
qa
4 L
2,
L~

N A N

2 \ 4 / 6 8\ 10
2 [

Figura 2.10. Soluzione grafica della disequazione (2.36) per Qa =5
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figa)
lof Qa=5
80 -
60 |
40
20 |-
;_/:—
__._——.”l—. L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L L ka
2 4 6 8 10

Figura 2.11. L’andamento dell’energia in funzione di ga confrontato con il caso della
particella libera (Q2a = 5)

pratica I’energia, in funzione di k, confrontata con la parabola k2, che si avrebbe se
le autofunzioni fossero le onde piane, cio¢ se il moto fosse libero e ¢ coincidesse
con k. Le due curve coincidono nei punti k = %, cio¢ al limite superiore di ciascuna
banda.

Vediamo ora I’influenza del valore del parametro 2, 1’opacita, sullo spettro. Se
esso tende a zero, I’equazione (2.35) comporta che k — g, ciog il reticolo cristallino
diventa trasparente, le bande proibite sempre piu piccole fino ad annullarsi. Se invece
£ — oo, la funzione a secondo membro della (2.35) assume valori sempre piu gran-
di e soddisfa la condizione (2.36) per intervalli sempre piu limitati di ¢g. Le bande
permesse degenerano nello spettro discreto che corrisponde alla situazione in cui in
ogni segmento di passo a ¢’€ una buca con pareti impenetrabili.

2.25 Modello di Kronig-Penney

Il modello di Kronig-Penney consiste di una sequenza infinita di barriere rettangolari
con altezza del potenziale Vj, larghezza b e separate da una distanza a — b, in modo
che a costituisce il passo del reticolo.

Determinare le autofunzioni di Bloch dell’Hamiltoniano e mostrare che, per
energie E < Vp, lo spettro ¢ composto di bande continue di autovalori.

Soluzione

Per risolvere il modello utilizzeremo un metodo leggermente diverso da quello usato
nel caso del Pettine di Dirac (problema 2.24).
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Vi(x)

-b 0 a-b a X

Figura 2.12. Il modello di Kronig e Penney

Nel corso della dimostrazione del Teorema di Floquet (problema 2.23) abbiamo visto
che

2'1 — elka e A«Z — eflka

sono gli autovalori della matrice
c11 1
€12 €22

che permette di scrivere le funzioni d’onda cercate in termini di due qualsivo-
glia soluzioni dell’equazione di Schrodinger. Risolvendo I’equazione agli autovalori
troviamo:

2
cl,1t+c22 1,1+
AMa= — = \/(2 +cipc1—cr 1620

Questo risultato, combinato con I’espressione per A; e A, comporta
c11+c0 =M+ A =2 coska. (2.37)

Construiamo ora due soluzioni linearmente indipendenti u; (x) e uz(x) per il poten-
ziale in oggetto, corrispondenti ad autovalori E < Vj. Introduciamo le grandezze

o — \/2m(V0—E) e ﬁ _ \/2mE

h n

Una soluzione ¢ data da
ui(x) =e* per —b<x<0

o
up (x) :cosBerE sinfBx perO<x<a-—b,

dove abbiamo posto uguale a 1 il coefficienti di #; e abbiamo imposto la continuita
della funzione d’onda e della sua derivata in x = 0.

In modo del tutto analogo possiamo determinare una soluzione indipendente u;
data da

ax

up(x)=e” per —b<x<0

o
up(x) =cosfx——sinffx perO<x<a—b.

B
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Spostandoci nella regione occupata dalla successiva barriera, tra a — b e a dobbiamo
avere:

ox

ur(x) =cr1e* +cipe” pera—b<x<a

ox

ur(x) = cp1* +cppe” pera—b<x<a.

Nel punto x = a — b le funzioni e le derivate prime devono coincidere per entrambe
le funzioni u (x) e up(x). Questo porta al sistema:

o

COSB(a - b) + E SinB(a — b) =c1 ea(afb) + ci2 e*(x(afb)
COSB(G - b) - % Sinﬁ(a — b) = 0271 ea(afb) + C2’2 e*O!(a*b)

—Bsinf(a—b)+oacosfla—b) = o (Cl,l e®@=b) fclge_a(”_b))

—Bsinf(a—b)—oacosf(a—b) = o (6271 edla=b) _ 22 efa(afb))

dal quale ¢ possibile determinare i coefficienti c¢; . Risolvendo la seconda e la quarta
equazione per ¢ | € ¢12 € sostituendo nelle altre due equazioni possiamo ricavare:

az_ﬁz
cy = 2B e®sinB(a—b) +e* cos B(a—b)
2_g2
€22 = aza[f e “sinf(a—b)+e PcosP(a—b).

Infine, utilizzando la relazione (2.37) otteniamo:

a2_ﬁ2

208

Come nel caso del Pettine di Dirac, questa relazione consente di determinare k solo
quando il secondo membro & compreso tra —1 e 1, dando cosiorigine allo spettro a
bande.

coska =

sinh b sin B (a — b) + coshab cos B (a—b). (2.38)
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3
Sistemi in 2D e 3D e Momento angolare

3.1 Oscillatore Armonico piano

Un oscillatore armonico piano ha come Hamiltoniano
[EPC S N S POE S

a) Si dica quali sono i livelli energetici e la loro degenerazione;
b) si scriva I’Hamiltoniano in termini degli operatori

- ( iay) - (a —iay)
= ay +iay _= ay — iay
W= ’ = ’

on
_ me _me
SN2 TN 2men P TN 2 DTN 2men Y

e dei loro hermitiano coniugati;
¢) siscriva I’operatore momento angolare per questo problema; cosa si puo dire sul
momento angolare a fissato livello di energia?

C

Soluzione

a)
H = 0+ I :hw(aiaera;aqul).

Gli autovalori di ## sono dati da
E=(n+1)hw conn=0,1,...

ai quali corrispondono gli autostati |ny,ny) con ny +ny = n, ne >0, ny, > 0, che
possiamo anche scrivere nella forma

|k,n—k) conk=0,1,...,n.
E, ¢ quindi degenere n+ 1 volte.
© Springer-Verlag Italia S.r.1., parte di Springer Nature 2018
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b) In termini degli operatori 7 si ottiene
() )
ay = — _) ay=——2 —n-
VR SN

A =ho(min.+n'n_+1).
c) Per questo sistema il momento angolare ha solo componente lungo 1’asse z.

Poiché
h 1 /hmw
qx = 2ma)(aX+aD Px:? T(ax_“i)a

h i
L = qxpy—qypx = Y, [(ax—l—a;)(ay —a;) - (ay—l—a;)(ax—ax)] =
= % [alay — aua]

- (axay —axay| .

abbiamo

In linea di principio dovrebbe essere possibile trovare un set di autostati comuni
ad 7 ed L, poiché si dimostra facilmente che i due operatori commutano. Ci
limitiamo tuttavia a studiare, come richiesto, gli elementi di matrice di L nei
sottospazi relativi a ciascun autovalore dell’energia, cio¢ a n fissato. Si ottiene

(K ,n—K|Llk,n— k) = ? (VD=1 S a1 = VA=K D) b 1),

con k=0,1,...,n. Si vede subito che gli elementi diagonali, cio¢ i valori di
aspettazione di L negli autostati dell’energia che abbiamo trovato, sono nul-
li. In questi autostati accade quindi o che ¢ = 0, oppure che sono presenti
combinazioni di £ e di —¢ che si compensano.

In ciascun sottospazio relativo ad un valore E,, la matrice di L ha questa forma:

0 NG 0 0 0 0

N 0 2(n—1) 0 0 0

0 —\/2(n—1) 0 3(n—2)--- 0 0

L;(f.)/c: 0 0 —/3(n—2) 0 0 0
0 0 0 0 - 0 n

0 0 0 0 - —=no

LM e tridiagonale, antisimmetrica rispetto alla diagonale principale, simmetrica
rispetto a quella opposta. Si pud dimostrare in generale che il numero quantico
¢ & soggetto alla condizione:

{=—-n,—n+2,....n—2,n.
Si possono facilmente calcolare gli autovalori per i primi valori di n:

pern=0,¢{=0
pern=1,¢=+1
pern=2,¢=0,£2
pern=3,¢=4+1,43.
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3.2 Oscillatore Armonico sferico

Si consideri un oscillatore armonico tridimensionale di pulsazione @. Gli autostati
dell’Hamiltoniano dipendono da tre numeri interi positivi o nulli n,, ny,n;:

3 3
E(ny,ny,n;) = ho (nx+ny+nz+ 2) =ho (n—l— 2)

In) = |”mnyv”z>~

a) Esprimere gli operatori di momento angolare Ly, Ly, L, in funzione degli operato-
ri di innalzamento ed abbassamento pertinenti ai vari gradi di liberta, ay,a, ay,
a;r, a, aj, definiti in maniera usuale, e calcolare il commutatore di L, con
I’operatore Numero relativo alla direzione z: N; = a; a.

b) Considerati i tre autostati con n, +ny, +n, = 1, determinare le loro combinazioni
che corrispondono agli autostati di L, e calcolarne i corrispondenti autovalori
(di L,).

Soluzione

Per ciascuno dei gradi di liberta k = x,y, z sono definiti gli operatori

=1/ ax+a =—/— (ak—a
qk Ymo k & Pk ; 3 k k
mao L 1 e 4 mw . 1
ay =/ —— W —— a, =\ — qx—i\| ——
k 2n N 2men P k 2n N 2men P

che soddisfano le relazioni:

[ax,aj] = [ a]) = 0 [, af] = 8 .
a) Calcoliamo le componenti del momento angolare

h +
Ly = qyp; — q:py = Y, [(ay —l—a;)(az —a;) — (az+a)(ay _a;cﬂ =

h

— It
=2 [a

yaz — aya;] .

Analogamente si trova

h
Ly= 7 [a;rax - azau

n
L,= 7 [a};ay — ayai] .

Il commutatore tra L, e N, ¢

h
[L;,N;] = n [aiay —ayaLNz] =0.
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b) II generico stato con ny +ny +n, =1¢

1) = al1,0,0) + 5|0, 1,0) +c|0,0, 1).

Poiché abbiamo visto che [L;, N;| = 0, cerchiamo gli autoket comuni ad entrambi
gli operatori. Si vede subito che

Sea=b=0ec=1sihaN,|l)=N,0,0,1)=1-]0,0,1).
|0,0,1) & anche autoket di L, corrispondente all’autovalore 0. Infatti

h
L.|0,0,1) = - [alay — aya}] [0,0,1) = 0.
- x4,

Se ¢ = 0 risulta: N;|1) = N;[a|1,0,0) + 5|0,1,0)] = 0. Cio¢ per qualsiasi
valore di a e b si ha un autoket di N, corrispondente all’autovalore 0. Cer-
chiamo per quali valori di a e b esso ¢ autoket di L, imponendo che soddisfi
I’equazione agli autovalori

h
[—al0,1,0)+b|1,0,0)] = mh[a|1,0,0)+b[0,1,0)].

i

L;[al1,0,0)+b[0,1,0)] =

Si ricava subito

f%a:mb

%b:ma

Per m = 1, imponendo la condizione di normalizzazione |a|* + |b|*> = 1,
troviamo I’autoket

1
n=1,L,=+h) = —[|1,0,0) +i|0,1,0)],
I =1,Le= +) = = [1,0,0) +il0,1,0)]
mentre per m = — 1 troviamo 1’autoket
1 ;
ln=1,L,=—h) = —=]|1,0,0) —i|0,1,0)].

V2

3.3 Riflessione e rifrazione in 3 dimensioni

Considerare il seguente gradino di potenziale in 3 dimensioni

0, sex<O,
Vo, sex>0.

V(X’Yaz) :{

Derivare le leggi di riflessione e rifrazione per un’onda piana che incide obliqua-
mente sulla discontinuita del potenziale e determinare le condizioni per la riflessione

totale.
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Soluzione

Notiamo che 1’equazione di Schrodinger ¢ separabile in coordinate cartesiane, essen-
do I’Hamiltoniano dato da:
2 2 2
Py | Pl
e se x <0,

2 2 2
2m+v0+2m+2m’ sex > 0.

=

Come si vede dall’Hamiltoniano il sistema & simmetrico per rotazioni intorno al-
I’asse x, possiamo quindi fissare la direzione di incidenza nel piano xy, ponendo
p. = E; = 0. In questo modo il problema coinvolge solo le due dimensioni x e y. Per
la separabilita abbiamo:

E=FE+ Ey )

e, per la relativa autofunzione,
x,y) =w(x)9(y).

Nella coordinata y il moto ¢ libero, mentre nella coordinata x si ha un potenziale a

gradino. Ponendo
2mE; 2mE,
CEVTE o R T

abbiamo, fissando uguale a 1 il coefficiente dell’onda incidente,

o) =
) ek 4 Re e se x < 0
x) = .
v Te'9*, sex>0
dove
- 2m(Ex — V())
qx = 72 .

Sono cosiindividuati 3 vettori d’onda:

Il vettore dell’onda incidente k = (k,, k,) dato dalle condizioni iniziali;
Il vettore dell’onda riflessa k' = (k}, ;) = (—kx, ky);
I vettore dell’onda trasmessa q = (gy, ky).

Denotiamo con a, o e B rispettivamente gli angoli tra questi vettori e 1’asse x.
Troviamo subito che I’angolo d’incidenza e 1’angolo di riflessione sono uguali o =
a/
Imponendo le condizioni di continuita sulla frontiera delle due regioni con
diverso potenziale (x = 0), si ottiene
k=K, 2k

= T = .
etk S T etk
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La situazione presenta analogie e differenze rispetto al caso delle onde elettroma-
gnetiche, per le quali vale la legge di Snell. Nel presente caso Vp, cio¢ la variazione
del potenziale, assume il ruolo di cambiamento dell’indice di rifrazione. Tuttavia,
mentre per i fotoni vale la semplice relazione (n = indice di rifrazione)

0] E
k:— = —n,
cn hcn

per le particelle la relazione &

2m(E —Vp)

k= Py

In termini dei vettori d’onda gli angoli sono dati da

k2 4 12 [i2 4 2

ks +k ks + g
sina VBTG [E,1E -V
sin 3 /k§+k)2c E,+E;

Possiamo distinguere due casi:

sinqg = ——2~—  sinf8 =
X
2

Vo > 0. Se E <V, g, ¢ immaginario, e nella regione x > 0 la funzione d’onda ¢
smorzata esponenzialmente. Si trova che |R| = 1 e la corrente trasmessa &
nulla: siamo nel caso di totale riflessione. Se, invece, E > Vj, ¢, & reale e si
ha una corrente trasmessa; abbiamo sin 3 > sin e quindi 8 > . Questo ca-
so corrisponde, quindi, al passaggio della luce da un mezzo piu rifrangente
ad uno meno rifrangente.

Vo < 0. Qualsiasi sia il valore di E > 0 abbiamo & > 8. E quanto accade quando la
luce passa da un mezzo meno rifrangente ad uno piu rifrangente.

3.4 J? e J.: proprieta degli autostati

Gli operatori J4. = J; 3=iJy svolgono il ruolo di operatori di innalzamento/abbassamento
della componente z del momento angolare:

J+\j,m>:c+|j,m+1> (3.
J_|j,m)=c_|jm—1). (3.2)

a) Calcolare i coefficienti ¢, e c— imponendo la normalizzazione degli autoket di
Jrel..

b) Calcolare gli elementi di matrice degli operatori J, J, € J; nella rappresentazione
relativa a JZ e J..
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¢) Mostrare che in un autostato di J? e J, corrispondente ai numeri quantici j ed m,
la massima accuratezza nella misura contemporanea di Jy e Jy si ottiene quando
Im| = j.

d) Calcolare il valore di attesa in un autostato di J e J, della componente del
momento angolare lungo una direzione 7 che forma angolo 6 con I’asse z.

Soluzione
a) Larelazione duale della (3.1) si scrive
(JymlJ— =% (jm+1]
e, quindi
(jsmlJ-d i jym) = lesP(jym+1]jm+ 1) = |ei
dalla quale si ricava
e+ ? = (jml-Ji|j,m) = (j,m|J? —J2 —n|j,m) =
= [h21(1+ 1) 7h2m2 7h2m]<j7m|jvm>a

e, ponendo uguale a 0 la fase di ¢,

cr =/ j(j+1) —m(m+1). (33)
In modo analogo si ottiene:
e =m/j(j+1) —m(m—1). (3.4)
Le due relazioni (3.1) e (3.2) possono essere, quindi, riscritte nella forma:
Jeljom) =/ j(j+1) —m(m=E1) |[j,mE1). 3.5)

b) Calcoliamo ora gli elementi di matrice delle tre componenti di J nella rappre-
sentazione | j, m):
)

n —
=5 [\/J(J+ 1) —=m(m+1) 8; jy 8y m—1 +

+ViG+ ) —mm—1)8; m,m’+1] (3.6)

)-
h —
=73 {\/J(H'l)—m(m‘f‘ 1) 8 i1 8pm—1 —

- \/](]+ 1) _m(m_ l)aj,j’ 'm,m’+1 3.7

Ji+J-
2

<ﬁwmmm=<ﬁw

Jy—J_
21

<ﬁﬁkmm=<ﬁﬂ

(s m! I | jym) = hm&; 8, . (3.8)
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¢) Cerchiamo, ora, il minimo nello stato |jm) delle indeterminazioni di J, e Jy, che
sono uguali per motivi di simmetria (come, del resto, si puo verificare):

(KA >P =<l > = <) >= (<Al > =<J; > — <]y, >

Sempre per motivi di simmetria, < J, >=<J, >. Questi valori di attesa sono
nulli; infatti, utilizzando i risultati precedenti, si ottiene:

<S> = <J’m‘JX|J7m> =

- g\/j(jJrl)fm(erl)<j,m|j7m+1>Jr

5 VIGF D= mlm= 1) Gomljm 1) =0,

Pertanto:
1 1
<AL > =<Jl>= 5 <P -J2>= LG+ Wi —m?h?) =
no
= S Li+1D—=n’]

che & chiaramente minima per |m| = j, il valore massimo che |m| pud assumere.

d) Il versore 7i in coordinate sferiche ha la forma
A= (sinBcos¢,sinOsing,cosH).
La componente di J nella direzione 7i €
J-i=J,sinOcos¢ +Jy sinOsin¢ +.J; cos 6.
11 valore di aspettazione cercato ¢ dunque:
(j,m|J-#A|j,m) = sinO@cos ¢ (j,m|Jy|j,m)+sin@sin¢(j,m|Jy|j,m)+
+cos0(j,m|J;|j,m) =hmcos6

dato che, come abbiamo visto, i valori di aspettazione relativi a Jx e Jy sono
nulli.

3.5 Misure di momento angolare in uno stato con / = 1

Si consideri un sistema in uno stato di momento angolare £ = 1. Dopo aver misurato
la componente del momento angolare lungo una direzione 7 che forma angolo 0
con I’asse z ed avendo trovato il risultato +7, si misura la componente del momento
angolare lungo ’asse z. Qual ¢ la probabilita di trovare il valore +7?

Soluzione

Ricordiamo che le componenti del momento angolare sono compatibili con il suo
modulo quadro; pertanto, le loro misure non modificano la proprieta di essere nello
stato con £ = 1.
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Svilupperemo, pertanto, i calcoli nella rappresentazione |¢,m) ponendoci nel sotto-
spazio relativo a £ = 1. Poiché m puo assumere i valori +1,0, —1 ai ket corrispondono
vettori colonna a 3 righe e agli operatori matrici 3 x 3.

Calcoliamo esplicitamente gli elementi di matrice di L,, L, e L, utilizzando le
espressioni (3.6), (3.7), 3.8) per j=¢=1

(Lx)m/,m = <laml|Lx|17m> =
h
= i {\/ 2—m(m—|— 1) 6m,m’—1 + v (2m(m+ 1) 5m,m’+1}
(Ly)m’.m = <1am/|Ly‘1vm> =

2% [‘/m 81—/ 2m(m+1) Sm,mlﬂ]

(Lz)m’.m = <1am/|LZ|17m> =mh Sm,m"

Possiamo scrivere esplicitamente queste matrici se associamo 1’indice i di riga o di
colonna con il valore di m nel modo seguente

m=+1,0, -1

i= 1, 2, 3.
Otteniamo cosi:
L= (o1 LN =100 0
X\fOIO yﬁOtO ) 00-1

E facile verificare che L, e L, hanno gli stessi autovalori di L;, come ci si aspetta,
dato che tutte le direzioni dello spazio sono equivalenti.
Gli autovettori di L, sono

1 0 0
yii=1|0 Y= |1 y_i=|0
0 0 1

Il versore 71 & dato da
il = (sin 6 cos @,sin O sin @, cos )
e la componente di L nella direzione 7i ¢
L-Ai=L,sinOcos¢ +LysinOsing + L, cos 0
cioe L )
cos 6 75 Sin Oe 0
Loi=h| J5sin6e? 0 5 sin0e

0 \% sin @e'? —cosO
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Gli autovalori di L - 72 sono, come per qualsiasi componente di L, +%,0, —%. Dopo la
misura di L -7 il sistema si trova nell’autovettore corrispondente all’autovalore +#
che indichiamo con

viy=|b)=ay+byy+cy_.
C

Quindi il modulo quadro di a rappresenta la probabilita di trovare +7 in una suc-
cessiva misura di L,. Per determinare |a|> imponiamo che Y}, sia autovettore
relativamente all’autovalore +4 di L - 71

L-ayl, =hyl,
ottenendo il sistema
acos 6 + % sin@e™? —a =0
sinfe'? + S sinfe ' —b=0

\% sin@e'® —ccos@ —c = 0.

Possiamo usare solo due di queste equazioni, dato che si tratta di un sistema omo-
geneo con determinante dei coefficienti nullo, ma un’altra equazione ¢ data dalla
condizione di normalizzazione

lal> + b +|c|* = 1.
Sviluppando i conti si trova la probabilita richiesta

(14-cos@)?

P(L,=1h)=l|a*= .

3.6 Momento angolare di un’onda piana

Una particella ha impulso definito p. Quale risultato si ottiene misurando la compo-
nente del momento angolare lungo la direzione di p?

Soluzione

La funzione d’onda della particella ¢ un’onda piana che si propaga nella direzione
dove k=12

di p:
1 % ikr
W) ={57) <
=£

Scegliendo il sistema di riferimento in modo che p sia diretto lungo 1’asse z, si

puo scrivere:
3 3
— 1 2 tkz _ 1 2 tkrcos 6
Vo) = <2nh> “=\om) ¢
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La componente di L. lungo p € L,, cio¢

d
Lp :LZ: —lh% .

E immediato verificare che, dato che Y non dipende da ¢,

Ly, =0.

Possiamo quindi affermare che la particella ¢ in un autostato di L - p corrispondente
all’autovalore 0.

3.7 Misure di momento angolare I

Lo stato di una particella di massa m ¢ descritto dalla funzione d’onda

y(r) = \/%(e"q’ sin® +cos ¥)g(r),

dove X
[ lsrPrar=1
e ¢, ¥ sono gli angoli azimutale e polare rispettivamente.

a) Quali sono i possibili risultati di una misura della componente L, del momento
angolare della particella in questo stato?

b) Qual ¢ la probabilita di ottenere ciascuno di tali possibili risultati?

¢) Qual ¢ il valore di attesa di L,?

Soluzione

¢) Mediante le formula (A.35), la funzione d’onda pud essere riscritta nella forma

y(r)= %(YI,O —V2¥11)g(r);

quindi i possibili valori L; sono +7 e 0.

Supponendo normalizzata la sua parte radiale, la funzione d’onda & complessi-
vamente normalizzata. Infatti

0 1 +1 27
[widr= [“arPleP3 [ deoss [T dglvio—vanP
1 +1 21 5 5
= 5 /1 dCOSﬁ/O d(p (|Y1,0‘ +2|Y111| D =1.

Quindi P(L, =) =2/3 e P(L. =0) = 1/3.
¢) <L, >=2/3-h+1/3-0=2/3h.
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3.8 Misure di momento angolare 11
Una particella ¢ in uno stato descritto dal pacchetto d’onda

(x,3,2) = Clay +yz+zx)e @

a) Qual ¢ la probabilita che una misura del quadrato del momento angolare dia per
risultato 0?

b) Qual ¢ la probabilita che dia 6127

c) Se si trova che il valore del numero quantico angolare ¢ 2, quali sono le
probabilita relative ai possibili valori di L,?

Soluzione

Introducendo le coordinate sferiche mediante la A.21, possiamo scrivere

v(1.6,0)
= Crle”*" (sin” @ sin ¢ cos ¢ +sin O cos O sin¢ +sin O cos O cos )
C 1 , . A .
=5 e {2 sin” 6 (€% —e7%%) +5in B cos O [/ (1+i) —e (1 —i)] }
l
C 87
= =R |22 Yo, 2—Yor—(1+i)Yo 1+ (1—i)Yo 1],
2i 15
dove si sono introdotte le Armoniche Sferiche A.36.
a) La particella si trova in uno stato con ¢ = 2, quindi P({ =0) =0.
b) P(L>=6m*)=P({=2)=1.
¢) La probabilita di trovare un certo valore di L, ¢ dato dal modulo quadro del coef-
ficiente della relativa Armonica Sferica, dopo avere integrato su » € normalizzato
la funzione d’onda. Il risultato dell’integrazione su r € un termine uguale per tut-
te le componenti, per cui ¢ pit semplice calcolare i moduli quadri dei coefficienti
delle singole armoniche sferiche e poi rinormalizzarli a somma 1. La somma dei
moduli quadri dei coefficienti &

T4 1+ 1+ + 1= =14+14+242=6

e le probabilita richieste sono date da

1
P(L,=—-2h) = —
(L.=—21) =
1
1
P(L.=—11) = 3
1
P(L, = 0n) = 0.
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3.9 Misure di momento angolare I11

Una particella € in uno stato descritto dalla funzione d’onda
y(r) = Ae ™

dove o & una costante ed A una costante di normalizzazione. Se si esegue una misura
di L2, quale sara la funzione d’onda immediatamente dopo la misura?

Soluzione

Ricordiamo (A.35)

/3
Yip= Ecos@ 3.9)
3 . +19
it =7F gsmee . (3.10)

Notiamo che le coordinate cartesiane,

x=rsin6 cos¢ 3.1D)
y=rsin0 sin¢ (3.12)
z=rcos@ (3.13)

possono essere scritte in termini delle armoniche sferiche. Ne consegue che la
funzione d’onda puo essere, quindi, riscritta nella forma:

1
r (8m\?
Y v e
2<3) Y141 1,1)]6

Si tratta quindi di un autostato di L? corrispondente all’autovalore 1(1+ 1) = 242,
Per questo, la misura di L? non perturba la funzione d’onda.

y(r)=A

3.10 Momento di dipolo

Considerare gli elementi di matrice della componente z del vettore posizione fra
differenti autostati |¢,m) di L? e di L;:

(t,m|rcos@ |l m').
Utilizzando le relazioni di ricorrenza per le Armoniche sferiche (A.31)

cos 6 Yé,m(ev ¢) =a/m Y€+1Am(67 (P) +aifl,m YZ*l,m(ev ¢)

a&m:\/(f—l—l—i-m)((—&-l—m). i

dove

20+ 1)(2013)

Mostrare che tali elementi di matrice sono nulli a meno che le differenze ¢ — ¢ ed
m’ —m non assumano particolari valori.
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Soluzione

Calcoliamo gli elementi di matrice richiesti nella rappresentazione della posizione
usando le coordinate sferiche. Tenendo conto della relazione indicata si ha:

(€,m|rcosO|¢',m')

r/dQ YZm(G,db) cosOYy ,/(0,0) =

*
r/d‘Q Yf,m(67¢) [aZCm’ YZ'—&-Lm’ +a€’—l,m' YZ’—],m’] =
= r(a—1m O 11+ ars 1m0 041) O,

dove abbiamo anche usato le proprieta di ortogonalita delle Armoniche Sferiche
(A.30). Ne deriva che questi elementi di matrice sono nulli, a meno che

Am=m'—m=0 e Al=0—0=+1. (3.15)

Queste relazioni prendono il nome di regole di selezione poiché questi elemen-
ti di matrice sono rilevanti nel calcolo delle probabilita delle transizioni di dipolo
elettrico.

3.11 Momento di quadrupolo

Il momento di quadrupolo ¢ il tensore
2
Qi = 3x;x; — 1~ G

I suoi valori di attesa indicano le deviazioni della distribuzione di probabilita rispetto
ad una sfericamente simmetrica.

Si chiede di determinarne i valori di aspettazione per una particella in presenza
di un potenziale centrale in un autostato di L* e di L.

Soluzione

Utilizzando la separabilita in coordinate sferiche per un potenziale centrale, un’au-
tofunzione di L? e di L, ha I’espressione A.38, per cui le espressioni da calcolare
sono:

21
(Qi) / dr |7(r) / desme/ d9 |Yem(0.9)|* Qi -

Gli elementi di matrice Qj; dipendono dalle coordinate sferiche mediante le A.21.
Notiamo che gli elementi non diagonali dipendono da ¢ tramite cos¢, sin¢, e
sin @ cos @, mentre la funzione integranda non dipende da ¢. Questi termini sono
tutti nulli poiché I’integrale in d¢ & nullo.

Restano da calcolare gli elementi diagonali:

Q11 = Qu =32 —r* =r*(3sin” 0 cos* ¢ — 1)
02 = Oy = 3y> — 12 = r*(3sin’ O sin® ¢ — 1)
03 = Q=322 —r* =r*(3cos’ 6 —1).
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Per Q,, e 0y, I'integrazione in d¢, tenendo conto di
1+cos2¢

c0s2¢ == e sinzq) =

/Omdgb cos? 9 :/Ozncup sin® ¢ :/OM %d(p.

Quindi, se definiamo

1—sin2¢
2 )
da dei termini

) = [ ar? P,
risulta
2 b3 ) 3 . n
(00) = (00) =) [ a0 ["aosine (Fsinco 1) 177(6.0)F
Ma, poiché
32 _ 1 29 _
5 sin 0—-1= 2(3005 0—1),
risulta |
Q) = <ny> = ) (Qz)-

Calcoliamo dunque (Q,;). Tenendo conto della relazione di ricorrenza per le armo-
niche sferiche A.31, si ottiene:

21 T
(sz)z(rz)/o d¢./0 desine(3cosze—1)yyg,m(e,m\z:

_6m?
— () [yt ) —1] = () O

Vediamo ora alcuni casi particolari.
Ondas:¢=0,m=0 = (Q) =0, si ha completa simmetria sferica.
Onda p, £ =1 : abbiamo tre possibilita:

m=0: = (O = %<r2> > 0 che indica una distribuzione allungata nella
direzione z;

m==x1l: = (Q;)=—2(r?) <0 che indica una distribuzione schiacciata
nella direzione z.

Notiamo che la simmetria sferica viene ripristinata se si considera la somma dei (Q.;)
relativi ai tre stati di m. Questo risultato ¢ valido in generale per ogni valore di ¢:

+/ 2 +/

Y <sz>:<”2>m Y e+1-3m’1=0

m=—/{ m=—/

dato che
+/ 1
Y m*= FUEFDEE+).

m=—/{
Un atomo che ha gli elettroni che completano gli stati m corrispondenti agli stati di
momento angolare presenti, ha simmetria sferica ed ¢ quindi pil stabile rispetto alle
interazioni elettromagnetiche. Ovviamente stiamo trascurando I’interazione tra gli
elettroni.
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3.12 Particella in una sfera

Determinare gli autovalori dello spettro discreto dell’energia per una particella cir-
condata da una sfera di potenziale impenetrabile, all’interno della quale il potenziale
¢ nullo.

Soluzione

Denotiamo con R il raggio della sfera. La sua impenetrabilita comporta che la fun-
zione d’onda si annulli sulla superficie, di modo che la corrente sia nulla. Siamo,
dunque, in presenza di pareti con potenziale infinito. All’interno, invece, la particella
¢ libera e, normalizzazione a parte, la funzione d’onda radiale ¢ data da

Rio(r) = jo(kr),
dove k = v/2mE /h. Essa si deve annullare sulla parete, cioe
Je(kR) =0.

Le funzioni di Bessel sferiche dipendono da funzioni trigonometriche ed hanno infi-
niti zeri che possiamo numerare in ordine crescente. Detto Z,,, ¢ lo n,-simo zero della

Z"rf

funzione jy, perché jy(kR) si annulli deve risultare k = ~%=~. Deduciamo che possibili
autovalori dell’energia sono solo quelli che soddisfano la relazione

2 52
h Zpp b

E, o =— .

"= om R2
n, viene detto numero quantico radiale, per differenziarlo dal numero quantico or-
bitale ¢. Gli zeri delle funzioni di Bessel sferiche sono tabulati (vedi, ad esempio,

[15D).

(3.16)

3.13 Stati legati di una particella in una buca sferica di potenziale

Determinare gli autovalori dell’energia degli stati legati per una particella in presenza

del potenziale:
] 0, perr>a;
Vir)= { —Vo, per r < a.

Soluzione

La presenza del potenziale centrifugo genera un potenziale efficace pari a

R0+ 1)

E (3.17)

Veff(r) = V(I") +

mostrato in nero in figura 3.1. Condizione necessaria perché ci possano essere stati
legati ¢ che il minimo del potenziale sia inferiore al valore asintotico, che ¢ nullo.
Poiché il minimo ¢ posizionato sempre in r = a, questo equivale alla condizione

m(0+1)

Vo >
0 2ma?

. (3.18)
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V()

T r

Figura 3.1. Il potenziale della buca (blu), che sommato al potenziale centrifugo (rosso) da
luogo al potenziale efficace (nero)

— VD

Possiamo gia dire che ci sono situazioni per le quali non si hanno stati legati ed altre
per le quali essi sono presenti, ma solo per gli stati pit bassi di momento angolare.
Vedremo, tuttavia, la condizione (3.18) non ¢ una condizione sufficiente.

A fissati valore di ¢ e di energia E < 0 possiamo distinguere due regioni a seconda
che r sia minore o maggiore di a.

Regione I: r < a
All’interno della sfera abbiamo un potenziale costantemente uguale a —Vjy. L’equa-
zione radiale ¢ quella di una particella libera

d? 0(l+1)
2 Upe(r)+ [kz — rz} Upe(r)=0 (3.19)
con numero d’onda k dato da
TR

Poiché I’ origine & compresa in questa regione, I’unica soluzione accettabile ¢
Uk%(r) :Arjg(kr) (320)

dove A € una costante.
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Regione I1: > a
Anche all’esterno della sfera il potenziale ¢ costante, ma ora il suo valore & nullo.
L’equazione radiale & quella di una particella libera con autovalori, perd, negativi.

d? ((l+1
ﬁ Uk,[(") + [752 - (2)} Ukté(”) =0 (3.21)
r r
dove yx ¢ dato da
2mE
2= ——ZZ 0,

Le soluzioni di questa equazione sono ancora delle funzioni di Bessel sferiche, con la
sostituzione k — 1. La condizione da imporre su queste soluzioni non & I’andamento
regolare nell’origine, che non fa parte di questa regione, ma che non diverga per
r — +oo. Da quanto esposto in Appendice, vediamo che le soluzioni con corretto
andamento asintotico sono le funzioni di Hankel sferiche di I specie (A.56).

La soluzione in questa regione ¢, dunque, data da:

Uo(r) = Briy" (ixr). (3.22)

Raccordo delle soluzioni
Come sappiamo, le soluzioni devono coincidere in » = a insieme alle loro derivate, o,
equivalentemente insieme alle loro derivate logaritmiche. La condizione di continuita
delle soluzioni determina il rapporto B /A (la condizione di normalizzazione consente
poi di determinare il modulo di ciascuno di essi).

La condizione di continuita della derivata logaritmica determina, invece, lo
spettro degli autovalori dell’energia. Infatti essa comporta:

! [d () 1 [d.
|3 (lxr)} == [M(kr)] . (3.23)
h;l)(lXa) drt r—a Je(ka) |dr r—a
Notiamo che k e ¥, non sono variabili indipendenti, in quanto
2mE  2mV,
=T =T -8 (3.24)

n? n?
quindi, in generale il raccordo delle derivate logaritmiche, cio¢ 1’esistenza di una
soluzione valida in entrambe le regioni, sara possibile solo per determinati valori
dell’energia.

Poiché, come si ¢ detto, per grandi valori di £ non si hanno autovalori, I’equazione

(3.23) deve essere risolta a partire da £ =0, 1, 2,... fino a quando risulta soddisfatta
la (3.18).

Autovalori per £/ =0

L’autovalore pitl basso in assoluto, quello dello stato fondamentale, si ottera per £ =
0, infatti aumentando il numero quantico orbitale il fondo della buca viene sollevato
per effetto del potenziale centrifugo e gli autovalori saranno conseguentemente pil
alti. Dall’ Appendice ricaviamo che

sinz

Jo(z) . o
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Sostituendo nella (3.23) troviamo
X = —kcotka. (3.25)

Questa ¢ esattamente la stessa equazione gia trovata nel caso della buca in una dimen-
sione relativamente alle soluzioni dispari. Si tratta di un risultato atteso, in quanto per
¢ = 0 il potenziale centrifugo ¢ assente. L'unica differenza ¢ legata al dominio di ap-
partenenza delle soluzioni che ¢ ristretto al semiasse positivo con la condizione che
la funzione d’onda radiale si azzeri nell’origine e, nel caso della buca in una dimen-
sione questo accade proprio per le soluzioni dispari. Risolviamo comunque la (3.25),
sempre in maniera grafica, ma utilizzando un’altra strada.

fika)
1f - .- -
td
7 P ’
s 4 /~
’
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/ ! /
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Figura 3.2. Soluzione grafica dell’equazione (3.26). La retta a II membro ¢ riportata per 3
valori differenti del coefficiente angolare: 0.3 /7 (rosso), 2/ (verde), 5/ (blu)

Sfruttando la (3.24) e la (3.25) abbiamo

, 1 1 1 n2k?
sinka =44/ ———— =+ == =
1+cot?ka 1+ £ "o g2 2mVy
k2

2
]+hT

che possiamo anche riscrivere nella forma

hz

+sinka = {| ——
smka 2mVpa?

ka. (3.26)
Gli autovalori dell’energia si otterranno sempre dalla (3.24) in corrispondenza dei
valori di ka per i quali le curve del I e del II membro si intersecano. Dovremo con-
siderare il fatto che il Il membro ¢ sempre positivo e lo ¢ anche ka. Inoltre, poiché
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nella quadratura abbiamo perso 1’informazione sul segno della cotangente, ricordia-
mo che I’equazione (3.25) ci dice che esso deve essere negativo. Bisogna, quindi,
considerare solo le intersezioni con i tratti della curva in nero continuo nella figura
(3.2). Vediamo che non esistono soluzioni se il coefficiente angolare della retta al 11
membro ha valori troppo elevati: esso non deve essere superiore a 2/, cio¢
n? 2 , _ T
el = T ST

Concludiamo notando che, a differenza del caso in una dimensione, dove esiste sem-
pre almeno uno stato di parita positiva, in tre dimensioni per poter legare una parti-
cella la buca deve essere abbastanza profonda e larga, o, meglio, se il prodotto Vya?
non ¢ abbastanza grande. Questo si puo intuire pensando al fatto che la funzione
d’onda deve andare a zero nell’origine e per grandi r. Il raccordo tra questi due anda-
menti non puo avvenire se la curvatura (la derivata seconda), che, come si vede dalla
(3.19) cresce linearmente con Vp, non ¢ abbastanza grande oppure se la buca non ¢
abbastanza larga.

3.14 Particella in un nucleo

Un nucleo di dimensioni 5 10~!3¢cm & schematizzato come una buca di potenziale di
profondita 10 MeV.
Trovare la minima massa di una particella all’interno del nucleo.

Soluzione

Ricordiamo (vedi problema 3.13) che per una buca sferica di raggio a e profondita Vj
in uno stato di momento angolare ¢ = 0, gli stati legati si ottengono come soluzioni
dell’equazione (3.26)

hZ

inka =+ ———
sinka Ved?

ka (cotka <0)
dove k = \/2m(E + Vo) /1.
La suddetta equazione ha soluzioni solo se

n? 2
2mVpa? < T
me* > 771:2;1262
8V0a2 ’

Nel nostro caso, ponendo Vy = 10 MeV, a =15 10~ 3cm, si ottiene
mc? > 192.3 MeV.

Ricordando che per ottenere stati di momento angolare con £ > 0 occorrono, a massa
m fissata, valori pit alti di Vj, possiamo desumere che, se si lascia fisso Vp, I’esistenza
di tali stati necessita di valori di massa piu alti di quello trovato per ¢ = 0.
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3.15 Particella in potenziale centrale
Una particella in un potenziale V (r) & descritta dalla funzione d’onda

Ve(r, 9, 0) = Ae*é (ap costante)

autostato dell’Hamiltoniano.

a) Qual ¢ il contenuto di momento angolare dello stato?
b) Supponendo che il potenziale si annulli nel limite r — oo, trovare 1’autovalore
dell’energia considerando in questo limite I’equazione radiale

B [19*  (+1)
{_Zm |:rar2r_ 2 :|+V(r)}wE(r’15’(p)_EWE(raﬂa(p)'

¢) Dal valore di E ricavare V(r), utilizzando sempre 1’equazione radiale.

Soluzione
a) La funzione d’onda non dipende da ¥ e ¢, quindi il sistema € in uno stato con

{=m=0.
b) Poiché

1 02 -L 10 { r\ & 1 1 1+r -L
——=vre 0 = — — ——]Je O =—|————+—5 e 0 =
ror? rar ap r ap ao a%

Il

|
Sl
~N =

+
ogm"_‘
—_

N\

Sl

Al limite per » — oo troviamo 1’autovalore dell’energia:

hz
E=——.
2ma(2)

¢) Sostituendo nell’equazione precedente il valore di E trovato, abbiamo

2
V(r)= 1

magy r

Se ag e il raggio di Bohr (ap = %), si ottiene il potenziale dell’atomo d’idrogeno
2

V(ir)=-%.

r
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3.16 Particella carica in campo magnetico

L’ Hamiltoniano per una particella carica priva di spin in un campo magnetico B =

VxAe | R
H =5 (p—2AW)

dove e ¢ la carica della particella, p = (px, py,p;) & I'impulso coniugato alla po-
sizione r. Dato A = (—Byy,0,0), corrispondente a un campo magnetico costante
B = (0,0,B):

a) Dimostrare che p, e p, sono costanti del moto.
b) Trovare i livelli di energia del sistema.

Soluzione

a) L’Hamiltoniano del sistema si pud scrivere in termini delle componenti dell’im-
pulso come:

1
A= —

€BQ 2
2 2
m (px+cy> +py+pz

Quindi commuta con tutte le componenti di p fuorché p,.

b) Per quanto detto possiamo scegliere come set completo di osservabili che com-
mutano {97, px, p;}. Detti p, e p, gli autovalori degli ultimi due operatori, le
autofunzioni sono del tipo

:Xpx+zpz

v(x,y,z)=e" 1 ¢(y),

dove ¢ (y) deve soddisfare I’equazione agli autovalori

1 eBo 2 2 d2 2
— — - — =F
i | (2 22) 2 00) = B0,
cioe
1 d? 1 eBy 2 CPx 2 p2
AR Bt “Fx S )
[ 2m dy2+2m<mc> (y+eBo) 0) ( 2m> o0)
Ponendo 5
o=ldB oy P g P
mc eBy 2m
troviamo 1’equazione
hz o(y) 1 2.2 '
- —mo —E
oy +5mo’y P(y) (),

che ¢ I’equazione agli autovalori per una particella in un potenziale armonico
unidimensionale di pulsazione ® i cui autovalori sono

P’ 1
E' = _2Z:<n+2)ha) con n=0,1,2,...
m



3.17 Stati legati dell’atomo idrogenoide 75
Gli autovalori dell’energia del sistema sono, quindi, dati da

P2 1
E,=*+|n+=)ho con n=0,1,2,...
2m 2

3.17 Stati legati dell’atomo idrogenoide

L’atomo idrogenoide ¢ I’atomo in cui sono presenti un nucleo di carica positiva +Ze
e un elettrone di carica negativa —e. Nel caso dell’atomo d’idrogeno Z = 1. Per Z
differenti si tratta di atomi ionizzati con un unico elettrone. Il potenziale &, nelle unita
di misura di Gauss,

7 2
Vi) =-2%. (3.27)
r
Gli stati atomici corrispondono agli stati legati (E < 0) per questo potenziale.
Introduciamo le grandezze y legata all’autovalore E,
2mE
e
Ze’m mc?
A= —— =z04/ == 3.29
e\ 2] 02
dove 5
e 1
0= —~— 3.30
hc 137 (3.30)
¢ la costante di struttura fine.
In termini di questi parametri I’equazione radiale (A.39) si riscrive
d? 204 L(l+1
@UE)[(V)'F —X2+T— ( }"2 ) UE.Z(V):0~ (331)

Calcolare, risolvendo questa equazione con il metodo di integrazione per serie gli
autovalori dell’energia corrispondenti agli stati legati.

Soluzione

Notiamo che il potenziale Coulombiano & meno divergente di 2 nell’ origine. Sap-
piamo che in questi casi I’'unica soluzione regolare in r = 0 deve avere I’andamento

Ug o(r) ~ Iy (3.32)

mentre, come abbiamo visto discutendo il problema della buca sferica (3.13), nel
limite r — oo, dato che il potenziale va a zero, abbiamo il comportamento limite
delle funzioni sferiche di Hankel di I specie, cioe

Ugy(r) ~ e %" (3.33)

r—yoo
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Imponiamo la fattorizzazione
Ug o(r) ="t e 2u(r) (3.34)

dove u(r) ¢ una funzione da determinare che interpola i due andamenti. Sostituendo
I’espressione (3.34) e considerato anche il cambiamento di variabile

t=2xr (3.35)
I’equazione radiale diventa un’equazione per la funzione interpolante u(z):
d? d A
tﬁu(t)+(2€+2—t)au(t)—(E-i—l— Ju(t) =0. (3.36)

Questa equazione ¢ I’equazione Ipergeometrica Confluente di Kummer, della quale si
conoscono le soluzioni. Di essa cerchiamo le soluzioni che soddisfano gli andamenti
(3.32) e (3.33). Utilizziamo il metodo di integrazione per serie, cioe cerchiamo una
soluzione del tipo:

u(t) =Y . (3.37)
k=0

Sostituendo nella (3.36), abbiamo

Y k(k—Da* "+ 20+2—1) Y kapt* ' — (0+1— Zakl =

= k=1
Ridefinendo I’indice di somma k — 1 — k nelle prime due sommatorie e separando
la seconda sommatoria:

=

Z(k+1)kak+1t"+(2€—|—2)Z(k+1)ak+1t —Zkakt —(l+1-2 Zakt =
k=1 k=0 k=1

Notiamo che nel primo e terzo termine, per la presenza del fattore k, I’indice di
somma puod partire da 0. Questo ci consente di aggregare i termini che hanno gli
stessi coefficienti ay:

oo

Y (k4 1) (k+20+2) g1 — (0+ 1= A+ k)] £ = 0.
k=0
Dovra, quindi, risultare
Aj+1 €+1—A’+k
= . 3.38
a  kr Dk 20+2) (3-38)

Questo rapporto nel limite kK — oo si comporta

et 1

ay  k—reo k

Ne consegue che la serie (3.37) ha lo stesso andamento per grandi r di e’ = Y7° o tk.

Se questo si verificasse, I’andamento asintotico della funzione radiale sarebbe:

Upe(r) ="' e ™ Y an(2yr)t ~ e
’ r

k=0 e
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che non ¢ accettabile. Tuttavia, questo non accadrebbe se la serie si troncasse a partire
da un certo k, cioe se esistesse un valore 7, di k tale che

A=n+0+1 con n-=0,1,2,...

ny, il numero quantico radiale, ¢ il grado del polinomio al quale la serie si riduce.
Notiamo che anche A € un intero, essendo somma di interi, e possiamo porre A = n:

n=n,+0+1 con n=1,2,... (3.39)

Tramite I’equazione (3.29) risulta cosideterminato lo spettro dell’energia:

(3.40)

3.18 Atomo d’Idrogeno unidimensionale? Una somiglianza
ingannevole

Lo stato di una particella di massa m in una dimensione ¢ descritto dalla funzione
d’onda

dove A, n e xg sono costanti.

a) Usando I’equazione di Schrodinger, trovare il potenziale V (x) e I’energia E
per i quali questa funzione d’onda ¢ un’autofunzione (assumere che V (x) —
0 per x — oo).

b) Quale connessione si pud notare tra questo potenziale e il potenziale radiale
effettivo (coulombiano + centrifugo) per un atomo d’idrogeno nello stato di
momento angolare orbitale £?

Soluzione

a) Sostituendo y(x) nell’equazione di Schrédinger si ottiene:

" [n(n—1) n 1
E-V =B T .
E-vely =5 | " -2 5w
Nell’ipotesi V (x) — 0, si ottiene
X—oo
m o1 n? [n(n—1) n
E=——— indi V(x)= —|————-2—.
2m x3 ¢ quindi V(x) 2m { x? xxo}

b) Il termine %@ ¢ ’analogo del potenziale centrifugo % M:{l) dell’e-

quazione radiale, ma il termine in % dipende da n mentre cid non accade nel

2
potenziale coulombiano qT.
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3.19 Atomo d’Idrogeno: determinarne lo stato

Di un atomo di idrogeno si sa che:

a) € inuno stato p con n = 2;

b) lo stato contiene autostati di L, relativi agli autovalori +1 e —1;

c¢) il valore di aspettazione di L, ¢ zero;

d) la probabilita di trovare I’elettrone nel primo quadrante (0 < ¢ < 7) & del 25%.
Scrivere le possibili funzioni d’onda.

Soluzione

Indichiamo con |n¢m) il generico autostato comune ad .7, L%, L.. Le condizioni a) e
b) consentono di scrivere lo stato cercato nella forma:

Per condizione ¢):
(WL |w) = |a’h—|BPrA=0 = |af>=|B].

Imponendo la normalizzazione e tenendo in conto che, poiché la fase complessiva di
v ¢ indeterminata, possiamo fissare ¢ reale e positivo, otteniamo

1
a:\lﬂ:ﬁ
e, detta 6 la fase di 3,
1 L s
o= — c = —€ .
VR

La condizione d) richiede il passaggio alle funzioni d’onda. La probabilita di trovare
la particella tra ¢ e ¢ 4 d¢ si ottiene integrando sulle altre variabili il modulo quadro

della w(r,0,¢) = (r|y)

1 1o 1 _sos\|?
P(¢)d¢ = ‘\/277[ (\@e’q) + ﬁe—z¢+15) d¢
P(0<¢<§):/07p(¢)d¢:
1 /2
= %n./ol [1+cos(2¢ —8)]d¢ =
=3ty (3.41)

Quindi
sin6=0 = &é=nm.
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Abbiamo quindi due possibili determinazioni dello stato corrispondenti alla scelta di
n pari o dispari:
B2 L0+ 502,11
¥) =
%p, 1,1)— ﬁz, 1,-1).

3.20 Atomo d’Idrogeno: proprieta dello stato fondamentale

La funzione d’onda dello stato fondamentale dell’atomo d’idrogeno ¢:

1 _r
Y100 =4/ —3€¢
TTay

dove ag = h? /me? & il raggio di Bohr.

a) Determinare a quale distanza dal nucleo la densita di probabilita di trovare
I’elettrone ¢ massima.
b) Determinare inoltre il valore d’attesa della posizione dell’elettrone.

Soluzione

Poiché si richiede la probabilita di trovare 1’elettrone a fissata distanza dal nucleo (o
meglio di trovare la massa ridotta a fissata distanza dal Centro di Massa) indipen-
dentemente dalla direzione, occorre integrare la distribuzione di probabilita su tutto
I’angolo solido.

472 _2r
P(r)dr= /dQ |y/1,070|2r2dr:47r|l//17070|2r2dr: %e a dr.
&)

a) La densita di probabilita di trovare 1’elettrone & massima per » soluzione dell’e-
quazione

<0.

dP(r) 4 [zr_zﬁ} 2r d*P(r)

—_—t = e %9 =0 con
dr 0(3) ap dr?
Quindi il massimo richiesto si ha in r = ag (r = 0 corrisponde ad un minimo).

b) Il valore d’attesa della posizione dell’elettrone, usando la formula (A.6), ¢ dato
da

oo 4 00 _2r oo 3
<r>=/ drrP(r):—3/ drrie” @ :a—o/ doo’ e = Z q.
0 ay Jo 4 Jo 2



80 3 Sistemi in 2D e 3D e Momento angolare
3.21 Atomo d’Idrogeno in campo magnetico esterno

Si consideri un atomo d’idrogeno negli stati 2p (trascurando lo spin dell’elettrone).
Si consideri inoltre la base degli autostati comuni agli operatori #,L? L.

a) Si denotino con |y ),| o), |w_) gli stati normalizzati della base corrispondenti
rispettivamente a m = +1,0, —1. Si immerga 1’atomo di idrogeno in un campo
magnetico esterno B parallelo all’asse z e sia I’energia di interazione data da

W =—fB-L.

Calcolare i nuovi livelli di energia del sistema.
b) Si consideri lo stato

W) = 3 (1w) +V3lyo) + v ).

Calcolare < E > e AE> =< (E— < E >)? > nello stato | y).
c¢) Nella rappresentazione |y ), |wo), |w_), in cui L, & diagonale, si ha

5 (010
Li=— 1101
V2 \o10

0 10

h
L=—1|-101
Tiv2\o 10

Calcolare i valori medi di L, e L, nello stato |y/(z)).

Soluzione

a) L’energia dei livelli 2p in assenza del campo magnetico ¢

ucta?

8

dove u ¢ la massa ridotta dell’elettrone e o la costante di struttura fine. Il
contributo di energia relativo al campo magnetico corrisponde all’operatore

Ey=—

W = —BBL,

che commuta con il resto dell’Hamiltoniano. Inoltre gli stati considerati sono
autostati di L,, quindi i nuovi livelli di energia sono

2 2 2 2 ,Ll‘20£2

%fﬁrug ES:J“SO‘ Ey' =-— 68 +BhB,

+1 _
Ey =—

dove 1 livelli sono stati indicizzati con il valore del numero quantico m. La
presenza del campo magnetico esterno ha, quindi, generato una rottura della
degenerazione.
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b) Lo stato |y) & normalizzato. Si ha quindi:

1 2 22
<E>= (> (12" + (V2)2E) +12E; '] = - H2 2

2 8

AE? =< (E—<E>)*>

—<EY> _<E>?
1

=1 [(ES) +2(E9)? + (E; 1)?] — < E >?
1 220,
= - B°n°B~.
5B
c) Nella rappresentazione considerata il vettore di stato corrisponde alla matrice ad
un colonna
1 1
|‘l/>:§ V2
1
Avremo quindi:
1 A 010 1 1
<Li>=-(1v21)—= (101 ][ V2 ]|=n
2 v2\o10/) 2\ 1
1 A 0 10 1 1
<Ly>=-(1v21)—= | -1 01| = 21=0
>=3 V25 0 -10) 2 \1/

3.22 Modello molecolare

Per alcune molecole 1’energia potenziale puo essere modellata con 1’espressione

2
a a
Vir)=-2D(-—— | .
(r) (r 2r2>
Determinare i livelli di energia per questa energia potenziale e discutere i risultati
nell’ipotesi, valida sovente, D > 2517

Soluzione

Introducendo la variabile

e 1 parametri
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I’equazione di Schrodinger radiale (A.39) diventa

2 (0+1
32 H;;)}U[(p)o_

L’equazione ¢ simile a quella per I’atomo d’idrogeno, problema 3.17,

Uz”(P)+{ >+

2er (0 +1
Ue(r) + {—K%—( j >]Ug(r):07
r r
a meno delle sostituzioni
Y 1\? 1
A= e PHI(U+)=l{+1) = y2+<£+2> -5

Nel caso dell’atomo d’idrogeno la richiesta che la funzione d’onda sia regolare
all’infinito porta alla condizione di quantizzazione

U +1—A=—n,

Nel nostro caso avremo

1\ 1 §
2 2 Y A
y+<£+2> +2 . ny.

I livelli di energia degli stati legati sono dati quindi da

Enhf = -

 2ma?
{\/YZ +(0+3)2+3 +n,}
|:\/ f—‘,— 2 2 +7’lr :|

X=—.
Y
Il regime D > 5= corrisponde a > 1, cio¢ x < 1. Possiamo sviluppare I’espres-
sione per i hvelh energetlcl in serie di potenze di x fino al II ordine. Tenendo conto
degli sviluppi

7

dove

2

\/1+x2z1+%

1 2
[H——s—b] ~ [l-act (@ 0P 5 1= 2ax+ (3 ~20)2

si ottiene
1 1\2 1\2
1_2(nr+§) _ (€+§) +3(71r+§)

4 Ve a

Enr,é ~—D




3.22 Modello molecolare 83

E chiaro che questa approssimazione ha senso solo per piccoli valori dei numeri
quantici, altrimenti i termini trascurati diventano importanti perché dipendono da
potenze di n, e £. I tre termini possono essere interpretati:

a) il primo termine costante ¢ legato al valore del minimo del potenziale. Infatti V
nel punto di minimo r = a vale —D;

b) il secondo termine ¢ un termine vibrazionale di pulsazione

D=4/ —

legato al fatto che intorno al minimo il potenziale ¢ approssimabile con un
oscillatore armonico;

¢) il terzo e il quarto termine rappresentano 1’energia rotazionale proporzionale a
D w

= =5 5=5 dove I € il momento d’inerzia del sistema.
Y 2ma 21
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Spin

4.1 Valore di attesa dello spin totale

Si consideri un sistema di due elettroni in uno stato i cui gli spin hanno componenti
Z opposte.
Si calcoli il valore di attesa di S, dove S & lo spin totale, in questo stato.

Soluzione
Supponiamo che il sistema sia nello stato
|SI,Z7SZ,Z> = |+a_>

Questo stato contribuisce a due diversi autostati dello spin totale:

s =0,m=0) = (4, =) —|=+))

[s=1,m=0) =2 (+ =) +|=+)

| = N =

dove abbiamo indicato con s il numero quantico di S e con m il numero quantico di
S.. Risulta, quindi,

[+, =) ==(|s=0,m=0)+|s =1,m=0)).

N =

11 valore di attesa di S2 si ottiene dalla media dei valori relativi a ciascun autostato
pesata con il modulo quadro dei loro coefficienti.

2 2

1
($) = ‘2 1(14 )i = #2.

1
0(0+ 1)K* + ‘2
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4.2 Autostati di una componente dello Spin I

La funzione di spin di una particella di spin % ha la seguente forma nella rappresen-

tazione in cui S, & diagonale
v\ [e%cosd
v, ) \ePsing -

Esiste una direzione 7i dello spazio tale che il risultato della misura della componente
dello spin lungo 7 possa essere previsto con certezza?

Soluzione

Notiamo che lo stato ¢ gia normalizzato. Dette © e ¢ le coordinate sferiche angolari
che individuano la direzione 7, tale stato deve essere, nella rappresentazione comune
ad S2 ed S, autostato della matrice:

[, 01\, . . (0 10\]
S~n—2[smﬁcos(p(lo)—i—smﬁsm(p(i O)#—cosﬂ(o_lﬂ—
hi[ cos® sin®e ® )

) <sinﬁei9° —cos ¥

Gli autovalori di S -7, per I’isotropia dello spazio, sono i%, mentre gli autovettori

sono:
h cos 2 h sin 2

A== ) = 2. A=—— Y= 2

s=+3) = (anaie) [51=3) = (Lomder)

La funzione di spin assegnata deve potersi identificare, a meno di un fattore di fase

arbitrario, con uno di questi autostati. Abbiamo, quindi, due possibilita
l.o=B—0a, =2,
2. 9=B—a, § =%,

SAS]]

4.3 Autostati di una componente dello Spin 1T
Se una particella di spin % si trova nello stato con S, = %, qual ¢ la probabilita che

misurando la componente dello spin lungo la direzione 7 individuata dalle coordinate
sferiche angolari ¥ e @ si trovi i%?

Soluzione

Come abbiamo visto nel problema 4.2, gli autovettori di S - 7i sono:

S~ﬁ*+ﬁ _( cost *cosg ! +sinﬁe"‘p 0
~ 2/ \sinZe?) T2 \0 2 1
. R\ sin 2 U1 CaETYAL
'S'n__2>_<—cos§ei"’)_81n2(0>+C0526 1)
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Possiamo quindi scrivere che lo stato del sistema prima della misura ¢ dato da

! —cosﬁSA—+E —sinQSA——E
0) =P 2 PTTT T2

per cui le probabilita richieste sono
h (5 h (]
P(S-ﬁ:+2>200522 e P(S-ﬁ:—2>:sin22.

4.4 Determinazione dello stato di spin I

Un elettrone ha uguale probabilita di avere il proprio spin orientato parallelamente o
antiparallelamente all’asse z. Determinare il suo stato quando il valore di attesa di Sy
¢ massimo.

Soluzione
Nella rappresentazione in cui S, ¢ diagonale, lo stato dell’elettrone ¢ dato da

w:(g).

Imponendo la condizione data dal problema e la normalizzazione dello stato, ot-
teniamo che i coefficienti a e b hanno lo stesso modulo, per cui, tenendo conto
dell’arbitrarieta della fase complessiva,

b=t (L),

Calcoliamo il valore di attesa di S

e85 (4)-F0en ()

io —io
e’ +e = —-Ccosx
) =3

|
N
—

che ha % quale massimo valore per o = 0, per cui deve essere
a=h.

Notiamo che il massimo valore di (Sy) trovato & pari al suo autovalore massimo;
difatti lo stato trovato ¢ 1’autostato di Sy corrispondente a questo autovalore.
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4.5 Determinazione dello stato di spin 11

Un elettrone si trova in una sovrapposizione di autostati di S;:

vy =ab+i+ol-) = (5)

determinare le costanti a € b in modo che i valori di attesa di S; e di S, siano
rispettivamente 0 e %

Soluzione

Nella rappresentazione in cui S, ¢ diagonale lo stato dell’elettrone ¢ dato da

a
v=()
In questo stato i valori di attesa di S; e di Sy sono dati da
h * 1% 10 a h
sa=1a ) (5.5 ) (§) = bl —1o)
h * 1k 0—i a hosr % * h *
(Sy)y="%(a"b )(1 0 b = —3i(a*b—ab*) = —523(ab").

Dalla condizione (S;) = 0 e dalla condizione di normalizzazione otteniamo che i
coefficienti a e b sono uguali in modulo e, ponendo uguale a 0 la fase di a abbiamo

a= \% e b= \% v
La fase « ¢ determinata dalla condizione (Sy) = %:
—23(ab*) =1 = sinot =1 = a:g.
In definitiva: {
lv) = ﬁ(lﬂ +il=).

4.6 Determinazione dello stato di spin I1I
Una particella di spin % si trova in uno stato in cui il valor di attesa di Sy & %(x e
quello di Sy & %B con @ e 3 compresi tra —1 e 1.

Mostrare che deve valere la condizione > + 2 < 1, e che per o> + % < 1 il
problema ammette due soluzioni, mentre per &> + B2 = 1 la soluzione & unica. In
quest’ultimo caso calcolare la probabilita di trovare lo spin della particella orientato
parallelamente o antiparallelamente rispetto all’asse z.
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Soluzione

Detti |y) lo stato in esame e |£) gli autostati di S, relativi agli autovalori £#/2,
abbiamo

vy =al4+o1) = ;)

dove a e b sono due costanti da determinare. In questo stato i valori medi di S, e di

S, sono
(S)=5(a"b") ( )() ! (a*b+ab")

(S,) =1 (a* b*) (l _’) (Z) (a*b—ab*).

Possiamo scegliere liberamente le fasi di a e b in modo che
a>0 b=|ble".
Dalla condizione di normalizzazione
la?+p*=1 = |p?=1-a*> = b= Vi1—a2e®.

Le relazioni per i valori medi diventano:

%<sx> — a2R(b) = 2av/1— @ cos

2
£<Sy> = —ia2i3(b) =2a\/1 —a? sin¥

e, per le condizioni imposte dal problema,
4
a’+ B> = pe ((Se)* + (Sy)?) =4a*(1—a®) con a* < 1.

I lato destro di questa equazione rappresenta, nella variabile a*, una parabola con
concavita rivolta verso il basso, simmetrica rispetto all’asse =1 /2, che assume il
suo massimo valore in a> = 1/2, per cui

o’ + B2 < 4a*(1 —a2)|a2:% =1.

Ogni altro valore di o? + 82 < 1 corrisponde a due valori di a> simmetrici rispetto
ad a®> = 1/2.
Nel caso o> + 3% = 1 abbiamo a = l/ﬂ =

119 |_>

lw) = f|+> \f

Quindi le probabilita richieste sono entrambi uguali a 1/2.
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4.7 Misure in apparato Stern-Gerlach

Un fascio di atomi di spin % che si muove nella direzione dell’asse y viene sottoposto
ad una serie di misure da parte di apparati del tipo Stern-Gerlach nel modo seguente:

a) La prima misura accetta gli atomi con s, = g e rigetta gli atomi con s, = —%.
b) La seconda misura accetta gli atomi con s, = % e rigetta gli atomi con s, = —%,

dove s, & I’autovalore dell’operatore S - i e fi versore disposto nel piano xz ad un
angolo ¥ rispetto all’asse z.

¢) La terza misura accetta gli atomi con s, = —g e rigetta gli atomi con s, = %

Qual ¢ I’intensita del fascio finale rispetto a quella del fascio che sopravvive alla
prima misura? Come bisogna orientare la direzione fi del secondo apparato se si
vuole ottenere la massima intensita finale possibile?

Soluzione

Dopo il passaggio nel primo apparato gli atomi sono descritti da un autostato di S,
corrispondente all’autovalore +#/2. Utilizzando i risultati dell’esercizio (4.2) tale
stato si puo scrivere come sovrapposizione di autostati di S - i nella forma

2

S-ﬁ:—|—>—|—c

h
Sz:+>:C+

dove

h
Cy = <Sﬁ—+2
h
2

Z
Z

AN e (1) . ®
=-i-2>=(s1n2—cos2)<0>:sm2

Dopo la seconda misura I’intensita del fascio si sara ridotta quindi di un fattore

cos? 2 mentre lo stato di ciascun atomo &
S - h
VAR 2 .
29

27
. h cos 2 B
’S-n—+2>— (siné) =cos

La terza misura riduce ulteriormente 1’intensita del fascio di un fattore sin 5, per
cui complessivamente si il rapporto tra I’intensita del fascio finale e quella del fascio
che sopravvive alla prima misura ¢ dato da

S——i—ﬁ +sin§
) 2

) v 1
cos? 3 sin® 5 = 1 sin® 9.

Tale rapporto & massimo per ¥ uguale a /2 oppure a 37 /2.
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4.8 Autostati di un sistema di fermioni interagenti

Un sistema di tre particelle diverse di spin % ha come Hamiltoniano
H=V(0,-0,+0,-03+03-01),

dove V ¢ una costante.
Si determinino gli autovalori di H, la loro degenerazione e i relativi autostati.

Soluzione

Detto J lo spin totale del sistema ed j il numero quantico relativo, abbiamo
14 2 @ @ a2 Vip 9.
Ricordiamo che nel caso di due particelle di spin 1/2, se indichiamo con |J, j,) 1’au-

tostato dello spin totale e con |4, £} gli autostati degli spin delle singole particelle,
abbiamo i seguenti possibili stati:

f =0 10.0)= (=) == +)
[1,+1) = |+,+))

].12:1 |170>:\%(|+a*>+|7a+>)
|1v—1> = |_7_>)'

Combinando una coppia di particelle con jj» = 0 con la terza particella di spin 1/2
si hanno due stati con j = 1/2:

. 1 |%7+%>:%(|+7_7+>_|_7+7+>)
J123 = 5

2

|%7_%> = %(H’a _7_> - |_7+’_>)-
Utilizziamo i coefficienti di Clebsh-Gordan e combiniamo ora la terza particella di
spin 1/2 con una coppia di particelle con jj; = 1. Si hanno quattro stati con j = 3/2:

3 3
‘2,+2>m12—+1,m3—+1/2>—|+,+,+>
S —\/T =+1,m3 = 1/2>+\/§| =0,m3=+1/2) =
2Ty /T 3””12— , M3 = 3m12— , M3 = =
1
3 \[3(+,+,>+|+,,+>+|,+,+>)

J123 ==
? 31—\F =1 —+1/2>+\/§| =0,m3=—1/2) =
5Ty ) =\ 3lm2=—lms= 3 iz =0,m3 = =

= \/g(vv+>+|+a7>+|7+v>)
3 3
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e due stati con j=1/2:

1 1 2 1
‘2,+2> \/;’7112 +1,m3 /2) \/;|m12 0,m3 = +1/2)
2 1 1
. 1 \/g+7+a>\/;|+va+>\/g|a+7+>
Ji3=x
21 l—f — O,y = —1/2) \F| — Lmy=+1/2) =
575 ) =\ zlm2=0m3= 3 lmi2=—1,m3 = =
1 1 2
\/;+7_a_>+\/;|_7+7_>_\/g|_7_a+>'

Notiamo che abbiamo determinato quattro stati con j = 1/2, invece di due. Questo
puo sembrare sbagliato dato che la degenerazione di j = 1/2 dovrebbe essere 2.
Tuttavia si puo verificare facilmente che gli stati ottenuti dal prodotto tensoriale jjo ®
J3=0® % sono perpendicolari a quelli ottenutida j, ® 3 =1® % Ad esempio

Z5{thmH = (=4 (ﬁ+7+,—>—\£+,—,+>—\fé|—,+,+>> -
1

(1-1)=0.

“2/3

Del resto gli stati indipendenti devono essere 8 dato che siamo partiti da uno spazio
vettoriale di dimensione 8 (j1 ® @ js=31®1® ).
In definitiva gli autovalori dell’Hamiltoniano sono:

1
Jiz =3 Ey = %/ [3n* — 37| = —3V con degenerazione 4
; 3 2V T1542 _ 932 .
J123 =5 Ey =7 [L2n* — 3 1*] = 43V con degenerazione 4.

4.9 Misure di spin su un fermione

Si consideri una particella di spin % della quale si misura la somma delle com-
ponenti x ed z dello spin Sy 4 S,. Quali sono i possibili risultati della misura? Se
successivamente si misura Sy, qual & la probabilita di trovare il valore —|—%?

Soluzione

Osserviamo che
S¢+S.=+2S-n

dove n ¢ il versore nella direzione della bisettrice del piano xz (¢ = m/4,¢ = 0).
Poiché, come si & visto nel problema 4.2, gli autovalori di S -n sono +%/2 per qual-
siasi n, i possibili risultati della misura sono 4-%/+/2. Dopo la misura lo spin della
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particella si trovera nel piano xz, quindi la probabilita di trovare uno qualsiasi dei
due possibili autovalori di Sy sara uguale ad 1/2. Infatti, come abbiamo visto in ge-
nerale nel problema 3.4, in un autostato di una componente del momento angolare
le componenti perpendicolari ad essa hanno valore di attesa nullo. Dal fatto che gli
autovalori di Sy, come di qualsiasi componente dello spin, sono opposti, segue che le
probabilita relative alle due misure sono uguali.
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5
Evoluzione temporale

5.1 Sistema a due livelli (I)

L’Hamiltoniano di un sistema quantistico a due livelli pud essere scritto come
1
A = —ho(|0)(0] —[1)(1])

dove |0) e |1) sono gli autoket ortonormali appartenenti agli autovalori —h®/2
e +hw/2 rispettivamente. Si considerino 1’operatore lineare a = |0)(1| ed il suo
coniugato hermitiano a'.

a) Dimostrare che valgono le seguenti relazioni:
{a,a"y=ad" +a'a=1 ; a*=a"=0

(A ,d) = —howa ; [A,a'] = +hoad

e che I’operatore N = aa' ha autovalori 0 ed 1 e che i suoi autoket sono i ket di
base. Esprimere I’Hamiltoniano in termini di N e dell’identita /.

b) Supponendo che il sistema si trovi all’istante iniziale ¢t = 0 nell’autostato del-
I’operatore hermitiano A = a+a' corrispondente all’autovalore 1, determinare i
valori di aspettazione di A e di A% e I’indeterminazione ((AA)?) in funzione del
tempo 7.

¢) Detto B= —i(a—a") un altro operatore hermitiano, determinare anche (B), (B?)
e ((AB)?) in funzione del tempo. Verificare la relazione di indeterminazione fra
AeB.

Soluzione

a) Dall’equazione agli autovalori per JZ si ha

ho how
HN0) = ~=-10)  AN) =+,
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96 5 Evoluzione temporale
Tenendo conto del fatto che gli stati [0) e |1) sono un set ortonormale,

a=0)(1] a"=[1)(0]
{a,a’} = aa’ +a'a=0)(1]1)(0| +|1)(0]0) (1| = |0)(0] + |1)(1] = 1
a® = 10)(1]0)(1] =0
a” = |1)(0]1)(0] =0

(A a] = —%hw(l0><0|0><1\—|1><1|0><1|— |0){1]0){0[+[0)(1[1){1]) =
= —hw|0)(1| = —hwa

[ ,a"] = *%hw(l0><0|1><0| — 1) {A[1){0] = [1){0]0){0] 4 [1){0[1){1]) =
= ho[1)(0| = hoa'

N = aa® = [0){1]1){0] = [0)(0
N|0) = |0){(0]0) = |0) = |0) autoket con autovalore 1
N|1) =10)(0|]1) =0=0|1) = |1) autoket con autovalore 0

= —100(10) (0]~ [1)(1] +10)(0] ~ 0)(0]) =~ (2N — 1) =

1
=hw|=-—N|.
()
b) Consideriamo lo stato
1

=—(|0)+11)) .
lw) fz(‘ )+11)
|w) & autoket di A corrispondente all’ autovalore 1. Infatti
1 1
Aly) = (|0)(1|+|1)(0]) —= (|0) +]1)) = —= (0+|0) +|1) +0) 1 - |y).
lv) (\><||><|)ﬁ(|>|>) 75 0+ 0+ +0)1- )

Al tempo 7 lo stato | ) sara dato da

1

y() =5

(ei%’|0> +e’i%’|l>) :
Notiamo che

[, A] = [H,a)+ [H#,d'] = —hw(a—a') = —ihwB #0
[ ,B) = —i([#,a) — [/ .a"]) = ihw(a+a") = ihwA # 0.

A e B non commutano con ¢, quindi i valori di attesa di tali grandezze
dipendono dal tempo.
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Infatti
Ay = %<O|e B (108 (a-+a) (¢2]0) +e 8 1)) =
= 2 (001 (1187 (3111) 4 e7%110)) =
= %(e’“"+e ‘01 = cos ot
A%y = ((a+da)(a+d"))y = (aa" +a'a)y, =

= {a,d"})y =y =1

((AA)%)y = (A%)y — (A)}, = 1 —cos® ot = sin” wt.

o~ o~

¢) In maniera analoga, si ottengono per B le seguenti relazioni:
(B)y = —i (<O|e B4 (1e8) (a—at) (21]0) +e 1) ) =
iz (<O|e i1 1 (1]e% ) (e*f%f\o>—e+f%f\1>) -

= —i% (e*"‘” - el“”) = —sinwr

(iz(a—aT)(a—aT)N = —(—ad' —aTa>V, =
= ({a,d"})y =)y =1
(AB)?)y = (B*)y — <B>12,, = 1 —sin® ot = cos® ot .

(B*)y

Per quanto riguarda la relazione di indeterminazione tra A e B abbiamo:
AA-AB = |sinwt|-|cos wt].
Ricordiamo che, per ogni stato, deve valere
1
AA-AB > S|(A.B)).
Verifichiamone la validita anche in questo caso:
[A,B] = —ila+a',a—a'] =
= —i([a,a]+[a",a] - [a,a’] - [a",a"]) =
= —i (aTa —aa’ —aa’ + aTa) =
= 2i(aa” —a'a) = 2i(|0)(1[1){0] — [1){0[0)(1]) =
4i
2i(|0)(0| = |1)(1]) = ——#
i(0)(0] = [1)(1) =~

(14Bl)y = 2 (0784 (11ei%7) 2 (¢13110) 4 7%]1)) =
— i ({0l 4+ (11e'8") (=e'¥10) +e7187)1) ) =
= —i(—1+1)=0.

Il principio d’indeterminazione ¢ verificato in quanto

|sinwt|-|coswr| > 0.
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5.2 Sistema a due livelli (IT)

Si consideri un sistema a due stati descritto dall’operatore Hamiltoniano:

H = Eo|1)(1] + V2E|1)(2| + V2Eo|2)(1] .
Se il sistema si trova inizialmente nello stato |1) con quale probabilita si trovera nello
stato |2) al tempo #? Determinare il periodo delle oscillazioni tra gli stati |1) e |2).
Soluzione

Nella rappresentazione della base |1),|2) I'Hamiltoniano diventa la matrice:

_ EO \ﬁEO _ / / 1\@
%”(ﬂEO 0 )onf dove %<ﬂ0)

Dall’equazione secolare ricaviamo gli autovalori di J#”:
det(' —A)=A>—1—-2=0 = A=-1,2.
A A = —1 corrisponde I’autovalore E; = —Ey di ¢ e ’autostato |E;) dato da:
() (5)=1(2)
V2 0 b b

da cui si ottiene, previa normalizzazione:

)= (s )=dem-Zm.

Analogamente a A = 2 corrisponde 1’autovalore E; = 2Ej di ¢ e ’autostato |E»)

dato da: B /s NG |
B=— (] )—\ﬁmﬁz»

Invertendo le relazioni ottenute abbiamo

= im0+ ZiE)

2 =2+ e,

Inizialmente il sistema € nello stato

1 2
t=0)=|1)=—I|E +\/>E
ly(t=0))=11) ﬁ' 1) 3|2>
mentre all’istante ¢ sara nello stato
1 Eypt 2 2k
t = —eé'n E et E —
[y (1)) e | 1>+\/;€ |Ez)
1
= —¢

=3 i [(1+2e"'3ET°’]) |1>—ﬁ(1—e_i?) 2]
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Le probabilita di trovare al tempo ¢ il sistema in uno dei vettori di base sono

.3Egt

2 1 3Eot
S = 5 (5+4cosho>

1 k

%(r):g\wzeﬂT
P g 0
9 h ’

Le probabilita oscillano con frequenza @ = 3E /. 1l periodo richiesto ¢ quindi

.3Egt
_ 3%t

2
P|2>(t):§‘1*9 i

T_27r_27rh_ h
T o  3Ey 3Ey’

5.3 Sistema a due livelli (III)

Si consideri un sistema a due livelli e si consideri la base composta dai due au-
toket |y;) e |yn) dell’Hamiltoniano Hy, corrispondenti agli autovalori E; ed Ej,
rispettivamente,

Hlyi) = Ei|yr) (5.1)
I ) = E2|yn)
(vilyj)=6i; i,j=1,2.
Si consideri quindi un nuovo sistema con Hamiltoniano .74 + W, dove il termine di

accoppiamento W, nella base {|y1),|y2)}, ¢ dato dalla matrice 2x2 W;; con Wy =
Wi =0e Wi = Wh; = w dove w € una costante reale positiva.

a) Determinare come variano le autofunzioni e gli autovalori del sistema per effetto
dell’accoppiamento.

b) Se all’istante ¢ = 0 il sistema, in presenza dell’accoppiamento, si trova con cer-
tezza nello stato |y), in quali istanti (se esistono) il sistema si trovera di nuovo
nella stessa condizione?

¢) Calcolare la probabilita di trovare il sistema nello stato |y») al tempo ¢.

Soluzione

a) Nello rappresentazione relativa ai vettori di base |y ) e |y») abbiamo

. E1 0 o oOw . o E1 w
Aw=(5e) w=(u) w=mw=(12)
dove, per non appesantire la notazione, abbiamo indicato con gli stessi simboli

degli operatori e dei ket le matrici ad essi corrispondenti. Gli autovalori di 7 si
ricavano da (E} —A)(E; —A) — W2 =0:

E|+E,++/(E; 7E2)2+4W2
Ay = i
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Gli autovettori |A1) si ricavano dalle equazioni
A\ As) = As|Ay).

Imponendo la normalizzazione. Si trova facilmente, scegliendo opportunamente

le fasi,
) N 1 ( . )
V(A —E)?2+w? \ A —El

): (Azl)2+w2 (l— "k, )

b) Il sistema si trovera con certezza nello stato |y ) quando la probabilita di trovarlo
nello stato |y ) & nulla. Questo ci rinvia al quesito successivo.
¢) Lo stato al tempor >0¢

s At
(1)) =7 |yi) =
Aat At
=7 A A yn) e T A (A |y) =

i W w "
(A —E1)2+w? \ Ay — E

IS L
C A EP A —E )

Introducendo le grandezze

E»—E E>+E
A:221 2:2;1 e a=+\A21w?,

si ottiene
/'Li—El =Ato e /’LiZE:E(X.

La probabilita di trovare il sistema nello stato |y») al tempo ¢ & data dal modulo
quadro di (y»|y) che, utilizzando le nuove variabili, & dato da

. . . ; ot ot
(w|y) —we i (c1 e i +cze’a7r) —we i [(cl +c2) cos —= —i(c; —¢y) sin ;}

dove
A+o A—a

BA+a)l+w? T (A—aptw?
Dopo brevi calcoli si trova

cl =

1
c1+c=0 e C1—C = —,
o

e, quindi,
(aly) = —i e ¥ sin -
2 o A ’

in definitiva la risposta al quesito ¢

Wz
P(w) =) = (wlv)F = 55 s sinzgt.
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Questa probabilita e nullae |y(¢)) = |y;), come richiesto dal precedente quesito,

quando

h
t=ﬂ con n=0,1,2,...
o

5.4 Sistema a due livelli (IV)

L’hamiltoniano di un sistema quantistico a due livelli ¢ descritto dal seguente
operatore (nelle opportune unita di misura)
1+i 1—i I
V2 V2

dove |1) e |2) sono gli autostati normalizzati di un altro operatore hermitiano <

HN) =) +—=12), H2)= )+12)

ANy =V2|1),  d|2) =—V2]2).

All’istante t = 0 si esegue una misura dell’osservabile associata all’operatore <7 e si
trova il valore —v/2.

a) Immediatamente dopo si esegue una misura di energia; qual ¢ la probabilita di
trovare il sistema nello stato fondamentale?

b) Come cambia questa probabilita eseguendo la misura dopo un intervallo finito
7

¢) Se non viene fatta alcuna misura di energia, in quali istanti successivi il sistema
si trovera con certezza nello stato |2)?

Soluzione

Nella rappresentazione data dagli autoket di <7 a 7 corrisponde la matrice con
elementi 7 ; = (j|C|k) data da

1 =
V2

i cui autovalori sono dati da E = 2,0. Gli autovettori sono, rispettivamente,

1 1
V2 V2
L+i _ 14
2 2
Possiamo quindi scrivere

1 1+
E )=—|1)— 2
B} == P)

1 141
E)y=—|1)+ 2).
B =5+ )
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Invertendo queste espressioni troviamo

1) = () +]E-))

1—i

12) = —— (IE+) — [E-)).

a) Al tempo ¢ = 0 lo stato del sistema &

5 Evoluzione temporale

W(0) =2 = 5 (1)~ [E)),

quindi
1—i
P(E:E7 :()7[:0) = ’—2 !

b) Altempot =T, lo stato ¢ diventato

T 1—1i

[W(T) = 3 y(0) = 5 (¢ T ES —e T |E)) =

1—i / _.or
= (e FIED - 1ED)

che comporta

indipendente da 7.

¢) Perché al tempo ¢ il sistema si trovi con certezza nello stato |2) deve verificarsi:

1—i/ _» 1—i
(e FIE) —1E)) = (1B —E-))
2 2
da cui si ricava
2t
E:2n7r = t =nmh conn=1,2,...

Notare che ¢ ha le dimensioni di % a causa del fatto che .77 ¢ adimensionale.

5.5 Particella su un segmento (I)

Una particella, vincolata a muoversi su un segmento di lunghezza L, all’istante t =0
si trova in uno stato in cui una misura di energia puo fornire, con uguale probabilita,
solo due valori: il valore pill basso E; e quello immediatamente superiore Ey = 4E).

a) Scrivere I’espressione della funzione d’onda normalizzata (contenente un para-

metro arbitrario).

b) Determinare tale parametro sapendo che all’istante + = O il valor di attesa

_4n

dell’impulso della particella & (p) = 3 7.

c) Determinare qual ¢ I’istante di tempo successivo a ¢ = 0 in cui il valor di attesa

dell’impulso assume per la prima volta il valore zero.
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Soluzione

Per questo sistema gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni dell’energia sono:

h n’n? 2 . nmx
En=—r: Val)=\/7sin=~, n=123..

a) Lo stato & sovrapposizione di y(x) e di ya(x)
y(x) =iy (x) + 2y (x) .
Poiché le probabilita di trovare E; ed E; sono uguali abbiamo
le1? = 2.
Trascurando una fase complessiva arbitraria, possiamo scrivere:
1 ‘
v =5 (w1 (x) +eya(x)) .

b) Calcoliamo il valore di attesa dell’impulso. Come abbiamo visto negli esercizi
(1.4) e (2.5), nel caso di un autostato dello spettro discreto esso ¢ nullo. Abbiamo
quindi

(P)i=o = 5 [(wilplw1) + (wa|ply2) + e (wilplwa) +e~ " (ya|plyr)] =

——— l:eiall +e—ia12}

N = N =

dove I, = I{, il quale & dato da

2r 27r 4h ("
/d TT Lx:i/o dtsint cos2t =

8h
dz(2z—1)
/ « 22 C3iL

In definitiva

1 8n ; _i 8n .
(Phizo =537 [-€" +e ] = =37 sina.
Imponendo la condizione richiesta si ottengono due diverse determinazioni di o::
in o ! = a=aqa ” a=0 =7+ r
sinot = ——= =) =—— oppure o =0p= —.
2 1= 76 PP 2 6

¢) Ad un istante di tempo ¢ successivo avremo
Lo it io —i2!
wiwn) = (i) +ee o)

e il valore di attesa dell’impulso sara dato da

L7 e ity —ia i22EL
(Pl = 5 [ee™ T (wlplya) +e 7T (yalplwn)| =
_ 18T eean y ite-on] _ 80
_23iL[ e +e }— 3Lsm(a+(ot),
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dove abbiamo definito

B —E

==

A seconda della determinazione di ¢, il valor di attesa dell’impulso assumera

per la prima volta il valore zero quando wt = q; + @ oppure @t = o — 7. 1l

primo istante in cui il valore di attesa dell’impulso si annulla sara dato, nei due

casi rispettivamente, da

t_sl() ure I_L
“on PP 60

5.6 Particella su un segmento (II)

Una particella di massa m ¢ confinata sul segmento 0 < x < a. Al tempo ¢t =0 la sua
funzione d’onda normalizzata ¢

/8
y(x,t=0)= 5, [1 +cos%} sin%.

a) Quali risultati si possono ottenere da una misura dell’energia?

b) Scrivere la funzione d’onda all’istante successivo 7.

¢) Calcolare il valore d’attesa dell’energia del sistemaat =0e1*.

d) Calcolare la probabilita di trovare al tempo ¢ la particella nella meta di
sinistra del segmento.

Soluzione

Per questo sistema gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni dell’energia sono:

W rn? 2 T
Enziz, W (x) = 7sinu7 n=1,2,3,....
a

2ma a

a) Notiamo che la funzione d’onda a ¢ = 0 pud essere riscritta come combinazione
lineare di autofunzioni di .57

8 | . mx 1 . 2mx 4 1
y(x,t=0)= \/5 [sma—i—z sma} = \/gllll(x)—i—\/;l//z(x).

Poiché la somma dei moduli quadri dei coefficienti ¢ uguale a 1, la funzione
d’onda & normalizzata. Essa & una sovrapposizione di yj(x) e y2(x), quindi i
valori dell’energia ottenuti da una misura possono essere solo E; e E;.

b) La funzione d’onda al tempo #j si ottiene applicando 1’operatore di evoluzione

A 4 _; 1 1 _;2na?
ynn) =Tyl =0)= \Ewl (x)e \fsw(we ma !,
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c) Il valore d’attesa dell’energia al tempo ¢ = 0 ¢ dato da

2.2
(E)y = 0+ 5 B0 =5 -7

Esso resta costante nel corso dell’evoluzione, poiché I’'Hamiltoniano non dipen-
de dal tempo.

5 ma?”

d) Tenendo conto della proprieta di simmetria delle funzioni d’onda rispetto a x =
4, si ha:
2 k

P<x = a’t) :/zdxlwoc,r)ﬁ:

B R + 235 () valo)e 1) | =

42 E|— E2 / TX 21x
= -+ —-—cos dx sin — sin — =
a

||
L
S

2 5 a
—1—1—1—60 El / dsinz sin’ —1—1—1—6 s3n2ht
~ 275z L 157 2ma2

5.7 Particella su un segmento (IIT)

Una particella si trova in una buca di potenziale infinitamente profonda
V(x) = o, sex<Oex>a,
0, se0<x<a.
Nello stato descritto dalla funzione d’onda all’istante t=0
0, sex<0ex>a,
y(x,0) =
Ax(a—x), se0<x<a,

determinare:
a) la distribuzione di probabilita per I’energia della particella;
b) il valore di attesa dell’energia e la sua incertezza;

c¢) la funzione d’onda al generico istante ¢.

Soluzione

Per questo sistema gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni dell’energia sono:

hw?n? 2 . nmx
EHZW, Wu(x) = 531{17, n=1,2,3,....

I quesiti posti richiedono che la funzione d’onda sia correttamente normalizzata,
quindi determiniamo A:

1 ) 2 5/12 2 @ 30
—_— = —x)"dx = t“(1 —t)*dt = — A=/—
AP /0 x(a—x)"dx=a JA ( ) 0 = 3

a parte un fattore di fase arbitrario.
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a) La probabilita di trovare la particella nello stato n-simo ¢ data dal modulo quadro

di
a /2 . nmx /30 44/15
Cp = <n|l[/>=/0 \/;Slna afsx(a—x)dxzm(l—cosnﬂ:):

S LY
n3m3 '
Poiché la funzione d’onda & simmetrica rispetto a x = a/2, essa ha solo compo-
nenti che hanno la stessa proprieta, le autofunzioni con n dispari.

b) Il valore di attesa dell’energia ¢ dato da

(E) = (y].#|y) = /O“Wx)( i dz)mx)dx:

" 2m dx?

n* 30 (e
_ _%575/0 xa—x)(—2)dx =
n* 60 ! n* 10
=—— [ t(l-t)dt=——.
2m a? /0 (1=1) 2m a?
Per ottenere la dispersione, calcoliamo prima il valor di attesa di E:
2

1 d?
dx =

() = (| ) = [ |5 s
it 30 it 30
SRS

AE = \/(E?) — (E) :,/%(30—25): 5%;.

c¢) Per conoscere la funzione d’onda all’istante t applichiamo 1’operatore di evolu-
zione:

w(x,1) = e Tyl =0) =

= ch V(%) e =
n
y /30 8 “in (2n+1)7x o ,rm2(2n+1)2t

= = —i—"1.
~\ a (2n+1)373 a p 2ma?

5.8 Oscillatore Armonico (I)

Considerare un oscillatore armonico di massa m con energia potenziale

1
V(x)= imoozx2

che si trova all’istante # = 0 in uno stato determinato dalle seguenti condizioni:

a) Ogni misura di energia da con certezza valori che soddisfano la relazione

ho < E < 3ho.



5.8 Oscillatore Armonico (I) 107

b) Il valore di attesa dell’energia &

11
E)=—h
(E) = ho
¢) Il valore di attesa della coordinata ¢:
8h
x) = Omw

Identificare tale stato. Determinare poi in quali istanti il valor medio della coordinata
¢ positivo e massimo.

Soluzione

Ricordiamo la soluzioni per I’equazione agli autovalori per I’Hamiltoniano dell’o-
scillatore armonico:

1 N
E,,:(n—i—z)ha) s Hin) =Ey|n).

Imponiamo ora le condizioni del problema:
a) I possibili valori di energia misurati sono
3 5
E] :Ehw € Ezziha)

Lo stato del sistema ¢ quindi
W) =ci|1)+c2]2) con e +ea>=1.

b) L’energia media ¢ data da:
1 11
(E)y = |c1|*E1 + |2 Er = E7m>(3|c1|2 +5lea?) = <o
Questa condizione, insieme alla precedente, comporta

2 1
lelf=% e |af==.

3 3
La fase di uno dei coefficienti puo essere fissata arbitrariamente, quindi
2 |
)
c] = — c C) = 731 .
3 V3

¢) Utilizzando le note proprieta degli operatori di creazione e distruzione (A.15)
riportate in appendice, abbiamo

(at+a®)(e]l)+eaf2) =

Wy = (€1 + 60 5

= \/E(CT<]|+CE<2|)(\6C2|]>+\[2C1|2>) _

R, N [ 8h
= mw(C1C2+6261)— Omo .
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Quindi

2V2
3

Sostituendo le espressioni per c; € c¢; si ottiene:

cier+ e =—

-, /2
cosé=—-1 = do6=1 = {Cl 31
C) = —ﬁ
In conclusione
w=Zn-—p)
y 3 A
Al tempo #, applicando il propagatore allo stato |y),
2 _.3 |
) = 23 - e
Infine determiniamo il valor di attesa di x al tempo :
n * *
&0y =\ —(c1(t)ea(t) + 3 (t)er (1)) =
mo
_ 2 \/ L cos Wt
3\ 2mo ‘
Si ha quindi:
4 1 4n+3
(x(t))y >0 se t€<(n;0)n,(n2+w)ﬂ per n=0,1,2,...
2 1
<x(t))l,,:mlax<x(t)>w se t:w per n=0,1,2,....

5.9 Oscillatore Armonico (II)

Una particella di massa m si muove in un potenziale armonico di pulsazione w. Il
suo stato all’istante r = 0 ¢ descritto dalla funzione

h m(l)Xz
0)=A(xX*+2y/—x|e 2.
y(x,0) (x + mwx)e

Si determinino I’espressione della funzione d’onda in un successivo istante ¢ > 0 e il
valor di attesa dell’energia.

Soluzione

Notiamo che la funzione d’onda ¢ il prodotto del termine esponenziale presente nelle
autofunzioni dell’ oscillatore armonico per un polinomio di I grado. Quindi essa deve
essere una combinazione lineare delle prime tre autofunzioni.

Y (x,0) = codo(x) +c11(x) +c202(x).
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Esse sono (A.16):

nh
1
mao\ ma@ mox®
= 24 —xe~ 2n
91() (nh) V2T
1
mao\ 1 1 2mo 2 71)1&))(2
00 =(77) ﬁ(hx “)e

Deve quindi risultare

A<x2+2\/gx>:(n;w [co+c1\f\/7x+cz (Zma)x2 1”

Applicando il principio di identita dei polinomi ricaviamo

1) 2mw
mo\ 4 2
a-a(m) e
nh me
1
mw\—3 h
C2 ﬂh) \/ima)

Determiniamo A in modo che y sia normalizzata. Poiché le ¢, lo sono gia, deve

risultare
2
Z ‘Cn|2 =1,
n=0

da cui si ottiene facilmente, ponendo uguale a zero la fase arbitraria,

A /i("ﬂ)%@
V1L \zn/ ok
IO Y R 2
o=y VI 2V

La funzione d’onda al tempo ¢ & quindi

1 1 8 3 2 5
y(x,1) = \/T Po(x)e 2% + \/I(P] (x)e 29" + \/:(Pz(x)e’z ot

L’energia media, dato che 1’hamiltoniano non dipende dal tempo, ¢ costante e uguale
a

e, conseguentemente,

11 8 3 25 35
E) = |col*E ’E = ——ho+— —ho+ ——ho=—Hh
(E) =|co|"Eo+ |c1|"E1 + |c2| “Er gyt et yhe=Sho.
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5.10 Oscillatore Armonico (III)

Un oscillatore armonico di massa m e pulsazione ® si trova in uno stato tale che il
valore di attesa dell’energia e:

3
FC)==h
() = ho,
lo scarto quadratico medio ¢ dato da
1
(= () = E(hw)Q,

ed, inoltre, una misura dell’energia non puo dare un risultato maggiore di 37w.

a) Quali risultati si possono ottenere facendo una misura dell’energia e con quali
probabilita?

b) Scrivere il pil generale vettore di stato compatibile con le informazioni suddette.

¢) Sapendo che all’istante r = 0 il valore di attesa dell’operatore di posizione x ¢ il
massimo possibile, determinarne il valore ad un istante ¢ successivo.

Soluzione

a) Essendo E < 3Aw i risultati di una misura dell’energia possono essere
1 3 5
Ey=-how E =-howo E=-ho
072 72 *72
corrispondenti ai primi tre autoket dell’energia. Lo stato dell’ oscillatore ¢ quindi
[w) = al0)+b]1) +c]2), con al+ b+ =1.

I coefficienti a, b e ¢ sono inoltre soggetti alle condizioni imposte dal problema

1 3 5 3
() = {2|a|2 +SIb+ 2|c|2} o = 2ho

2
€
(A —(H %>2
|: ‘ |2 |b‘2 C2:| h2a)2_%h2w2:
1 2
2 .

Queste tre condizioni consentono di determinare i moduli quadri dei tre coeffi-
cienti e, quindi, le probabilita richieste:

1 1 3 5 1
b) Ponendo uguale a 0 la fase di a, possiamo scrivere:

1 1 . 1 .
—— LB 207
W)= 3100+ Pl 4 e 72).
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¢) Utilizzando le formule (A.14, A.15), si ricava:

X|y) = \/E [b|0>+(a+\@c)|1>+\@b|2>+\f3c)|3>}
(X) = (viX|y) =
_ ﬁ @b+ b (a+V2e) + V2| =
_ ﬁ 29i(a'h) + 2V2R (") =
_ % \2 cos B +cos(y—ﬁ)} .

Poiché BB e ¥ sono indipendenti, < X > assume il massimo valore

24V2 [ h
Khmas = =3\ 2>

cosf=cos(y—B)=1 ciogper B=7=0.

per

Lo stato richiesto ¢ quindi:

che, al tempo ¢ > 0 sara dato da
| 1 3 1 _:s
W(r)) = ze ’2“”\0>+\7@e ’2“”|1>+§e 2912).

Ripetendo il calcolo gia fatto per < X > at = 0 si ottiene

X (1) = ”2\@ N 2’:@ cos @

5.11 Fermione in campo magnetico (I)

All’istante t = 0 una particella di spin % momento magnetico (L = gS e massa infinita
si trova in uno stato nel quale la probabilita di trovare il valore 7i/2 facendo una
misura di S; ¢ 2/3, e i valori di attesa di Sy e Sy sono uguali e entrambi positivi. La
particella € immersa in un campo magnetico costante B parallelo all’asse y.

a) Scrivere il vettore di stato all’istante ¢t = 0 e determinare il valore di attesa
comune di S e S,.

b) Calcolare il valore massimo e minimo della probabilita di trovare il valore 7 /2
in una misura di S; durante 1’evoluzione temporale del sistema.
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Soluzione
a) L’Hamiltoniano del sistema ¢ dato da
H = —gS-B=—gBS,.

A parte un fattore di fase complessivo arbitrario, lo stato del sistema all’istante
iniziale puo essere scritto in termini degli autostati di S; nella forma

w(0) = \E|+>+e"“\@|—> = ﬂ(ﬁ) .

I valori medi di Sy e S, sono dati da

) () () =B -2

2sa=y(vae) (900 (V2) = (oo = 25 sina

(Sx)=(S,) = sina=cosa =a=

IS

dovendo essere (Sy) e (Sy) positivi. In definitivalo statoar =0 ¢

v =3 (I+51-))

e il valore di attesa di S, e S &

(Sx) =(Sy) =z—F—cos— = —.

b) All’istante t > 0

oy = F oy =eoo 2 (1L )

dove abbiamo introdotto la grandezza @ = gB/2. Applicando la nota proprieta
delle matrici di Pauli (A.68), si ottiene

(1) = (Icosa)t+ioysinwt)\/§ ( 1}”' ) —
2

|2 ( coser sinwt 1 B
~ V3 \ —sinwt cos ot % -

2 cosa)t—i—%sina)t
3 %coswt—sinwt :
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La probabilita di trovare il valore 7/2 in una misura di S; & data dal modulo
quadro della relativa componente:

h 2
P(Sz—+2) —g

= § cos a)t+§s1n Wt + SIn W cos @t | .

2

1+i .
COS Wt + Tsm wt

Il punto di massimo si ottiene imponendo la condizione:

E—%a) cos2mt —
dt 3

Questa equazione ha due soluzioni. La prima

sin2wt

):0 = tan20r = 2.

1
t = —|arctan2+ (2n+ 1)@
5 [arctan2 + (2n+ 1) 7]
corrisponde al punto di massimo cercato. Esiste poi un’altra soluzione,
1
t=— tan2 4 2nm
o (arctan2 + 2nm),

ma corrisponde ad un punto di minimo, perché la derivata seconda ¢ ivi negativa.

5.12 Fermione in campo magnetico (II)

Una particella di massa infinita e spin % si trova all’istante + = 0 in uno stato in
cui la probabilita di osservare la componente dello spin lungo la direzione positiva
dell’asse z & % e lungo la direzione negativa ¢ %. Questa informazione determina lo
stato a meno di un parametro.

La particella & sottoposta ad un campo magnetico B costante e uniforme diretto
lungo I’asse x.

a) Scrivere I’espressione dello stato iniziale (includendo un parametro indetermi-
nato).

b) Scrivere ’'Hamiltoniano del sistema (I’operatore momento magnetico della par-
ticellae u = gS).

c) Scrivere I’espressione dello stato (sempre contenente un parametro indetermina-
to) in funzione del tempo.

d) Determinare per quali valori del parametro accade che la funzione d’onda a un
certo istante di tempo si riduce a un autostato di ¢, e trovare a quali tempi ci0
accade.

Soluzione

a) A parte un fattore di fase complessivo arbitrario, lo stato del sistema all’istante
iniziale puo essere scritto in termini degli autostati di S; nella forma

o) =31+ L e =1 ()
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b) L’Hamiltoniano del sistema ¢ dato da

H =—g¢S-B=—gBS,=—hwo, o©,= (?3)

dove

_ 8B

=5

Gli autovalori e i corrispondenti autovettori di .77 sono

()

¢) All’istante t >0

() = e [y(0)) = & 1) {11y (0)) +¢[2) 2 w(0)) =
= 55 (1 v3e) s (1) +
e—iwt o 1 B
+55 (1-v36%) o (1) = 1) =

1 . 1 .
=3 {cos ot + iv/3e*sin wt} [+) + > {isin ot +/3e%coswr | |-).
d) Supponiamo che al tempo ¢ = T sia |y(7)) = |+). Deve risultare:

isinT +v3e'*cos 0T =0
sin@T — /3@ 7/2) cos @T = 0
tan 0T = /3@ H7/2),

Poiché wT deve essere reale, deve risultare
a+rn/2=0,1 = a=-7m/2,7/2.

Nei due casi avremo:
1
o=-7m/2 = T = —arctanV/3 = ~
0] 0]
1 T 1
o=n/2 = Tzaarctan(—\@):a n—=1], n=1,2,---

dove si € tenuto conto del fatto che T > 0.
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5.13 Fermione in campo magnetico (I1T)
L’Hamiltoniano di una particella di spin % sia

H=—g¢S-B
dove S ¢ lo spin e B & un campo magnetico diretto lungo 1’asse z.

Determinare:

a) La forma esplicita in funzione di S e B dell’operatore S.

b) Gli autostati di (S), e i corrispondenti autovalori.
¢) L’evoluzione temporale di uno stato che coincida al tempo ¢+ = 0 con uno dei
suddetti autostati e il valore di attesa dell’Hamiltoniano.

Soluzione

a) L’equazione di evoluzione per I’operatore S ¢

_das_ i
T dt h

S 8] =~ 51s..8]

(poiché S non dipende esplicitamente dal tempo, % = 0). Esplicitando per

ciascuna componente:

. igB

Sx = *7[5'175)5] = gBS)

. igB

Sy = —7[SZ,S);] = —gBSx
. igB

S; = _?[Smsz] =0,

dove abbiamo usato S = 71/20 e le relazioni di commutazione per le matrici di
Pauli (A.65).
b) Gli autovalori di (S), sono gli autovalori di —#O}, ciog

B
M=—-ho A =how dove w:%.

Gli autostati sono gli stessi di oy, cioe, nella base di o,

w-s() -s()

¢) Supponiamo che al tempo ¢ = 0 il sistema sia nello stato

w5 (1)) (1)
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Al tempo ¢ > 0 esso sara nello stato

- o= [0 (3) e ()] ()

Il valore di attesa dell’energia, poiché 1’Hamiltoniano non dipende dal tempo, &
costante e puo essere calcolato in ¢ = 0:

(E)y = —gB(y(0)[S:|w(0))
B h 10)\/1
:_gzz(“)(O—l)(J
! 0.

57?(11)(4)—

5.14 Fermione in campo magnetico (IV)

Una particella di massa infinita e di spin % con momento magnetico i = gS, dove S
¢ lo spin, & posta in un campo magnetico costante diretto lungo 1’asse x. All’istante
t =0, si misura S, = % Trovare le probabilita per un qualsiasi istante successivo che

la particella venga trovata con Sy = j:%.

Soluzione

L’Hamiltoniano del sistema, trascurando il termine cinetico, €

Bhi B
A= —gS. B——gTGX— —hwo, dove w:%.

Risolviamo il problema usando I’equazione di Schrodinger per I’evoluzione del

generico stato:
. d aj 01 aj o
g (o) vno (Vo) (o) =0

i dtl +wa; =0 dz

= 7{12 +w?a;p =0,

Da essa si ricava

daz +wa; =0
le cui soluzioni sono ‘ _
aiz(t) =Ap 26 +Biae .
All’istante ¢+ = 0 lo stato & autostato di S, con autovalore +7/2, quindi
a1(0)=1¢e a2(0)=0 < A;+B;=1¢e Ay+B,=0.
Imponendo queste condizioni nell’equazione di Schrodinger si ha

da1

dt
d an

dt

;=0 = —WA; + 0B} = —® a2|,:0:0

|; -0 = —coA2+a)Bgz—wa1|,:0:—a).
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Abbiamo complessivamente 4 equazioni

A+B1=1
A1—B; =0
A+ By, =0
Ay—By=1

che hanno soluzione

1
Al =B :A2:—B2:5.
Sostituendo nell’equazione per a; > troviamo

v = (20 )= (Ser )

che € normalizzato. Gli autostati di S} sono

=3

e le probabilita richieste

p(si=+5) = (s =5 v =50 (Snen)[ -

1
=5 (cos wr + sin wr)* = ( +sin20t),

h 2 CoSs Wt 2
p(s=-3) = (s =-2pro)| =3[0 0 ()| -

V= (1 —sin2r).

1
=5 (cos @t — sin t)

E facile verificare, come controllo, che la loro somma vale 1.

5.15 Fermione in campo magnetico (V)

Una particella di spin 1/2 si trova al tempo ¢ = 0 nello stato con spin +1/2 lungo
I’asse z. Essa ¢ soggetta ad una interazione magnetica del tipo

# = Looro)

con A costante e 0y € 0y matrici di Pauli. Si calcoli dopo quanto tempo la componente
lungo I’asse z dello spin & —F/2.

Soluzione

Detto 7i il versore
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e ¥ il vettore
At
=—n
h
I’ operatore di evoluzione per questo sistema si puo scrivere come

9

L s, . .
e =e % =T cos®—i(n-0)sin®

dove abbiamo utilizzato la (A.68). Pertanto lo stato al tempo ¢ sara dato da

i At i(0xtoy) . At Iy
ly(t)) =e ' —<]Icosh 7 s1nh) <0>—

- n \O V2 h \1+4i)°
At __

Perché al tempo ¢ sopravviva solo la componente con S; = —% deve risultare cos - =
0. Questo accade per la prima volta all’istante

_h

t
A

5.16 Fermione in campo magnetico (VI)

Una particella di spin %, con momento magnetico {t = gS e massa infinita, & posta
in un campo magnetico uniforme e costante B diretto lungo 1’asse z. Durante 1’in-
tervallo 0 <t < T viene applicato anche un campo magnetico uniforme e costante
B, diretto lungo I’asse x, cosiche il sistema si trovera ancora in un campo magne-
tico uniforme e costante B = By + By. Per r < 0 il sistema & nell’autostato di S,
corrispondente all’autovalore —1—%.

a) At = 0" quali saranno le ampiezze di probabilitd di trovare il sistema con
componente dello spin lungo la direzione di B pari a :I:%?

b) Come evolvono nel tempo gli autostati dell’energia nell’intervallo 0 <t < T'?

¢) Con quale probabilita osserveremo il sistema al tempo ¢ = T nell’autostato di S,
corrispondente all’autovalore — % ?

Soluzione
L’Hamiltoniano del sistema, per t < 0, ¢

B B
H = —gS-By=—>—-—0, = —hwyo, dove %:L;,

Nell’intervallo tra O e T 1’Hamiltoniano diventa:

_ _ g _ _8h(By By \ _ cos® sind
%—_gS'B—_Z(BOGZ+BIGx)—_2 (Bl —Bo)__hw<sin19 Ccosd )
8

B B
dove w=°-, B=,/B}+B} e ® = arctan — .
2 By
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Questo Hamiltoniano & proporzionale alla componente dello spin nella direzione 7
fissata dall’angolo ¥, che ¢ data da

S-A——E cos? sind
n= 2 \sin® —cos® | °

S - /i ha autovalori :i:% e autostati (vedi problema 4.2):

. h cos 2 . h —sin%
piefpae - (2f) o) ()

a) Lo stato del sistema al tempo ¢ = 0 puo essere espresso in termini degli
autostati di S - 71

o) = () vl +e )

¢4+ € c_ sono proprio le ampiezze cercate:

et = (x+|w(0)) = (cos 3 siny (é) —cos—

= (x-|y(0)) = (—sin3 cos? () fsm—.
b) Come si € detto,
H=—gS-B=—gBS-i

percid i suoi autoket sono | ) e |x—) e gli autovalori sono

n
E, =—gB (ﬁ:2> = Fho.

Quindi nell’intervallo di tempo trat = 0 e ¢t = T ’evoluzione degli autostati

¢ data da . ‘
[xs(t)) =e "7 |x£(0)) = €' [+(0)).

¢) Al tempo T lo stato del sistema & descritto da

W(T)) = e [za) +ee T [y) =

%) 0
_ 0 ioT COS 5 . 0 —ioT — S1n 5 _
= COS— e .8 —Simn-—e 5 =
2 sin % 2 cos 5

B < cos? ? T 1 gin? g e~ioT )
- ¥ o ioT C Y —ioT |-
cos ¥ sin ¥ T —sin % cos § e

La probabilita cercata ¢

P(S. = —1/2) = |(S. = —h/2|w(T))|* =
2
cos é Sing (eiCOT _efia)T)

> > = |isin® sin@T|* = sin> © sin® 0T.
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5.17 Rotatore piano

Un rotatore piano ¢ un sistema rigido di due particelle che puo ruotare liberamente
in un piano. Indicando con 7 il suo momento d’inerzia, determinare, nel sistema
relativo:

a) gli autovalori dell’energia e le rispettive autofunzioni;
b) 1 possibili valori del momento angolare, la loro probabilita ed il valore di attesa
del momento angolare nello stato descritto dalla funzione d’onda

y(p) = Ncos® ¢;

¢) I’evoluzione temporale dello stato y.

Soluzione

a) L’Hamiltoniano del sistema ¢
2 2
_L_L_ ®
21 21 21 d?
dove abbiamo assunto che il piano di rotazione sia il piano xy. Autovalori e
autofunzioni dei .7 sono
o n*m? (0) = 1
m= "5y YmlQ) = o

Gli autovalori sono doppiamente degeneri per ogni m fuorché per m = 0.
b) Fissiamo la costante N mediante la normalizzazione.

eM? m=0,41,42,---.

2 27 3 1 1
1= |N|2/ docost o = |N|2/ do [8 + = cos2(p+§cos4(p =
0 0

2
3 4 2
= IN?|=272+0+0 NP = — N=_—_
| |{8 T+ +} = IN| i = Nerd

a parte un fattore di fase arbitrario. La funzione d’onda ¢ sovrapposizione di due
autostati dell’Hamiltoniano. Infatti

2

(e¥? e 20 +2) =

2 1
W((p)_ECOS(P_Q.\/ﬁ
1

-7 v (@) + \%6 Voo () + \/zlﬂo(‘P)-

Tenendo conto del fatto che le autofunzioni di .7# sono anche autofunzioni di
L., le probabilita richieste sono date da

e il valore di attesa del momento angolare da

2 1 1
L)=2-0+--24--(—2)=0.
(L) =5 042 2+ (-2)=0
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¢) Lo stato al tempo ¢ > 0 ¢ descritto dalla funzione d’onda

ot 1 Ept 2 L Egt

1 Bt _Eo
w(w,t):%ww)e Pt —=yoa(p)e T + gtl/o(w)e "=
1

“&

= (COSZ(pe i —|—1)

5.18 Rotatore in campo magnetico (I)

L’Hamiltoniano di un rotatore isotropo in un campo magnetico uniforme ¢ dato da
L2
H=—+al,
21

con ¢ costante. Il suo stato ¢ descritto al tempo t=0 dalla funzione d’onda

[ 15
y(%,0) = 3Tsm 0 sin2¢.

Si determini I’espressione della funzione d’onda ad un successivo istante t.

Soluzione
Le autofunzioni dell’Hamiltoniano sono le Armoniche sferiche e gli autovalori sono

L+ 1)R?

S tehm, (=012 m=0,%1,

La funzione d’onda che rappresenta lo stato iniziale puo essere scritta, per la (A.37),
come:

1

15 ; ; 1
Y(D,9,1=0) = 51/ 352 8i07(0) (¢ —e %) = = (17(8,0) =1, *(9,9)) -

Ad un successivo istante ¢t avremo:

W(197¢1t) = i h ((19 ¢) t= ):
5 (Y2 (19 ¢) —i 2,+20£]I 72(197¢)efi[%72a]t) )

5.19 Rotatore in campo magnetico (II)

L’Hamiltoniano di un rotatore isotropo in un campo magnetico uniforme ¢ dato da

2

L
=—+4oL;.
H 21+
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All’istante t = 0 la sua funzione d’onda &
1 _
W(67¢70) = % [Y1+l(1_97¢)—|—Y1 1(19>¢)] .

1) Qual’¢ la sua funzione d’onda al tempo #?
2) Determinare I’istante ¢ in cui la funzione d’onda € proporzionale a

% (¥(8,0) ~¥71(8,9))..

Soluzione

11 sistema ¢& lo stesso considerato nell’esercizio 5.18.
All’istante ¢t > 0 avremo:

W(0,0,1) = ¢ T y(8,0,1 = 0) =
= \% Y (0,0)e T 4y (0, )T o

Per rispondere alla seconda domanda imponiamo che il rapporto tra i coefficienti

delle due armoniche sia —1

e—ilf—alt

(2n+1)m

e M — 1 = 2u=Q2n+l)x = 1=
2a

o—ili+alt

5.20 Misura su un atomo d’idrogeno

Al tempo t=0 lo stato di un atomo d’idrogeno ¢ descritto dalla funzione d’onda

1
y(r,t=0) = \/71—0 (2W1,0,0+1I/2,1,o+\[21I/2,1,1 +\f311/2,1,71> .

dove le ¥, ¢, sono le autofunzioni dell’Hamiltoniano relative ai numeri quantici
n, ¢, m. Ignorando lo spin si determini:

a) il valore di attesa dell’energia;
b) I’espressione della funzione d’onda ad un successivo istante ¢;
¢) la probabilita di trovare al tempo ¢ il sistema nello stato con / = 1,m = 1.

Soluzione

a) Detti ¢, ,, i coefficienti dello sviluppo della funzione d’onda in autofunzioni
dell’Hamiltoniano
l[/(l’,t = O) = Z Cnlomn Yn,tym s

nl.m
poiché si verifica
1
Y leneml® = 1o @H1+2+3) =1,

n,l,m
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la funzione d’onda & normalizzata. Pertanto 1’energia media ¢ data da

(E) = W) = X lenenP B = 15 W1+ (1424 3)E:) =

nl,m
11 111 11-0.51
20" T T202™¢ 40-1372 ¢ €

essendo E) = 4 em,=0.51% v

b) All’istante ¢ la funzione d’ onda e

e i y(r,t=0)=
.E

t .Ent
4 [%71,04- V2ya i1+ \/gll/zl,—l} sz) :

y(r,1)

1
— (2 e
\/ﬁ ( Y1,0,0

¢) Indicando la probabilita richiesta con P,;; abbiamo

_j
Praa (1) = |(m 1 [w(0) = (. 1, 1e™ [y (0) =
LEqt Byt |2
ﬂmmuf|m01T+WmWH@mw+ﬁmuwaﬂ:

Ent
=[5, 2 iZ

1
,2\/6 8n2
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6
Teoria Perturbativa indipendente dal tempo

6.1 Particella su un segmento: perturbazione quadrata

Una particella di massa m ¢ vincolata a muoversi su un segmento in presenza di una
piccola buca di potenziale data da

oo, sex<0ex>L,
Vix) =4 -V, seO<x<%7
0 se%<x<L.

Trattare la piccola buca (vedi figura 6.2) traO e % come una perturbazione rispetto al
“normale” pozzo di potenziale e calcolare gli autovalori dell’energia al prim’ordine.

V(x)

Figura 6.1. Pozzo di potenziale modificato da una buca

© Springer-Verlag Italia S.r.1., parte di Springer Nature 2018
L. Angelini, Meccanica quantistica, UNITEXT for Physics,
https://doi.org/10.1007/978-88-470-3966-7_6
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Soluzione

In assenza di perturbazione i livelli di energia e le relative autofunzioni sono:

2.2 2
2
E,So)zhﬂn l/l,go)(x)Z\/;sinm, n=12,...

2mlL? "’ L

La correzione del prim’ordine ai livelli di energia ¢ data da
0 " gewr _
B = [ vy () Hi () va(x) =
2 b
- Z/Ozdxsinzn—zx(fVo):

L
3 2 Vi
= _% " dx {1005 nzrx} =2

L Jo

La correzione ¢ la stessa per tutti i livelli.

6.2 Particella su un segmento: perturbazione lineare

Utilizzando la teoria perturbativa al primo ordine, calcolare i livelli di energia per
una buca quadrata infinita unidimensionale di larghezza L il cui fondo ¢ stato reso
obliquo come mostrato in figura 6.2.

Soluzione

La perturbazione ¢ data da

Vi
%ﬁz%x per0<x<L.

V(x)

0 L X

Figura 6.2. Pozzo di potenziale modificato da una retta
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Autovalori e autofunzioni imperturbati sono

om0 2 G,

(
En” = 2mL? "’ Wi

La correzione al I ordine ai livelli € data da
. 2V
E,(,l) / dxx sin 2n * 0 / dzzsin? 1—7

La correzione ¢ la stessa per tutti i livelli. Avremo quindi

h2 22 VO

©0) , p(h) _
Ey,) +E s
n L iz T2

Vn=1,2,...

6.3 Particella su un segmento: correzione sinusoidale
Una particella di massa m si trova in un pozzo di potenziale a pareti infinite. I fondo

viene modificato da
V(ix)=0 per 0<x<L

T
V'(x):Vosin(fx) per 0<x<L.

Calcolare le correzioni al I ordine in Vj a tutti i livelli energetici.

Soluzione

In assenza di perturbazione gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni dell’ener-

gia sono:
h2m2n? \/5 nmwx
Eyn=——5-, n =4/ sin—, =149,
2 Y (x) 7 Sin— n=1,2,3

La correzione del prim’ordine ai livelli di energia ¢ data da

V= [Can v v =
2V0/ X . WX
= dx sin® 751 —
L L
2Vi
-0 7/ do sinoc—f/ do cos2no sino | =
T 2Jo 2 Jo
2V 1 /= 1
_ 0 1—7/ do = [sin(1+2n)a + sin(1 —2n)a] V] =
T 2 Jo 2

2Vo | 1 2 2
=—1—-=-(—4+— =
T | 4 \1+2n 1-2n

8Von?
n(4n?—1)"
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6.4 Particella su un segmento in presenza di potenziale o

Una particella di massa m ¢ immersa in una buca infinita di potenziale di larghezza

a in una dimensione:
0, se0<x<L.
V( ) { >A >

oo, altrove.

Essa ¢ soggetta ad una perturbazione data dal potenziale

W (x) = Lan 8 (x—s) ,

dove @y € una costante reale.

a) Calcolare al prim’ordine in wg le modificazioni ai livelli di energia della parti-
cella apportate da W (x).

b) Risolvere il problema esattamente, mostrando che i valori dell’energia sono dati
da una delle due equazioni:

sin(kL/2) =0
oppure
n’k

mLay

Discutere i risultati ottenuti in funzione del segno e della grandezza di @y. Fare

vedere che, nel limite wy — 0, si ritrovano i risultati del punto a).

tan(kL/2) = —

Soluzione

a) In assenza di perturbazione gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni del-
I’energia sono:

W2 2n? 2 . nmx
EHZW’ ll/n(x): ZSIHT’ n=1,2,3,....

La correzione del prim’ordine ai livelli di energia ¢ data da

EW = /0 C e (W () v ) =

2 L L
:ZL%A dxsinznzx5<x—2>:

2y si o NTT {O per n pari,
= sin® — =

2 2@y per n dispari.

b) Per trovare la soluzione esatta, imponiamo che la funzione d’onda, escludendo
il punto x = L/2, abbia la forma di una soluzione per una particella libera che si
annulliinx=0ex=L.

y(x) =

Asinkx per0<x<L/2,
Bsink(L—x) perL/2<x<L.
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La continuita della funzione d’onda comporta che

kL

2t~

y( ):l//(%+) = Asin’: =Bsin%

ciog
A=B oppure A#Be ska =0.

Invece la derivata prima deve essere discontinua per la presenza della § nel
potenziale, vedi (2.21):

(5) o) im(t)

Imponendo le due Condizioni possiamo distinguere due casi:

1. casoA#Be sm = 0. Quest’ultima relazione comporta che
kL 2nm
T=mma=01.. = k:%.

Quindi, anche nel calcolo esatto, ritroviamo la parte di spettro del pozzo di
potenziale corrispondente alle autofunzioni dispari rispetto a x = L/2. Le
stesse autofunzioni non sono modificate dalla perturbazione. Infatti, dalla
condizione su ¥’ si ha

kL

fAkcos]%L kacosj =0 = A=-B.

La funzione d’onda per L/2 < x < L & data da

y(x) = —Asink(L—x) =Asink(x—L) =
= AsinkxcoskL — A coskxsinkL = Asinkx,

essendo coskL = 1 e sinkL = 0. Possiamo dire che, poiché si tratta di fun-
zioni d’onda che si azzerano in x = L/2, esse non sentono la presenza del
nuovo termine di potenziale che solo in tale punto & non nullo.

2. caso A = B, che corrisponde a funzioni d’onda pari rispetto a x = L/2. Dalla
condizione su ¥’ si ha

2m . kL kL Wk

kL kL
7AkC057 fAkcosj = h—szoAsm? = tan? = mewO .

Per trovare questa parte dello spettro risolviamo graficamente questa equa-
zione cercando le intersezioni tra le due curve
n’k 2n* kL

= tan — - _ = _ =
y=tim ey mLay mL2awy 2

In figura 6.3 vediamo le soluzioni per due valori di segno opposto di @y. Quando
o — 0 le soluzioni tendono ai valori (segnati con un cerchietto in figura)

KL 2j+1
T =ej+n3 = k= Gtm

2 2 ,con j=0,1,...
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Y(kLI2)
4r | —
— - w0<0
2 |
| —
ol O L e kL2
2 10 12
-2+
L w0>0
4 +

Figura 6.3. Soluzione grafica dell’equazione per i livelli di energia corrispondenti ad
autofunzioni simmetriche. Le rette tratteggiate corrispondono a due diversi valori di @y

cioe
W nZn?
T 2mL?
Si riottengono cio¢ gli autovalori con n dispari del caso imperturbato. Notiamo
che la soluzione che nel limite @y — 0~ corrisponde a k = 7 /L compare solo se

,n=135 ...

20 >1 = | |<2h2
mL2| oy ol < iz

6.5 Particella in un quadrato: accoppiamento tra i gradi di liberta

Si calcolino autofunzioni e autovalori dell’energia per una particella di massa m
confinata in un quadrato di lato L:

0<x<L 0<y<L.

Introdotta poi una perturbazione .%#°! = Cxy, si trovino le correzioni al I ordine per
il livello fondamentale ed il primo livello eccitato.

Soluzione

Lo spazio delle funzioni d’onda ¢ il prodotto tensoriale degli spazi relativi a due pozzi
di potenziale secondo due direzioni normali. Autovalori e autofunzioni imperturbati
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sono dati da:

Yen(e.y) = Vi) W) = /3 sin k| /2 sin 222

n2h2 (k2+n2)

0 _ p0 g0 _
E ,=E +E =—. o

n=1,2,...

Per calcolare gli effetti della perturbazione sono necessari i seguenti elementi di
matrice:

2 L ,x L (7 L
(1 (x),xy1(x)) 7 /o dxx sin . =2 /0 dxx (1 —cos2x) 5

2 (L 2 2% 27 L
(ya(x),xyr(x)) = i/o dxx sinz% =72 dxx sin®x = 5
2 L 2 2% 7
1(x),xvna(x)) = — dxx sinE sinﬂ =-— dxx sinx sin2x =
vita,xy L LT L2k
4L (7 14L (7
= ?/0 dxx sin’ x cosx = 3 ?/o dcosx (1 —cos’x) =
16 L
9 g2
Per lo stato fondamentale, che ¢ non degenere, abbiamo:
» CL?
El = (y1,1(x),Cxyyii(x,) = C(y1(x),xy1(x)” = -

Per il secondo livello siamo in presenza di degenerazione tra gli stati Y, € Y.
Occorre diagonalizzare la matrice

AB

BA

dove
= CI?
(Vfl,z(x,y),nyq/l’z(xvy)) —C(‘Ifl (x),xy (x)) (‘I’z()’),yllfz()’)) T4
B = 2
(V1.2(5), Cxyyai (x,y)) = € (‘Ifl(x),Xllfz(X))z 25861%

Gli autovalori A £ B danno le correzioni al primo stato eccitato:

1, 256
E1172 == CL2 (4 Zl: 817‘[4) .

6.6 Particella su una circonferenza in presenza di perturbazione

Una particella di massa m & libera di muoversi su una circonferenza di raggio R.
Viene applicato un potenziale

V(6) =VysinBcosH,
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dove 0 ¢ la posizione angolare sulla circonferenza. Individuate le funzioni d’onda del
sistema imperturbato che diagonalizzano la matrice corrispondente a V, calcolare i
livelli di energia al secondo ordine perturbativo.

Soluzione

L’Hamiltoniano contiene il solo termine cinetico di rotazione intorno al centro del-
la circonferenza. Imponendo la condizione di periodicita sulla funzione d’onda, si
trova:

n*h?

E;n:m7 eine, con n:(),j:l,

1
0)=—
¥n(0) = ——
Il livello fondamentale & non degenere mentre tutti gli altri sono doppiamente de-

generi. Per il calcolo delle correzioni valutiamo prima gli elementi di matrice della
perturbazione.

Vi %4 i
(n|V|m) = i/ d6 "% in @ cos @ =
0

Vi 2 .
- / 46 &m0 sinng —

87[[/ deelmn+2 / deezmn2:|_
l

5m n—2— 6m n+2] (6 1)

I[

Calcoliamo prima le correzioni al I e II ordine all’energia dello stato fondamentale:

ES = (0|v[0) =0,

-y lovOF g N
0 E, 16 |Eo—Ey Ey—E_» 16h>

Passiamo ora a calcolare le correzioni al I ordine per gli autovalori degeneri. Occorre
diagonalizzare la matrice che rappresenta V nel sottospazio a 2 dimensioni sotteso
da ciascun autovalore. Dall’espressione per (n|V|m) si comprende immediatamente
che solo nel caso n = 1 si ha una matrice non nulla:

(<+1|v|+1> <+1|v|—1>> _ ( 0 Z(;)
(=1V]+1) (=1]V]=1) %

0)[? VOZ[ 1 1 }_ VimR?

che ha autovalori v v
E§17+) 70 El(laf) — 770

e corrispondenti autostati

) = \7(|—1> (1) [y-) = 7(|1>+1\—1>).
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Gli autovalori sono le correzioni al I ordine per il livello n = 1. Per tutti gli altri
livelli, come si ¢ detto, le matrici e quindi le correzioni sono nulle.

Per quanto riguarda le correzioni al II ordine, consideriamo prima quelle relative
al primo livello usando, per n = %1, la base costituita da |y, ) e [y_). Tenendo conto
del fatto che, per n # 1,

I W%

(Wi |Vin) = \% (=1V|n) —1(1|V|n)) = N (8n,—3 — Op 1 —18y,—1 +10,3),

mentre ovviamente nella nuova base (. |V|y_) = 0, si ottiene

[y VIm P Vg o1 _
E,—E, 32 |E\—E; E—E

n#+l1
C2mVGRE 1 mVER?

16h2 1-9  64h2

Lo stesso risultato si ha per £ 52,7) in quanto i coefficienti dello sviluppo di |y~ ) e di

|w.) nella vecchia base hanno lo stesso modulo.
Per m # +1 non occorre diagonalizzare le matrici nei sottospazi degeneri perché
gli elementi non diagonali, per la (6.1), sono tutti nulli. Si ha quindi

E§2’+)

nlVim)[> V¢ 1 1
EPY = Z [(n|V]m)] _ Y0 i _
nm E,—E, 16 Em*EerZ Em*Em72
. mVgR* 1
4n* m?—4~

6.7 Due particelle debolmente interagenti su una circonferenza

Due particelle di massa m sono vincolate a stare su una circonferenza di raggio R. Si
calcolino i livelli energetici e si scrivano le autofunzioni.
Si supponga poi di accendere un’interazione tra le particelle con potenziale

V =Vocos(¢1 — ¢2),

dove ¢; e ¢ sono le coordinate angolari che identificano la posizione delle due
particelle sulla circonferenza.

a) Si scrival’equazione di Schrédinger usando le variabili @ = w ef=0¢1— ¢
e si mostri la sua separazione nelle nuove variabili determinando le proprieta di
periodicita della funzione d’onda nelle nuove variabili.

b) Si calcoli, infine, perturbativamente al primo ordine le correzioni agli autovalori
dell’energia.

Soluzione
a) Poiché I’Hamiltoniano si puo scrivere nella forma

w092

%:jﬁ—‘r% dove %:—mw7
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I’equazione di Schrodinger si separa nelle due variabili ¢; e ¢». Le funzioni
d’onda devono soddisfare la condizione di periodicita in queste variabili: y(¢; +
27) = y(¢;). Le autofunzioni e gli autovalori di 5 sono quindi:

Vi1 (01, 02) = wi(91) yi(¢2) Ex =Ec+E
dove
1 W*n?
— m(]) [ — frd
ll/n<¢) \/ﬁe En 2mR2 n O,il,

In presenza del potenziale V = Vycos(¢; — ¢2) I’equazione di Schrédinger non
¢ piu separabile nelle variabili ¢; e @,.
Introducendo, invece, le nuove variabili

a:¢1;¢2 e B=¢1—¢,

I’Hamiltoniano si separa in due termini dipendenti da una sola variabile:
H = Aoy + I

dove

n 92 n 92
M = ——5 = H=——==—=+V(PB).
M= "oMR2 92 € = ap V)
H¢m corrisponde al moto circolare libero del ”Centro di massa” con massa M =
2m e posizione angolare o € [0,27] mentre 5% corrisponde al moto della massa
ridotta 4t = m/2 in presenza del potenziale V(f3) con 8 € [0,27].
In assenza di V() abbiamo le autofunzioni

nkE R
Y(o, ) =W (o) Di(B) relative agli autovalori Ep = SR + R
con
8(0) = =" Bu(B) = —— e n=0.41,...
V2 V2m

b) La perturbazione attiene al solo Hamiltoniano .77;.. Notiamo che, poiché

\% 27

(B V| D) = L / e MBeosfe B =0 Vi,
2r Jo

sia la correzione allo stato fondamentale (non degenere) che le correzioni agli

stati eccitati (doppiamente degeneri) sono nulle; in quest’ultimo caso, infatti, le

matrici da diagonalizzare hanno elementi tutti nulli.



6.8 Rotatore carico in campo elettrico 135

6.8 Rotatore carico in campo elettrico

Un rotatore piano & un sistema costituito da due particelle rigidamente connesse che
ruota in un piano.

a) Sia m la massa ridotta delle due particelle e a la loro distanza. Determinare
autovalori e autofunzioni dell’energia.

b) Supporre che, essendo le particelle cariche, il sistema abbia momento di di-
polo elettrico d e che sia immerso in un debole campo elettrico uniforme E
nel piano di rotazione. Considerando I’interazione con il campo elettrico come
perturbazione, valutare la prima correzione non nulla ai livelli di energia.

Soluzione

a) Detto I = ma? il momento d’inerzia, 1’Hamiltoniano & dato dal puro termine
cinetico: 2o 2 9
— = = __ 7
21 21 210¢?
dove abbiamo assunto che il piano di moto sia il piano xy e ¢ la coordinata
angolare in tale piano. Autovalori e autofunzioni dei .72 sono

P ()= 1
m= 57 YmlQ) = A
Gli autovalori sono doppiamente degeneri per ogni m fuorché per m = 0.

b) La perturbazione ¢ data, supponendo il campo elettrico E diretto lungo I’asse x,
da

e m=0,41,42,---.

H' = —dEcos Q.

Premettiamo il calcolo del generico elemento di matrice di cos ¢ nella base di

I

0 i
p e "
2

2T . 2T X
[ d(pel(mfnJrl)(p +/ d(pel(mnl)(p:| _
0 0

1 2 i(m—n)
(n|cos @|m) — E/o dpe

1
 Arm
1
= E [6m,n—l + 5m,n+l] .
Sia nel caso di n?> = 0 (assenza di degenerazione) che nel caso n* # 0 le corre-
zioni dell’energia al I ordine sono nulle perché tutti gli elementi di matrice lo
sono; ad esempio :
E\Y = —dE (n|cos@|—n) = —dE[S_pp1 +8_nni1] =0 Yn=0,%1,...

n,—n
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Occorre quindi calcolare la correzione al II ordine:
2
m#n n— tm
(wv[ L }
4 En - En—l En - En+1
(dE)? 21 1 N 1
4 R nlt—(m-1)2 n*—(n+1)>2

L (dEN® 1
o h 4n2 —1°

Notiamo che la correzione al II ordine pud essere calcolata senza tener conto
della degenerazione, poiché nei termini della sommatoria in cui si annulla il
denominatore, che sono quelli con m = —n, sono nulli anche i numeratori.

. . 2) .. .
Notiamo, infine, che, dato che E,(Z ) dipende ancora da n2, la degenerazione non
viene eliminata.

6.9 Rotatore piano: correzioni dovute alla forza peso

Un corpo di massa m ¢ vincolato, in un piano verticale, a ruotare intorno ad asse
orizzontale mediante un’asta di massa trascurabile e lunghezza /. Trattando la forza
peso in maniera perturbativa, si calcolino le correzioni al II ordine per i livelli di
energia.

Soluzione

La soluzione ¢ analoga a quella del problema (6.8). L'Hamiltoniano imperturbato
contiene solo energia cinetica

2w o

=T =5 25

dove I = mi® & il momento d’inerzia e ¢ & I’angolo di rotazione intorno all’asse z che
identifichiamo con I’asse di rotazione. Ponendo ¢ = 0 1’angolo relativo alla posizione
pil bassa e fissando lo zero dell’energia potenziale a ¢ = /2, la perturbazione pud
essere scritta come

H(9) = —mglcos .

Le autofunzioni di %) sono le autofunzioni di L;:

V() = M n=0,+1,42,...

e corrispondono agli autovalori
n’h?
E)=——
21
doppiamente degeneri per n # 0.
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Calcoliamo prima gli elementi di matrice

(n|7A4 k) = — mgl/ dpe " cos ¢ e*? =

_ mg’/ dge "n¢e¢+; 0

mgl
(6k nt+1+ 5kn 1)
La correzione al I ordine risulta quindi nulla

El=0

in quanto ¢ nulla la correzione per lo stato fondamentale, 1’'unico non degenere,
mentre per gli altri stati le matrici da diagonalizzare hanno elementi tutti nulli.

Le correzioni al II ordine possono essere calcolate dalla teoria non degenere in
quanto, per la presenza delle 6 negli elementi di matrice, contribuiscono solo termini
con denominatori diversi da zero.

gt
m#n En ' —Ep
<mgl> S S
“) [ )
3214
R 4n2—17

6.10 Oscillatore armonico: correzione anarmonica

Si aggiunga al potenziale elastico I’interazione
1 = dxt,

Calcolare lo spostamento dei livelli di energia al I ordine perturbativo.

Soluzione
Per il calcolo possiamo utilizzare il risultato dell’esercizio 2.19:

3022

E' = (152" [n©) = 1 (nO|x*|n©) = Ol 20 +2n+1] .

Notiamo che I’approssimazione al I ordine ¢ giustificata solo per i livelli piu bassi

poiché, per quanto A sia piccolo, la correzione cresce con 1.
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6.11 Oscillatore armonico: correzione cubica

Determinare, mediante la teoria perturbativa, gli autovalori dell’energia all’ ordine A2
per una particella di massa m che si muove lungo I’asse x sotto I’azione del potenziale

1
Vix)= Ek)c2 +Ax>.

Soluzione

Essendo nota la soluzione per il potenziale armonico, possiamo scrivere

2
1
H =7+ 74 dove %:%+Ekx2 e A =Ax

e considerare 5] come perturbazione.
Utilizzando le formule (A.13, A.15), si trova facilmente

<mx3|n>—( h >3/2<m|<a+a+)3ln>—

2me
A 3/2
= (20)> {\/n(n—l)(n—Z)Sm‘n3+3vn35m7n1—|—
m ;

434/ (n+1)3 8 i1+ (n+ 1) (n+2)(n+3) 6,,[7,,+3}

La correzione al I ordine per il livello imperturbato n-simo

1

¢ data da (A.69)
EWY = A |n) = 0.

La correzione al II ordine ¢ data da (A.70)

31,012 3 _ _
ER — a2 I%)Ix |”>((|))_A2( h > l{n(n 1)(n 2)Jr
m;énEn —Ey 2mw ho 3
1 2 3 1)3
L (et )(n_+3 )+ )+9(n:) +9n3}
n*A? 5

6.12 Oscillatore armonico: correzione relativistica

Una particella di massa m si muove in un potenziale armonico

1
Vix)= Ema)zxz.
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. . . 2 N . . .
L’energia cinetica 7' = - pud essere considerata come un’approssimazione per
velocita piccole rispetto a ¢ dell’espressione relativistica:

T =/ p?c? +m2c4.

Determinare, mediante la teoria perturbativa, la correzione ai livelli di energia
all’ordine CLZ

Soluzione

Sviluppando in serie 1’espressione per 1’energia cinetica relativistica abbiamo

2 4
zmcz—l—p—— P

2
p
T =mc*\ 1+ —2—
me +mzc2 2m  8m3c?

dove abbiamo trascurato i termini di ordine superiore a (%)4. Il primo termine ¢
I’energia a riposo contribuisce solo a ridefinire la costante arbitraria additiva del-
I’energia. In questa approssimazione all’Hamiltoniano dell’oscillatore armonico si
aggiunge il termine di perturbazione

Per calcolare le modifiche ai livelli all’ordine C% usiamo la teoria perturbativa al I
ordine in .7 . Dobbiamo, quindi, calcolare gli elementi diagonali della matrice di p*
nella base dell’energia dell’oscillatore armonico. Questo si puo fare usando 1’espres-
sione per p in termini degli operatori di creazione e distruzione oppure mediante le
funzioni d’onda nella rappresentazione della posizione. Seguiremo un’altra strada
riportandoci al calcolo gia fatto degli elementi di matrice di x> e x* (vedi problemi
2.18 € 2.19). 7 puo essere riscritto nella forma

%——L p—z S %”—lmcozx2 ’
7= 2mc2 \2m /) 2mc? 0 2 '

Gli elementi richiesti sono dati da

_ 1 2 L 2 1 2, 12
(n|An) = —5 <<"% ) — S ma™(n| Hox”|n) — S me™(nlx” o |n) +
1
+ 4m2w4<n|x4n>) =
_ E? —mo’E <n|x2|n>—|—1mza)4<n|x4|n> =
2mc2 \ " " 4

2mc? w? 4 4m2 @?

3h2 2
= —32ma;2 (2n2+2n+ l) .

1 E 1 312
= {E,% — ma)zE,, "4+ ot (2n2 +2n+ 1)] =
m
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6.13 Oscillatore armonico anisotropo

Un oscillatore armonico tridimensionale ha una costante elastica kX’ lungo 1’asse
z leggermente diversa dalle costanti k£ lungo gli assi x e y, cioe la sua energia
potenziale ¢
1 1
V(X,y,Z) = Ek(xz +y2) + Eklzz .

Si scriva la funzione d’onda dello stato fondamentale. Notare che essa non rappre-
senta uno stato di momento angolare definito. Perché?

Al prim’ordine in (k — k") quali sono gli stati di momento angolare diverso da 0
presenti nello stato fondamentale?

Soluzione

Lo spazio delle funzioni d’onda ¢ il prodotto tensoriale degli spazi relativi a tre
oscillatori disposti lungo i tre assi. Ponendo

k k'
w=1/— e /=
m m

e, utilizzando I’espressione A.16 per le autofunzioni dell’Oscillatore Armonico, si
ottiene

1
1 I\ T
mw\z2 [ mo \* 2,2 ! 2
V0,00(x,y,2) = (7)2 < > eI W) o =

1
1 '\ 7 /
_ (m(u)z <mw >4 B2 -0 202

La dipendenza esponenziale da cos? 6 segnala la presenza di contributi da tutte
le autofunzioni di .#2. y non dipende invece da ¢, quindi & autofunzione di .Z,
corrispondente all’autovalore nullo.

Per il calcolo perturbativo poniamo

V(x7y,z) = VO(xvva) +Vi (Z)

dove

1

~ (K —k)Z.
5 (k= k)z
Al T ordine si hanno, tenendo conto delle proprieta di fattorizzazione delle funzioni

d’onda e dell’esercizio 2.18, i seguenti risultati:

1
Vo(x,y,2) =V(r) = Ekrz e Vi(z) =

_ﬁk’—k
4 vVkm .

E} = (000|V;]000) =

NM—‘

Poiché
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abbiamo

_ <m|V1|0> 71 / \/Eh 1 . K —k
|01>—n§0ﬁ|m>—§(k —k) [me%w 2>] _4\@k‘2>

e, infine,

%@mhwwwmﬂ%@aiﬁw@}:
1 K —k
= Y(x,y,2) {1 —2—\&(4z2— 1)4\@](] ,

dove si & tenuto conto del fatto che, per le (A.16, A.20),

w@=wa};¢M—ﬂ.

Poiché 72 = r?cos? 0, alla funzione d’onda al I ordine contribuiscono gli stati di
momento angolare con £ = 0,2, come si evince dalle (A.36).

2

6.14 Oscillatore armonico carico in campo elettrico

Considerare una particella di massa m e carica g in presenza di forza elastica e campo
elettrico costante: |

Vix) = 3 mw’x* — g&x.
Calcolare in teoria perturbativa le correzioni prodotte dalla presenza del campo elet-
trico ai livelli di energia al I e II ordine e ai corrispondenti autoket al I ordine.
Confrontare i risultati con la soluzione esatta.

Soluzione
Detto
2
1
H = I+ 74 dove %:§+§ma)2x2 e H = —qéx,
m

I’Hamiltoniano del sistema, possiamo calcolare immediatamente la correzione al I
ordine ai livelli energetici utilizzando il risultato per (x), trovato nell’esercizio 2.17:

E' =0 VneN.

Calcoliamo ora la correzione a I ordine per i ket, utilizzando sempre i risultati
dell’esercizio 2.17:

n) = 00— qe Y LRI oy
n q EO_EO m

m#n TN m
_ no[Valn=1)%  VatT|m+1)%]
—|”0>‘qg\/; [ha)(n—n+1)+ ho(n—n—1) }_

= |n0>+q£\/T;lw3 [\/n+l|(n+l)0>—\/ﬁ|(n—1)0>} :
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Leffetto della perturbazione al I ordine ¢ quindi quello di miscelare ciascuno stato
stazionario con gli stati adiacenti.
La correzione al II ordine ai livelli dell’energia ¢ data da:

A O _ s o EIAR 28

2=y DM A == )
" W;ﬂ EV—EY T e | “ho " 1o 2m@?

Questo problema puo essere risolto esattamente, consentendo cosiuna verifica dei
risultati perturbativi. Infatti

2 2 2 2 @2

p 1 29 p 1 2 q& 1 ¢°&
H=— +-mOX —qgEX=— +-mo° | x— -5 .

2m+2m rTaex 2m+2m ( mm? 2 mw?

L’Hamiltoniano descrive quindi un oscillatore armonico la cui posizione di riposo
2 @2

¢ traslata in x = qu e la cui energia ¢ variata del valore costante —% %. La tra-

slazione della posizione non influisce sullo spettro che deriva solo dall’algebra dei

commutatori:

q¢ .
_— = = h .
{x o ,p] b, pl =i
A causa della ridefinizione dell’energia potenziale lo spettro ¢ dato da:

6]2 (§>2

E,=E, — :
" 2mw?

n

Pertanto il risultato trovato al I ordine in teoria perturbativa ¢ il risultato esatto.

6.15 Oscillatore armonico: secondo potenziale armonico I

Si aggiunga al potenziale elastico I’interazione

1
Vix) = Ema2x2.

Calcolare lo spostamento dei livelli di energia al primo e secondo ordine perturbativo.
Paragonare il risultato con il valore esatto.

Soluzione

Calcoliamo preliminarmente gli elementi di matrice della perturbazione nella base
data dagli autostati imperturbati dell’energia. Utilizzando le formule (A.14, A.13), si
ottiene facilmente

(nlo|m) = % VA= 1) 8y /04 1) (042) Sz + (204 1) 81|

La correzione al I ordine al livello n-simo & data da

1 h 1 1\ Ko
EY= (nlVin) = SmoP " (2n+1) = (+> ha”
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La correzione al II ordine € invece

_ v lmvim)P
Ey = ng’n (n—mho
ro?\’ [n(n—1) (n+1)(n+2)
_<4a)) { Yoo | —2he |

hatf
T sr\"T2)

1l risultato esatto si ottiene considerando un oscillatore di pulsazione
o' =vVo>+o?

i cui livelli di energia sono

1 1 o2
E, = (n+2)h\/a)2+a2: <n+2>ha)\/1+w2=

O A VO P R N 2+
—\""2 202 8\ a2

I termini della serie perturbativa che abbiamo calcolato coincidono con lo sviluppo
di Mc Laurin nel parametro o>/ @? fino al I ordine.

6.16 Oscillatore armonico: secondo potenziale armonico I1

Risolvere il problema 6.15 nello spazio delle funzioni d’onda.

Soluzione

Le autofunzioni dell’Hamiltoniano imperturbato sono date dalle (A.16)
2

¢Vl(-x) :Cnei%Hn(g) con Cp = (%)1 \/% e 5 — (%x

dove H, ¢ il polinomio di Hermite n-simo normalizzato secondo la (A.18), per la
quale

| ague) = v 6.2)

Per ottenere le correzioni in teoria perturbativa, occorre calcolare gli elementi di
matrice del potenziale, e, quindi, gli elementi di matrice di x2, nella base impertur-
bata.
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Essi possono essere calcolati ricorrendo alla relazione di ricorrenza dei polinomi di
Hermite (A.19) e a qualche passaggio algebrico

nbelm) = cuc [ dxe S Hy(§) Hn(§) 2 =

o () [ g ) ()48 =

1
4
— %cncm (%)_3/2 /:jdé e {Hn+1(§)Hm+1(§) +

+4ann71 (é)Hmfl (é) + 2mHn+1 (é)Hmfl (é) +

o
S
o

+20H, 1 (&) Hni 1 (8)] =
B 1 me /mo\ —3/2 1 \
=i\ Ci) VAR e )16
+4n? /T2 (0 — )18+ 2m/ T2 (A 1)182m +
Fony/m2 (- 1)!6,,,27,”} -
1 ~1
= (’"7“’) [(2n+ D)8+ /n+ 1(n+2)8yam + /n(n— 1)5,1,27,,1]‘

11 risultato trovato per gli elementi di matrice ¢, ovviamente, lo stesso trovato tra-
mite la tecnica degli operatori di creazione e distruzione; quindi, sono le stesse le
correzioni dovute alla perturbazione.

6.17 Oscillatore armonico piano: correzione lineare e quadratica

Un oscillatore armonico piano ha come Hamiltoniano

Lo o 1 20,2, .2
A= 5 (Pt py) + 5 mo (6 +y7).
a) Sidica quali sono i livelli energetici e la loro degenerazione.

b) Se si aggiunge ad Hy una perturbazione V| = €x si calcolino perturbativamente
le correzioni ai livelli al primo e al secondo ordine.

¢) Se si aggiunge ad Hy una perturbazione V> = £x si calcolino perturbativamente
le correzioni ai livelli al primo e al secondo ordine.

d) Si confrontino i risultati ottenuti in b) e ¢) con i rispettivi risultati esatti.

Soluzione

a) Lo spazio di Hilbert ¢ il prodotto tensoriale degli spazi relativi a due oscillatori
di ugual frequenza disposti lungo gli assi x e y.
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b)

9

d)

Quindi lo spettro dell’energia ¢ dato da
E,=ho(n+1),
dove n ¢ la somma di due interi n, € n,. La degenerazione ¢ pari an+ 1.
La perturbazione esiste solo nella direzione x:
E,ix = g{ny|xny) =0
£2
2mam?

dove abbiamo usato i risultati dell’esercizio 6.14. In definitiva la perturbazione
¢ la stessa per tutti i livelli

2 _
E} = -

2

2m@?
Utilizzando i risultati dell’esercizio 6.15 troviamo:

E! _ e n—|—l
T me 2

he? 1
2 _
En = _W(nﬁi)'

E:=nho(m+1)—

In definitiva, al II ordine abbiamo

he 1 he? 1
E”M”)':hw(nx—’_n}'—’_l)"_% nx"‘i " ama? I’lx+§ =

ho ! + £ 782 + ! +ho + !
_ - — — ny+= .
2 e 2met )\ 2 )

Non si ha degenerazione a meno di particolari valori di €.

Nel caso della perturbazione V; sappiamo che la teoria perturbativa al II ordi-
ne coincide con il risultato esatto. Nel caso della perturbazione V> possiamo
scrivere:

1
H = — (px+py)+2ma) (X +y?) +ex? =
2mpx—i—zma)'x +2—pv+§ma)y
dove e

0 =0’ +=—.
m

Avremo quindi

1 1
El’lx,l'ly = ha)/ (nx+ 2) +hw <ny 2) =
2¢e 1 1

€ 1/ € \2 By 1 1

La serie perturbativa al II ordine coincide pertanto con lo sviluppo di Mc Laurin
in € del risultato esatto.
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6.18 Oscillatori armonici accoppiati

Si considerino due oscillatori armonici unidimensionali di uguale massa m e costante
elastica k. Essi interagiscono tramite un’energia potenziale

A = 0x1x,
dove x| e x; sono le posizioni dei due oscillatori.

a) Determinare autovalori e autostati. (Suggerimento: separare il moto del centro
di massa da quello della coordinata relativa).

b) Nell’ipotesi in cui ot < k, calcolare al pill basso ordine perturbativo non nullo le
energie dei livelli.

¢) Confrontare i due risultati.

Soluzione

a) L’Hamiltoniano del sistema ¢

2 .2
pi P Lo 1o
K= o TR R e,

Introducendo le variabili suggerite:

X:xl—i_x2 X =X1 —X2
2
I’Hamiltoniano diventa:
H = Ao + I,

dove, detti P e p gli impulsi coniugati alle nuove variabili, M = 2m la massa
totale e yt = m/2 la massa ridotta,

2 2

L 2 _p 1. 2
2M+(k+a)X e Ho="—+-(k—a)x".

Hem = it a

Il sistema presenta quindi un Hamiltoniano somma di due termini relativi a due
moti oscillatori, uno di costante elastica 2(k+ ¢¢) per il centro di massa e uno
di costante elastica (k— o) /2 per il moto relativo. L’equazione di Schrodinger &
dunque separabile nelle nuove variabili. Notiamo che questa separazione ha sen-
so nell’ipotesi & < k, altrimenti il moto relativo avrebbe un’energia potenziale
non limitata inferiormente.

Lo spettro dell’energia ¢ dato quindi da

1 1
Enr,n, = EnT +Enr = hor (nT + 2) +ho, <”lr+ 2)

dove si & posto, detta @ la pulsazione dei due oscillatori in assenza di interazione,

B 2(k+oc)_\/k+a_ k o o
“’T—\/ N VeV T T T e
o — bﬂ_/kﬂ_/k¢ha_ww,‘x
T 2u m  \m k mo?’
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b)

c)

Le correzioni perturbative possono essere calcolate utilizzando sia le vecchie
coordinate x; e x, che le nuove X e x. Usiamo queste ultime.

In assenza di interazione i due oscillatori relativi al centro di massa e alla
coordinata relativa, hanno la stessa pulsazione . Quindi i livelli di energia sono

E,=ho(n+1) dove n=nr+n=0,1,...

Ciascun livello n ha degenerazione pari an+ 1.
Nelle nuove coordinate il potenziale di interazione, che costituisce la perturba-
zione, diventa:

%IZOUQXQ:OC

2X +x 2X —x alx2— x?
2 2 4 )

Al T ordine in teoria perturbativa dobbiamo calcolare, per ogni valore di n,
gli autovalori della matrice della perturbazione nel sottospazio dei ket |n) =
|lj,n—Jj) = |j)x|n— j)x, dove gli indici j e k vanno da 0 a n. Usando i risultati
dell’esercizio 2.18 abbiamo:

HY = a(jn—jlxxalk,n—k) =

Js
. . 2 xz
= Ot(],n—]|(X —Z)\k,n—k> =

— o | U330 0 3] =

1
— o (X330 0Kl 3] =

[ h 1 h
af
— o 2k )i

La matrice € quindi diagonale € gli 7+ 1 autovalori sono il prodotto di 3. w per
—n,2—n4—n,....n—4,n—2.n

Sviluppando in serie di potenze di @/k = a/m®* le espressioni per o7 e ), e
trascurando gli ordini superiori al secondo abbiamo

—» H_l o l(i)z
or = 2 mo? 8 \mw?

o —ol1 1 «o 1 ( a )2

" 2 mw?r 8 \mw?/ |’
Possiamo quindi approssimare lo spettro dell’energia totale con 1’espressione
ha)< o

1 an 2
ENTJZr:hw(nT+nr+1)+*7(nT_nr)_? W) (nT—l—n,—i-l),

2 mo
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e, ponendo ny +n, = n,

1 an
En,nT:ha)(n—i—l)—i-E (2n7 —n)+0(a?), conny =0,1,---n.

ma@

Il termine del I ordine in & coincide con il risultato trovato in teoria perturbativa
al I ordine, perché la loro differenza 2ny — n assume proprio i valori —n,2 —
nd—n,...n—4,n-—2,n.

6.19 Oscillatore armonico piano: accoppiamento tra i due gradi
di liberta

Una particella di massa m si muove nel piano xy soggetta ad un potenziale armonico
di pulsazione ®:

1 2 2 1 27.2 2
Iy = %(pﬁpy)Jrimw (x*+y7).

Si introduca la perturbazione

A (x,y) = 2Axy.

a) Sirisolva il problema degli autovalori e degli autostati di 77j.

b) Si calcoli la correzione al livello fondamentale dovuta a 7] in teoria perturbativa
al I e II ordine.

¢) Si calcoli la correzione al primo e al secondo livello eccitato dovuta a 7] in
teoria perturbativa al I ordine.

Soluzione

Il problema ¢ risolto esattamente nell’esercizio 6.18.

a) Con ovvia assegnazione di simboli possiamo scrivere
Mo = A+ .
Quindi gli autovalori sono dati da
E)=ho(n+1) dove n=n,+n, con ng,=0,1,2,...

e i relativi autostati, detti |ny) e |n,) gli autostati dell’oscillatore armonico
unidimensionale per ciascuna delle due direzioni, da

[n%) = [ne)|ny)
b) Lo stato fondamentale ¢ dato da

10%) =10:)[0y).
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La correzione al I ordine &

2
h
E} = (0°2xy|0%) = 2A(0|x|0)2 =2A [ y/——(0|1) | =0
§ = (0°29/0%) = 22.(0}{0) S (0]1)
dove abbiamo usato le (A.14, A.15).
Al II ordine si ha, tenendo conto della (A.70):
E}=4%Y {00yl -
0 o (0—m)hw
Ly [0k OblP
(o200 (T —my)ho
_ ﬁz e zi _ Lh
 he \2mow) -2 2mPed

¢) Il primo e il secondo livello eccitato sono degeneri; le correzioni sono quindi
gli autovalori della matrice rappresentativa della perturbazione nel sottospazio
relativo al livello, matrice che indichiamo sempre con il simbolo .777.
Per il primo livello eccitato, doppiamente degenere, si ha:

_ ( (10]2#1]10) (10].77|01) \ _ 0 S
%_<<01%10><01|%|01> =2A 20"

1 cui autovalori sono :I:n%’).
Il secondo livello eccitato ¢ tre volte degenere, con autostati

20), [11) |02),
quindi la matrice da diagonalizzare é&:

(20]#1]20) (20|#1[11) (20|.#1(02) AR
A4 = | (11174|20) (11|54]11) (11|54(02) | = —
(02].74]20) (02|54 |11) (02].5]02) mo

o5 o
5o%
o&o

1 cui autovalori sono 0 e :I:%.

6.20 Pendolo: correzione anarmonica alle piccole oscillazioni

Considerare un pendolo di massa m e lunghezza / che oscilla in un piano verticale.

a) Trovare i livelli di energia nell’approssimazione delle piccole oscillazioni.
b) Tenendo conto dell’approssimazione successiva a quella delle piccole oscil-
lazioni, trovare le correzione al primo ordine perturbativo ai livelli di ener-

gia.
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Soluzione

Detto 6 1’angolo di deviazione rispetto alla verticale, I’hamiltoniano del pendolo &
dato da

1 .
H = §m1292 +mgl(1 —cosB).
Sviluppando I’energia potenziale in serie di potenze intorno a 8 = 0, si ha
2 64

V(6) = mgl (92—24+0(95)> .

a) Nel limite di piccole oscillazioni I’hamiltoniano ¢ approssimato da quello di
un oscillatore armonico

Lo 1 2 Lp 1,
%‘f)fiml 6 +§mg19 7§%+§mw q°,
dove abbiamo introdotto lo spostamento g = [0 rispetto alla posizione di

riposo e la pulsazione @ = \/g . Lo spettro dell’energia ¢ dato quindi da

1

b) Al Il ordine in 6 I’energia potenziale ¢

0% 6* 1 5, 1 mg 4,
Vemgl (= -2 ) = -mo? — — "L 4.
mg(z 24) R YRR

Per trovare le correzione al primo ordine perturbativo ai livelli di energia,
ricordiamo che (2.19)

2

4 . ) .
In definitiva le correzioni sono date da
2
1 _ _ gh ) .
E, = (n|5A|n) = 3 mBa? (2] —|—2]—|—1) )

6.21 Rottura della degenerazione in sistema a due stati

L’Hamiltoniano per un sistema a due stati ha la forma

AA
%ﬁzj%Mjﬁ:(fA b) (A >0).

a) Risolvere il problema agli autovalori dell’energia esattamente determinando
autovettori ed autovalori.



6.21 Rottura della degenerazione in sistema a due stati 151

b) Assumendo A|A| < |a — b|, risolvere lo stesso problema con la teoria per-
turbativa fino al primo ordine negli autovettori e fino al secondo ordine negli
autovalori.

¢) Assumendo che, in assenza di perturbazione, i livelli di energia siano quasi
degeneri,
la—b| < A|A]

mostrare che i risultati ottenuti in a) sono simili a quelli che si otterrebbero
applicando la teoria perturbativa degenere (a = b).

Soluzione

Si vede immediatamente che autovettori ed autovalori di

a0
%:(Ob>

<(1)> corrispondente a E| = a,

sono dati da

1)

120) = <(1)> corrispondente a Ep = b.

a) Gli autovalori di .77 sono dati dall’equazione secolare

(a—0)(b-0)-21°A%=
ws = 94+ / >+7L2A2.

Gli autovettori corrispondenti si ottengono risolvendo i due sistemi omogenei
a AA\ (o o [ @
AA b J\B) TE\B

e imponendo la normalizzazione. Si ottiene cosil’equazione

a0+ AAB = oLo
ﬁ — a)i a

=t (M
Ve = M2A24(0r—a)> \ O+ —a |’

b) Calcoliamo le correzioni al primo ordine agli autovalori:

E| :)L<10|H1|1°>=M(10)(?5> (5):0
E} = A(2°|H[2% =24 (0 1) (?3) (?) =0.
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Calcoliamo le correzioni agli autostati al I ordine:

201541°
1Y) =119+ AT 20) = 19) +2 225 12°)

Of%ﬁ 0
21y = \20>+A%|10> — [20) — 24|10,

Calcoliamo le correzioni al secondo ordine agli autovalori:

o (1A R0 L, A7
B="pp ~*au
2~ B a
B2 [22AA 1) 12 A?
2 EY-EY T T a—b
1 2

Notiamo che, ovviamente, questi risultati coincidono con il termine del II ordine
dello sviluppo in serie in A degli autovalori esatti. Infatti

o, Atb a=b 1+4/12A27a+bia—b - 20747\
) 2 (a—b)? 2 2 (a—b?2)

2242
— a+ a—b
b— A2A2

a—b

c¢) Applichiamo la teoria perturbativa degenere nel caso (a = b). Occorre diagona-
lizzare la perturbazione.

—E' 24 |

Per confrontare questo risultato con quello esatto, notiamo che se
la—b| < A|A|
ha senso lo sviluppo in serie:

—b)2 _ )2
wr =%t LpA\ 1+ —abpar L o

—at24+0(427)

che coincide con il risultato precedente a meno di correzioni al II ordine nel
parametro di sviluppo.

6.22 Fermione massivo in campo magnetico

Si consideri I’Hamiltoniano di una particella di spin 1/2 immersa in un campo
magnetico B uniforme e costante che si ottiene trascurando il termine cinetico:

H = —UhB.&
Si consideri il caso in cui B giace sul piano xz con

B
e=—=<<1.
B;
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a) Si determinino con il formalismo della teoria delle perturbazioni gli autovalori
di # fino all’ordine €2 incluso, e gli autostati fino all’ordine €.

b) Si determini poi la soluzione esatta per gli autovalori e gli autovettori.

Soluzione

a) Abbiamo
B = (¢B;,0,B;)

H = Hy+ 74 dove Hp=—uhB,o, e i =—€UhB,Oy.

Consideriamo la parte imperturbata dell’Hamiltoniano. .74 € proporzionale a o,
quindi i suoi autovalori sono

E® = —uhB, corrispondente all’autostato |—) = |0, = +1) = (3 )

EQ = +uhB, corrispondente all’autostato |+) = |0, = —1) = < ? ) .

Consideriamo .7 come perturbazione. Nella rappresentazione di /7 essa € data

dalla matrice

_ (1A= (1A 0 —euhB,
= <<+I=%”i|—> <+|<%”11|+> ) (—euth 0 )

Si vede immediatamente che le correzioni al I ordine agli autovalori sono nulle.
Le correzioni al I ordine agli autostati sono date da

(m°| 41 n°)
|n1> - Z EO _ EO |m0>
m#n n m

cioe

|EL) = + g (—HhB.€)|E-) = —

(STle

|EL) = _ﬁ(—‘utheﬂEJr) =+£ <?)
)

(s

Le correzioni al II ordine agli autovalori sono date da

g y LAl
" m#n E’(l)_E’gl
cioe s )
hB.€ hB.€
EE:f’J 2z E17+IJ~ 2z
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b) Risolviamo ora esattamente il problema degli autovalori per

A = —uhB.A dove A= (é _’31)

Gli autovalori di A sono A; » = £v/1 + €2 per cui quelli di . sono:

El,z = FUhB,V/ 1+¢2 ,

che, se sviluppati in serie di potenze di €, coincidono fino al second’ordine con
i risultati trovati in teoria perturbativa.
Gli autovettori di .7#” sono gli stessi di A e sono della forma:

1+21
E1,2>=O€1,2< + 1’2>

5

dove o » € un opportuna costante di normalizzazione.

6.23 Decadimento 8 in atomo idrogenoide

Trovare al I ordine in teoria delle perturbazioni le variazioni dei livelli energetici di
un atomo idrogenoide prodotte dall’aumento di una unita nella carica del nucleo,
dovuta, ad esempio, a un decadimento 3.

Usando il risultato esatto, discutere la validita dell’approssimazione usata.

Soluzione

Ricordiamo che lo spettro dell’energia dell’atomo idrogenoide di numero atomico Z
¢ dato (vedi problema 3.17) da

1 1
0_ 2522
En——ich o o

doven=1,2,...e . =¢? /lic & la costante di struttura fine. Per effetto dell’aumento
di carica I’energia potenziale risulta modificata:

A 2 Z2 2
ay:_@:_i_%:%_pf/l.

r r

La correzione al I ordine ¢ data quindi da
1 0 0 2/ 1
E, = (n'|Nn") =—e"(~) .
r n0

Utilizzando il risultato del Teorema del Viriale, (7)) = —(¥') /2, (vedi es. 1.10)
abbiamo

Er(l) = <'7.+7/>n0 = % <7/>n0 = _1262 <1>
no
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e, quindi,

2E9
7

Confrontando questo risultato con quello esatto,

E) =

1 1 1 1 1 1
E,= —Emcz(Z—F 1)2052”—2 = —Emczazﬁ (Z*42Z+1)=EX+E! - Emczazn—z,

si vede che si tratta di una buona approssimazione se Z > 1.

6.24 Effetto Stark

Sperimentalmente si nota che, quando un atomo d’idrogeno viene posto in un campo
elettrico sufficientemente intenso, le righe dello spettro elettromagnetico di emissio-
ne o di assorbimento si dividono in componenti vicine. Questo fenomeno prende
il nome di Effetto Stark e viene attribuito alla rottura della degenerazione dovuta
all’interazione tra campo elettrico e momento di dipolo elettrico dell’atomo.

Considerare un atomo d’idrogeno in presenza di un campo elettrico costante &
diretto lungo I’asse z, che da origine ad una interazione

JHA=e8 -r=eErcosh.

Determinare le correzioni perturbative al prim’ordine per i primi due livelli di energia
indotte dal campo elettrico esterno.

Soluzione

Ricordiamo che spettro e autofunzioni dell’Hamiltoniano dell’atomo d’idrogeno in
assenza di campi esterni sono dati da

1 o’
En = _E mC2 ﬁ Wnﬂl,m(r) = Rna[(r) Ye’m(97 ¢) (63)
dove
e2 W
o= ﬁ € ap= ﬁ

sono la costante di struttura fine e il raggio di Bohr. In termini dei polinomi di
Laguerre e delle funzioni di Legendre, le autofunzioni sono date da

__r 2
Wn.é,m(r) = Nn.é ré e " Liéjél,l <V> Pém(COS 9) elm(l) . (64)
' ) nagy
Stato fondamentale
La correzione al I ordine ¢ data da

E! =¢(1,0,0[r|1,0,0)-&
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che esprime la correzione in termini del prodotto scalare del campo elettrico per il
valore medio della coordinata relativa nello stato non perturbato. In termini delle
autofunzioni abbiamo

El=e&- /drllm,o,o(r)\zh

Questa quantita ¢ nulla, anzi possiamo dire in generale che ¢ nullo qualsiasi termine
del tipo

(. Lome . tom) = [ dr [y en(6)

Infatti le ¥, ¢,,, che sono date dal prodotto di una funzione di r per una Armonica
sferica, hanno la parita di quest’ultima, ciog (—1)¢. Il loro modulo quadro & sem-
pre pari e I’integrale ¢ nullo, essendo 1’integrale su tutto lo spazio di una funzione
di parita negativa. Quindi non vi ¢ correzione al I ordine per 1’energia dello stato
fondamentale.

Primo stato eccitato

La moltiplicazione delle linee ¢ dovuta al fatto che la degenerazione dei livelli per
n > 1 non sopravvive alla presenza del campo elettrico esterno.

Consideriamo il livello n = 2. In assenza del campo elettrico abbiamo quattro
autofunzioni (A.58) che corrispondono allo stesso autovalore E, = %, alle quali

associamo 4 ket come segue:

1 _3 r _r

1) - 0,0)= ——a 2 (2—L e % 6.5

| > lI/2,0,0(r ¢) 4ma0 ( aO) (6.5)
1 _3 _r

2) = ve10(0.9) = —ap aloe %5 cos 6 (6.6)
1 _3 _r

13) = v21.1(r0,9) = gvan 0 : aLOe 0 sin fe'? (6.7)

1 3

2 L % singe . (6.8)

a
8v2r 0 ag

Come si ¢ visto le correzioni al I ordine sono date dagli autovalori della matrice di
771 nel sottospazio relativo al E. Possiamo utilizzare la numerazione degli stati per
indicare gli elementi di questa matrice:

(‘%ﬂl)k,j = <k|%|1> COl’lk,j: 1725334'

Come abbiamo visto gli elementi di matrice diagonali sono nulli per motivi di parita.
Inoltre, poiché vale la (3.15), trovata nel problema 3.10,

Am=m'—m=0 e Al=0—0=+1, (6.9)

|4> — wz,l,fl(r79a¢):

tutti gli elementi di matrice relativi a autoket con differenti autovalori di L, sono
nulli. Pertanto la matrice diventa

0 (112]2)00
@laly 0 00

0 0 00 |’

0 0 00

(% )m,j =
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dove abbiamo indicato gli unici elementi diversi da zero. Due degli autovalori sono
nulli e le altre due correzioni si ottengono dagli autovalori del primo blocco 2 x 2

della matrice ( | | >
0 1|42

. 6.10

<M%m 0 ) (©10

Poiché la matrice ¢ hermitiana, gli elementi di matrice non nulli sono complessi
coniugati, anzi uguali, essendo reali, Calcoliamoli:

(11742) = eg/rzdrdcose do vr00(r,0,0) rcos@ ya10(r,0,0) =

_ ’3/2ﬂd¢ /1 d005900529 drr Tl l)ew=
n 16-2x ao ap N

:—ao/ dxx*(2—x)e ¥ =
= —3e8 ap.

Per I'ultimo passaggio abbiamo utilizzato I’integrale (A.6).
La matrice (6.10), ¢, dunque, data da

0 —3e&ag
73e(o@a() 0 )

Si trova facilmente che i suoi autovalori sono

1
. 9 1
3e& ap corrispondente all’autovettore 7 < 1 )

1
o : > 1
3e& ap corrispondente all’autovettore 7 ( 1 > .

Riassumendo i risultati, il livello E,, 4-volte degenere con autoket |2,0,0), |2,1,0), |2,

e |2,1,—1), al T ordine perturbativo si separa in 3 livelli:

E>+3e&ap non degenere corrispondente all’autoket % (12,0,0) —12,1,0))

E> 2 volte degenere corrispondente agli autoket 12,1,1), [2,1,—1)
E» —3e&ap non degenere corrispondente all’autoket —= (|2 0,0)+12,1,0)).

6.25 Idrogeno: correzioni relativistiche

. . . . 2 N .
L’espressione correntemente usata per I’energia cinetica T’ = £ pud essere conside-
rata come un’approssimazione per velocita piccole rispetto alla velocita della luce ¢
dell’espressione relativistica:

T =/ p?ct +m2c4.

Sviluppando questa espressione in serie di potenze in £, abbiamo

2 2 4
N P p
T=me\ 1+ g me + o g

1, 1)
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dove sono stati trascurati i termini di ordine superiore a (£)*. Il primo termi-
ne di energia a riposo contribuisce solo a ridefinire la costante arbitraria relativa
all’energia.

Utilizzando i risultati (il primo dei quali si ottiene facilmente dal problema 1.9)

<e2 >
r nl.m

4

€ n
e =4E0 27’
<r2>n,[,m ( n) €+%

calcolare gli effetti perturbativi al I ordine sullo spettro dell’energia dovuti a

—2E?

4

G :—ﬁ. (6.11)

Soluzione

Notiamo che, poiché
2\ 2
pt=am? (3% + e)
’

commuta con L e L., 1a teoria perturbativa si riduce a quella non degenere, nel senso
che le matrici di .74 sono diagonali. Le correzioni al prim’ordine dell’energia sono
date, quindi, da

Ep = n,¢,m|p*|n, ¢, m)

 8mdc2 {

1 2\’
= W(n,é,m| %+7 |n,€,m>

S (EQ)? +2E? <n€m|é|n€m>+<n€m|i|n£m>
2mC2 n n sty ’ sty IR r2 IR .

Utilizzando le espressioni indicate per i valori medi, si ottiene il risultato finale

1 3 1
Eb=—mat|- 2 4| 6.12
1= Tpmed [ 4n4+n3(€+1)} (6.12)

6.26 Interazione spin-orbita

Considerare I’interazione magnetica tra lo spin dell’elettrone e il momento magneti-
co generato dal suo moto orbitale intorno al nucleo:

e2

%Oz_ﬂe'B:m

S-L,

nota come interazione spin-orbita.
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Utilizzando il risultato

<1> _l 1 _(mca)3 1
Pl @+ e+ \h n(l+5)(+1)

calcolare le correzioni al prim’ordine allo spettro dell’energia dovute a questa
interazione.

Soluzione

Notiamo che
1 1
S L=3 [(S+L)*—L*-§*] = 3 [J2—1>—-$%.
M40 commuta, quindi, con gli operatori compatibili J2, L2, S? e conviene usare, per
il calcolo dei valori medi che danno la correzione al I ordine, gli autoket comuni al
momento angolare totale e all’Hamiltoniano |n, j,m;;/;s), in modo che le matrici
della perturbazione in questa base siano gia diagonali:

(', j ,ms s | Asoln, j,mjs b s) =

62 1 20 ./ 3
=8y Buas g (5) P J0+-tee -3

Il momento angolare totale, somma del momento orbitale dell’elettrone e del suo
spin, ¢ J ={(+ %, per cui

ner /1 =0+
Esloz e 1 y lse j .€+2 ]
4m?ct \r3 /,, —(+1) se j=L—3.

Utilizzando la formula indicata, abbiamo il risultato finale

1 1 Cse j=0+1
El,=- 2a4><{ J .2 6.13
0= MY e ey ) se j=i—1 O

6.27 Stato fondamentale dell’atomo di Elio

L’atomo di Elio ha Z =2 e A = 4; possiede quindi due elettroni che si muovono
intorno ad un nucleo di massa pari a 4 volte quella dell’Idrogeno e circa 8 x 10°
quella di un elettrone. Assumendo questa massa infinita, denominiamo conrj e r; le
coordinate dei due elettroni rispetto al nucleo e con ryz = rj; —ry la loro posizione
relativa. L’Hamiltoniano dell’atomo di Elio ¢, pertanto,

i 2 w2

H=——(Vi+V;)————+—.

2m r V)
Se non vi fosse I’interazione repulsiva tra i due elettroni, nell’equazione di Schrodin-
ger ci sarebbe la separazione tra le variabili dei due elettroni e, detta E 1’energia dello
stato fondamentale, avremmo

3 Z(ri+rp)

VR(rLr) =Yg (1) Vg () = —5 ¢ @ (6.14)
7m0
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_zr
dove abbiamo indicato con Ej e g, (r) = (2/V4m)(Z/ag)?/2- e “ rispettiva-
mente 1’energia dello stato fondamentale di un atomo idrogenoide con Z =2 ¢ la
corrispondente autofunzione. L’energia dello stato fondamentale dell’Elio sarebbe

m(Ze*)?

:QEIZQ{_%Z

] =—8-13.6eV = —108.8¢V.
Sperimentalmente si trova che lo stato fondamentale dell’Elio ha energia pari a
—78,98¢V, un valore molto piu alto. Questo segnala il fatto che, trascurando il ter-
mine positivo di attrazione tra gli elettroni, si ottiene un’approssimazione troppo
rozza.

Considerare I’interazione tra i due elettroni come perturbazione e calcolare la
correzione al I ordine per I’energia dello stato fondamentale.

Soluzione

L’Hamiltoniano puo essere riscritto nella forma

H = I+ 4
dove s ) )
17} Ze~ Ze
Hy=—— (VI4V3) - -
0 2m (Vi+Va) T 12
e la perturbazione ¢ data da
2
=
r2

La correzione al I ordine dovuta all’interazione tra i due elettroni ¢ data da:

b= <w2|%i|w2> =

Z(r1+r) 62
/dl'ldl'2€ “0 —=
717610 2
Z3e
- (=5 k.
7'[(10

Posto ff = %, K ¢ il seguente integrale

K= /drldrz e Blitn) /dl'le pr " f(r)

r1 —rzl
dove

r1 /dl‘ze rzi
ry — 13

¢ funzione solo del modulo di ry, perché integrando su tutto 1’angolo solido di r;
scompare la dipendenza dagli angoli. Per calcolare f(r;) possiamo, quindi, orientare
liberamente ry nella direzione dell’asse z.
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Avremo

+1 1
f(n) = 27f/dr2r%efﬁr2/ dcos @ =
-1 \/r%—l—r%—ZrlrzcosQ

1 +1
= —Zn/drzrge’ﬁrz — [ r%—&—r%—ZrlrgcosG} =

ryr 1

2r _Br
= Z/drzrge Bz(r1+r2—|r1—r2|):

27 [ .
-t {/ drarye P (2ry) +/ dryrye P (2r1)] =
rl 0 r

B

dove abbiamo usato le espressioni, ricavate dalla (A.7):

B(0.r) = g2 2+ 2B+ B2

I (r1,00) = % (1+Br)e P

Tornando al calcolo di K otteniamo, usando i soliti integrali (A.8),
(4m)*

2] = T %

> 4
K= 471:/ dririe P "
0 "

Inserendo questi risultati nell’espressione per E' si ottiene

2
Z3e\" 5 (4n)> 52 57 (1
El=(Z2Z2) = = =2 Zmla? ) =34eV

<7mg> 4 B 8a 4 \2™ ¢

. 2 < .
dove si € tenuto conto del fatto che ag = mffa , o= ZT e %mc2 o= 13,6€V ¢ ’energia,

cambiata di segno, dello stato fondamentale dell’atomo d’idrogeno.
In questa approssimazione lo stato fondamentale dell’atomo di elio ¢

E=E°+E"=—-108.8¢V +34¢V = —74,8¢V.

Questo valore ¢ molto prossimo al valore sperimentale gia citato —78,98eV. Si
pud avere un’approssimazione migliore utilizzando il metodo variazionale (vedi
problema 11.4).
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7.1 Oscillatore armonico: perturbazione istantanea

Due particelle di massa m si muovono lungo 1’asse x interagendo mediante una forza
elastica di costante k.

Supponendo che, mentre esse si trovano nello stato fondamentale di energia
Ey, la costante k si dimezzi improvvisamente, qual ¢ la probabilita che una misura
dell’energia dia come risultato 1’energia dello stato fondamentale?

Soluzione

Dette x; e x» le coordinate delle due particelle, introduciamo la coordinata del centro
di massa e quella relativa

_ X1t+x

X
2

X=X1 —X2
e la massa totale M e la massa ridotta u
m
M=2 =—.
mop=-
Ponendo
(X, x) = 2(X)y(x),

I’equazione di Schrédinger

si separa nelle due equazioni

K d?

2 d? N
24 dx?

ZdezECM} ®(X) =0 [

V(x) E] yx)=0 (7.1)
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con la condizione
W=Em+E.

Il centro di massa si muove di moto libero, mentre la massa ridotta descrive un
oscillatore armonico. Ai fini del problema interessa solo il moto della coordinata
relativa.

Inizialmente il sistema ¢ descritto dalla funzione d’onda (A.16)

1
7
Yo (x) = (\;%) e 2% dove o= 1/? =/ ’Z—f .

Si vuole sapere la probabilita che, dopo il dimezzamento della costante elastica, 1’o-
scillatore sia nello stato fondamentale del nuovo sistema, cioé nella stato descritto

da: .
a' \2 102 mao’ mk’ o
T —z0 g o = _ame &
Wy (x) (ﬁ) e ove 1/ > \/ o

Si tratta di una perturbazione istantanea, nella quale lo stato della particella non cam-
bia, mentre cambia il suo Hamiltoniano. Pertanto tale probabilita ¢ data dal modulo

quadro di
o0 !
(wolyg) = / dxy/ L‘: ezl tat?
B \/aa’\/ 2t \/ 2o
Vo Va?+a? Varta?’
dove si ¢ usata I’espressione A.l per I’integrale gaussiano riportata in Appendice.

Quindi la probabilita richiesta ¢ data da:

20 2V2
a’+a?  Y2(1+v2)

R =23(V2-1)=0.9852.

7.2 Oscillatore armonico in campo elettrico: perturbazione
istantanea

Una particella di massa m e carica g ¢ sottoposta ad oscillazioni armoniche di fre-
quenza ® lungo I’asse x. Essa viene repentinamente posta in un campo elettrico
uniforme che genera un potenziale

0 =—q&X.

Determinare le probabilita di transizione se il sistema si trova inizialmente nello stato
fondamentale.

Soluzione

Dopo I’accensione del campo elettrico I’Hamiltoniano diventa

2 2 2 @2

14 1 22 )4 1 2 » 1g°&

A=ty =L 4 —mot P —gex = 4 me? (x—x)?— = L2
0 A= T ymet g om T MmO (xmx0) =5 s
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che rappresenta ancora 1’Hamiltoniano di un oscillatore armonico con la stessa
frequenza, ma di livelli di energia traslati e con centro di oscillazione

q8

X0 = ——.
maw?

Le autofunzioni di .54 sono date da (A.16)

= (1) LT g=
mentre, detti |k) gli autoket del nuovo Hamiltoniano, le sue autofunzioni sono
1
() = 00 = 00 —x0) = (22)" e P (- )
dove
o= \/”;Twm
Ricordando che (A.17)
(6~ (e e

dén

le ampiezze di transizione sono date da

k|00 /dx% ¢o /dx¢k X=X )%( )=

1 (E—&) k o—(E—0) 2
_ (@)2 L(—Uk/ dro- SR egpdie T 2

nh/) 2k dék
— ie g é -&& w. (7.2)
(w2kk1)z - d&*

Notiamo, integrando per parti

oo k —E242

dEF
—£2428& |~ dk—1 o=82+28&%
e _ e

k—1
_ el
dék 1

Il primo termine a secondo membro ¢ nullo e, tornando alla (7.2) dopo aver iterato
I’integrazione k volte, si ha

_1\k &2 )
<k|00> — (71)16770 éé(/ d& 6*52‘5’550 —
)2 -

et EL. (7.4)
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Quadrando si hanno le probabilita di transizione richieste

2 k_i
Poa=(20) £ -
0.k (2) Kl

Vista come funzione di k, si tratta di una distribuzione di Poisson il cui valore di

£ mo gé&
= x = 7
0= 0= . a)3

se la perturbazione ¢ piccola, lo ¢ anche 50 e 'unica probabilita importante di
transizione ad uno stato con k # 0 si ha per k = 1:

2
50 770 502_ &2

2
attesa € %" Poiché

Pi=

2 11 T2 2mhe’’
Questo risultato & confermato dall’applicazione della teoria perturbativa (A.74)
KA PEr NE
Pox = (k"4 =
0k ‘ E0—EY = Gy | AR
2
) 2 o2 2 22
q-& nooo 1.0 q-& h qg-&
(kho)? 2ma)< ja+a'ln) (kho)? 2mo '~ 2mhw? *!

7.3 Particella su un segmento: perturbazione quadrata

Considerare una particella di massa m vincolata a muoversi su un segmento di
lunghezza a.

a) Scrivere le prime 4 autofunzioni e i corrispondenti autovalori.

b) La particella si trova nello stato fondamentale (n = 1). Al tempo ¢t = 0 viene
introdotto istantaneamente un potenziale quadrato di profondita —Vy(Vy > 0), d
larghezza b < a centrato intorno a x = 2 Se questo potenziale viene rimosso
dopo un intervallo di tempo A, quale sara la probabilita di trovare il sistema in
ciascuno degli stati conn =2,n =3,n =4?

Soluzione

a) Autovalori ed autofunzioni richieste sono dati da

K2 2 . 7x
&:%W’WWWCWa

AR 72 2 . 2mx
E = = — sin ——
2 2ma?’ llfz(x) a s a
R’ 2 2 . 3mx
By = S VW =y g sinTm

16272 2 . 4xm
Ey = —— l//4(x):\/;sinx.

2ma? ’
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b) Le probabilita di transizione (A.76) sono date da

PN o 1 2 1 ) 1On1Al 2
P (At) =|—— dt(n|74|1)e' 1" = — |(n|74]|1
nlen) = |1 [ arli e | = oA e [
dove gli elementi di matrice sono dati da:
W [ T /2
<n|%1\1>:——0 * dxsin = sin
ab a a

(0) (0
EY)—E 2
e Wy =" =2 (i’ — 1) conn # 1.

L’integrale ¢ nullo per n = 2 e n = 4 perché, I’integrando si presenta come il pro-
dotto di una funzione antisimmetrica (I’autofunzione n-sima) per una funzione
simmetrica (I’autofunzione dello stato fondamentale) per riflessioni rispetto al
centro dell’intervallo d’integrazione.

Rimane da calcolare la probabilita di transizione al terzo livello. Poiché

X a(2sin(”b)+sin(2”h))

n . nmx == ===
dxsin — sin — = 4 4
ab a a ar

a+b
2
b

il risultato &

2 . mb b\ 2
w31 A 2 22 =22
Pl—>3(At): (hvol) sin2< s; t) < Sln(a):snl( a )>

Volendo abbreviare i conti, I’integrale puo essere approssimato con il prodot-
to del valore dell’integrando al centro dell’intervallo d’integrazione (5) per

I’ampiezza dell’intervallo stesso (g):

2
Pi3(At) ~ <2V0b> 4 sin’ <w3’;At) .

a no?,

7.4 Oscillatore armonico con perturbazione gaussiana

Consideriamo un oscillatore armonico unidimensionale nello stato fondamentale al
tempo t = —eoo in presenza della perturbazione
2

_2
JO(t) = —qEXe 2.

Qual & la probabilita che al tempo 7 = +oo I’ oscillatore si trovi nello stato |n)?

Soluzione

Calcoliamo i coefficienti dello sviluppo (A.75) del ket di stato al tempo ¢ = oo nella
base dell’oscillatore armonico per n # 0:

2

o[t iz
d,,(oo):—ﬁ/ di (—gE)(n[X|0)e” 2 em®
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h
X=y/— t
2mw(a+a ),

ea'|0) =|1) e a|l) = 0, 'unico coefficiente non nullo & d|

E +oo 2
dy () = lq \/ m— 2ma) die 2o =
_ th / /71 o 4

La probabilita di transizione cercata ¢

Poiché

q2E2 71772 _ w221:2

Poor= 2mh

7.5 Oscillatore armonico con perturbazione smorzata

Su un oscillatore armonico di massa m e pulsazione @ agisce, a partire dall’istante
t = 0, la perturbazione

% ( ) sz —bt

Usando la teoria perturbativa al I ordine si determino le probabilita di transizione
dallo stato fondamentale allo n-simo stato dell’oscillatore dopo un lungo periodo di
tempo.

Soluzione

La probabilita cercata, con n # 0, ¢ data da

2

Poom = /0 dt (n|AX2e|0) '@

2

A2 2 2 oo b
:{2‘<an 10)] ’/0 dt 1m0 =b)

A2 2

= hz (1)2 T p2 (\fanZ“"BnO)

dove abbiamo usato il risultato dell’esercizio (2.18). E dunque possibile una sola
transizione allo stato n = 2 con probabilita

po 21 o\ A? 1
0T R 40+ 0 \2mo ) 2mPe? 402+ b2
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7.6 Atomo d’idrogeno in campo elettrico impulsato

Al tempo t = —co un atomo d’idrogeno si trova nello stato fondamentale; viene
applicato un campo elettrico diretto lungo I’asse z

2

E(r) = kEge .

Determinare al I ordine in teoria perturbativa la probabilita che al tempo t = oo
I’atomo si trovi in uno degli stati con n = 2.

Soluzione

Dette r; e rp rispettivamente la posizione dell’elettrone e del protone, e V(r) il
potenziale generato dal campo elettrico su una carica posta in r abbiamo

Il termine di energia potenziale della perturbazione & quindi

2

HA(r,t) = —eV(r)) +eV(ry) = ezEpe 2,
che rappresenta 1’interazione del campo esterno con il dipolo dell’atomo.

Gli stati con n = 2 sono 4 e corrispondono allo stato con ¢ =0 e ai 3 stati con
¢=1em=0,%1. La probabilta richiesta ¢ data (A.76), dunque, da

Pyo = Z Z |d2,i,m(+°°)|27
(=01 m=—t.4
dove

~+oo
dy g m(+o0) = —é / dte'®1 (2 0, m|#|1,0,0).

Detta p la massa ridotta dell’atomo d’idrogeno e « la costante di struttura fine, la
frequenza di transizione ¢ data da

@ﬁ]zfﬁuca <2212)—8h/.1,c06

Per calcolare gli elementi di matrice della perturbazione, notiamo che 7] commuta
con L, ’operatore i cui numeri quantici etichettano gli stati imperturbati. Questo
ci dice che possono essere diversi da zero solo gli elementi di matrice tra stati con
uguale valore di m (regola di selezione Am = 0 per le transizioni di dipolo). Infatti

17LZ: =0=0m,t,m laLZna ym ) =nlm —m)n,t,m 1jn,t,nm).
0 0=0 IN 4] "0 m'y = h(m Lm|FA 0 0 m

Ci siamo, dunque, ridotti a calcolare soltanto i due termini relativi a m = 0. L’altra
regola di selezione per le transizioni di dipolo ¢ A¢ = +1. E facile vedere, infatti, che,
se £ non cambia, gli elementi di matrice conterranno z, proveniente da 4], che ha
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parita negativa e il prodotto di due funzioni d’onda con la stessa parita. L’integrale
su tutto la spazio sara quindi nullo!. Ci rimane da calcolare I’'unico elemento di
matrice non nullo. Tenendo conto delle espressioni per le funzioni d’onda dell’atomo
d’idrogeno (A.58):

(2, 0|Z\1 0,0) =
! 37 2ar [ acose [ ap e % cosoreoshe %
0 redr cos —e 0 cosOrcosbe 0 =
4\/271' f /71 /0 (Pao
-4 ~ —g [ 2
drite 2"0 dcosO cos“ 0 =

Z\f J-1

4 —x
ao—/ dxx" e =
35 Jo

272
R

ao

dove abbiamo tenuto conto dell’integrale (A.6). Sostituendo questa espressione
nell’ampiezza di probabilita, abbiamo:

! 400 27 2
d2,[,m(+°°) = —£ / d[elwz'lteE() s—doe 2
2
1 272 “’21T +oo _L(t_,“’ll’ )2
= ——eEpa e dte 2 4
heT00 T3S -
E 27\/2 (g 0)?
= —fe a T\ e 4
RO TR

! Per le regole di selezione vedere il problema 3.10.
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8
Particelle identiche

8.1 Due fermioni su un segmento

Due particelle non identiche entrambe di spin % € massa m sono costrette a muoversi
su un segmento di lunghezza L interagendo tramite un potenziale

V=kS;Ss.

Determinare gli autovalori e le autofunzioni dell’Hamiltoniano.
Cosa succederebbe se le particelle fossero identiche?

Soluzione

Poiché il potenziale dipende solo dagli stati di spin e si tratta di particelle non
identiche, cerchiamo autofunzioni fattorizzate nella forma

lII(LZ) = Wnl,nz (.X] >x2) x(sluSZ) 5

dove
llfnl,nz (X] 7x2) = Wnl (Xl) ll/nz (Xz) )

Y, (x), conn=1,2,..., sono le autofunzioni dell’energia per una particella nel poz-
zo di potenziale e x(S1,S;) rappresenta gli autostati di spin. Il potenziale dipende
soltanto dal prodotto scalare tra gli spin che puo essere riscritto in termini dello spin

totale S: | 3
(S1482)>—852—83| == |2 —=r?|.
2

S1:8; = 5

1
2
Quindi la fattorizzazione si ha solo se utilizziamo gli autostati dello spin totale (di S
e S;), cioe gli stati di singoletto (S = 0) e di tripletto (S = 1).

In definitiva le autofunzioni comuni all’Hamiltoniano, SZ e S, sono:

lflnl 58, Mg (X] 7x2) = VY, ny (X] ,Xz) Xs,mg
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con
200 = %[m(l)X-(Z)—X-(l)m(Z)}
= () 2-(2)
XI,O 1

= — D)x-(2)+x-(1 2
ﬁ[m( )% (2) + 2 (1) x+(2)]
A = ()24 (2)
e corrispondono agli autovalori dell’energia

n 3.2 2_ 2, 2
En’SZZmLZn —|—k[s(s—|—l)—4 he, conn“=ni+nsen;,m=12,...

La degenerazione ¢ il prodotto di 2s + 1 per la degenerazione che interviene se esiste
pil di una coppia (n1,n2) che porta allo stesso valore di n.

Nel caso di particelle identiche, gli autovalori non cambiano, ma la loro dege-
nerazione si riduce. Occorre, infatti, costruire le combinazioni simmetriche e anti-
simmetriche delle autofunzioni relative alle coordinate spaziali (gli autostati dello
spin hanno gia proprieta di simmetria) e imporre 1’antisimmetria delle autofunzioni
complessive.

Se § = 0, la parte spaziale deve essere simmetrica e, in corrispondenza degli

. 242 .
autovalori E, g = Z,,’Zz n?— %khz, si ha:

0,0

1
Wy np:0.0(X1,X2) = 7 (Wi (X1) Wiy (%2) + Wiy (x1) Wiy (x2)] X7 se my # mp

0,0

Wy n2:0.0(X1,X2) = Wy (X1) Wiy (x2) X7 se nmyp =na.

R - . . . 252
Gli stati relativi a S = 1 corrispondono agli autovalori E,, | = gm’ZZ n?+ %khz e hanno
parte spaziale antisimmetrica. Per questo deve essere n| # n; e le autofunzioni sono

1 -
Wy il mg (X1,X2) = 7 (W (1) Wiy (x2) = Wy (1) W, (x2)] 2 .

conmy; =0,+1.

8.2 Due fermioni su un segmento in presenza di potenziale §

Due fermioni identici di massa m, vincolati a muoversi su un segmento di lunghezza
L, hanno entrambi componente lungo 1’asse z dello spin pari a —1—%.

a) Quali sono I’energia minima del sistema e la funzione d’onda corrisponden-
te?

b) Se & presente un’energia potenziale di interazione k& (x; — xp), come si
modifica il valore gia trovato dell’energia nel calcolo perturbativo al 1°
ordine?



8.3

Due fermioni interagenti 173

Soluzione

a)

b)

Si tratta di un sistema di due fermioni identici non interagenti la cui funzione
d’onda di spin ¢

h h
X(S§1)7S§2)) =X (+27+2> .

Ciascuna delle due particelle, se isolata, ha autofunzioni e autovalori dell’e-
nergia dati da

2 T 2n2h?
l//n(x):\/:sinan E":anﬁ conn=1,2,...

Le due particelle sono non interagenti e, quindi, la parte spaziale della ge-
nerica autofunzione si puo scrivere come prodotto di due autofunzioni re-
lative all’Hamiltoniano di singola particella e 1’autovalore ¢ la somma dei
due corrispondenti autovalori dell’energia. Poiché tuttavia la funzione d’on-
da complessiva del sistema deve essere antisimmetrica nello scambio delle
due particelle e la funzione di spin nel caso in considerazione ¢ simmetrica,
occorre che la parte spaziale sia antisimmetrica. Per questo lo stato di mi-
nima energia non puo essere quello in cui le due particelle sono nello stato
fondamentale, bensi

By o 1m) = 5 (8 00)vaCon) — el vt 2 (45,45

corrispondente al livello di energia

_ 5mPn?

© 2mL?

Introducendo il potenziale d’interazione, il livello di energia non viene
modificato dalla teoria perturbativa al I ordine. Infatti risulta:

Ei»

L L
E{-,Z = k/o dx /0 dxz'f/;{l)x(z)(xl,)cz)5(X1 —x2)¥n @*x,x) =

Sz 7582

L 2
:k/ dx |¥ ,<2>(x,x)) =0
0 sz

a causa dell’antisimmetria della funzione integranda.

8.3 Due fermioni interagenti

Due particelle di uguale massa e spin % sono vincolate a muoversi su una retta e
interagiscono tramite un potenziale

1
V:EkszraSpSz

dove k£ > 0 & una costante, x ¢ la distanza relativa tra le particelle e S; e S, sono i
loro operatori di spin.

Determinare gli autovalori dell’energia nel caso in cui le particelle siano diffe-

renti e nel caso in cui siano identiche.
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Soluzione

Separato il moto del centro di massa da quello della coordinata relativa x, ci limitiamo
a considerare quest’ultimo. Notiamo che

1 1 3
Si-S= (82 -S1-53) =5 (S—->nr").
1-82=5( 1—52)=5 5
Ne consegue che I"’Hamiltoniano commuta con S e S, e, quindi, che possiamo con-
siderare gli autostati comuni a .77, S? e S,. Essi sono dati dal prodotto diretto degli
autostati dell’ oscillatore armonico con gli autostati di S? e ..
Gli autovalori, se le particelle sono distinguibili, sono percio dati da:

o 1 1
ES=! (n + 2) ho+ 7 ah? per i 3 stati di tripletto

E;;ZO = (n + ;) ho — %ahz per lo stato di singoletto
conn=0,1,....

Se le particelle sono identiche, ricordando che le autofunzioni dell’Oscillatore
Armonico sono pari in x (e quindi simmetriche per lo scambio delle due particelle)
se n & pari, gli autovalori non cambiano, ma gli stati di tripletto (simmetrici) possono
avere solo n dispari e gli stati di singoletto (antisimmetrici) solo n pari.

8.4 Due oscillatori fermionici identici

Un sistema composto di due particelle identiche di spin % vincolate a muoversi su
una retta & descritto dall’Hamiltoniano:

LEPC I N S DA S
H = ﬂ(pl +p3)+ Fmo (x7 +x7) -
Determinare la funzione d’onda completa (parte spaziale e parte di spin) degli stati
corrispondenti al livello fondamentale ed al primo livello eccitato, nonché i relativi
autovalori di .7, di 82 = (S; +8,)? e di S..

Soluzione

Per la particella i-esima denotiamo con ¥, (x;) le autofunzioni dell’energia in un
potenziale armonico unidimensionale e con y4 (i) gli autostati dello spin. Trattandosi
di fermioni le autofunzioni comuni a .7, §2, S. devono essere antisimmetriche per
lo scambio delle due particelle. Per quanto riguarda le coordinate spaziali possiamo
costruire le seguenti autofunzioni del sistema completo aventi proprieta di simmetria
definita (indicata con + e —):

vy (x1,%2) = Wo(x1) Yo(x2)  con energia E = ho
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€

¥ (1,x2) = o5 [Wo(x1) i (x2) + i (x1) Yo (x2)]

con energia E = 2h@.
Wi (x,02) = 5 [Wo (1) yi(x2) — yi (x1) wo (x2)]

Gli stati di spin possibili sono quelli di singoletto e di tripletto. Indicando con x**z gli
stati di spin totale S con §2 = s(s+ 1)A? e S, = s.%, abbiamo uno stato antisimmetrico
e tre stati simmetrici

\i@[mu)x_(z)m_(l)m(zn
= (1) x4 (2).

Le funzioni d’onda complessive completamente antisimmetriche sono:

vy (x1,x2) 20 per lo stato fondamentale
e
llflf(xlaxz)l?’(il
ywll, gi :2; i 1;0 per il primo livello eccitato.
yy (xn,x) 2

8.5 Oscillatore doppio per particelle identiche

Due particelle, ciascuna di massa m, sono confinate nel potenziale di un oscillatore
armonico unidimensionale

1
V= —kx’
2

e interagiscono tra di loro mediante un’altra forza elastica attrattiva di costante
elastica k < k.

a) Quali sono gli autostati corrispondenti ai tre livelli pit bassi dell’Hamilto-
niano del sistema?

b) Se le particelle sono identiche e hanno spin 0 quali di questi tre stati sono
permessi?

c) Se le particelle sono identiche e hanno spin % qual & lo spin totale di
ciascuno di questi tre stati?

(Suggerimento: utilizzare un opportuno cambio di variabili.)
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Soluzione

Dette x1 e x le coordinate delle due particelle, "Hamiltoniano del sistema ¢
(o 9 5
%:_M(M—’—az)—’— k(1+x2)+ k(x1 )
Introduciamo le coordinate del centro di massa e relativa

X1 +x2

X =
2

X=X —X2.

In queste variabili I’Hamiltoniano si presenta come somma di termini relativi ad
oscillatori armonici ciascuno dipendente da una sola variabile

I = Ay + HE
L |
= M ®*x
Hem = —ax2 T3
1 92 1
% _ v - wl2 2
Juo MOy
dove abbiamo introdotto la massa totale del sistema e la massa ridotta
m
M = 2 = —
m e u >
e le pulsazioni
k Ktk
w=1/— e o =4/ =—.
m u

La separazione di variabili consente di risolvere separatamente le equazioni agli au-
tovalori per I’Hamiltoniano: le autofunzioni sono il prodotto delle autofunzioni dei
singoli oscillatori e gli autovalori sono la somma degli autovalori.

a) Per determinare i livelli piu bassi di energia occorre tener conto dell’ipotesi
x < k, per cui 2/iw > h@' > ho. Quindi i tre livelli pilt bassi di energia sono
nell’ordine:

1 /
Ey = > h(o+ ')
E\=Ey+how
E, = Ey+ha'.

Le tre corrispondenti autofunzioni sono date, detta ¢,E“’) (x) I’autofunzione
n-sima di un oscillatore armonico di pulsazione ®, da

Yo (x1,x2) = ¢<§w) (X) ¢<§wl>(x)
i (e, = 0 (%) 0 (x)
vl = 08 (%) 6 (x).
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b)

Se le particelle sono bosoni identici, la funzione d’onda deve esse simme-
trica per lo scambio delle coordinate x; <+ x», che corrisponde allo scam-
bio x <+ —x. Per questo, tenendo conto del fatto che 1’autofunzione n-sima
dell’ oscillatore armonico hanno parita —1”, il terzo livello non ¢ permesso.
Se le particelle sono fermioni, le funzioni d’onda devono essere moltiplicate
per 1’autofunzione dello spin totale, che & antisimmetrica nel caso di spin O
(singoletto) e simmetrica nel caso di spin 1 (tripletto). Se i fermioni sono
identici la funzione d’onda deve risultare complessivamente antisimmetrica
per scambio. Avremo, dunque, i seguenti stati di spin totale per ciascuno dei
3 livelli:

Ey—S=0
El—)SZO
E,— S=1.

8.6 Particelle identiche in una scatola

Due particelle identiche di massa m e non interagenti sono chiuse nella scatola
|x| < a,|y| <b,|z] <ec,cona>b>c>0.

a)

b)

c)

Determinare autovalori ed autofunzioni dell’energia, precisando il grado di de-
generazione, per il livello fondamentale ed il primo livello eccitato, nel caso di
particelle prive di spin e nel caso di fermioni.

Supponendo che si tratti di fermioni in uno degli autostati comuni allo spin to-
tale e all’Hamiltoniano corrispondenti al primo stato eccitato, determinare la
probabilita di trovare entrambe le particelle nella regione x > 0.

Supponiamo, sempre nel caso di fermioni, di aggiungere all’Hamiltoniano il

termine

2h?

8ma*

AV =24 ry-rp (7L << 1)

Si determinino le correzioni al primo ordine in teoria delle perturbazioni ai primi
due livelli.

Soluzione

L’Hamiltoniano ¢ separabile nelle tre variabili, ciascuna delle quali ¢ vincolata su
un segmento di differente lunghezza. Ciascuna delle particelle, se presente singolar-
mente, avrebbe autofunzioni dell’energia

Vi tm (1) = Wi (x) wi(y) Win(2)

dove

\/I cos —kz’”, se k & dispari;

o a a

Wilx) = 1 ook .
\/; sin 5=, se k & pari;
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all’interno del segmento (—a,a) e nulla all’esterno. Analoghe espressioni si avreb-
bero per ¥;(y) e W (z). Gli autovalori corrispondenti sarebbero

g k2+12+m2
Km = "gm \a "2 "2 )

a) In assenza di spin, e quindi di proprieta di simmetria per scambio, lo stato
fondamentale & non degenere, ha energia pari a 2Ej 1 1 e funzione d’onda

Vi1 (re) w1 (r2),

che ¢, tuttavia, simmetrica per scambio delle due particelle.

Il primo livello eccitato si ottiene incrementando il numero quantico relativo alla
coordinata x a k = 2 (ricordiamo che a > b > ¢). Esso ¢ degenere doppiamente,
ha energia pari a E1 1,1 + Ep 1,1 € autofunzioni

Vi11(r1) ¥21.1(r2)
o 1.1(r1) wii,1(r2)

che possono essere combinate in modo simmetrico o antisimmetrico.
Nel caso di fermioni occorre imporre 1’ antisimmetria della funzione d’onda com-
pleta (posizione e spin) per scambio di particelle. I livelli di energia non cam-
biano, mentre per quanto riguarda le autofunzioni la situazione ¢ simile a quella
del problema 8.4. Utilizzando la stessa notazione per gli stati di spin avremo uno
stato fondamentale non degenere con funzione d’onda
0,0

Vi () Yia(rz) x
mentre il primo livello eccitato & quattro volte degenere, ha energia paria Ey 1,1 +
E» 1,1 e funzioni d’onda

i (ry,rz) x°°
vy (rp,rp) 207!
yy (rp,rz) x '
vy (rp,rp) 20!

dove
1
v (r1,r2) = —= (Vi1 (r1) ¥a,11(r2) + ¥a11(r1) yi11(r2)] =
V2
1

= —=[y1(x1) y2(x2) + v2(x1) yi(x2)] wvi(y) wi(zi) wi(v2) wi(z2)

-5

v, (r,r2) = 7 (Wi.1.1(r1) W21.1(r2) = w21.1(r1) wi11(r2)] =
= \% (W1 (x1) va(x2) — w2 (1) wi (x2)] wvi(yr) wi(zi) wi(v2) wi(z2)-

b) Tenendo conto della normalizzazione relativa alla parte della funzione d’onda
dipendente da y e z, dobbiamo calcolare:
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1 a a 2
Pi(x >0, > 0) = 5/0 dx, /0 s [ (01) Wa(02) £ wa (1) v (x2)]? =

= % '/O.adxl /:de (W2 (x1) Y3 (x2) + w3 (x1) wi(x) +
21 (x1) Ya(x2) wa(x1) yi(x2)] =

)
=2 {; 2 [/Oadxwmx) w(x)r} -
}

¢) Per ciascuno stato richiesto |y), dobbiamo calcolare
252
n°h
AViyy=A—1
(Wiaviy)=2Ao 3
dove I ¢ dato da
I = (ylxix2+y1y2 +2122| W) -

Nello stato fondamentale

1= (x1) (x2) +(y1) (2) +(21) (z2) =0

poiché, per la simmetria degli stati, ciascun valore d’attesa & nullo.

Nel caso del primo livello eccitato occorre diagonalizzare la matrice relativa alle
due diverse funzioni d’onda (il potenziale non dipende dallo spin). Consideriamo
prima gli elementi diagonali, per i quali si vede subito che le coordinate y e z non
danno contributo. Per il primo termine della diagonale si ha:

(Wi beixa|yy)
] a
=5 | duduxx (w1 (x1) ¥a(x2) + v (x1) wi(x2)]?

—a

It

Sviluppato il quadrato, notiamo che i due termini quadratici danno risultato nullo
poiché proporzionali al valore d’attesa di x in un autostato della buca. Si ottiene
quindi, integrando per parti,

L= | [ avonts) w<x>]2 -2 (Sfr)z

In modo analogo si ottiene:
_ _ 324\ 2
L=t i) =2 (55
E facile vedere, con calcoli analoghi, che i termini non diagonali sono nulli.

Quindi le correzioni al primo livello eccitato sono:

128, #

+ +

=+ :
<W1 M’V'l’ll > 81 A’,na2ﬂ:2
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8.7 Tre fermioni su un segmento con accoppiamento tra gli spin

Tre particelle identiche di massa m e spin 1/2 sono confinate sul segmento (0,a)
dell’asse x. Esse sono soggette al potenziale

VZO((S] -S>+ S, 'S2+S2'Sg)

con o < 0 e S; spin della particella i-esima. Una misura della componente dello spin
totale lungo I’asse z fornisce il valore S, = —&—%h. Scrivere le possibili autofunzioni
dell’energia ed i relativi autovalori. Qual ¢ I’autofunzione dello stato fondamentale
del sistema in questo stato di spin? Qual ¢ il relativo autovalore?

Soluzione

Notiamo che il potenziale puo essere riscritto nella forma

o
Vel (eo5-8-8).

per cui le autofunzioni dell’energia sono il prodotto di autofunzioni relative alle coor-
dinate spaziali per autofunzioni dello spin totale. Si tratta di un sistema di tre fermio-
ni in uno stato con S, = —&—%h eds= % che ¢ il massimo valore che s pud assumere.
Gli spin delle tre particelle hanno uguale componente z, quindi I’autofunzione dello
spin totale ¢ simmetrica e la parte dipendente dalle coordinate spaziali deve essere
antisimmetrica:

-l
¥ 3 4 3(x,x0,x3) = —= det| Wy, (x1) Wy (X2) Wy (X3) | X2
ny,np,n3;5,+ 2 2 2

e V3 () Wi (32) g ()

L autovalore corrispondente ¢

2h?

3
E= W(n%—i—n%—i—n%)—i—zahz conny,ny,ny =1,2,...

Dato lo stato di spin, anche nello stato fondamentale la parte spaziale dell’autofun-
zione deve essere antisimmetrica, quindi i tre numeri quantici devono essere diversi
e tali che I’energia ¢ minima, quindi n; = 1, n, =2, n3 = 3. Si ottiene cosi

P33 13 (12,33,

? 3
E= {752+a} 2.

ma

L’ autovalore relativo &

8.8 Due fermioni interagenti in una sfera

Due particelle identiche di spin % si trovano in una sfera impenetrabile di raggio R.

a) Scrivere le autofunzioni dell’energia relative allo stato fondamentale e al primo
stato eccitato.
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b) Calcolare come si modifica la degenerazione se interviene un’interazione
V= O!S] 'Sz,

dove S e S, sono gli spin delle due particelle.

Soluzione

Nel caso di una singola particella di spin % in una sfera impenetrabile, avendo pre-
senti i risultati del problema 3.12, le autofunzioni comuni all’energia e allo spin sono
date da

Wit m,my (r7 0, (P) = Wn,é,m(ra 0, (P) X

dove Jn, sono gli autostati di S; corrispondenti agli autovalori mgh = i% e

Wn,é,m(rv 6, (P) = Rn,é(r) Yém(ev (P)

dove i
ng(r) = Njg(kn_ﬂ’) € k,,’/g = % .
Je ¢ la f-sima funzione di Bessel sferica, mentre z,, ¢ € I’n-simo zero di jy. k, ¢ € legato
all’autovalore dell’energia E, ¢ dalla relazione
h2
En/j = % kﬁ/
Lo stato fondamentale ¢ non degenere e si ottiene per { =0en =1
T nr?
k = — E = = .

TR M0 omR?

11 primo stato eccitato si ottiene per { = 1 e n = 1 ed & tre volte degenere (m = 0,+1).
Veniamo ora al caso di due particelle di spin %

a) Il sistema dei due fermioni deve avere una funzione d’onda completamente an-
tisimmetrica per scambio delle particelle. Nel caso dello stato fondamentale c’¢
una sola possibilita, corrispondente allo stato di singoletto per lo spin totale
Xs2.s. = X0,0°

Vi s—0(r1,r2) = Wi00(r1), ¥i00(r2) Xoo-
Il primo livello eccitato del sistema deve avere una particella nello stato fon-
damentale e I’altra nel primo stato eccitato. Questo consente sia lo stato di
singoletto

1
V2. ms—0(T1,12) = 7 W1,00(r1), Wi 1,m(r2) + Wi 1m(r1), Wi00(r2)] Xo0

che ha 3 possibili determinazioni in corrispondenza dei tre valori di m = 0,+1,
che quello di tripletto:

1
Vo ms=1(r1,12) = 7z W1,00r1), Wi,1m(r2) = Wi 1m(r1), W1.0,0(2)] X1mg

che ha 9 possibili determinazioni in corrispondenza dei tre valoridim = 0,£1 e
dei tre valori di my; = 0,+1.
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b) L’interazione V = aS; - S, puo essere riscritta nella forma

o @ o % 3.
V==8"-851-9)==(S—-r").
S-si-sh=5 (2-30)
Negli stati di singoletto V = f% o’ mentre negli stati di tripletto V = %(xhz,
quindi ¢’¢ un contributo all’autovalore dell’energia diverso a seconda dello stato

di spin totale. Dal punto di vista della degenerazione ’unico effetto ¢ presente
nel caso del primo stato eccitato che ora da luogo a due livelli distinti

n? 3

Ejs—0 = IMRE (z% 1+ 752) 1 ah? 3 volte degenere
m ;
n 2 L

Ey 5= (z{ +7°)+ - ah 9 volte degenere

= D2
dove z1,1 = 4.49341 (vedi [15]).

4

8.9 Due fermioni sulla superficie di una sfera

Due particelle identiche di spin %, non interagenti tra loro, sono vincolate a muoversi
su una superficie sferica, in modo che i soli gradi di liberta sono quelli angolari e di
spin. Tra tutti gli stati accessibili al sistema delle due particelle, determinare quanti
sono gli stati che soddisfano le seguenti proprieta:

a) sono autostati sia di L, che di S;, le componenti lungo 1’asse z del momento
angolare totale L = L(!) 4 L(2) ¢ dello spin totale § = S(V) +-8?)_ dove gli
indici 1 e 2 si riferiscono alle due particelle;

b) i numeri quantici /(1) e ¢(?) relativi ai momenti angolari delle due particelle
sonoo0ol;

¢) la configurazione dello spin totale & in uno stato di tripletto (autostato di S
cons=1).

Soluzione

Gli stati richiesti sono prodotto di autostati del momento angolare totale per autostati
dello spin totale.

La terza condizione indica che ’autostato del momento angolare totale deve
essere antisimmetrico per lo scambio delle due particelle. Poiché, per la seconda
condizione, /1) = 0,1e 12 = 0,1, abbiamo le seguenti possibilita:

1. 1) =0 e ¢?) = 0: esiste un’unico stato [m(1),m>) = [0,0) che & simmetrico e
quindi da escludere;

2. (1) =0e ¢ =1 esistono tre stati |0,0), |0,+1), [0, —1);

3. /) =1e ¢ =0 : esistono tre stati |0,0), |+ 1,0), | — 1,0); sia in questo caso
che in quello precedente gli stati non hanno simmetria definita, ma, a partire da
questi sei stati, possiamo considerare le tre combinazioni lineari simmetriche e
le tre antisimmetriche;
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4. 1M =1 e (@ = 1: possiamo avere stati di momento angolare totale con £ =
0, 1,2. Poiché per i coefficienti di Clebsch-Gordan vale la relazione

GOm0 @7 M) =
(=110 G0 @ )@ GO g ),

risulta che gli stati con ¢ = 0,2 sono simmetrici e non vanno considerati. Sono,
invece, antisimmetrici gli stati corrispondenti a £ = 1

= tm=0) = (") = +1m = —1) = ) = 1) = 1)
M=Lm=+w=§§mm=+LM”=®—WW=Qm@=+m
0= Tm=—1) = - (Im® = —1,m® = 0) — |V = 0,m® = _1Y).

V2

La risposta, quindi, ¢ che si hanno complessivamente 6 stati relativamente al mo-
mento angolare che moltiplicato per 3, i possibili stati di spin totale, da il numero
totale di 18 stati.

8.10 Tre elettroni in potenziale centrale

Tre elettroni sono legati da un potenziale centrale; si trascurino le interazioni tra gli
elettroni. Uno di essi si trova nello stato di energia E; e funzione d’onda spaziale yq,
mentre gli altri due si trovano nello stato di energia E e funzione d’onda spaziale
Y. Si scrivano i possibili stati compatibili con la statistica di Fermi-Dirac e si dica
quale ¢& il loro spin.

Qual ¢ la degenerazione totale del livello E = E| +2E; se Y e Y, corrispondono
entrambe a stati con £ = 0?

Soluzione

Chiamiamo ;- I’autofunzione di un elettrone che si trova nel livello di energia n e
nello stato di spin con my; = £1/2. Le due particelle nello stato con n = 2 devono
essere in stati di spin diverso, mentre ’altra particella puo trovarsi indifferentemente
in uno dei due stati di spin. Complessivamente abbiamo due possibilita che possiamo
scrivere, antisimmetrizzando mediante il determinante di Slater,

1
Hl22ij=ymjmr } (F1,22,03) = V3l det | ' (1) vy

e
( : 1 %;Exl; Wigxzi WIJ:E)Q;
VYo, 1 1(x,x,x3) = —=det| ¥, (x1) V¥, (x2) V¥, (x3
1,22, j=5mj= /a1 2 2 2
T 3! , (1) ¥y (x2) wy (x3)
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In queste espressioni j ed m; sono i numeri quantici relativi alla somma degli spin.
E facile vedere infatti, sviluppando i determinanti secondo la prima riga, che i due
elettroni nel livello con n = 2 sono in uno stato di singoletto; il loro spin totale ¢ per-
tanto 0 e lo spin totale dei tre deve essere percid 1/2. Il valore della sua componente
z ¢ dato quindi dallo stato di spin dell’elettrone nel livello con n = 1.

Poiché non vi ¢ degenerazione legata al momento angolare (¢ = 0), la degenera-
zione del livello E = E| +2FE, ¢ pari a 2.
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9
Diffusione (Approssimazione di Born)

9.1 Potenziale di Yukawa e potenziale coulombiano

Determinare in approssimazione di Born la sezione d’urto differenziale per la diffu-
sione elastica dal potenziale di Yukawa:

e
V =
(r) =% or
e il potenziale Coulombiano:
V(r) = q192 _
r

Soluzione
Applicando la formula A.78 al caso del potenziale di Yukawa otteniamo

2uVp [ .
folg) = == [ drsin(gn
h g Jo

2 oo
_ élVO 3 (/ drear+zqr) _
h qo Jo

Z,uV() ( 1 )
nqa o —1q

Z‘U,V() 1
o oa2+q*

e

—ar
r=
ar

La sezione d’urto ¢ quindi

2 2
dop _ (2uV0> 1
aQ "o a2 +4k2sin® §

dove 6 ¢ I’angolo tra la direzione d’incidenza e la direzione di diffusione.
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Possiamo ottenere i risultati per il potenziale Coulombiano dalle formule precedenti
mediante il limite

%
oa—0 Vo—0 —Ei? —q192-

Il risultato €
dop _ 4i9
dQ  16E%sin* g

dove E = 1*k? /21 & I'energia della particella incidente sul centro di forza. Il risultato
coincide con quello classico di Rutherford e con il risultato quantistico esatto (notare
che la sezione d’urto non dipende da 7).

9.2 Potenziale gaussiano

Determinare in approssimazione di Born la sezione d’urto differenziale e totale per
la diffusione elastica dal potenziale

2.2

V(x)=Voe ¥

Soluzione

Utilizzando la notazione dell’appendice A.13 applichiamo la formula (A.78)
2 <
fila) =~ [ drsin(an)V(r)r=
2 V
= ,u 0 / drsin(qr)r e =

2
\F TUVo 05
213
Nell’ultimo passaggio abbiamo usato il risultato (A.S). Tenendo conto del fatto che
q="2k s1n , la sezione d’urto differenziale ¢

do

K2 26
2 zsm 5

TR
41t ol

e,

=fs(a)* =

Calcoliamo infine la sezione d’urto totale.

do 717/,L2V02 -+ 7%(17cos9)
G:/dQE:2TC4h4a6 B dcosfe « =

2,212 2
T Vi okt

= I.i 0 (1—e zaz):
2h" b

_ ﬂz»uv()z (1 4#,,2 2)

= 3% e a R
4h°abE

dove si ¢ introdotta I’energia delle particelle diffuse E =

h2k>
T
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9.3 Scattering da sfera opaca

Determinare in approssimazione di Born la sezione d’urto differenziale e totale per
la diffusione elastica dal potenziale:

V() = Vo se r.€ [0,?],
0 altrimenti.

Soluzione

Utilizzando la notazione dell’appendice A.13 applichiamo la formula (A.78)

fe(q) = —;L; /Owdr sin(gr)V(r)r=

2,LLVO

a
= drsin(gr)r=
#qé (qr)

2uvy (94
= ‘l;;)/ dx sinxx =
h g Jo

2uVp .
= hl;q;) [sin(ga) — gacos(ga)] =

2uVoa’
= 2 (P(qa)a

dove, essendo j, le funzioni di Bessel sferiche, vedi (A.43),

sinx —xcosx 1

(p(x) - 3 jl(x)'

X X

La sezione d’urto ¢ quindi

2
dop 2uVpa® 2 )
20 = ( 3 [0} 2kasm§
dove O ¢ I’angolo tra la direzione d’incidenza e la direzione di diffusione.
Studiamo I’andamento della sezione d’urto differenziale. Poiché

. 1
lime(x) = 3
lim ¢(x) = 0,

la sezione d’urto presenta un massimo in 8 = 0, oscillazioni smorzate come q_2
e zeri nelle soluzioni di x = tanx, con x = 2ka sin% Per ka < 1 si ha scattering
isotropo; per ka > 1, poiché la sezione d’urto va rapidamente a zero, la diffusione
avviene essenzialmente in avanti.
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Calcoliamo ora la sezione d’urto totale in approssimazione di Born.

d
o = [ aagy =
2
B 2uVoa® n .0 06 , CANE
277:< Ps) >/0d92s1n20052(p 2kasm2 =

3\ 2 2ka
8717(2‘uvoa> ( ! dxx @*(x) =

n? 2ka)? Jo
— 8 <2“ ;)“3>2 G(2ka)
dove
G(y) = )% /Oy dx (sinx —xasccosx)z _ 0032y+2ysiné);:— 24 —2y2 -1 |

Questa funzione tende a un valore costante pari a 1/18 per y — 0 ed & monotona
decrescente. Il suo andamento & riportato in figura 9.1

GO)
0.08

0.06 1

0.04

0.02

o 2 4 6 8 10y

Figura 9.1. Andamento nella variabile y = 2ka della sezione d’urto totale (a parte costanti) in
approssimazione di Born per la diffusione da una sfera opaca
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10
Approssimazione WKB

10.1 Oscillatore Armonico

Determinare lo spettro dell’Oscillatore Armonico in approssimazione WKB.

Soluzione

Il metodo WKB consente di calcolare un’approssimazione agli autovalori dell’ener-
gia E, imponendo che sia soddisfatta la relazione (A.80), cio¢ che I’integrale del-
I’impulso lungo la traiettoria chiusa classica (un periodo) per quell’energia sia pari a
n+ % di 277k dove n ¢ un numero intero. Tale integrale & uguale all’area inclusa al-
I’interno della traiettoria nello spazio delle fasi p — g. Per il livello E,, tale traiettoria
classica ¢ definita dalla relazione

21

p 22
E,=—+-mo
" om 2™
che possiamo riscrivere anche nella forma
_ » . e
2mE, 2L’
ma

Nello spazio delle fasi p — ¢ la traiettoria chiusa corrispondente ad un periodo del
moto classico &, dunque, un’ellissi di semiassi

2FE
a:\/mwnz e b=/2mE,,

ab = nZE” )
)

la cui area ¢

Applicando la condizione di quantizzazione si ottiene

2F, 1
" =2nh (n—|—> conn=0,1,2---,
[0} 2

© Springer-Verlag Italia S.r.1., parte di Springer Nature 2018
L. Angelini, Meccanica quantistica, UNITEXT for Physics,
https://doi.org/10.1007/978-88-470-3966-7_10


http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1007/978-88-470-3966-7_10&domain=pdf

190 10 Approssimazione WKB
cioe .
En:<n+2>ha) conn=0,1,2---.

In questo caso, il metodo WKB da il risultato esatto.

10.2 Caduta di un grave

Determinare lo spettro dell’energia per un grave in caduta libera sulla superficie
terrestre in approssimazione WKB. Mostrare che per oggetti macroscopici non &
possibile rivelare effetti quantistici.

Soluzione

La caduta di un grave corrisponde al moto di una massa m in un potenziale

| mgz, sex>0
V(z)—{% sex<0

descritto dalla figura 10.1. Classicamente, supponendo elastici gli urti contro il pa-
vimento a z = 0, si ha un moto periodico tra i punti d’inversione z=0ez =7z = mﬁg
con periodo T che ricaviamo dalla relazione

al quale corrisponde la frequenza

V(z)

V(z) =mgz
E =mgzZ

z

Figura 10.1. Buca di potenziale per la caduta di un grave
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Lo spettro discreto dell’energia puo essere valutato in approssimazione WKB tramite
la relazione di Bohr-Sommerfeld

z
I:/ dz~/2m(E, —mgz) = nh (n—i—;)
0

Notiamo, tuttavia, che questa regola ¢ stata ricavata nell’ipotesi che il potenziale sia
debolmente variabile e questo sicuramente non avviene in z = 0 dove V (z) diverge.
Possiamo pero ricorrere al trucco di considerare I’estensione del potenziale a z < 0
nella forma

V(z) = klz|, (10.1)

restringendoci, per0, alle soluzioni con n dispari che si azzerano nell’origine. Dovre-
mo, quindi, imporre

z 1
/_dz\/Zm(E”mg|z)7rh(n+2) conn=1,35,--

0, equivalentemente, data la simmetria del potenziale

z 1
]=/dZ\/Zm(En—ng)=ﬂh<n—4> conn=1,2,3,---.
0

L’integrale I puo essere valutato facilmente:

z 2 312 3
I= \/Zng)/ dz\Z—z=—\/2m%g [3 (Z—Z)Z] ==/2m2gz2.
0
Si ottiene cosi lo spettro

_1
E":M \/ mg2h? conn=1,23,---.

I

Gli effetti quantistici non sono percepibili a livello macroscopico. Infatti nel caso di
una massa m = 1 Kg che cade da un metro di altezza avremmo un’energia

E,=mgz=9.8J
mentre I’energia dello stato fondamentale sarebbe

Ey =~ /mg?h* ~ (1-10%-10768)5 = 1022,

Poiché per grandi # si ha
E, ~niE

3 3
EN\? [ 98\ .
~| = 2| =] =10
" (El> (1022}

avremmo
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Si tratta di un numero enorme, tuttavia potrebbe darsi che intorno al livello E;, la den-
sita di livelli sia bassa consentendo di rilevare effetti quantistici. Valutiamo, pertanto,
la distanza tra i livelli intorno a E,, da

_ dE,

AE,
dn

An conAn=1.

Abbiamo )
AE,~ S E 310711072 = 1073y

che ¢ estremamente piccola rispetto a £, = 9,8J.

10.3 Pozzo di potenziale infinito
Determinare lo spettro dell’energia in approssimazione WKB per il potenziale:
X
V(x) = Vocot? =
a
dove a ¢ una costante positiva. Discutere i limiti per piccoli e grandi numeri quantici.

Soluzione

Il potenziale ¢ rappresentato in figura 10.2.
Gli autovalori E,, dell’energia sono determinati dalla relazione

1
I:nh(n—i—z) conn=0,1,2--- (10.2)

V(x)

V(x) = V,Cot* T l
a

=L _

i
1 a4 a
4 2

Figura 10.2. Buca di potenziale V (x) = V; co

2 Tx
L
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dove, tenendo conto della simmetria del potenziale,

a E ) n
1:2/2dx\/2me/v—cotzE = ;a\/ZmVo [:1 dy+/a —cot?y
X1 0 a Y

dove £
X X
V(xl):Vgcotz—I:En e o =" =cot? ==L
a \% a

Consideriamo la sostituzione

cot?y
Da
1 '2
Z=atan’y—1 = tany = te
o
1 —cos?y a
2 2
f=a————1 = cos“y =
< cos?y =
abbiamo
o tany 7 cos’y z o o
dz=— d = dy=—= dz=— d
LT oy Yoty T aZ+iva V142 %
e

a
Va—coly=——=¢ ;
tany 1+22

mentre per i limiti di integrazione risulta

X o —cot? L 0
n=-o 00 T AT T pm
a
T o —cot? %
=5 = 2= cot? & = e

Sostituendo nell’integrale da calcolare si ha
2

2 T a
I:;a\/ZmVO/ dz( ‘ =
0

Z+1+0a)(2+1)

2 Feo 1 1
:ﬁ\/m/ dz[ o }:
/ 0

Z+l+a 2+1

2 b4
;“ 2mVy (VIta—1)7,

dove abbiamo utilizzato I’integrale

/Wd L~ farctan ) = 2
—— = [arctan =
b Pz o 2
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Ey

Imponendo la condizione di quantizzazione (10.2) e ricordando che o = v si

ottiene lo spettro dell’energia

242 2
n°h 1 Vo 1
E,=— = 2nh | =— =
" 2ma? <n+2> TN <n+2)
che per Vj piccoli riproduce lo spettro del pozzo di potenziale quadrato, mentre per

Vo grandi quello dell’oscillatore armonico (notiamo che Vj ¢ il valore assunto dal
potenziale in §, vedi Fig. 10.2).

10.4 Barriera Triangolare

Usare il metodo WKB per valutare la probabilita di trasmissione attraverso la barriera
triangolare della forma

0, se |x| > a;
V(x)= { 1

Vo(1—151), selx|<a;

per energie inferiori a V.

Soluzione

Con riferimento alla figura 10.3 i punti di inversione del moto classico sono dati da
+x dove

VE®—E = )Zza(l—E).

V(x)

Figura 10.3. Barriera di potenziale triangolare
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Data la simmetria del potenziale

4 (* / X E 4 X [ x
]nT:—£/OdXN/2mV0 (1_5>_v0:_% \/2mV0/O d.x ;_;

Con la sostituzione y = 7 — 7 si ottiene

- 3
4 a 4 2 [x\?2 8 av2
lnT:—;a \/ZmVo/ dyﬁ:—;a \/ZmVog (x) —_24 m(VO_E)%_
0 a 0

La probabilita di trasmissione al di la della barriera ¢, in definitiva,

_8
3

T=e -

”;2%7" (VO*E)%.
10.5 Barriera Parabolica

Usare il metodo WKB per valutare la probabilita di trasmissione attraverso la barriera
parabolica della forma

0, se x| > a;
V() = p Jx
Vo(1—123), selx| <a

per energie inferiori a Vj.

Soluzione

Con riferimento alla figura 10.4 i punti di inversione del moto classico sono dati da

+Xx dove
_ _ E
VX)=E = X=ayl——.
Vo

V(x)

!
N
|
P
=i
N
=

Figura 10.4. Barriera di potenziale parabolica
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Data la simmetria del potenziale

InT = —=\2mVo | dxy[(1-5 ) == == \amVy [ dxy] S -5 =
. h mO./o * ( az) Vo h mo/o * a? a2
4 ¥ X 2
:”\/zmvof/ dxyf1-2
h aJo x2

Con la sostituzione x = xsin 0 si ottiene
4 2 ol am
InT = —— \/2mV, —/ dOcos’0=———— p?
fi 0% 0 fin/2mV) PE

dove pg = \/2m(Vy — E) & I'impulso corrispondente ad un potenziale costante pari
a V. La probabilita di trasmissione al di la della barriera ¢

__anm

>
PN
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11
Metodo Variazionale

11.1 Stato fondamentale dell’oscillatore anarmonico

Utilizzare il metodo Variazionale per valutare in modo approssimato 1’energia del-
lo stato fondamentale dell’oscillatore anarmonico, cio¢ una particella di massa m
soggetta al potenziale:

Vi) =pxt (1> 0).

Notiamo che il potenziale anarmonico, come quello armonico, diverge all’infinito,
ha un minimo in x = 0 ed ¢ simmetrico. Lo spettro dell’energia & quindi discreto e lo
stato fondamentale € pari e privo di nodi. Scegliamo quindi come funzioni di prova il
set al quale appartiene quella dello stato fondamentale dell’ oscillatore armonico (in

questo caso o = %2):

2
W (x; o) = costante - e~ *7 .

Soluzione

11 valore di attesa dell’energia nello stato y ¢ dato da
S g
(y| Ay S dxe ™z [‘ﬂﬁﬂ‘x}

E o) = = =
() (vly) J7Z dxem

+00
V= / [—( a—i—oczxz)—i-ux“} e —
=2 iIjlz‘)‘21+ L) = e e
- 2m 0T om 2T T gy T a2

dove, per la (A.3),

e lE el

© Springer-Verlag Italia S.r.1., parte di Springer Nature 2018
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Cerchiamo ora il minimo di E(c):

dE(a) no3u _ sf6um
R e

mentre la derivata seconda ¢ sempre positiva. In corrispondenza di questo valore di
o si ottiene il valore approssimato per il livello di energia dello stato fondamentale:

o 3mu o 1 3h2 R 6m,u 3 6,uh4
E=—(1+>5 ) === 1/
4m nod 4m

11.2 Stato fondamentale della buca infinita

Utilizzare il metodo variazionale per valutare 1’energia dello stato fondamentale per
una particella vincolata sul segmento [—a,a]. Utilizzare come funzione di prova

yla) = [ —a

dove o ¢ il parametro variazionale. Confrontare il risultato ottenuto con il valore
esatto e determinare 1’errore relativo.

Soluzione

1l valore di aspettazione dell’energia nello stato y ¢ dato da

E(a) = (vl 2ly) 2 fo dx(x* —a”) [_%%] (x* —a®) _
= (yly) N szJradx(xa—aO!)Z =

P 1+ 30+2a2
4ma? 1-2a

Imponendo che la derivata di E(c) si annulli si trovano due soluzioni
1
=~ (1+v6).
s (146

La soluzione relativa al segno + da il punto di minimo cercato (I’altra soluzione
corrisponde ad un punto di massimo). In corrispondenza di questo valore si ottiene
I’approssimazione

1.23737h%
Evar — 2
ma
da confrontare con il valore esatto
)
nh
E| = .
8ma?
Lerrore relativo € pari a
Elvar —E;
—— =10.002976,

1
inferiore, quindi, al 0.3 %.
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11.3 I primi livelli di energia per il potenziale lineare

Una particella di massa m si muove in un potenziale centrale lineare
V(r)=Kr.

L’equazione di Schrédinger radiale presenta, nel caso del potenziale lineare, una

. [ 52 . .. .
scala naturale di lunghezze ro = ¥ ﬁ e, in termini della variabile scalata p = =,

o
€SSsa S1 SCrive

2
[—CZ)Z Wptl) —p} v(p) =ey(p)

dove

2
= E con Ey= ; M
E() 2m
Risolvendo numericamente questa equazione, che nel caso £ = 0 ¢ 1’equazione di
Airy, si trova che gli autovalori piu bassi nei casi £ = 0,1,2 sono rispettivamente
€ =2.3381,3.3612,4.2482. Utilizzando una funzione di prova che abbia il corretto
andamento per p — 0, usare il metodo variazionale per valutare questi autovalori.

=

Soluzione

La funzione d’onda ha un andamento nell’origine, dovuto al potenziale centrifugo,
della forma p“*!. Poiché asintoticamente il potenziale diverge, possiamo usare la
funzione di prova

y(p)=p'tle .

1l valore di aspettazione dell’energia nello stato y ¢ dato da

y - 2 (e -

B = Wv) o dpptlem e [~ L 4 Lo _plpttieor

o (vly) J& dp p2(1) g—20p —
(2€+3)!(2@)-2(5+2)(2a3+2€+3) - 2a3+2€+3

(20+43)! (2a)~(26+3) 2a

dove, per calcolare gli integrali, si & utilizzata la (A.6). La funzione E (o) ha un
minimo che puo essere calcolato imponendo 1’annullamento della derivata:

403 —20—3 [3+20
g 0 — ol) = -

Sostituendo in E () i valori per £ =0, 1,2 si ottengono i risultati:
E(a(0)) =2.4764, E(a(1)) =3.4812, E(a(2)) =4.3566

che riproducono i risultati esatti con una precisione variabile tra il 3% e il 6 %.

Per la funzione d’onda di prova si potrebbe usare anche un andamento asintotico
gaussiano. Gli integrali sono ugualmente calcolabili, usando questa volta le (A.2), e
si ottengono dei risultati con una precisione leggermente superiore.
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11.4 Stato fondamentale dell’atomo di Elio

L’atomo di Elio ha Z =2 e A = 4; possiede quindi due elettroni che si muovono
intorno ad un nucleo di massa pari a 4 volte quella dell’Idrogeno e circa 8 x 10°
quella di un elettrone. Assumendo questa massa infinita, denominiamo conrj e r; le
coordinate dei due elettroni rispetto al nucleo e con ryjp = ry —r; la loro posizione
relativa. L’Hamiltoniano dell’atomo di Elio ¢, pertanto,

i 2 w2

H=——(Vi+V;) - ———+—.

2m ri r ri2
Se non vi fosse I’interazione repulsiva tra i due elettroni, nell’equazione di Schrodin-
ger ci sarebbe la separazione tra le variabili dei due elettroni e, detta E 1’energia dello
stato fondamentale, avremmo

Z3 _ Z(ri+rp)
VE(r1,12) = WE (11) YE, (12) = e (11.1)
0

_zr
dove abbiamo indicato con Ej e g, (r) = (2/V4m)(Z/ag)?/2-e “ rispettiva-
mente 1’energia dello stato fondamentale di un atomo idrogenoide con Z =2 ¢ la
corrispondente autofunzione. L’energia dello stato fondamentale dell’Elio sarebbe

m(Ze*)?

E—2E =2|—
! { W0

} =—8-13.6eV = —108.8¢V.
Sperimentalmente si trova che lo stato fondamentale dell’Elio ha energia pari a
—78,98 eV, un valore molto piu alto. Questo segnala il fatto che, trascurando il ter-
mine positivo di attrazione tra gli elettroni, si ottiene un’approssimazione troppo
rozza.

Usare il metodo Variazionale per migliorare 1’approssimazione. Suggerimento:
le funzioni di prova saranno date ancora dalla (11.1), considerando, perd, Z come un
parametro da determinare minimizzando il funzionale

73 2  Z(r41ry)  Z(ry+1ry)
E(Z) =| — dridrse o e a
T 3
4

Soluzione

L’Hamiltoniano puo essere riscritto nella forma

Tenendo conto del fatto che yg, soddisfa I’equazione di Schrodinger in corrispon-
denza dell’autovalore E;, cioe

K’ Zer\ _Zn 722
——VI_— e % =— e @
2a0

)
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si riescono ad eliminare gli operatori differenziali

Z(ri+rp) ZZ 27 -7 1
E(Z) < > /drldrze W ¢ {()( )Jri _
77:a0

73 7?2
- <§> [—Kl —2(2—Z)K2+K3} .
717(10 a

K, K> e K3 sono i seguenti integrali

-K,
Z(r1+r) 2
K Z/drldrze a0 (475/ drrte” ’) = (47r133>
dove § = 2Z & i sono usate le formule (A.8).
-K;
Kg—/drldrze Bl L = (4m) / drgrze /32/ dririe Pn =
r
2 1 2(4n)2
4n)? = — =
S g T

— K3 (questo calcolo ¢ presente anche nel problema 6.27)

K; = /dl‘ldl'z e Blntn) /drle pr "f(r)

Iry —rzl

dove

l’] /dl‘2€ 2
Iy —r2|

¢ funzione solo del modulo di ry perché integrando su tutto 1’angolo solido di
r scompare la dipendenza dagli angoli. Per calcolare f(r;) possiamo, quindi,
orientare liberamente ry nella direzione dell’asse z. Avremo

+1 1
f(r) = 277:/dr2r§e_ﬁ’2/ dcos 6 =
~1

r% + r% —2rirpcos 6

1 +1
= —27r/dr2 rBe P — [\/r%+r§—2r1r2cos 9} =
rr -1
2 [
:Z drzrgefﬁrz(rl—&—rz—\rl—r2|):

2 &l 0
_ 7 [/ dryry e P2 (2r,) +/ drarye P (2r1)} =
r Lo .

- % [z_e*ﬂrl (2+ﬁr1)] ,
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dove abbiamo usato le espressioni, ricavate dalla (A.7):

L(0,r1) = %[2— (2+42nB + P2 B2)e P
I(re0) = a5 (14 Bry)e P
V220 = B2 1 .

Tornando al calcolo di K3 otteniamo, usando i soliti integrali (A.8),

(4m)* 5
i

o 47
— —Br _ ,Bn —
K3 47[/0 dririe Y [2 e (2—|—ﬁr1)}

Inserendo questi risultati nell’espressione per E(Z) si ottiene

che assume il suo valore minimo per

27
L="Zr = 16

dato da

2
e’ (27 2
E(Zeff) = —;0 (8 Zeff _Zeff> = —77.5 ev.
Questo valore ¢ molto prossimo al valore sperimentale gia citato —78,98¢V, e for-
nisce una migliore approssimazione rispetto al calcolo in teoria delle perturbazioni

(vedi problema 6.27). Notiamo che
Z, < 2;

tenendo conto del fatto che le funzioni d’onda sono fattorizzate, possiamo considera-
re I’approssimazione come risultante da un modello nel quale ciascuno degli elettroni
si muove nel campo medio di un nucleo con una carica effettiva Z. 7y - e, inferiore a
quella reale a causa dell’effetto di schermo prodotto dall’altro elettrone.



Appendice A
Formule utili

A.1 Integrali di uso frequente

A.1.1 Integrali Gaussiani

+oo T
I(a) = dxe " = Vo

e 2 —o? n 2"
[2n+1(()6) =0, ]2,,(06) = dxx™ e = (—1) W

Pern=1,2,...siha

Per i primi valori di » si ottiene

T 1 T 3 /&
0 V o 2 2V MR VAP

Altro integrale gaussiano di uso frequente &

teo T B
I(a,B) = dxe_o"‘zﬂs":,/aem

che consente anche di calcolare
—+oo
(o, ) = dxx sin(Bx) e =
0

1 rte 1Bx _ ,—1fx
3/ dxx % — 216 e 0 =

_1 i /+oo etﬁx+efz[5x
B J-w 1

© Springer-Verlag Italia S.r.1., parte di Springer Nature 2018
L. Angelini, Meccanica quantistica, UNITEXT for Physics,
https://doi.org/10.1007/978-88-470-3966-7

(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)
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A.1.2 Integrali con funzioni esponenziali

In maniera analoga si trova il risultato piu generale

b 4"
In(a,b):/a dxx"e_ﬁx:(71)”dﬁnlg(a,b).
Per a =0 e b = = si ottiene
1 d 1 1 d* 1 2
I() 0700 = 5 11 07°° = —="h A = 12 0? = Tp0p - p3c
Oe)=g: h0=)=—gpp =g RO==7mp=F

A.2 Equazione di continuita

L’equazione di continuita in Meccanica Quantistica ¢ data da

JP(r,t) .
at __V‘](r?t)

dove la densita di probabilita ¢ data da

P(r,) = |y (r,0)]* =y (r,0) y(r,1)
e la densita di corrente di probabilita ¢ definita come

§(r0) = 2 [y () V() -yl ) V()] =

- 2im

= LSy () Ve,

A.3 Oscillatore armonico

A.3.1 Trattazione operatoriale

(A.6)

(A.7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

La soluzione per 1’equazione agli autovalori per 1’Hamiltoniano dell’oscillatore

armonico ¢:

1 N
Enz(n—i—Z)hw ; Hln) = E,|n).

(A.12)



A.4 Cambiamento di coordinate

In termini degli operatori di creazione e distruzione

a = @x—i 71 a= @x—&—i 71
V2 TNV 2men? TN 20T 2men?
abbiamo:
h " 1 /hmow .
- ’ = /= (a—d
X 2mw(a+a) p i“ > (a—a").

Per a e a™ valgono le relazioni

aln) =+v/nln—1) a"n)=vVn+1|n+1).

A.3.2 Trattazione nella rappresentazione X

Le autofunzioni sono date da

o) = (52) e T E= s

dove H,, € il polinomio di Hermite n-simo definito da

dre%’

Hy(8) = (-1 =g

I polinomi di Hermite sono polinomi ortogonali

+oo

. d& Hn(‘s)Hm(é) = ﬁzn”! 6n,m

e per essi vale la relazione di ricorrenza

26 Hn(§) = Hy1(§) +2nHy 1 (S)

Primi polinomi di Hermite

Hy(x) =1; Hi(x) =2x; Ha(x) = 4x* —2; Hi(x) = 83 — 12x
Hy(x) = 16x* — 48x% + 12 Hs(x) = 3045 — 1603 + 120x.

A.4 Cambiamento di coordinate

205

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

Il passaggio da coordinate cartesiane a coordinate sferiche avviene mediante la

trasformazione:

X =rsin6 cos ¢
y=rsin0 sin¢g

z=rcosf.

(A21)
(A.22)
(A.23)
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A.5 Momento Angolare

A.5.1 Trattazione operatoriale
Gli operatori J?2, J,, Jy, J; soddisfano le seguenti relazioni di commutazione:
2,0 = 2 0) = T3] =0
e, Jy) = ind, [y, Jz] = ihJy [z, Jx] = ihdy.
Indichiamo con | j,m) il generico autoket comune a J> e J:
Pljm) = j(j+ 1R j,m) J:| j,m) = mh| j,m).

Gli operatori
Jr=J.£iJy (A.24)

soddisfano le seguenti regole di commutazione con gli operatori J> e J,:
2,0 =0 Vepds] = . (A.25)

Gli operatori J- agiscono sugli autoket comuni ad J> e J, innalzando o abbassando
di una unita il numero quantico azimutale:

Teljom) =1/ j(j+1) —m(m=1) [jm=£1). (A.26)

A.5.2 Armoniche Sferiche

2041 (0—|m|)!
Yim(6,0)=(—1)" 4; mpg"(cose)e’md’ (A.27)

dove P} sono le funzioni associate di Legendre

Definizione

— 2\ 5
Plz)=(1-27)2 sz(z) (A.28)
e Py(z) sono i polinomi di Legendre
P‘()—Ldl(l— ?)f (A.29)
Tt :

Relazione di ortonormalizzazione

/ dQ Y;,m’(e’ ¢) Yf,m(ev ¢) = 6@,2’ 6m.,m" (A.30)
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Relazione di ricorrenza

COSGYé,m(97¢) = Am Yé+1,m(97¢) +ar—1m Yffl,m(ey(P) (A.31)
dove
@t m)(e+ 1 —m)
az”"—\/ e+ 1)(20+3) (A-32)

Teorema di Somma

e (0,P) e (0',¢') sono due direzioni dello spazio e 6 & I’angolo compreso tra di
esse, un polinomio di Legendre si pud esprimere in termini delle armoniche sferiche:

4
Py(cosf) = —— Yim(©, D) Y, (60',9). A33
%(cos 0) 2£+1m;£ 1m(©, D)"Y, (0',¢") ( )
Le prime Armoniche Sferiche
Yoo(6,9)=— (A.34)
00(b, 0 Vi .
Y10(0 (p):\/icose Y1.41(0,0)=F 3 Gingetd (A.35)
1,0{Y, 4T s 41,£1 ) T .
5 15 . +i¢
Y,0(0,¢0)= on ——(3cos?0—1) , Y2:1(0,0)=F Qsmecosee
15
Y242(0,0)= %sinzeeﬂ"]’ (A.36)

7 21
Yg,o(e,(p):,/E(Scos36—3cose) , Y311(0,0)=7F .

105 35
Y3.142(0,0)=4/ T sin® B cos 0?0 Y3 43(0,0)=F an sin® Q™39 (A.37)

——sinB(5cos> O — 1)e*?

O‘\
EI

O‘\
:]

A.6 Equazione di Schrodinger in coordinate sferiche

A.6.1 L’equazione radiale

Per un potenziale centrale V(r) I’equazione di Schrodinger & separabile in coor-
dinate sferiche. L’ autofunzione comune agli operatori .7, L> e L, con autovalori
rispettivamente E, £(£+ 1)h2 e mfi, si puo scrivere nella forma

Ug ¢(r)

"I/E,f,m(raev(l)) :RE,Z(r)Yf,m(97¢) = Y[’m(e,(])) (A38)
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dove m & la massa ridotta del sistema e Ug ¢(r) & soluzione dell’equazione radiale:

W dPUgg | R(041)

- Ugo+V(r)Ugy=FEU, A.39
2m  dr? 2mr2 B +V(r)Ug. El ( )
Ug ¢(r) deve soddisfare la condizione
lim Uz 4(r) = 0. (A.40)
r—0 ’

A.7 Funzioni di Bessel sferiche

Le funzioni di Bessel sferiche sono soluzioni dell’equazione di Bessel sferica

2

d d
zzd? 9(2) +2e-9(2) + [2—0(t+1)] 9(z) =0. (A41)

A.7.1 Funzioni di Bessel sferiche di I e II specie

Due integrali linearmente indipendenti sono dati dalle funzioni di Bessel sferiche di
prima e seconda specie jy e yo = (—1)“*1j_,_. Le prime di esse per valori interi di

£ sono )
sinzg

Jo(2) . (A.42)
sinz  cosz
i - _ = A.43
J1(2) 2 . (A.43)
3 sinz 3cosz
j =(=-1)—- A.44
J2(2) (22 ) . 2 (A.44)
. 15 6\ sinz 15 CcoSZz
j3(z) = (3—) — - <2—1> — (A.45)
Z z z z z
¢ cosz
yo(z) = T (A.46)
cosz sing
ne@=-——F%-—-— (A.47)
Z Z
3 cosz 3sing
=-=+1) === A48
»2(2) ( 2 ) . 2 (A48)
15 6) cosz 15 sinz
yi(z) = <3+><21) —. (A.49)
z z z b4 z
11 loro andamento asintotico € dato da
1 £+1
; ~ - - A.
Je(@) ~ —cos (Z 7 7r> (A.50)

ye(z) ~ 1 sin (z— Hlﬂ) . (A.51)
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A.7.2 Funzioni di Hankel sferiche

Altre possibile soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione di Bessel sferica
sono le funzioni di Hankel sferiche di I e II specie definite da

1" (@) = jo@) +e(2) (A52)
W (@) = je(0) — i(2). (A53)
L’ andamento asintotico delle funzioni di Hankel ¢ dato da
() ~ Le(e-t5tm) (A.54)
Z—o0 7
1
W) e . (A.55)

Quando I’argomento ¢ immaginario puro le funzioni di Hankel hanno un comporta-
mento asintotico di tipo esponenziale:

1
WV (z) ~ =% m) (A.56)

’ 700 17

© 1
WP (z) ~ —elstsin), (A.57)

Z— 17

A.8 Le prime autofunzioni dell’atomo d’idrogeno

Detto ag = uh—jz il raggio di Bohr, si ha

V100 = ﬁ% ‘e @ (A.58)
L 3 (2 r>e2'o (A.59)
= ——a RN — a .
V200 = o a
1 3y __r
Y210 = Wao 2 a—oe 20 cos @ (A.60)

3 _r
2 L 072 sing et (A.61)

Y2141 = T 2

A.9 Spin
A.9.1 Matrici di Pauli
01 0—i 10
61=<10>02=<i0>03=<0_1) (A.62)
0i0j = 0jj + &;k Ok (A.63)

{Gi,Gj} :Gi6j+0j0,-:26,~j (A.64)

0;0j| = 0;0; — 0;0; = 2I€; j;,Ok. (A.65)
J j—Oj J
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A.9.2 Relazioni utili

(A-o)(B-o)=(A-B)I+i(AxB)-c (A.66)
dove I ¢ la matrice identita. In particolare se A = B
(A-0)*=AT (A.67)
. 0
€9 =Tcos@+i(n-o)sin® doven= r (A.68)

A.10 Perturbazioni indipendenti dal tempo
Sia dato I’Hamiltoniano
H = I+

dove il problema agli autovalori di .77 sia stato risolto:
#5|n°) = E°|n°).

Se l’autovalore EY & non degenere e se gli elementi di matrice (m°|7|n°) sono
piccoli rispetto ai livelli EV, abbiamo i seguenti sviluppi per gli autovalori E, e gli
autostati |n) di JZ:

E,=EX+E'+EX+...
[n) = |n%) 4 [n") + ) + ..

dove

E} = (n°).54|n°) (A.69)

m| 74 |n°) |2
E}=Y Lo | A1 ) EL ‘]LOH (A.70)

m#n n~ “m

(m°| A %) |

'y =Y L |m0). (A.71)
LR g

Nel caso che I’autovalore E? sia degenere, le correzioni al prim’ordine agli autovalori
sono date dagli autovalori della matrice che corrisponde ad .7 nell’autospazio di EV.

det [(H4)m,j — Ep 8m.j] =0. (A.72)

A.11 Perturbazioni istantanee
Per perturbazione istantanea si intende il cambiamento repentino di Hamiltoniano
Iy — I =7+ 54

dove .7 e 74 non dipendono dal tempo. Una perturbazione istantanea non modifica
il vettore di stato. Supponendo che inizialmente il sistema sia nello stato |n°), autoket
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di 7, la probabilita della misura Ej, autovalore del nuovo Hamiltoniano, e quindi
la probabilita di transizione [n°) — |k), & data da

Py = |(kn®) . (A.73)

Se ¢ possibile applicare la teoria perturbativa per autovalori non degeneri, la proba-
bilita di transizione a stati k # n &:

(k0|4 |n0) |2

(A.74)
E)—E)

Pn%k:‘

A.12 Perturbazioni dipendenti dal tempo

Sia dato I’Hamiltoniano
H = A+ A (1)

dove si conosce la soluzione del problema agli autovalori di %)
Ho|n®) = Ej|n°),

mentre 7] dipende dal tempo e i suoi elementi di matrice nella rappresentazione di
£ sono piccoli rispetto ai livelli EV. Scriviamo lo stato del sistema al tempo # nella
forma

Z d,( it z |n%). (A.75)

Detta P,_, s la probabilita con la quale troveremo il sistema nello stato | 19, se al
tempo ¢ = 0 esso si trova nello stato |i(0)>, al I ordine perturbativo si ha

o) =y 0 = |1 [ de(1Ai(e gifens| a6

EO
dove wy; = i

B9 ,
e f#i

A.13 Approssimazione di Born

Detti k e k' i vettori d’onda rispettivamente della particella incidente e di quella
diffusa, I’ampiezza di diffusione in approssimazione di Born per il potenziale V (r) &
data da

fakK) = _ﬁ / dre Ty (r) kT (A.77)
T

dove u ¢ la massa ridotta del sistema.
Nel caso di potenziale centrale I’espressione si semplifica:

I Ao
q) = hzq/O drsin(gr)V(r)r (A.78)

dove, trattandosi di scattering elastico, ¢ = |k — K| = 2ksing, con O angolo di
diffusione.
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A.14 Metodo WKB

Considerato il sistema unidimensionale di una particella di massa m ed energia E
soggetta ad un potenziale V (x), definiamo p(x) I’impulso classico

px) =+E-=V(x).

Se I’energia E & inferiore al potenziale V (x) per ogni punto esterno ad un intervallo
[a, D], autovalore E appartiene allo spettro discreto. Nell’approssimazione WKB,
gli autovalori dell’energia ad esso appartenenti sono dati dalla relazione

1 e 1
%/ dxp(x)z(n—ka)ﬂ: conn=0,1,2,... (A.79)
b

Equivalentemente, se si considera un’intera oscillazione classica tra i due punti a
e b di inversione del moto, questa relazione puo essere riscritta nella forma della
quantizzazione di Bohr-Sommerfeld

1
fdxp(x):/Ddxdp:2nh(n+§) conn=0,1,2,... (A.80)

dove, nella prima espressione, I’integrale & esteso alla traiettoria classica completa e,
nella seconda, al dominio D da essa delimitato.

Nel caso in cui I’energia £ & maggiore del potenziale V(x) per ogni punto
esterno all’intervallo [a,b], Iautovalore E appartiene allo spettro continuo e sia-
mo in presenza di una barriera. La probabilita di attraversamento di una barriera
in approssimazione WKB ¢ data da

T — 7 i dylpO)] (A.81)
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