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������� ��� ������� �� 	��� ����� �� ������� ����� �������� ������� �����������
��� ������� �� (x, y, z) �� (x1, x2, x3)� ��� ������� x, y, z ��� ��� �������� 
��
��������� ������������ �
��� ���� ������ ��� ����� ������ ������������
���� �
 � ���������� ���������� �������  �� ������ t �� �������� 
�� �����  ��
��������� ∂(·)/∂x ��� ∂(·)/∂t ������ ������� ����������� �
 (·) ���� �������
�� x ��� t� ������������� ∇ �� ��� !�	�� "���# ��������� ∇u ��� �������� �

��� ������ �� ������ ���$ ������ u� �� ��������� ������ �������� ������� ��
∂ui/∂xj = (∇u)ij �� ∂Aij/∂xk = (∇A)ijk �  �� ����������� ��� ��� ������
������ ������ ���������� ��� ������� ��∇·u�∇·A� ∇×u� u⊗v� �������������
��� ������� ��� ��������� ����������

∇ · u =
∂ui
∂xi

, ∇ ·A =̂
∂Aij
∂xj

, ∇× u =̂ εijk
∂uk
∂uj

, u⊗ v =̂ uivj .

�� ���� ��� ��� ��%������ �������� �������� ���������� ��������� ��
����� �������� �� ��������� ���� ��	�� �������� &���� ������� ��� ��
���� ��� =̂ �� � �������������� �������� ��� ��� �� �'����� ����� (��������
��� ��	��
��� ����� ��� ��� �������%������ ��� ��)��� ��

δij =
{

1, for i = j,
0, for i �= j,

εijk =

⎧⎨
⎩

1, if i, j, k are even permutations of 1, 2, 3,
−1, if i, j, k are odd permutations of 1, 2, 3,

0, if i, j, k are no permutations of 1, 2, 3.

*�� ��� ���������� �
 )��� �'������ ��
����� �� ���������� ���������� ���%
����� �� �������� �������������� �� ���������� ����������� ��� ����������
��������� ��� ������������� ���������� �
 ������� 	� ������� ���������� ��
����������� ��� �	�������� ������������� +���������� �'������ ��� ��
�����
�� ����� ����� �� ��� 	���� ������� ���� ���������� 	���� ������ ���������
*�� �������� ��� ,-.� -/� ...0�
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��� �� �������%��������������� �������� ����� ����������� ��� ����� ����%
������ ����� 	� ��������

�:�:� "	������$�

<� ����� �� ������� ����� ��
�� ������ ������ �������� ������������� ���
	� ���� *�� ��� ��������%������������ ��������� �
 ���������� ��� �����
�������� $�������� �
 ��� ��B�������� ��������� ������� ��B�������� �'�%
������ �������� ����������� >�� ���� ��� ��������� ������� �
 ����� �� ����
�� �����%����� ����������� >�� ��������� 3� �� ��� �����	������� ��� ���%
��������� �
 ��� ����� �'������� ���� ��� ���� 	� ������ �������� ���� ���
���� �
 ��� �	���%��������� �������� ������� ���� ���� ����������� ���%
������ 	� ��� �� ���$ �� �������� ��B���� ���� ����� ��������� ��� �����
	� ���������� *���������� �� ��	������� ����������� ��� �������� �����
����������� "2<:# ���������� ������'� �� ��� �� ������ ��� ��������
������	���� �
 ��� ��������� �� ��� 
��� ��
��� ��� �� ��� 	����� �
 ���
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����������� ���� "��� $�������� ��� $�������� �� ��� ,//-� /-/0#� 2<:
����������� ��� ���� 	� ��� �� ��������� ��� �������� 	������� �������
������������� ��� 	� ��� �� ������ ��� ����� ���)�� �
 ��� ������� �
 ���
���������� �������� 
�� ������ ���������� �
 ��� �����%����������� ���%
����� �
 ��� ��������� �������� ��� ����� �� �������%�������������� ��
��� �����%	��� ������'�� ������� ���������� ������� "�����  (P .E# ���
	� ��� �� ��$� � ���� �
 ������ ������ �
 ��� ��������� "����� �������# ���
������ ��� ����������� ��� ��� ���� � �����%����������� ������������ �
 ���
���������� 1��������� ������%��������� ������� "����� 1�/# ��� 	� ������� ��
��������� ��� 
��� ��
��� �
 ��� ���������� <� ��� )���� ���%�������� ����%
��'�� ��� ��������� ���� :���� ���������� ��� ����������  �� 1	55��� �����
������ ������ ������������� �
 ��� �������� "��� �������# ���)�� ���� ������
������� ��� ������� ������� ���� ���� 	��� ���� �� ���� 	��� ������ ���������
���� ��������� ����� ������ ����� �� ���� �������� ���� 	���%�� ������� ���
����� �������� ����������� <������� ������'�� ���� �� ���� ����� ���������
�� ���� �� ����� �� ������ ������ �������� ��������� ����� �	��� �����
�������� ������� ����������� ���	�� ��� ������� ���������� ��� ��������
�� ������ ��������� ������� ����� �
 ������ ��������� 
������ ��������� ���
�����������  �� ����� ��'���� $�������� �
 �������� ������������ ������'���
�� ������ ��������C�� ��� ��� ��������� �� ����� *�� � ������ ��%����� �������
��� 2����� ��� ������ ,E9;� E;70�

�:�:' ������	

 �� ������ 	��$ �� ������� ���� )�� �����A ������������ ������� ��������
������������ ���������� ��� ��������� �����������

��� � �������� �
 ��� ���������  �� )��� ������� �������� ��� �������%
���� ��� ���������� 
�� ��������� ��������� ��� ��� ����������� 
�� ���������
������� ���� ��������� ��C����� ��� 
��������� ��� ��������� 
��� ��B��%
��� $���� �
 ���������� ��� ��������� (�D�� ������������� �������)� ����������
�� ��������� ��� ��	��� >�� �������� ��� �������� �� 	���
� ����� ��������
� 
��� 
�� ����������� �� ��� ������������� �������� �� �������� �����
�� ��� �� ���� ���� ��������� ��� ��	��� >�� ��C����� ������� . ��������
� ���� ��� ������� ��)������ �
 ��������� �������� �� � ����� ������ �

�����%����� ������������ ��$� ���� ��� ��	��� ���� ��� ���� �
 � �����������
������� �������� 3�������� ������� �
 ����������� ��� �� ����� ����$�� ��%
�� C���� ��� ������ ��������� ��� �������� �� 	���
� ���� ��������� ���

��������� ������������ �
 ����������� 	��� �� ���������� ��� ������� ��%
��������� ���������� ��� ���������� ����� ������� ��������� �� ���� �������
��� ��� �������� �
 ���������� ���� >�� ��� ������ ������ ��� ������������
������ 	������ ����� 1 ����� �� ���� ��������� ��������� ������ �� ���%
�������  �� ����������� ��� ����	��$� �
 ��� ��������� ������ �������� ���
��������� �
 � ��� ������
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��� �� �������� 
�� ��������� ��� )��� ��� ������� ���� ��� ������������ �

������� ���������� �������� 
�� ��B����� ����������� ������������� 1 �����
������ �
 � ������� ���������� ������ �
 ������� ���������� >����� ����
� 	���� ���������� �
 ����� ��� ������ ���� ����������� �� � �������� �����
������� �������� �� ��� �������� ������� "���� >�� ���������# �� ���������
�� ����� /�  ����� �� �� ��� ��������� ����� �'������ ���� � 
���� �

� ������ ���� �� ����%��)��� ��� ����%�������� 
��� 	��� � ���������%
��� ��� � �������� ����� �
 �����  �� ����������� ����� ��� ����� �

��� ������ ��� ������ �� � ���������� ������� =�������������� �
 ��� ������

�� ���% ��� �����%����������� 	���� ������������ ��� ���������� 1���������
��� ����������� �
 ��� ������ ��� ���������� ��� �������������� ������� �����
������ 	� 
��� �� ��� ����� �������� ���������� ������� - �� ���� �����%
����� �� �������� � �������� ��� �������� ���������� �
 � �������� ���������
������ 
�� ��� �������%������ 
��� ��
��� >�� �
 �� ��������� ���� ��	�����%
��� ����� ��� ������� �����������  ��� �� � ���� ��������� ��������� �

��� �������� ��!�"�#����� ����� ,/@80�  �� ��� ������ ������� ��� ��%
�������� �B���� �
 ������� ��� ������� �� >�� ���������� �� ���������
����� ���� ��� 	� ������������ 	�
����  ��� ��$�� ��� ������ �������	��
�� ��������� ��������� ������� ���� ��	�������� ����� ������������� ��� ��
������� ��� ����������� �������� 3������ ���� 
��� ������������ ��
��������
������� "=<�# �
 ��������� ���������%����� ������� ���� �� ���������� 	�
������� �� ���� ����� �� ����� �� �� ��� ����� �� ��������� ��������� ���
�� �������� ��C��� ����� ������� 
������ ��� ��� ���������� �
 ��� ���
������ ��� ���������� <� �� ����� ���� ����� ��� ����� �'������� ��������
	� $�������� ��� #����� ,//80� ��� �������� ��� ������� ���������� �

��� ��!�"�#����� �'������ �� ������� ������  �� ������ �� ���������

��� � ���������� ��B����� ������������� ����� �
 ����� �� ����� ��� ����
��� ������ 	� ���� ��� ������ 	���� ���������� ��� 	� ����� ��� ��������
 �� ����� �'������ ��� �� ���� �������� ������������ 
��� �� ������� ���
>�� 	�������� *������� � ���������� �
 ����� ����� �'������ ���� �������
�'������ �� ����������

������� 8 ������� ������ ���������� �������� �
 ��������� �'������ 
��
��B����� ������ ���������� �������� 
�� >��� ���� �������� ��
���� ��� ��%
����� ����������� ������%����� ����� �������� 
�� ���������� �������� �� �����%
��� ��� ���)�������� ���� ��� ������ ������� ��� ���������� ������� 6
�������� ��� ���������� �
 ��� ����������� ������ �� ������	� ��� ������
���������� �
 ��B����� ������� ��������� �� � ���� ��� 	������ ��� ����%
��� ������ <� �� ������������ ���� ��� ��������� ��� 	� ������� �����������
�� � ������ ������������ 
����  ���� ����� ��������� ������� ������ ���
���������� �� ������ ��� ����� �� 
��������� ����� �� ������� ���������� ��%
����� ���� ��� 
�� ������������ �
 ��� ������� (�������� ��� �������� ���
������ ���� ��
� 
�� ����$��� ��� ���
������� �
 �������� ������� ���
������� ������ 	�
��� ���� ��� ��� �� ����� ��� 
�� ������ �
 �'�������
1���� 
��� ����� ��� ������� ������ � ���%�������� ���������� �
 ����%
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�������� ��� ������������ ������ �� �������� ������ �� ����������� >���� <�
���� �������� �� ����������� ����� ������	��� ��� >�� ��� ������ �
 �������
�������� �� � �������� �������� �� ���� ����������  ��� ����� ������ 
��� ��
��%
������ ������ 	� ������ �������� ��������� ����������� �
 �������� ����
��� �� ���>��� ���� ��� ����� ������� �	������ 	� �� ������ !�� ������
������ �� �������� ��� �������������� ��� �������� ��B����� 
��� ����� �

�� ������ 	� �� �� ����� ���� � ���������� �
 ��� ��� ����������� ������
���� ��� ������������� ������ 
��� ����������� �� '��� �����������

��� ��� �� ������� ���� ����� ��������� <� ����� ���� ��� �������� ����%
��� ��� ���������� �
 ��� ����� �'������ "����� ��� ��� �����	���� �������
��B�������� �'������ ��������� �������# ��������� �� ����� - 
�� ��B�����
����������� ���������� ����%��������� ����$%�������� �������� �������
��� ��������� �� ����� @� !������� ��5������ �
 ��� ����� �'������ ��
����������� �������� ������� ��� �������� ��� ����������� ������ �%
������� �������� ��� �� !��� 4!�� "����������� ���%����������� �������
��B��������# ������� ���� ��B�����  :3 ��������� ��� ��������� �� ������

�� ���%������ ���%����������� ������������ ����� ���������� ����� 9 �������
��� ���%����������� ����$%�������� �������� ������ �
 ����� @ �� � ���%
����������� ������ �
 ������������ �'�������  ��� ���%����������� ����$%
�������� ������ �� ������� �� ��� �������� �'������ ������� �� ����� -�
������� ; ����� ���� ��� �������� ���������� �
 ���������� �� ������������
������� 
��� ������ �� ������� ���)���������  �� ���
�������� �
 ������
�������� ������� ��� �������� ����� <� �� ����� ���� ��� !�� ������ ����
��� (�����  :3 ������� ������������ ��� 	��� �������� ������ 
�� ���%
������ ��������� �������� ����� ����� ������ "����� �������� ��� ����%
	��#� �������� ��� 4!� ���� ���������������� *������� �������� ����������
��� ��������� 
�� ������ ��� �������%
��� ������������ ���� ������ ��� 	����
��
����A ����� �������� 	� ��������� >��� ������������� ����� �������� ���
����������� �� ��� �����%����� ��������� H �� 	��� ����� ���� �������� ���
�����	�� �����%����� ��������� ���������� ��� ��������� 
�� �����������
	���� ������������ ���� ��������� >�� ��� ����� ��
������ ������������� *��
��� ����� ������ ������ ��� ��������� ��� �������� �� ������� ��������� � �����
��	�� �
 ���������� ��� ���
����� 
�� ������� ��� ���%������� �������%
������  ���� ������������ ������ ��
����� ��� ���%��
����� ����� ���
������� �������� ���� �������� ��� �����	�� ������� ������� <� �� ����� ���
��B����� �������� ���������� ���� ��� ��� ������ ��������� �� ����� -
�� �	�� �� ������ ��� ���������� �B���� �
 ������� ��� ������� �� ���
�������� �
 �� ����������� ���� ���� "���������# ����� ��� ������� "���%
����# �����������  ��� �� �� �������� ��� ������ �� ��� )��� �
 ���������
���������  ���� �������� ���������� �������� �������� �������� 
������

� �!� ���!����� ����� ��� ��������	 !��� ��� �!��� ���	��� !����) �� �5-���
#��$��	)� �� �!� ��������� ����)������ ���!��6�� �� �!��# ��-�����) ��!�����
�!��� ��� ���� ��!�� ���!�	� �!�� �!��� ��������	 ����� �!�� ��� ��-���� ��
��-�����) �!��#�� *������ $��� �� )���� �� �!�-�� /73�
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�
 ��������� ��������� ��� �������� ���� 
��������� ������� �
 ����������
�� ����� �� D��� ��� �������	����� �
 ��� ��� ����� �'������ �� ��������
���������� ���������� ��� ��������� �� ����������� ��� ����������� �
 ��� ���%
������������� ���������� ��� ��� ������� ���������� �
 ��� 
������� �������
<� �� ����� ���� ��� �������� �
 ��� ��������� �� 
����� ��������� �� ����������
�
 ��� 	�� 
������� ����� 	� ���� �� ��� ��������� �
 ��� �������� 
������� ��%
���� 1���� �� ���� ��������� � ������ ���������� �
 ��� 	�� 
������� �����
�� ��� ����	���� ������� �
 ��� ������� ����� �������� ���� �������� ���
����� ���������� �
 ��� ����� �'�������

��� �5 ����� ���� ��� ������������ ���������� �
 ��� ����������� ����������
�
 ��� ����� �'�������  ���� ��� ����� �������� �� ���� ����� ������� E7
�������� � ������ �
 ��
��������� ��������� �� ������ ��	������� ���������
������������  �� ������ �
 ��� ����� ��������� �
 ��� �������� ��� ���%
������������� ����������� ������������ ���%�� ������������ �������� ���
��� ���� ��� ��������� �� ���� �������� <� �� ���� ���� ����� ���� ���
��	������� ����������� �� ���������� ��� � ��������� 
�� ��� ��������� ���%
��� 	�
��� ��� ����� �� �� ���� ���� ��������� ����� �� ����%�� �������� ���
��C��� C����� �� ��� 	� ����$�� 	� �����%������ ����%���������� ��	�������
������������ 1 ����� ���� �� ��� ����)�� )��� 	� ���� ������ ����%����������
��	������� ����������� ��� ������ ������ �
 ���'����� ���������� ������
���������� ����� ���� ��� 	������ ���� ��� ��� ���� �����	��� �� ��%
����� �� ������ ��������� ����������� �� ������ �� 	��� ����� ���� ��
������ �������� ���)��������  �� ���� ���� �
 �� ��������� ����� �� ���
���
������� 
�� ���������� ������ �������� �����%����������� ��������  ���
���� �� ���� ���
����� �� ���� ������� �� ��� ��B����� ������� &�	������� �����
�
 �� ��������� �� � ��������� ���������� ��� �������� ���� ������ 
��� ���%
���������  ���� ����������� ���� �������� �� ��� +� =��������� �����
	� 1�����"�� ��� 2!���	� ��� 2!���	� �� ��� ,@-� E;-0� �� ��� +���������
�
 ?������ ����	�� 	� &
1	�"��� ��� #��"� ,.@/0� ��� �� ��� �����
+��������� �
 !�� O��$ �� ?B��� 	� $���� �� ��� ,/E/0� ����������� �

������������ ������ ���� ���� ��������� 
��� ���� ������ ��� ���� ������ ��
����� �������� ������������ 	� &
1	�"��� ��� #��"� ,.@/� .@-0�  ��
����������� �� ���� ����������� ������� EE ����� � 	���
 ������ �
 ��� ������
�
 ��� 2<: ���������� ������'� ���� �� ��������� �������� 
�� ��������
����������� �� ����������� >���� !���� �� �������� � F�������%2<:G ��
����� �� ������ ��� �������� ������	���� �
 ��� ��������� �� ��� ��
��� ���
	����� �
 ��� 
��� ��
��� ������ �
 �� ��������� "��� �
���� �� ���� $�,
������� ��� $�������� �� ��� ,9/� //-� /-/0#�  �������� �������� ��� �� ���
���%� �
 ��� F�������%2<:G ��� ��������� ��� ������� ���	���� ������� ��
��� F�������%2<:G ��� ������� �� �� 	���
� ������� E. �������� ������������
������ ��� 	����� ��� ����� �������� "����� ������� ������� ��� �����������#�
<� �� �'�������� 	��� 
��� � ��������� �� ���� �� ��������� ����� �
 ����
���� ��� ����� ���� ������ $�������� �
 ��� �������� )���� <� �������� ��%

�������� �� ��� ������ �
 �������� �
 ��� �����)� ������� ��� $������



�� � �����	������

������ ��� ��� ����� ����� �� �� ��� ������ �
 ��������� ���� ��� ������%
���� ������� ��� ������  �� 2<: ���������� ������'� �� ��� �� ���%
��� ��� �������� �
 ��� �������� ������	���� �
 �� ����������� >�� ����
� ����� ���� ���� ������ ���������� ���� ��� ����C����� ��%�� C����
���������� ��� �������� �
 ��� ��������� 	������ ��� ��� ����� ���)�� �

��� ������� ��� �������� 4����������� ������� ��� ��������� ��� ��� ���	%
���� ��� �������� 4�������� ���������� 	������ ��� ����������� �����������
��� ������������ ����������� ��� ����	�������

��� 5� ����� �� ������� ���� ��� ��������� 
����� �� ��������� ����������
��� ����������� 	������ ����������� ������ ��� ��
���� �������� ��� ��
�������� ����� ��>������ ����� ��������� ���������� ��������� ����� ���
��������� ��� 
������ ������� E/ �������� � ���������� ������ �
 ��� ���� ��%
������� ��������� ��
���� ��� ���������� ������� ��� �� ���� �� ��B�����
�������� �� 4���� ��� 1������� ?�
��� ��� ����������� �
 ��������� ���%
������� �������� ��� ��� $��� ��� ������� 	������� �
 ��� ���������
��������� ��� ��	��� >�� ��C����� ��� ����� ��� ��� ��������� 	� �� ����
��������� ������� �	%������� ��� 
��� ��� �� ���� ��� ��� 	�� �� ���� ���
�� ����� 
�� ����������Q  ���� 
��������� '������� ��� 	� ���������
��� ������ 	�
��� �������� ��� ����������� �
 ��� ���������� ��������� �����
����� ��� �������� ������ �
 ��� ������ ����� ��� ��������� �� ��� ���������
��� ��	���%>�� ����� ��������  �� 	���� ����� �
 ���� ������� �� ���������
�������� ������� ��� �� ������������ ��� ���� 	� � 	���
 ����������� ����
�� ��� ��%������ ��������C�� ��������� �� ��������� ��5��� �� )�� 	����� �� ��
��������� �� �������� ������� �
 ���� ��� ��������� �������� ����������� ���
����� �5���� ��� ������� ������ ����� �
 ������ �� ����� ������� �����������
�
 ���� ������������ �
 �������� ��� 	� 3�
��M� 	��$ �� 3�����'� ���
1��������� ,90� ������ ����� 	� ���� �� ��� ,/6@0� ��� ��� ��
������ ������
�� ����� E�-�. �� ���� ��� ��������� �������� �� ������ ��������� *�������
����� E- �������� � �������� ������ �
 ��� 	��$ ��� �������� �� �����$

�� 
��� ���������

��� ����������� �
� ��������� �������

���� ����������� ����������� ���$ 
���� ��� ��	��� >��� ��� ��������� ��%
�������� ��� �������� ������ �����������  �� 
��'���� �
 ��������� ���
��������� �
 ����� ��������� ������ ������ �� ���� ��������� �� ������ ������
�����	�� �� �� �������� �� ����������� ����������� ����������� ������� �
 ���
4����M� ����������� ��� ���������� �������� �
 ������� ������� ���� 
�������
��������� ��� ���� ����� �� ��������� ������  ��� ������� �� �������� ��
������ ��� �����'����� ����� �� ����� ���������� (�������� ������� ���
������ ������� �B����� 	� ��� ��������� 	����� ���� �������� �	���
��
� ��� ���������� ��� ��
��%��������� �����	�� ������� 
�� ��� ����������
���N�� �������� �
 ��� �B���� �
 ��� ��������� ���� �����
���� �
 ����� �����
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4��������� ����� ���������� 
������� ��������� ��� ��������� ���������� ���
��� ��������	�� 
�� ��� �������� ��� ����������� �� ����� ������� ���� ���%
������	�� �������� �� ��� ��������

�:':� ���! ��������	 2�9���� ��� .�����	�

1�������� ���������� ��� ����� ����� 	� � ���	������� �
 ����� ����
����
���� ��� �������� ������������  �� ��	�� �
 ���������� 
������ ���%
���� �� ��� +����� ������ �� �
 ��� ����� �
 105 ��� ��� ��	�� �
 ����������

������ ������� ��������� �� �� ��� ����� �
 10×105� (������� �
 ���� ��� ���
���������� ���� ���� ���� ��������� ������ ������ ��������� "1����%
��� 1�������� 1����������#� 1�������� �� ��� +� ���������� "����� 1986#
�	�� ��� ������� �
 ��� ����� ���������� ����� ������ ���	����A ��D���
����� ��� ���������� �
 ��������� ?���� �� ���� ������� �	�� 140 ������
��� ����� ������� �� ����������� 60H70 ��� ������ �� ������ 	����� 12
������ ��D��� ��� 17 ��� $������ 1������ ����� �������� ������ �� ������%
������� S -77�777� 1����� ��� ����C������ ���� ������ .8H-7 ������� $�����
	� ���������� ��� ����� *����� 31� <���� .7H/7� L���� 30� !����� E7HE8� =��%
���� 10 ��� ������ 7 ,E/0� *���������� ��� ������� ���� �� �������� 
�� ��%
���� ��� �������� ��	�	����� �
 ������ ��� ��������� �� �� ���� ����������
�� ��� ���� ���� ��� ������� ����� ����� �� �������� ������� ���� ����
50 ������� ����� 
����� ��� ���� �� ����C������ ����� ,E970�

���� ��� ��	��� ���������� ��� ������ ��C���� ���� ���� �� ���� �����
�
 ��� ������  ��� ��� ��������	�� 
�� ��������� �
 ��D��� ��� ���� �������
�� ���� �� ��� ���������� �
 ��������� 	������ ��� ������ 1��������� ���
��������� ���������� ���� ����� ��������� ������ 4���� ��������� �������
���� ���������� ��� ��������� ?� ��� (����� 1���� ��� ������� ������� �
 ���
1��� ���� ����	���� 	� � �������� ��������� �������� ������� �� ��� 20��
�������  �� �������� ��
������ �� ��������� ������ �� 
��� ��� ���� 1118 ��
<������ ,//� /-0� ����� �5��
��� !	� .����"" "��� ��� ��������	�� 
��
��������� ��� $���� �
 ���� ������ �������� �� ��� 3���� ��������# ���
��� )��� �� ������ ��������� ������� ������ �� 3����� ����C������� <� 1449� ��
������	�� �� ��������� ���� ��������� 4 	������� ��� $����� 11 ������� *��
������ ���� 	���� 
�� 24 ���� 	� ���� ������ ������  ��� ��� ��� )��� �����
�� ��� ����� ��������� ��������  �� ���� ����� ��� ���� �� E6 L����� 1602
�� ������	� � ������� ���� �
 ��������� ��C��� �� ����� 13 ������ ���� 
���
���� ���� ��� ����� � 
������ ���� ��� ���� ��� 
��� ����� �
��� ������
	��� 	���� �� ��� ���� 
�� 36 ����� �
�������� �� ��� ,/9.0 ������� ���
������� �
 ��������� ������ �� ����C������ 
��� E--7 ���� E;;;� 1�������� ��
���� ������ ��� ���� ����������� ����� ��� ���� 	��� E69;� E@-; ��� E;8E�
���� E.7� E.; ��� ;9 ������ ����� �������������  �� ����� ���� ��������� ����
����� ��� 	��� � �������� ��������� �
 ���������� �������� ��� ������
�
��� ���� 	������ E7 ��� /7 �������



� � �����	������

*�� *������ 3�
�� ,80 �������� ���� �� ��	�� 
��� �������� 	� ������
 ���
&	�"�� ,.9;0� <� ������ ��� ������ ������� �
 ��� ��������� ��������� �����%
������� �� *����� ��� 1������ 
��� E-79 ���� E;;;� ���� ���� ������ ����%
������ ������ 	������ E7 ��� /7 ������ ��� ��������� �������� ������ ���
����� 1�������� �� ���� ������ ��� ���� ������ ������ ������� �� E67E ��
��� �������� ��TC� ��� ����� (����� �� ��� 2������� ���� E7@ ������ ������
1������� ���� ������ ��������� ������ �������� �� E976 �� ��� �������  ���
�
 ��� 4��� 2������� ������� �� 6- ������� ���������� ���� ��� ����� ��������
����� ��� 	��� � ������ ���%���������� ��'���� ���� ���� ���� 877 �����
�
 ��������� ������� ���� �������� � ������ ���������� �������� ���� ����
�������� ������ ��� ������� �� ������� ���� ���� E7 ���� �����

 �� �
 ��� ����� ����� �� ��� ��������� ������� �
 !����� ���� 1679� ����
	������ -77H677 ������ ���� $������ ��� 1755� ���� �	�� 200 ������ �����
�� ������� ���� ,E/0� 1�������� ������� �� !���� 1������ �� D�� ���� � ���%
��� ��� 	� 
�� �
 ����������� �������� ������ ��� ���� �
 ���� ��
��
&
����" ,.690 ������� �	�� ��� ��������� ������ �� ��� ��������� *���
1895 �� 1979 ���� 200 ����������� ��� ������� ���� �� ����������� ��$%
��� ���� ��� �������� $����� �
 � ��	�� �
 ����������� �� ��� ������ �������
��������� (�� 4������ ���� ��� ���� ���� 34 $������ 
������� 	� !���� 2��	��
"20#� 3�������� "17#� (����� "17# ��� 1������� "12#� 1� 
�� ��� +� ��
1898� ����� ��� ����� �
 1���� ������ 72 ���� ���$��� ���� �� �� ����������
����� ������� 49 ���� 	���� �� ����� �� 1���$�� F �� ����� ���������
��������� �� ��� ������� �
 ��� +����� ������ ������� �� E (���� E;E7 ����
��� ���� �
 ���������� �� �����������  �� )��� ����� ���� ��� 96� ���� 22
�������� ����� 118 �������� ?������ ��� ���� ��� ��� ������� ����� �����
������������ 
�� �������� ������������ � ������ ��������� ������� 	�������
�� ������ ����� � ����� ������ ��� ��������� ����� ��� �����UG ,E/0� 1���
� ��������� 
��� �� ���� ����� ����� ��� <<� �������� 
���� 	������ �� ���
�������� �
 ������ ������� ��� ���������� ���� ��� �� ������� �
 ������%
����� ������ ,E7E� E7.0 ��������� ���� ���� -7�777H97�777 �������� ���� ����
�� ��� ��������� ���
���� *��� ��� ������� 1940/41 �� 1978/88 ���� ����
@�777 ���� ���������� ���� �������� �� ����C������ ���� ������� ��������
������� �� � ����� �
 E�.6; ������� <� 4����� � ������� �������� ��	��� >��
�� !���� <���� �� 1��� 1998 	���� )�� =����� ������� �� ��� ����%
������� F?���������	���G�  �� ��������� ���������� �� ������ ����� ����$
��������  �$�� �� 1992� ����� ����
��� ������� �� �	�� E7 � �
 �����
 �� ����$ ����� �
 ���� �� ��� ����� ������� ���� ��������� ������ �����%
������ ���������� ���� ������� ����� ����� �������� ���� 	���� ��� �������
�
 ������ ���� $������ <������ �� ���� ����� ��� �� ���� �� 104 ������������
������ �5���� ,-6;� -@70�

 �� 1����� ������ �
 4���� �� ���� �� �B�� ���� ���������� ���� ��� �����
������ �� ��� ������ <� ��� ������ "L����� ��� *�	���� 1999#� ���� ����
70 ������ ���� $����� �� ���������� �������� ������ ����� �� *������ <����
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���� ���� ��$ �������!�� #����	 ���� �!�� 84 -��-�� �� �!� ���� ��$� �� 2���:�"
9������ �� 1999 ;���" ��1<�

��� ����C������� ��� ��� ���� �
 4���� ,-8-0� 1 
��%���$ ������� 	����%
���� �� ���� L����� 1999� �������� � ������ �������� ���� �$� ������� ��� ��
����������� ����� �� ������ ��������� �� =���K�� 1����� ��� ��������� ��
4���� "*��� E�E��	#� <� ��� ��� ����� ������ ������ �������� �� ���� ����
40 ������ �� 25 *�	���� 1999� ����� ���� �� ��� ������� 1��� �����$��
���������� ���� $����� ���� ���� 30 ������� 1 ��������� ��� ��� ������� �

=���K� �� ���� ���� 160 $��−1∼= 44 ��−1� ����� �� ��������� �� ���� ��
� ���� ������ ���� ��� �������� ������ �� *������  �� ����� �����%���� ��
��� ����� �
 ���������� ����������� ����	���� ������ �� � ���� ��� ������� ���
����	���� �$���� ��� ����	������� �� ��� ������� �������� ���� �����$�� ���
��������� �� �
��� � �$��� �� ����	������A ���� ������� ��� �� �� ���������
�
 ����� ��� ��$���� *�� �$���� ����� �B%����� �� �
������� ������� ����
����� �� �� ��������� ���$� �� ��������� ��������� �� �� 	� ����������� 	�
� '���)�� ������� �����

�:':� �	���� ��� "�� .��!�� ���������� .��!� ��� <�����

1��������� ���� ���� �� ��� 
��� �
 ��� ������ �
 ���� �� ���$ ���� ���%
���� ������ ����� ����� ���� ������� 	����� ����� ��� �
��� ����������
������ ���� ����� ���� ��� ���� ��� �����)���� ���� �� ��� ������ �
 �����
������� ������� ���������� ���� ���$ �
 ��������	
 �� �������
 "�
 ��� ��������
��� 	��$�� �B 
��� � ���$ 
��������#� <
 ����� �� ��$��� �� 	� ��� ����������
������� �
 ��� ���� ������� ���� ��� ����������� �� �	���
 #��� ���� �
 ����%
������ ����� ����� ��� ������������ ������ �
 ��� ������� ����� ��� �����
��� 	� ������� �� � ������� �������� $�� #��
 ��� >��� �
 ���� ��� �����
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��	��� ���� �� �	���������� ����� ���� ������������ >��� ��� ���� >�� �	%
���������� ������	��� �� ��� �������� �
 ��� �����%>�� ������� (� >���
��� 
����� ����� ����� ����� ��� ������ ���� �������� ���� �� ���$�� ����
����� ��� ��$� � ������ ��� ���� 	���$� ������  ��� ��� ���� ����� �� �����
������� ������ �� ����� ��� 	�� 	���$� ����� ��� �������� ���� � ������������
�������� ���������� ����� ����� ������ ��� ����� ��� ���� �
��� ��������
���������� ���� ������ ���� �� F
���%
����
G� � ����������� ���� ��� �����
���� 4������ ���� �������� ��� 	� ���������� �� F���
��	��
G�

:������� �������� ���� �������� ����������� ������� �
 ��	���� ���� ��
����� ���� ��� ��� ��� ���� ������� 	� ��� ����� �� ����� >��� �
 ���%
����� ��� ���� ��� ������� �����  ���� >��� ��� 
����� 	� ��� ��	��� ����
�� 	� ��� ������� ���� �� ��� ����� �� ���� ���������� ���	����� <� ����

���� � ����� 	������ ����� >�� �
 ��� ��� ���� ��� ����� �� �� � ����
������ ���	���� ���������� ������ ���� ����� ������� >��$��  ��� ��%
������ �� ��������� ���� <�� ��	��� >�� �� ��
����� �� �� �������
��� 	����� �

��� ���������	�� ���� ��� 	����� ����������� 1������ ���������� �� ������
	� ���� �� �� ��������� ���� ��� >����� �������� �� ��� ���� ��� 	� ����
���� ��� ����� ���� � ����� ���������� �
 ���� )�� ����������� 3�	���%
>�� ��C����� �������� �� >��� ��� ����������� ������� ��� �
��� ����� 	�
����������� �������������� ��� ���������� ������ ��� ��� ������ ���� ��� ����
�
 � ������ ��������� ���� ���������� �� ����� ������ ���� ��� ������ ���%
�������� ����� ��������� 	�
��� ���� ���� �� �����  ���� ��������� �� �������
���������	�� ��� �� ��������� �������� ��$� ��� 1��� ��� ��� ���������
���� ������� �� 	� � ������ 	��� �� ���� ��
� ��� ��������� �������� ��
��������� ��� ��	��� >�� ���������� ��� ��� ���� �
 ����� �������� ����
�����
���� ��������� ��������	������� �
 ���� ��������� ��������

:������� �������� ��� ��� ���� ����� �
 ��������� ����� ������� ��������
��� ��D�� �� $��� ��� ��������� �
 ������ ������� �����%����� ��������� ����
��������� �	�� 87 ���� �����  �� �������� ���� >��� �
 ��)���� ��������
������ ���$ 
����� ��	��� >��� �� ����������� �
��� ����������� 	� �����
'�������� �
 ������ 1 ��	��� >�� ���������� ���� ��� ������� �
 !�����
��� ��C �� ����	�� �� E;98 ������� �� ��� ����� �
 ���� .6�777 ������
��� ��� ���������� �
 8�777 ������ ���������� ������ � ����� �������
������� ���� � ����� ������ ��$� �� ��� !���� <����� �
 !�� J������ ���
������ 
�� ����� �� ��� ���� ���
 �������  ��� ������� ��� 
���� �� ���
���� ��� ��� ����� ��� ������ ��$� �� ���������� �������� ���� ���� 67
����� ��>����  �� ��	��� >�� �������� 
��� ��� E;8/ ������� ���������
���  ������� �������� 	������ $������ E8E ���������� �� � ������� ������  ��
�	���%��������� �������� ����� �� ��� +� ��� *����� ��� ���$��� �� ���
���	����� ��� ����� E�E�

*���� E�. ����� � ���� �
 ��� =���� �������� ��>�� �
 14 ����	�� 2000�
��� ��� ���������� �
 ��� ������� �
 =���� "����C������# ��� �������� ,-8@0�
 �� ���� ���� ��� 	��� 
������ ����������� �� ��� ���� ����� ��� �������
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���� ���� *���������� �� ��	=�$ ��	 ���	���	�� '� 14 '������ 2000" �!� ���� �!��
!�	 ���� ������) ����������� �� �!� ���� �����	 �!� �����)� �� 2��	�" $��.�����	"
��� 48 !���� ���))���	 �, � �4"444 �3 �-�����) ��	 =�$� �!� =�$ ���-���	 ��
��	 ��	 ����#� �����	 14 	���!� ��	 	�������	 � 	�.�� ����	��)�" �����	��) �!�
400 ���� ��	 ���#��-�� ��$�� ;��/<�

�
 =���� 
�� 48 ���� ��������� �B � E7�777 �3 �������� �� >���  ��
>��� �������� �
 �� ��� 	���$�� ����� 14 ������ ��� ��������� � ��C��
	��������

?���� � ��������� ������� !���� �� 
��'����� ��� 	���� �B����� 	� ��%
����� �
 ���������� ���� ���� ����� ��� ����� �������  �� 	������ ��� ����
������� ���������� ��������� 	� ����� ������� ����� �� ��� ���� 2002 	����
����� �� ����� 44 ������� ��� ��������� ������ 228 
������� �
 ��� ��������
�� ��� ������� ����� �������� �
 P������� 200 $� �������� �
 ��� !�������
������� P�������� -. ������� ���� 	���� �� ����� ����� �� ������ ��������



14 � �����	������

�������� ����� ���	��� �
 � 
����� ��� 13 ���������� ������ 
�� ��� �����
�� ��� ����� 1������ ��������� 	���� ��� ������ �� 3����� ��������  ��
����� ����� ��������� ��� ���������� �� 2 ��� E8 L�� 2002�  �� ����������

��� �	�� ��� $��������� �	��� ��� ��������� ������� ������� ���� ������
��� �����
��� �� P������� ��� ����	� ��������� 
�� ���������� 1���� 300
��������$ ���� ���� $����� 	� ��� ����������� (��� �
 ��� ������ $����� �� ���
���������� ���� �������� ��� ������� ������ ��� ���� ��� ������ 
��� ���
����� �� ��� ����� ����� 1 ���$ ������ �� � ������ �
 )�� ����� ;- �������
���� $����� �� (�$����� �������� �� >���� ��� ���������� ��������� 	� ������
����� .6 ���� �� P������� :������ ���������� �� ��� ���� ���$ �
 1���
2001� �� P������ ��� �$�������� ���������� � ��������� 	���� 15 ������
<� ��� ���� 2000� >���� ��� ���������� ��������� 	� ����� ����� ������� ��
����� 160 ����� ������ ��� ������ ,-680��  �	�� E�E �������� �� �������� �

�������� ���������� ��������� �
 ��� ���� ������ ,/;60�

 �� ������� �
 (��� ����� ������ �� ���������� ������ E;97� ����� ���
��� ���� ���������� �� ��� ������� �
 ��� +����� ������� ������� �� ������ �

��D���� ��� ��� ���� �
 60 ������  �� ������� 	����� ��	��� ���������� ��>����
��� >������ ����� ��������� ������� 1�� 	������� ��� ������� ���%����
�������� �� ��� �������� �
 ������ &�$� ���� ������� �� 	�����  �� ��%
���� ����� ���� ��������� ��� ���� ���� ���� ������� �� �$������ ���
������C �������� ������� ���� ������ ���������  �� ����� ���� �
 ��� ��%
�������� ��� ������ ����� 	� ���� ������� ��� �	�� $1 	�������

*���� E�/ ����� ��� ���������� �
 ���������� ��� ����� ����� 	� ��	���
>�� �� ��� 1����%:����� �� <����� ���������� *��� E�- ������� ��� ��������%
��� ��	��� ����� �� L����� .77E �� &�� �������� 4� ���������  ��� ���������
��� ������ 	� �� �����'�$� ��� ��� ���� 	���� �� ���� �� 877 ������
*���� E�8� ����� ������� ��	��� ���������� �� � 
����� ���� �
  ����� ����
� ��� ����� �
 	������ �� ��� ��
��� �
 ��� ����������� *���� E�8	 �����%
����� '��� � ��B����� ���������  �� ������ ������������ � ������� ��	���
�� P����C���� ���� ����� ���� 	��� 
����� ����� ��� ���� <�� 1��"�# 	�
� ������� ��  �$ :������ 1������� 	���� !����  ��� �����  �� ������� ��
��� ��
� ��� 	��� ��������� 	� � ��	��� >��� =��������� ���D����� ���� ����
��	��� ���� ���	�	�� ���� 	��� ������ 	� � ������ ������� �����

 �� E;;9 ��>�� �� ������ :������ �� !������� ����� �������� �

������ ,/./0� (������ �������� ��� �
��� ��������� 	� ������� ����
��� ��

� '����������� &����� �--��5������� �304( ��	����� �!�� 	����� ��	 ��	 =�$
������ �� ��-�� ��� �������� 	����������� �� ������� �!� ��#��� ������ !��
���� �	����+�	 �� �!� ������� �� )������� 	�� �� ������� $�����)� �!�� -������
��� ���	 �� �!� ��������� �� ��� 	����	 ��#�� ��	 ��#�� �� �!� ����+��	 �� �!�
)������� �!�� ��� ���6������ ����# ���� �!��� �������� ������ ��� )�������
������	��� =��	 $���� �����) 	�$� �!� ������� �� ��������-!�� 	����� ��	
��	 =�$�� �!� �������� �� ���! 	���������) ������ !�� ������	 �������������
��)���������� �� ���� ��� ���	������� �������! ��	 -��������� ���������
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��	
� ���� '������$ �� �!� ������� !�.��	 ��	���	 �� ���	���	�� �� 	�,����� -����
�� �!� $���	� ∗ �����	�� ����!6��#��" ∗∗ �����	�� =��	�" 	��� ������ ;83 <�

��
���� �����
���� �� ��� ���� �������

>��� 
������� 9--��5����� *���! ����

�3� �����?9������ �4"444

�314 �!���∗ 144"444

�3�� @�-��∗∗ �"144

�3�3 A����� BC∗ �1"444714"444

�3�� 9������ 144

�3 1 ���� �"4447�"444

�3 8 ����� 1"444

�3/4 ����∗ /4"444

���� ���� *�-���� �� 	���������) 	�����D �!�$��) �!� 	���������� �����	 �� 	�����
=�$ �� �!� 9����%������ �� ������
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���� ���� ����������" �!��������)" �-���	��) ��	 	�-���� �� � 	���������) 	�����
���	� �� 
�� ������� &�� �!� ����#���� �� �� ����	��(" E� ����	��" @������ 144��
�!�� ���	���	� $�� ��	���	 �� �� ����!6��#� ��	 ��� !��� �����	 �� ���� �� �44
!���� ;� 4<�

��������� ���� ��� ������ �
 ����������� �
��� �� �� ����������	�� ��
���������
*��'������ �������� ��� ��������� ����� ����� ������������� �������������
1 ������ ������� �� ��� ����������� ������ �
 ��� ��������� <��� ��� L�����
���� ����$ ����� �� ������	�� .77- ��� ����� ������������� /777 �������
1 ����� ������� �
 ��������� ��� �� �� ��� ��	��� >�� ��� �������� ����
���� ��������� 	� ��� ����� ���� 
���� ���� ����������� ��� �������� �����
�� ����$ ��� ����		��� ����� ��� ���� �
 ��� ��������� ��� ��� ��������
������ �� �� �� ���� ��������� �B����

1������ �������� ��>�� ����� ��� ��������� 	� � ��� ������� ���� 	���$%
��� �B 
��� P��$� �������� ���������� ��� ��%��� >�� �� ��� =������� :������
!���� ������� �� .7 ������	�� .77.�  �� ��������� ���� �
 ��� ��� �� ������
��� 115×106 �3� <� ��������� � ��� >�� �
 ���� ����� ��� ��	��� ���� ����
�� � ���� . $� 
��� ��� ������� =�C��� E9 ������ ����� E79 ������ ��������
�������� ��� � ����� ��	�� �
 	�������� ���������� ����� ��� ��� ���� �����
���� ��������� "��� #������� �� ��� ��� $	5	!��� �� ��� ,E/6� /.60#�

�	���/� �� ������ ����	��	� �� %����� ��� ��������� ���&
�����	�  ���� ��� ���� ������ ���������� �
 ������ ��� ��������� ����%
������� +������ ������� ���������� ���� ���� � ����� ����� �
 �������
�������� 	������ ����	��� ���$
����� ����������� ��	��� >��� ��� �������	
���������� ��� �������� �
 ������� ���������� �� ����������� ��������� ���%
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���� ���� �( *����� 	�-������� �� ���$�� &���� ;83/<" �������� �� ���%2�����!����"
���%2�����!���� C������! ��	 *�����-���� A���	�����" ���-��" ���$��(� 	( *�%
���� =�$ �� F��)�.���� 7 2������ �������� �� ���# ������" 9�����!� ����� ����!
���� !��� �!� ������� �� �!� ���� !�� ���� 	��-����	 �� � &-������� �����������
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�	���/� �� �	 ������� "��	� 1�������� �������� �� � )��� �

�������� ������� ���������� �� ������ ��� �'������ �
 ������ �
 � ������
���� ���� ���� �� �������� ���� ������� �� 1955 ���� �	�����M� 
��
����� ������ FV	�� ��� J����W����$��
� ��� &������G �� ��� F������C�������
?�C�����G� ����� F1	�� ��� ���������� 
����� �
 ����������G �� ��� F�����
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����� 4���������� (���C���G ,-/70�  ���� ������ ������� ��� �������� �
 ����
�������� �� ��������� ������� �� � 	�� 	��� ��� $��� ����������� 	�� 
��
���� ������� ��� ��� ����� $������ ���� 	�� ������ *�� ���� ������ ���� ��%
������ ������������ 1������� 
�� ����������� ���� ���� �� 1966 	� ����
,/6E0 ��� �� 1980 	� $���� �� ��� ,/E80� <� ��� ��� 80� �
 ��� ���� ������
� ����� ���� �
 ������ �������� 1 ������ �
 � ����� ��	�� �
 �������
�������� ���� ������ ���� �� �������� �� ��� �1(4 ������ ,E-.0� ���������
�������� <���������� �	�� ��� ��������� �������� 	� �	����� �� ���� �� ���
��� ���$��� �� ��� ����� *������ <������� 
�� ���� ��� 1�������� ���������
	� ��� �� �������� �� ��� ����� *������ <������� �
 (��������  ������� ���
����� �� ��� �������$ ������ ��� ���������� �
 ������ ������� ��� ����
���� ���	�	�� ��� ���� 
������� �� ��� ���� �����

<� ��� 
�������� ���������� �� ������� ��������� ��� ������	����� �� ���%
������ �������� �� ��� ���� ��������� ����� ���������  �� ������ �������
�� �$�� ����� �� � )��� ������� ��� �������� ���� �� ����� .�
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 ��� ����� *����� <������������ %	���� �	�4� ���

��� E9@6 ���� ��� ����� ����� �
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� ���� ����������������� ������� ��� )��� ���� ���������� ����������� ��
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 E;/-N/8 ��� �������� ����� �� ��� ����� ������ �
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 ��� ����� *������ <������� �
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�� ��� ���� ���������� <� ��� ���� ������������� @7 ����� �
 ��� ����������
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� ������ �� � ���������	�� ��C� �
 ������������� -7 ��������� �� ���
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��������� �
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 ��������������� ��� ��������������� ����
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 ���� ���$ ��� ���� ����������� ���� ���
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������ ������ 	� 3 �	������ �	������ �� E;88 ,-/70 �� ��� F������C�������
?�C�����G� ��� ��� ������	����� �
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������ �
 ��� ��������� ������� ���������� ����� ������ �� >�� ����������
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,�������	
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����� �� ���� ����������� 	������ ����� ��	��� >����
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 ��������� ������������
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#A ��� (	
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 �	�����
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"� ( �� ����������� �
 ������� ��������#� ����� �	D������ ��� ��������� ��

�
 �!�� !��������� �������$ �� �!� �E�92CEA $�� #��	�� $������ ��	 -����	�	
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���� ���� ������� ��� >���� 	� �������� �����	�� �������� ���� 
������ ���
������ � ��������� 1� ��� ��� �
 ��� E;�� ������� ��� � ( ������� ����
������� ������ �� )��� ������� �����������

<� E9;;� � ���� 
����� ��������� $��� &	�"��� ���� �� ����C������� ���
% �	�4� ��� ��� ��� ���� �
 ��� ����� 
����� ������� �� ���� ����� ��� ����
	��$ �� *����� 
�� �
 ������ �� ��������� � ������ �
 )��� �	���������� ��%
������ �������������� ����������� "����	�� ����
���# ��� ���������� ���
��������� �������� �� ���� ��������� ������ 1
��� 	������� ��� ���� �
 ���
� ( �������� �� �������� ��� �������)� ���� �
 ���� ��� ����������� <�
1922� �� �	������ ��� ������ �� ��� �������� ��������������� �
 ���� ���
�������� � ������ ����� �� ������ ��������� �������� ��� ������ �������A
�� ��������� ��� ���������� �� 	� � ������� 	���$ ������������ � �	��	��

�������  �� ����� ��� ��� �� � 
�� ����������� ������������� ����� ��� ��%
	����� �� ��� 1������ � (��� �� ��� �������� :������

1
��� &	�"��� �������� ���� ���� ��� ���������� ��� ������� �� *����� ����
1970� ��� 6��2 	� ���7�
 �������������� ��� ��� ��� �������� ������� ������
���� ��� �������������� �������� ��� 6�	�������8 �	 �����	� 	� ���� �������
���$ ��� ����� <� *�	���� E;@7� �� ��������� $����� /; ������ �� � ������ ��
:�� �M<�T���  ��� ����������� ����� ���� ��������� �� ��� ���������� ���
��� *����� ���������� ���$ � ������ �
 ������� �� ����� ��� ��������� �

��� ������������ �������  ��� ��� �� ��� �������� �
 ��� 1�������� �������
��	������� �
 � =�4* "�� ������� �������� ������ �
 ��� 6��2 	� ���7�

��������������� ����� 	����� �4(1=�4* �� 1981#�

��� �
 ��� )��� ��������� �������� �� �4(1=�4* ��� ������ ���������
1� � 
����� ��������� �� ��� ������ ���������� �� ��� ���������M� $��������
�
 ���������� ��� �� �������� ���� �
 ������� ��������� ������ 1� ��� ��� �

1980� ��� ��� 	�������� �
 ��� 1990�� �� ���$�� ���� ������� .����	� ��
��� �� ��������� ������ ���� ���� 
����� "������������ �� �������# ���� ����
���� 	� ������������ ���� � ���������� 3������ ��� ��������� ��� ������%
��� ������� ���� �������� ���� ��� �	������� ���� ������� .����	� ��
�
�4(1=�4* �� 1995�

<� E;@9� ��� ���������� .��"�	� ��� $	
���� �������� ���� ��� �������
	������ ���� ���������� ��� >����� ���� ������� ��� ������� >�� "�����
������# �'������ �� ����� �����������  ��� 
���� ������ ������������
����� ���� ������ �� ���������� ����� ��� �����%�������� �'������ �
 ��%
����� ��� �
 ��� )��� ������ ������� �� ���� ��	������� ��� ���� 	� %���,
$��� ���� ,-.;0 "��� ����������� ���
����� ��  �����#� ��� �����������
)	���	! ��� !�� ���� ��������� �� ����� ��� ������� >�� �'������ �%
����������

�� �!�� -����� �!�� �!� ������ ��	�� !�	 � A����! -�������� 88 ����� ��������
�� �!��� ��� �!��# ��-�����) ��!�����
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1� ��� ���� ����� ������� 2�3 ������� $����� .�"��� ,/E0� ������� ���%
������ �����%����� ����������� �� ����������� ��� ���������� �
 ������ ����
���������� �� ��� ��	�������� <� 1981� �� �������� �������� ���� ��� ������%
)�� ������ �������� 	� ��� ��� ������ ����������������	!���� ��� �!���,
���	!� ,./E0� ��� �	�� �� ������� ��� $�� ��������������� �
 	������%������
�������� ������ <� ��� 1980�� �� �������� ��� ������������ �������� ���
�������� ��� �B��� �
 ������ ���������� �� ���%���� ��������� $�����
.�"��� ��� ���� � ����� �������� ��� ������
��� ������� ��� ������ �

������� �������� ���$� �	��� 8000 �� �� ���������� ����������� �� 1992
���� �� ��������� ��� ���� 
��� �
 ��� 1������� "��� �
 ��� ������� ��%
������ ���$� �� !����#� ����� � ��������

��������	 �	�	���� �� ��������  �� �������� �� ���� ��� ����������
�� ������ ���������� ���� �	���� � ��""�� ������� ��� *������ <�������
�
 ���� ��� 1�������� �������� �� ����C������ �� E;-6� ?���� ��������� 	�
��� ���$ �
 ��� ��������� ��""�� ������� ���� ���� ��� ���� ������ ������
�� ���� 	����� ������ ��� ���� ���� ���� ����C�������

<� E;-9� ���� ��""�� ��� 	����� ��� 3������� �
 ?������ �������� �
 ���
!������� �������� ������ �
 ������� �� �������� 
��&��
�� �� /���!���
�
 ��� ����� 1�������� �������� <������� �� ����� � ���� �� ������ ����
��� ���$ �
 ������������ ���������� �	�� ����� ��� ��� ��������� ���������
1
��� ������ ������� ������� �� /���!��� ����������� ���� ���������
�������� 	� ������� ��� <� E;87� ��""�� ������� ��� ���� ��� <�� �������
������ ��� 3������� �
 ?������ ��������� �	��� � )	�� 	����� ��� ���%
���� ����� <� E;86� ��� 3��������� �
 2	��� ���$� �
 ������ ��'����� ���
!������� �������� ������ �� ������ ���� ��� ������ �
 ��� ��������� �������
�� ��� ������� �� ������ 2��� �� ?������ ����	���  �� ���� ��� <�� ���%
����� ����� ��������� ��� ������� �� ���� ������ �� ���� ��� ���� ����
������� ���������� ��� ���� �	��������� �'������ ������	�� ��� �� E;8@
����� $���� �
������ �� ��� ���B 
�� ��� ��������� �������

?������ ��������� ��� ��������� ������� 
�� ���  ���� ������ ������� ��
������ 2���� �
������ �������� ��� ������� ��� ���� ���������� ���� ���%
��� ����������� 1�������� �������� ��� ������� �
��� ��� ���������� �
 ���
������ 2��� ������� �� E;6.� �
������ ��� ������� �� ������� �����������
��� �������� �� ��� ������� �
 ���� ��� ��� �� ������

<� E;66� �	���� ��""��� ����������� � 
��� ������ 
�� ��
�������� ��
����������� ������� ���� $���� �
������ ����� ��� ��������� �������

�� �!� A����! $��# �� �!�� ������ -����	 �� ���������	 �� �$� �����$� ��������
��� ;���< ��	 ������ ;�04<� �� ��� ���� �� �� �������� �!�� ���� �� �!��
$��# �����������	 �-�� �������� 	������ ��������" �--��-����� ��� -�$	�� ���$
�������!�� ���!�� �!�� 	���� =�$ �������!���

�� �!�� !��������� �������$ $�� #��	�� $������ ��	 -����	�	 �� �� ��  ����
!�������" ���������" ����	��



8� � �����	������

�����'������ �� ������	�� E;66� �
������ 	���� � ��� ��������� ��������
��������  �� �������� �	D������ ��� �� ������� ��
�������� ���� �����������
�� �������� ��� ��������� ���������� ��������� ��������  �� ������ �������A

; �	���������� �
 ��� ����� �
 �����������
; �	���������� �
 ��� ���� �
 ���������� ��� ������������� �
 ��� ����� �

� ������ ����������

; �	���������� �
 ��������� ������ �������� �� ���� ����� �� ��������� ������
; ����������� �
 ��������� 
��'������ ���� 
������ �
 ��� ��������
; ��������� ���� ��������� �
 ��� ������ ����� �
 ���� �� ��� ������

������ 2��� �� ��� ���$��$ (������� 	����� ��� ������ ��	������� �

��������� ���������  �� ��������� �������� ���B �
 ��� !������� ��������
������ ��� ��������� ��������� �
 � �������� �5���� � 
��%���� ����������
��� ��� ��������� ����������� ����� ��� ������� �	��� )	�� �� ��� ����%
'������ �� ������ ��� ��� ����������  �� �������������� �
 =������ !�%
������ 2��$� ����� ������ 2��� �� �������� ���� �������������� �5�� �����
��� ��������� ������ ������	���

<� E;@8� ��� ������������ (	�� ������ D����� ��� ���B �� � ���������
�������� ���������� ��� ��������� ��� ��� �� ������� ��� �'������ 
�� ���%
����� ��������� ������ �������� ��� �� ������� ��� �	����������� ����
��� ���� �
 ������M� ���������� ������� �� E;@;� 1�!�� &
����"� ����
� ������������� �	������ ��� ��������� �� ��� ����� ��������� �� � ������
�������� �5����

 �� ��������� �������� ������� �
 ��� !������� �������� ������ �����
�� (���� E;;E� ���� ��� �������� ���������� ������ 
��� ��� ��� ��%
������ ������ ���������� ��� �����������  �� ��������� �������� �5���� ���
����������� ���� ���� �B� $���� �
������ ������� ��� 1�!�� &
����"
�	������ � �������� ��� �������� �������� �� ��� =�������� 3��������� �

��� +��������� �
 ?������ ����	�� �� :��������

<� E;;9� &
����" ������ � ����� 
�� ��������� �������� �� ��� ���������
���� ��� ������ �
 ��� =��������� �
 ?������ ����	�� ��� �(� ����
�$����� ��� �������� ������� 
������ ��������� �
 ��� ����� �
 �����������
�������� �
 ����������� ��� ��� ���������� �
 ��������� ������ �� 
�������

<� E;9;� �	��� %	����	� �� ��� 3��������� �
 ����� 4���������� �
 ���
+��������� �
 ������� 	���� �� ��������� �������� ���D��� �� �����	�������
���� (�$� ������� ���������� �$���� �� ?�� ����� �� ?������ ����	���  ��
!������� �������� ��� 4���������� �������� ������ ���� )������� �������
.��
� %�����	� ��� �� ������ �
 ��� )��� ���$ ��� ��� �������� �
 �����
 �� �������� ������������ �� ��� ���	����� �
 �������$� �������� ������ �

��� �������� �
 ���$ ������� ��� ����������� �
 ���	����� ������ 
������ �����%
������ ��� ��� ������� ������	���� �
 �������$ ���$����� �	��� %	����	�
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��� ����� ������� ��� ��� ���D��� ��� ��� ���� ��� ����������� 1������
���� ��� 1�������� �������� �
 ��� +��������� �
 ������� ���� .��
�
%�����	�� ���� )������� ������ �
 ��� �$���� ������� ��� ������������
*���� �	���������� ��$� ����� �� ?�� ����� ��� �� ������ 2����

<� ������� ��� !������� �������� ������ �
 ������ ������� �� ���������
�������� 
��� E;-9 ���� E;;E�  �� +��������� �
 ?������ ����	�� "1�!��
&
����"# ��� ��� +��������� �
 ������� ".��
� %�����	�# ������� ���
��������� <� ��������� ��� 
�������� �������� ��� ������� �� ��������� �	���%
�������� �	��� �������� ��� ��������A

• �������� 1�������� ������� ���� ����'������ �� ��������$��
• !������� 2��$� �
 �������
• (������� �
  ������������� �
 ?������ ����	���
• �������� 1�������� *�������� "� 
����� ������#�

#�	 %��!	$��� ���������� � ��������	 �	�	������ 1���������
��� ���� �� ��� ������� �� !������ ����� ���� �� ��� ����� ����� ��� 
D����
���� ����� ����� ����� ������� <� ���� ������ ���������� ����� ��� ���� ������
��
� ����� 
�� ����������� �� ���� ������� ��� ���������� ���� ������� .7
����� ��� ���� �� ������� ���� ����� ���������  ��� ��� 	����� �� �	���
��������� 	� 3����� ����	M� 	��$ ������	 "	�� "����	���
 $�������
 # ��
E;-.� 1
��� ����� ��� <<� )����� ������ ��� ������������ 	� ��� �����
�� � ��������� �� �������� ������� ��� ��� ���� ���������� �� ���� ����
���������� �������� �� E;8E� �� ���� ����� � ������ 	��$��� ��9 �� 
�9
��	�
"���� ��� ���� ,�������	
 #� �������� ������ ��� ��������������� �	��
	���� �� �������������� ������� ���� �� ���� ����� ��� ���� ����� �'���%
����� �� 	����
 �
 ��� !������� ����� ��� 4���������� ?�����

������� ������ ��������� ��������� 	������ E;69 ��� E;@.� ����� ������� ���$%
���� �$� ������� ��� ������� ���� ����� ������ ������ ��� �������� �
 ��� �	%
����  �� ���������� ������ � ��������� �� �������� ���� ��� ���� ���������
�������� �� !������  �� !�������� =����������� <������� "!=<#� � ���%
���)� 
�������� �� ���� ������ �� ������������ �������� ��� ���������� ���
������ �� ��� ���� ���������� �� L����� E;@/�  �� ����� 
����� �����
������ 	� �������� ����� ���� ���%� � ���� �������� )��� �� *���	 ����
������ ������� !������ ?������ ��� 	� ���� ��������� ����� �
 �����������
����� �� ����� ��� ���� 	������ �� �� ���� ����� ��� ������� ���� ��������%
������ ������������� 1� ��� �
 ��� )��� ����������� ���� �� ������� ����������
�� ��� �
 !����� ���� ���������� 1������� �
 ����� ���� ��� ����7 .�����;�
��� ������ �� ��� ����� ������ ��� α%β ������  ��� �� � ����������� �����������
	������ ��� ��%�� ����� α "������� 
��� ��� 
������ ����� �� ��� ���

�� �!�� ��5� $�� $������ �� "� #����� ���� �9*E�'C" 9����	���" $��.�����	
$��! !��- �� $� %��� ��	 !� ������&�� �!� ���!��� )��������� ��#��$��	)�
�!�� ��-���
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�
 ��� �������# ��� ��� ���� ����������� ����� β �
 ��� ��������� ����$ 
���
��� ����� �� ��� 	�������� �
 ��� ��%�� C���� <� ������� ��� �	���������
����� 
�� � ����� 
��� ������� 
��� ���������� ���� ����� ����$� ��������� ����
� ������� ��%�� ���� ������ ���������� �� ���� ������ �������

<� ��� ����� E;97�� ��� 
��%����� ��������� ���� ���� ����
��� ��� ����	������
�� =�������� ���� *���	� 3������ ����� ���� ������� �� � ���� ����� ��%
��� "���� �������� ������ �����#� � �������� ����� "����������� ���� ����
������# ��� �� ��	��� ������ ��� ����� �
 ��� �����  �� E6� ���� ��� E77�
���� ��� �� � ��'� 
����� �
 ���� ���� �����  �� �'������ ��� ������� ����
����� ������ �� �������� �� ���������� ��������� ������� ��� ��� �������� ��
.77- 	� � 1	55��� ��� � ���)���� ����� ������ 
�� �������� �������� ��%
������ �������� >�� ������� �������� ���)��� ��� ������� ������ *��� ��� �����
������ 
������ 
�� ������������ �������� ���� 	��� ��������  �� ���%
�������� ��� ���� ��� �� ��� 
��������� �
 ��� ��������� �������� ������
	���� �� ��B����� ���������� �� ��� ������� ����� �
 ���� �����������  ��
2&P ����� 	� ��� 1������� $����7 ���� ��� ���������� ,/E60 ��������
��� ��������� �� � ���������� �
 ����%���������� "���� �
 ���� ������	�� 	�
��� 2�( "$��������"&
����"# ,/E80 ������ ����� �� ������� �� ���
�	��������� �����# ���� ���������� ����������� ����� ���� ������ <�
�� ��������� ��� ���� �
��� ��� ����� 
�� ��������� �� 1������� #�����
'	���� �����8	! 2�"��� ��� .	���� �
������	5 ,/7.� /7/0 ��������C��
��� �������� �
 � ������������
���������� >�� �� ���� ����������
���� ��� ����	�� 	��� ������� ��� ������������ 	������� ��� �����������
�� �� ��� !<� "'	���2�"����
������	5# ������ �������� ��� 
�� ���%
������ 	� !=<�

 �� E;;7� ���� ���� �������� 
��%����� ������������ ��)������� �
 ��� ��%
������ ������� ������ �
 ��� ����������� �
 ���������� ���� ��>������ �����
�������� ��C��� ������� ��� ���$ �������� ������'��� ��� ���� ������
�
 ���� ����������� ����� .777� �������� �� ���������� ��� ����� �������%
������ ���� ��������� 	��� �� ���� ��� �� ��� ����� ��� 	��� �����������
��� �������)�� �� ������� �����	������� ���� ����� 4������ ���������� <�
���������� ���� �������� ����������� �� ����
��� ��� ���������� ��� ��
�������� �������������� �
 ��� !<� ����� ��� �� ��� ������ �
 ��� ����������
� �� .778�

#�	 ������� ���������� � ��������	 �	�	���� *���� �������� �

��������� �������� �� 1������� 	���� ���� ��� ����������� ��� ��������
�
 ���������� �������� �� ��� ������� ���� �
 ��� 1��	��� ������� ����$ ��
E997HE99- 	� ���
��4 $	����� �� ��� D���� 	� �������� �� ��� 
�����
�
 ��������� �������� �� 1������ �������� �� �5���� 	��� ��� ���� ��%

�� �!�� ������������ �� ����	 �� �������� ��	 �	���� �������	 ���� '� $���

��	 �� %�������� ���� �!� B��������� �� ��������#� ���� �� �!� ��5� �� ����	
�� �� ��-�����!�	 ��5� �� �!� 2����� ���)��)� �� �� !������������
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��	������ �
��� ����� ��� << 	� ��� <���	��$ 	����� �
 ���  ������ ���
1�������� ������� �5�� �� ��� �������� &�C�� <�� ����� ���� �������� ��
��� ���������� �
 �����������

<� ��� �
������� �
 ��� ��������� ������������ �
 E;8E ��� E;8-� ���� � �����
�
 .@E ������� �� ��� �����C�� ���� ������ ���%������ �
 ��� ���������� ���
�������� 	���� ��� ���	�� �����  �� �������� �5�� ��� ����� �� �	������
�� ��� X�C%:����� �� .777 � �	��� ��� ������ �������� ���� ������������ ��
������� �
 �B���������� �� ���� ��������� ����� ����� ���� �������� ��� ��%
������� ���������� ������� �
 �������� ������������ <� E;6/� ���� ��������
�5�� ��� ������������ �� �� �������� ������� 
�� �	������ 
����� �������� ����
��� *������ *����� <������� "*��������� ?���� :�������������� *?:1# �� :�%
����� ��� ������ �� E;66� �� 	����� ���� �
 ��� *����� 4���������� ������� ��
 ������ ��� 1�������� ���������� <��������� �	��������� �� ��� ������ �������
��� ��� ������������ ������ 
�� ��� ��������� ��
��������� ��� �� ��� @7�
�
 ��� ���� ������ �� ������������� ���������� �������� *�������� ����������
�������� � ����� ����������� ���� ��� ����� *������ <������� �
 ���� ���
1�������� �������� �� ��� �����>�D���� 3���� ���� �������� �� ��������%
������������ ���	����� <� E;@8� �����
��7 3����4�� ��� ���	���� �����%
����� �������� ��� �����%�
%���%��� �
 ��������� �������� �� 1����� ��� ����
��������� �� ��� ������
������ ���������� ,E@� ./6� /87� /8E� /@90� ��� ��%
�������� ��'������ ��� 
�������� �
 �� �������� ���������� ������� ��
��������� ���������

�������� ��� ���� ��� ��� ��� ����� �������� ��� ����� 	���� ���� 	� ����%
������� #	����� ��� 3���
� �� ��� +��������� �� <���	��$� �����
��
�� ���  �������� +��������� �� =��C ��� 3����4�� �� ��� <������� �
  ��%
���� ��� 1�������� ������� �� ��� F+��������� �
 !����� �������� ���
1������ &�
� ��������G�	 �� :����� ��� ������	��� �� ��������� ������� ���	%
����� (�������� ��
���"�� �� ��� +��������� �
 <���	��$ ������	��� ��
����� ���������� ��� 
�������� ���	���� ��� ���5��4�� �� ��� +���������
�
 ���C	�� ������	��� ������
��� 
�� ���� ��� ������� �� ��� �������� �

��������� ����������

 �� ��������� ������������ �� E;@- ��� E;9E� )������ ��� �� ��� 
�������� ��
E;98 �
 ��� 1�������� <������� �� ��� *������ *����� <������� �� <���	��$� <�
��� ������ �� E;;8 ���� ��� <������� 
��  ������ ������ ��� ���� �������
<������� 
�� 1�������� ���  ������ �������

����� E;98 ��������� �������� �� ��� <���	��$ �5�� �
 ��� *������ *�����
<������� ��������� �������� ��� ������������� ���D���� ������� �� ���������
��������� ��������� 
�������� ��������� 
�������� ������ 
������� 
����� ����%
��� ��� �B���������� �� ��� �	%������ ������� ���$ �������� �
 �����������

�� ��������� �:� L��	���!% ��	 
�$������������)�
�	 B��������R� �:� G�	��#�����" L����
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���$
����� ��	��� >���� �� >���� >���� ��� ����������� �
 ��������� �����%
��� �� ��� ���������� �� E;;. ��� �	��'��� ����������� �
 � ������������H
�������� ����� 
�� ��� �������� ��� 
������� �
 ��� �������� �
 �����
����������� ���������� �
 � 	����� ����� 
�� � ����� ������� >�� ��������
	� � �������� ����� ��	���� >�� �
 ���� ��� ������ ��������� ���� �
 ���
����� �������� >�� "��� -���"�� ��� -���"�� �� ��� ,--;� -870#�  �� ��
�%
���� �
 ���� ������ ��!�"�#����� ��� ������ ��������� ����� ������
�1(�� "���� ��������� ��������� ��� ���������# ������ ��� ���������%
���� �
 ��������� �������� ��� ���������� ����� ��� ������������� ����������
����$�

#�	 =����	�	 ���������� � ��������	 �	�	�����
 �������)� ����
��������� �������� �� L���� ��� ������� 	� &���	 ��	�� 
��� ��� �������
 �������� �������� <������� ,/990� �� �������� ���������� ����)������ �� � ����
����� �� !������ ��� ������� 
���� ���������� ��� ������ 
����� �� ��������

��� E;8; �� E;6.� 1
��� ��� ���������� ���$� ��������� ������ ���� �������
������ ���� ��� ���������� �
 ��� <������� �
 &��  ��������� �������
"<& �#� ��$$���� +���������� ����� ��� 
����� �� E;-E�

��4� 3������ �������� � ������ �
 ����������� �� ����� ���� �� � ���� ��	%
������� �� E;@8 ��� '������������ �������� ��� ������ ���������� �
 �$������
���� ��� ����� ���� ���� ,.0�  �� '��$ ������ �
 ����� ���� �������� ����
��� ���� ��
��� ��� ������������ 	� (����� ����4��� ��� ��4� 3������
�� E;;/ ,E780�  ��� 
��� ���� ����� ���� ��� 
����� ���� ����� �$��� �
���
� ���� ���������� �
 ��� ���� �� ������ ����� ��� �	������ ��� ������������
	������ ��� ������ ���� ��� ��� ���������� �������� 	��� �� ��� ��	�������
��� ��� )���� <� .77E� 3�����	 #�
�����	 ��� ��4� 3������ �������
����� �	�������� ����� ��� �������������� ���������� �� ��� )����� ���
�������� ��� �B��� �
 ���� �� ��� ������ �
 ��
��� ���� ,E/80�

1�������� �	��������� ��� ���� �� ��� P��	� ������ 	� � D���� ���� 
���
 ����� +��������� ��� <& � 
��� E;@. �� E;@9�  �� ���� ���� �� �� ��� !����
L������� 1��� ��� �� $���� �� � �������� �
 
��'��� �����%����� ������ ����
����������� ����� F��G �� ��� ����� �������� �	���������� ���� ���� �� ���
�����%���� ���� �� �������� ��� ������� 
������ ��� �������� �
 ���� ���������
���� "��� �����4� ��� #�4�	�� ,/;70#�

<� L����� E;98� �� ��������� 	��$� �� �� =�����%��$�� (�������� !�%
������ �� ��� �� ����� ���� �� $����� E/ ������ ��� ��������� ���� ���� E7
������ 1
��� ��� ��������� L������� ��������� ����������� ��������� � ���%
������� ���D��� �
 ���� ��������� �	���������� �� ��� �����%���� ���� �� E;9@�
:��������� �� ��� ���� ���� ���� ������� ���� �� ���� ����� �����������

�
 �!�� ��5� $�� #��	�� -����	�	 �� $����� (��������" ��)��#� ��������� ��
��$ ��	 ��� ��	���" ��$ ��	 ��� C������! 2���-" �������� C������! �����%
���� ��� E���! ������ ��	 *������� ����������" ��)��#�" @�-���
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:��������� �
 ��� ����� >����� ����� ���� ��������� 	� ��B�������� ������%
���� �
 ��� ������ ������� "��� '�������� �� ��� ,.;9� .;;0#�

2������� ���������� �
 >������ ���� ���� ������������ 	� '	����4� &���	
��� �	��
�� '�������� 
��� <& � ���� ����������� �
 � >������ 	�� �

���� ��� ��� ���� ������ ��� �� � ���� ��	�������� 
��� E;@9 �� E;;6�  ���
�������� ���� ����� �������� ��� �������� ������������ �� ��� ����� ���� ��
� ����� ����� ���� ������� ��� ����� �������� ������ �� ��� �'��� �
 ���
����� ���� �� ��� ������ ����� ���� ������� 1 ������ �������� �
 ��� ���������
���5������ ���� ��� ������� ��� ���� �	������� <� E;9@� (���	�� '���,
���� 
��� ��� !������� �������� ������ 
�� 3������� 2��������� �� ����D�
���������� � .7 � ������ ���� ��� ������� ��� ������ 
����� 	� ����
	���$� ���� ������ �
 �	�� E. ��−1 ,.;.0�

?���� �� ��� �	��� �	���������� ��� ������������ ������� ��������� ������
���� ��������� <� E;9;� *������ '	�"�
�� 
��� ��� !����$� <������� �

���� ��� <�� ������ ������� � �����%����������� ����� 
�� ��� ������ �

��� ������ �
 ���� �
 �� ��������� �� � ��
��� �
 ��	������ ���)�������
,/770� '	����4� &���	 ��� �	��
�� '�������� "E;9;# ���������� ���
���� ����������� ��� ������ ���������� �� ��� ���������� �
 ��� ������ �

���� ������%�
%���� ����� ,.;60� ��������� ������	�� ��� ��������� �����
�
 � ������ ���� ��������� ���� ��� '���%���%����������� 	���$ ����� ��
E;;7 ,E7-0�

<� E;;8� �	��
�� '�������� ��� *������ '	�"�
�� ������� ����%����
	��� ��������� ����������� �� ��� (��������� �$� D�� �� ������� �� ����
�����%����������� ������� >���� +� �� 887�777 	���� ���� �������� ���� ���
��� �
 ��� ������� ����� ,.E/� .;@0� 2���%���� 	���� ��� ����������� ����	���
����� ���� ����� ��� �������� �������� �� ���� � 
�� ������� �� 
��� ���������
>��� ���� ���� �� ���������� ����� �������  �� ��� �
 ����� �����������
��� �� �������� ��� �������� �
 ���%����� ������� >��� ������ ���� ��
�������� ����������� ��� ������ �� ����� ���� �����������  �� �����������
�������� �������� ���� ��� �������� �� ��� ���������� �����)���� ���������
��������� ����������� �����������  ��� ���$ ��� ������� �� ���� ��� ���� �

������ ������ 
��� 4 �� JK���� ��� %���� &
������� 
��� ���	�����
+��������� ,.@80�

��������	 �	�	���� �� ��	������ ���� ���������� ��� ���������� ����
����� ���� ������������ ��������� ��� ������ ���������� ������ �� <������
����� ��� ������ ��� ������� �� ��� ����� ������� 1�������� ���	���� ���
�������� �� ���� �������� ����� �
 ��� ������� ������� ���� ��� 	� 
��
���� ������ �� ��� ������������� �������� ��� ������� ������� ������� ,/-0�
 �� ���������� ���$ �
 <����� %:���	� �� E;8@� ����� ��� ������ ��

�� L������ �� �)��� �)�������� ���� �!� ������	�� ���������)���� 'K���
L� �--������� �!�� ��-�� ���� ���!�
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E;;. ,.790� ����� ���������� �������� �� ������ ��� ����� ������ ����� ���
����
�� ������� 1��������� ��� ���������� ���� $����� E;- ������ �� <������
����� E;7E ��� ��� ������ �������� ������ �� �� ���������� ��� ����������
�� ��� ������ 	������ E;@- ��� .777 ��� 	��� ��������� �� �	�� -7 �������
+�3 ,.760�

1���� 
��� ��� ���$ �
 <����� %:���	�� ���� ���������� ���� ��� ����%
���� ���������� �� � ������ ��C��� �� <������ ���� � ������������ ���������
������ �� !��$�����Y� �� ������� <������ ���� $����� E. ������ �� E;@-�
3���� ��� ���� ������� ����� 
�������� ���� ��������� � 
�� ������ �
 ���
��������� ��C��� �������� �� <������ ���� ��������� �������� � ����� ��%
���� ,/-90 
��� � ����� 	� &��
�� � �� /���!��� �� E;@8� ���� �
 ��� �&*
�� 3���� �� ��� ����� ��� ����������� ���������� 
�� ���������� ������� 
��
!��$�����Y� ������� �� E;@6 	� �������� ���� ��� ������� .�����;�
�� !=< �� ����� �������� ������ ���� #������� ���� �� !=<� ���� � �����
������ �	�� ��� ���� ��������� ��C��� �������� �� ������� �������� �� ����%
��� ��� ������������ <������� ,E8/0� *���������� ����� ��
���� ����������
�� !��$�����Y� ��� �� ��� �������� ����� �������� ���� ������ �
 ����
��������� ��C��� �
��� ��� !��$�����Y� ���������  ���� ������ ��� ���
���� �� �����)���� ������� ������� �� ����� �
 �������� ��
��� ������� ���
��� �������)� �������� �� ���� ���������� �� <�������  ��� �������� ��� ���
������ ���� E;;8� ���� ��� ������������ ���������� �� ��� �������� �ZY��[$
��� *������� �� ������������ <������ $����� /- ������ ��� ����� ���������
�������� �������  ���� ��� ��������� ������� ������� ��� ���� �
 ��� �	���
��� ��� ��������� ������ ��������� ��������� ��
��� �� <�������

*�������� ��� ��������� �� E;;8� ��� ��� ��������� ���� ��������� ��� ����%
����� ��C��� ��� ������� ��� ��� <�������� (������������� �5�� ��� �����
��� ��������	����� �
 ������ ��������� �������� �� ����������� ��� ��������
���������� �������� ���� ����� ����� ��
���� �����������  �� �5�� ��� ����
���� ��������	�� 
�� ��C��� C����� 
�� ����� �� ���$� �� ������� ��� ������%
���� ��������� ��� 	���%� �
 ���������� �������� ��� ������� �������)�
�������� �� ���������� "��� ,.6.0#� (��� ��������� �������� �� <������ �����
E;;8 ��� 	��� �������� ��������� ���� ��� �
������� �
 ��� ��������� ��
�ZY��[$ ��� *��������

1�������� ��C��� C����� ������� 	���� �� ��������� ���$ ���� ���������
�� ��� +��������� �
 <������ ��� �� ��� <�������� (������������� �5�� ,.7;0�
�������� ����� ����� ������ ��������� ��� ����������� ������ �
 ��� ��%��
�
 ���������� ,/;.0� ������ �
 ��� ��%�� �
 <�������� ���������� �������
� ����	������ �
 ��� !�������� α%β%����� ,.8.0 ���� � ���� ��� �
 ����������
���� ��� ������� ��%�� �� ��� ���������� ����� ,.7/0� !�� ���������� �	��
��C��� C����� �
 ����������� 	���� �� ��������� ���$ ���� 
��������� 	�
 �� (������� 
�� ��� 4���������� ,-E;0� ����� ����� ��C��� ���� ���� 	���
���� 
�� E- �������� ,E-0�  �� ���������� �����
� �������	�� ���$ �� ����� �

��������� ����� ���	�	����� �
 	���� $����� �� �� ��������� ���������
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<� ��� ���� 
�������� ��� ��������� �� E;;8� �� �������� ���� ��� ���� �
 ���
��������� �������� ��� ��� ���� 
�� ��������� ���������� ������� �� <��%
���� ,.7.0� ?���� �� ���� ����� ��� <�������� ���������� ���� � � ���%����
���� �� �������� ��������� ���������� ������� 
�� ��C��� ����� ���N�� ��
������� ���������� �������� �� ����� �� ����� ��� ����� ���� ��� ��� ���%
����� ������ ����� 	� ����������� &�	������� ����������� ���� ����������
�
 ������� ��������� �� ����� ������ ���� ������� �� �� ����� �� ���� ���
�������� �
 ���� ���������� ���� ��� �	�������� ��� �� 	���$��� ������
�������� ���� ��� ��>������ ���� ,E/;� E-70�  ���� ����������� ��� �� ���
����������� ���� �������������� �� ����$� �� ��� >�� ����� ��� �������� ���
�� ���������� 	� �
��� �������� ������ �
 ��� ����������� �
 ���� ����������
���� �	������� ��� �� ���������� ����� 1� ��������� �
 ��� �B���������� �

��� ���������� ������� ������ 	� �	������ ������ 	� �������� �����������
���� ������ �
 ��� ���������

1��������� ���� ��� ��� ���� ���������� �� <������ ����� E;;8 ��� �������
��������� �� ����� �� �	���� ��� ������ )��� ���� �	�� ��� �B����������
�
 ����� ��������� ����� E;;; � ����� �
 EE ���������� ���� ��� ��� ��>���%
��� ���� ��� ��>������ ������ �� ������������ ��� �������� <�������  ��
���������� ���� �� ��� ����� 	��� ������
��� �������� ���� 
��� ��� ������%
������ <� ������ �������� 	� ����� ���� ���� �
 ����� ���������� ���� ����
����� �� ��� ���� �� ����� �
 ��C�� �� � 
��%����� ���� �
 ��� �B���������� �

��� ���� ��� ��� �� 	� ����� <� ���� �
 ����� ������ �	���������� ��������
���� ��� ������ ���� ��� ��� ���������� � ���� �
 ��� ����� �
 ��� ���������
���� � ������ ����� ��� ��� ����� ��� ����$���� �
 ��� >�� ����� �� ����
��������� ���� ������� �� ��� ������	�� >�� 
������ ���� 
��� ��� ���
���� "��� ,.78� .7@0#� �� � ������� ��� �� ���� �� ��� �	���%��������� ��	���%
���� ������������ <� ���� �� ���� ������ �������� �	���������� �
 ����������
���� ��� ���� ��� ��5��� 	����� ��� ���������� 
��� ����� ���� ������
��� ��� �
 ��� �������� �	�� ��%� �� ��� ��� ����� ��� ���� ��� ��%
����� �
 ��� ���������� ��� ������ �	����� 	� ����
��� �
��� ��� ���������
��� 	� ���� ���
�� 1 ��%1	55��� ��� �������� ��������� �� ��� ��>������
��� �� *������� 	� ��� <�������� (������������� �5�� �� �����	������� ����
��������� �������� ��������� �� ����� 4������ �������� �� ����� �� ����
��� >�� �
 ��� ���������� ������� ��� ��� ���� �������� ,/;-0�

<� ������� � ����� �B��� ��� 	��� ���� �� <������ ����� ��� ���� ��� �����
�� 	��� � ��������� ��������� ����	���� �� ��������� ������� �������� ��
�������� ���������� ������� ��� ��������� ����� ��
��� ��'�������� ���
�� ���������� ����������� �� ���$� (�� ���$ ������� �� 	� ����� ��������
	�
��� � �����
������ ��
��� �������� ��� 	� ��������� �� ��� ��������� 	�
��� ���������� ������ ��������� ������ �� ������������ ��� �������� <������
�� .77- ��� .778� ����� ��� �� ��� ���� �
 ��� ��
� ��� ����� �����)����
�������� �������



�1 � �����	������

#�	 ����	>������� ���������� � ��������	 �	�	������ *���� ����%
�� ������ �
 ���� ���������� �� ������ ��������� ������� �� ��� E;�� ������
��� ���� ��������� 
��� ��� ������� ��� ��� �������������� �� ���� ��� 	� ����
������ ��� ������ ������ 1�������� ������ ��� �������������� ����������
����� ��� F(�������%=������� ����G ���� ��������� ��� ���� )��� �	������
�� F �� �������� ��������G �� E98.�  �� ��������� ��� ����� ���� ���� H
��� )��� �
 ��� $��� �� ����� H ��� �������� 	� . ' �����	!����� ���
���� ������������ �� 	������ ��� )��� ������ ���� ���������� �������������
 �� �������������� ���� )������� �� ��� 	�������� �
 ��� .7�� ������ 	� ���
���������� �
 ��� �������� ����� ��� ������ ����� ����� ��� ?���$ ���
������

 ��� ����������� ��� ��� ������� ���� �� ������������� ������� ��������� ��%
������ ��� ��������� ��� ����	�������� �� ��� �������� �
 ��� .7�� ������
�� �� ��� �������������� �
 ��� ���� �
 ��� ����������� �
 � �������� ������
��� ������ ������ ) ) ����
��� ,/670� 3 ) )	�� ��� ) � 6����
,EE@0 ������� �'������ ��� ������������ ������� 
��� ���� ��������� ��
��� ���� �
 ��� ���������� ���������� �
 ����� *�� ��� )��� ����� ��� ����%
��� ������� 	� � ������ ���� ��������� �� �� �	������ ��� ������� 	�
���������� ��������  ��� ���� ��������� ������� �
 ������������� �
 ����
���������� ���������� �
 �����  �� ������ �
 ��� ������ ��� �� ������� �

����������� �
 ��������� ���������� ��� ��������� �������� �� �	�������� �	%
������ �� ��� )��� ������ ����	��$ �� ���� ��� 1�������� �������� ,EE@0�
1����� ������������� ������� ������ �
 ���� ��� ��������� �������� ���

����� �� ��� P��	��� �������� "P�����$# 	� ��� 1������ ������ ����%
���� " �� 1������ ������ �������M� ���� ��������� ���������� ��� 	���
������ �� ��������� �������� ���� ������# ����� 2 � -����	� ��������� ���
���� (������������� ������� ��� ��� )��� ���� 1�������� ������� �� ���
������ +�����  �� �������)� �������� �B���� ������� �� ��� ����������� �

� 
������� ������ �
 ��� ���� �
 ��������� ������� ��� )��� �
 ��� $��� ��
��� ������� �
 ���� ��� ��������� ��������� ���� ����� ����������� 3 ) 
)	�� ��� ) � 6���� ,EE0 �	������ ������� �
 ��� �������� �������� �

��� ������� �� �� �	������ ���� ��� �	D����� �� �� ���������� ���� �
 ���
���������� ������������ ���� ���� �������� ���� ��'� ���������� 1���)����
���� ����������� �������� 	� ����������� 
��� ��������� ������� ���� ���� ����
���� ��� �� � �������� ������ �
 ��� 	���� �
 ��������� ������� ���������
�	������ �� ,E7� EE0�

 �� ������� ��������� ����������� �� ��������� ������� �
��� �����
��� << ��������� ��������� �������� ���������� �� ������ ������� �
 ��� ��%
���� +����� ������ �� �������������� �
 ���� ��������� �������� 	� ) � 
(��������� �� ��� ������� ������ �
 ��� ������� �	������ �� E;-; ,-.@0�

�� �!�� ��5� $�� $������ �� !����� !����* ���� �!� 2��)��-!� *�-�������
�� �!� �����$ ���� B���������� �!� ���!��� $���	 ��#� �� �!��# !�� ����
���! ��� �!�� �������������
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	����� �� ������ �� �� ��� ������ �������������� �� ������������� ���
���������� ���������� �
 ���� ��� ��������� �������� �� ��� 4�	�� ������
	� �����!������ ,-790�

<� ��� ���� )
���� �
 ��� .7�� ������� ��� ����������� ������� ���� ��� �	�����%
���� ��� �������� ����������� �
 ���� ���������� �� ��� ��������� �
 ��� ������
+���� ���� �	��������� �� ��� ����� ��������� �
 ���������������� ���
4������������ ��������  �� (������������� ������ �
 ���� 1�������� �	%
���������� ��� *������� ��� ������������ �� ��� ������� 1���� :�1� ?����%
�����%(������������� �������� <������� "�1!<=(<# ��  ���$���� �� �	��%
'����� ��������� ��
�������� �� ��������� ������ 
��� ��� ���� ���������
�������� �� ��� ������ +����� �1!<=(< ��� ��������	�� 
�� ��� �����������
�
 � ����������� 	���� ��� �
 ������� ������� �
 ���� ��������� 
������� ,.E70�
 �� &�	������� �
 ���� 1��������� ��� (�>��� "&�1(# �� ��� *����� �

=��������� (����� ����� +���������� 	����� ��� ������ �
 ���������� ����%
��� �
 ������� ��� ������� ��������� ������� ��� ������� ���������� ���
��������������� ���������� �
 ���� ��� ����� ������� ��� �������� �����	��%
���� � � �	���	!����� � � (�	������ ��� � ' )	����! ��� �����M�
��������������� �
 ���� ���������

 �� ������� �� �������� �
 ��� .7�� ������ ���� ������������� �� ��� ������
+���� 	� � 
��� �
 ���� ��� ��������� �������� �� ������������ ������
��� ������������ ��������� �
 ���� ���	����� �� ������� �������� �
 ������
������� ��� ���� ���������� ��� ����� ����������� ���� ��� ��������� ������
��� �	�������� 2�������� ������������� ��� � � )��"	������ & � �"����
3 ' .	4������� ��� � � �	��!� ,--� 9-� 98� 96� 9@� 99� 9;� E/7� E/E� E/.�
E//0�

 �� ���$ �
 ���� ��������� �������� �� ��� ������ +���� ��� 	��� ������� ��
��� ��� �
 ��� �������� �� ��� .7�� ������� *��� E;9- ���� E;;E� ������ ���%
��� �� ���� ���������� �
 ��� +��� ���� �	������� 1	�� -7 �����������
�
 ��� ����� �����%(������������� ������� ���������� ���� ��������� ������%
����� �� ������ ������� �
 ��� ������� ��� ��������� ������������� �������
�� ������� ���������� �������� ������� �� ��������� �������� ,E.� --� /9-� -/-0�

����� ��� 
�������� �
 ��� ������ *���������� ������ ���������� �� ����
��������� �������� ��� ��������� ������������ �� ��� (����� ����� +���������
��� �� ��� ���� 1�������� 3��������� �
 ��� 1������ ������ ��������
!������������ ���� �
 ��� ����������� ���� ���� �������� �������� �� ���������
������ ����� ��� ������ ����� ��� ����� ������ ��� �� ����������� �
 ����� ���
���������  ���� ������ �1!<=(< �� +C	�$������ ��� <������� �
 =��������
�
 ��� P�C�$� 1������ �
 ��������� ��� �������



�� � �����	������

#�	 2����� �� ��������	 �	�	���� �� �	 8����  �� ������� �

��������� �������� �� ��� +����� ������ �� ��� ����� �
 ��� *������� ����
��� ��� ��������� ���� 
�� ��
���� ������� ����������� ����� �� �� ���� ���
����� �
 � �������� �
 ���������� ��������� ��������� ���
��������� ���$���
������� ��� ������������� ���� � ����� �
 ��������� ���������� ��� ��������
����������

1��������� ��� ��� ���� �� ����� ����� ��C���� �� ��
� ��� �������� 	���� ��
��� ���� �
 ��� +� ���� ��� ������ 	��� �
 ��� E977�� 1� � �����'����� 	�
��� ���� E977�� ������ �� ��� ��� L�� �������� �
 �������� ���� �������
���������� ����� ��
��� 
��������� ���� ��������� 	������� ��� ����������

O���%���� ������� ���������� ��� ��������� �������������� ����� >��%
����� �� ��� ����%����� ��� << ���� �� �������� ������ ��� �������� ����%
������ 	���� �� ����� ��� ������ ����������� ���������� �$� ������ ������������
	���� �� �������� 3���� ���� ����� ���������� ��������� �������� 	���� ��
������� ��� ������� ���� 
�� ������������ ���������� ��� ������� �����
��C�����

1�������� �������� ���������� ���$ ���� ����� ���� ���� �� 1���� +���� �����
&	��� 3������ ��� ����� �� � ���� ������ 	� ��� +� *����� �������� 1�
� E7�� (������ 3������� ������� �
 ��� 4������ ���� �� '��$�� �� ���
�$���� ��� ���������� �� ���$ �� ��� ��������� ���	���� �� 1���� �������%
��� � ������� ��������� 
���������� �������� ��� �������� ���������� ���
��������� 
�� ��������� ���������� ���$ ,E60� ���� 1��� �� ��� ������ �����
*����� ������� ���� ������� 	���� �� ������� ����� ��� ����� ���	���� ��
� ���������� ��� �� ������ ��$� ?������ 2���� ��������� ��� ��� ������ �

����������M� ������� ������

<� E;-;� ��� *����� ������� 	����� ����� ��������� ������ 3���� �	
� ��
��� +� �� ��� ��� ���� ��������� ����� ����� ��� �� ������� ������ ���
���������� <� ��������� ��� *����� ������� ������� ��� 1��� 1�������� �������
����� ���� ���� ���� �� �����A ��� !������� 1�������� �������  ���� �����
������� 	����� � 
���� ����� 
�� ��� �������� �
 ��
�������� 	������ ������%
������� ��� ���������� �
 ��� ����� <� ��� E;87�� �� �����5���� ,.//0 D�����
3������ �� 1���� ��� ���� ��� ����� �������� �
 �	� $����� � 
������	��
�������� ���� �����	��� �� 1��� �� ����������� � ���� ����� �
 ���������
���	�����

�� �!�� !������ �� �������!� �������! �� �!� B����	 ����� $�� $������ S������
�� ���� "�����" *�-������� �� ����� ��	 E������������ E�)�������)"
�����)� �� E�)�������) ��	 ������� �������" ����!��� 9��.��� B���������"
��	 9������!� �������� $��� ���������" B*9 A����� ������ ��������
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����� ��� �'����� �
 ������ ��� 	� ������� �� ��� ������ 
���

a = g (sin ζ − μ cos ζ) , ".�E#

� +������� ��	 	,��� ��������� ��� �!� ���� N=��	�������O �� �!����������
N)��	��) �� �!�����)O ��	 N�����������O �� 	����� N���	��)O�
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���� ���� ������ �� � ��)�	 ��	� 	�$� �� �������	 -����� �!� ���������� ����� F
��� ���� �� �� ����, ��-�" | F | = μN " �� ���� ������� � ��������%	�-��	���
������������ | F | = μN + Cu2�

����� a �� ��� ������������ �
 ��� ���� �� ��� >�� ���������� g ��� �������������
������������� ζ ��� ����� ����� �� ��� ����C����� �
 ��� ��
��� �� ����� ���
>�� ��$�� ������ ��� μ ��� ���5����� �
 
������� �
 ��� �������� ���� ���
	���� ��
����

 �� ������ ���� �� ��� �����%���� ���� �
 ".�E# ������� 
�� ��� 
��������
��������� ��� ��������� �� ��� ��������� ��� � F������G ����� �
 �� �� ��������
�� ��$��� �� ������ �� ��� �'��� �
 ��� �������� ���� � ���� ���5����� C� <�
���� ����� �	��	��M� ��� ����� 	� ����)�� ��� ".�E# ������� �� 
������A

a = g (sin ζ − μ cos ζ)− Cu2 . ".�.#

<� ��������� ������������� ".�.# ��� �� 	� ������ ���� 
�� � )���� "�����# �����
1� ��� ���5����� C �� "����# ������ ��� ����� ���� �� ��� �����%���� ����
�
 ".�.#� �����
���� �� ������� ���� ��� )��� ���� �������� ��� 3���� ��%
�� ���� �� ��� � ���� ��� ������ ���� ��� 	� �	������� 	� �� ���������
���� �
 ��� ���5����� �
 
�������� μ� ������������� ��������� 
�� ��� ���%
���� �������� 4�������� �� ����� �
 �������� ��� ��������� ��� ��������
������ ���� ���� �
��� 	� ������	�� ,;-0�  ����
���� ��� ��������� ����	�����
�
 ��� �	��	�� ��� �� 	��$�� � 	� ���� ���� ��� 
��'����� �������	��
������	���� �
 ��������%	��� ���������� ����� ��� >���

 �� �	��� ��� ������ 
������� ������� ���� ����� �� � 	���� ��B������ ��%
��	���� 	� �	��	�� ��� ������ ���� ������� ����� <
 �� ���

a =
du

dt
=
d2x

dt2
, ".�/#

����� u �� ��� �������� ��� x ��� �������� ��������� 	� ��� ��������� �����������

�� �� �������� ����� ������ 
�� ".�E#
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u = g (sin ζ − μ cos ζ) t+ u0 ,

".�-#

x =
g

2
(sin ζ − μ cos ζ) t2 + u0t+ x0 .

*�� �������� g (sin ζ − μ cos ζ) ��� �������� u ��� �������� x ���� ����)�������
<� 
������ ���� �� ����������� ��

 
��"	�� �� �	��	�� ���	 �	
�
����	 ����
���
���� μ �� �� ������	� ����	 ������ �	��� � 
�	��� 
���	� 1�������������
����������� �
 ".�.# ���� ".�/# ������ 
�� g (sin ζ − μ cos ζ) > 0

u =

√
g (sin ζ − μ cos ζ)

C
tanh

{√
Cg (sin ζ − μ cos ζ) (t− t0)

}
,

".�8#

x = ln cos

{√
g (sin ζ − μ cos ζ)

C
(t− t0)

}
+ x0 .

1� t→∞� ����� ��� 
������ ����� ����

u→
√
g (sin ζ − μ cos ζ)

C
, x→ x0 +

√
g (sin ζ − μ cos ζ)

C
t . ".�6#

 �� �� �	��������	�	��	�� 
������ �� ����������� ��

 �	���	
 � 
�	���
�
�������� #�� 
���	 ����� 	� ".�6#� 1� t → ∞� 
��� ".�6#1 �� 
������ ����√
a/C �� ��� �������� ������ ��������� ���������� 
��� ".�6#2� �� 
������ ����

��� �������� 
�� ��� ������ ������ �� ����� 	� x0 +(
√
a/C)t� ����� x0 �� ���

������� �������� �
 ��� ���� �� ���� t = 0�  �� '������ ������� ��� ������ ��
��������%��������� �B��� ����� 	� ������������ �� ��� �� ����� ��� ����������
�������� ��� �� ���� �������� ����� ���� �� 	� �������� 	����� ����	� ��
����	

��  	�� 	�	��
 ���� ����� ��	��� ������ � 
�	��� ���������
 ��	 ��� 
���� ��
��	�� ��	��� ������� &�	������� ����������� ��� ������� 	����� ��
��������
���� ������� �� ����� ������ ���� �� ���� ������ ������

 �� �	��� ����� ��� ������������ ���� ��� �� ������������������ 	� �������
���� �	��	�� ������� ����� ��� ��� ���� �� ������ ����� ��������� ���%
����� ��	 ��� ������� ������ �� �� �������� ������ <������ ��������� �� ".�-#1�
u = u0 �� ��������� ��� ���� ��'���� ���� tan ζ = μ� ��� �
 � ������� ���� ���
�� ������� �������� u0� ��� �� ������ ����� � ����� ���� ����������� tan ζ = μ�
�� ���� ������� ���� ������ 
������� �������� ����� ����� ���� ����� ��������
���� ����� ������ ������ �
 � �������� ���� � ����� ��
���� ��!�"� ���
'	�"�
�� ,/@/0� '	�"�
�� �� ��� ,/7E0 ��� #����� ��� '	�"�
�� ,E@/0
���� ���������� ��� �������� 
�� ��� ��!�"�#����� �'������� 1� ��%
����� �������� ���� 	� ����� �� ����� 5� 1� � �������� �� ���� �������� ��
������� ���� 3�
�� ���&������ ,@0 �� � 	��$ �������� �
 E@/ ���������� ��
��� *����� 1��� ������� ���� ��������%��������� ������� ������ ������������
	� ��
����� ��� ���� �	��	�� ������� ��� 	� �5������� �������� �� ���%
'����� �������� ��� ������ �
 ����� >�� ����������� (�������� �� ����� E.
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������ �
 ��� >�� �
 ���� ���� �������� ������ ��� �������� ���� ��������
���� ���� ����� ����� ������ �	��� 35◦ ������ ���������� ��� ��� ������� ����
�� ���� ���� >���� ������ ��� )��� ���������� ��� 	� ������� 
�� ����� ������
������� ���� �� �'�� �� 35◦�  ��� ������ '����������� ���� ��	������� ������
�
 $	���9��� ,/.;0 ��� $	���9��� ��� �	������ ,//70�

�:':1 �	$�	$����� ���	��	 ������$ ��� �	 ?��9�� %� *6	�

 �� �������� �
 ����� ������� ��������� ���� ����� 	������� ���� �� ��%
������	�� 
�� 
����� ����������� 	� �� ������������ �������� 
�� ����
��������� �� ������������A ��� ����������� �
 ��������� ���� ��B����� ������%
����� ������ ��C�� <� �� � ������ ���������� 
�� �������� ��� ������ �� ���
��B����� ����� �
 ������� ��������� ���� �� �� ���� ��5��� �� ������� ������%
���� ������ �
 ������� ����� �
 ������� ������� �� ��� �� �������� 
����� ���� ��
������� ���������� ������ ���� �����	�� >���� 1 ������ ���������� �����%
���� �
 ��B����� ���������� ����� ����� �� ���� ������������ 2�������� ����
��� ���� ���������� ������� ���������  �� ����� �
 ����������� ������� ��
���� 
������� ��� �� ��� �������� ��� ��
��� ���������� �
 ��� ����������
�������� ��������� ��� ��� 	������ ����������� ����  �� ������ �
 �������%
���� ������ ������� �� ��� ��C� ����� ��� �������� ��	�� �
 ����� ��� �����
��������� �� ��� ������ ,E8.� ///0� ���$��� � ��� 	�� �
 ����� 	�
��� ��
	����� ���� �
 ��� ����� ��� �� ��� ��
���� ��� �� ��� 	���)� �
 ��� )���
��� ��� ��� ������������ �
 ��� ����� �����  �������� �
 � ������ �
 ����%
��� �
 ��B����� ��C� 	� >���������� �������� 	��� �� 	� ��� ����� ������ ����
����� ��� ������ �
 ��B����� ��C��� �
��� ������� ��� ��������� �
 ��� �������
���������  ��� ����������� ��������� �������� ��������� �� ������� ������ �

��� �������� ������� ���������� ��� ��� ���� ���� �� �� �������� �
 ����
����� *�� �������� �� � 	����� ������ �
 ��������� �
 ��� ��C��� ��� ������
��� ������� ��������� ��� �������� ��� ����� ��B����� �������� �� ���� ���
���������� ������ ��� ���� �������������� �
 ��� ������ ��������� �� ���
����� ��������� ������ ��������� 1������������� ��� �������� ��� ����� 	�
���������� ���������� �
 ��� �������� ������� ��������� �� �������� 4���
����� ���� ��������� ������� ��� 	� ���������� ���� ���������� 
��� �����
�� ����� ��� ���� ����� �� ����� �� ������ ������

(��� ������ ����������� ��������� ��� $���� �� ���� ���� ������� ��%
������� ��� �� ���� ��� ������� ����� ���� ��� ������ �
 ������ �
 ���
���� �������� "�'�� �������# 	� ��B����� ��C� �� ���$�� �� � ���������� ���
������ ��������� ���� �� ��� ����  ��� ����������� ������ ��� !��%�� ��� 	:	��
,E8.0� ��� ��� ���������� �� ������ ��������� ��� ���������� ����������
���� � ������� �������� ���������� �
 ������ ��B����� �� ��C�� ������ ��������
���� �� �������� �� ��
����� �� ��� �������� �
 � ������������� )���� 
	��	���
���� �� ������� � �������	
 ��� ����� ��� ��������� ������ ��� ���� �� �������
���������� ���� �� ������� �������� �� ��� ���� �
 ��� ������� <� ������� ������
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���� �� �� �	������ ���� ��� )�� ��������� ������� ��
��� ����� ����� �
 ��� ������ ������� ��� ������� ��������� ���� ������� ���

��� ��
���� <� ��� ���������� ���������� ���� ���������� �� ������ �	�	�
	 ��
���	�
	 ������� ,E@90�

��� �������� ��C� ����������� ��� �
��� �	������ �� ����������� ��	��� >���
��� ����������� >�� ��������� <� ��������� ������� �
 ��� >���� ��� �����%
���� �	������ ���� ��� ����� ��������� ���� �� ��� 
���� ��� �� ��� ��� ��
����
������ ����� ��������� �������� �� ��� 	����� ��� �� ��� ���� ���� �
 ���
���������� <� �������� �
 ����������� >��� �� �� �������� �������� �� �� ��%
���� ��������� �
 ��	����� ������� ��� 
�������� ��������� ��� �	������A
3��������� ���)��� ���� � ���������� ��������� �
 F>�� ����G ���� ��� ���
��������� �� ��� 	����� ��� �������� ��C� ���������� �� ��� ����� ������ �
���� � ����� �� ������� ����� � ��� >�� ��� ���������� �� ����� �� *���
.�8�� � �$���� �
 ��� ������� �
 (��� ��� ������� 1980� 4��� >�� ���
����������� �� ��� ������� �
 �� ���������� <� �� �	������ ������������� 	�
������� ��������

������� �������� �
 ������� ������� ��� ���� 	� ���� �� ��	��� �� �� >��
��������� *���� .�8	 ������� ��� �������� ��C� ����������� �
��� ��� ����������
�
 � ����������� ��	��� >�� ���� ������� ��  ����� �� 1996�  �� �����
���� �
 ��� ���������� �������� �
 ��� )�� ��������� ������ ��� 
��� ��
��� ��
������� 	� ����� 	������� <� �� ��� ������� 
��� *��� .�8	 ���� �
��� � ����
F������G �
 ����� ��������� ������ ��� ���� ������� ��� ���� ���� �
 ��� 	���
�� �������� �
 ������� ��C� �������� �����������

1� ���� ������ �� ����� ������	� � ��	��%��� ���������� ���� ������������
����������� ��� ������� ������� ��������� 	� �������� ��C� �� ��� ����� >��
�
 �� ���������� &�� � �������� � ���� ������ � ����	���� ���)�� ��������
�� � ����� ������ ��� 45◦ "���� ��� ����C�����# ��� ������ �������� ���� �
����C����� ����� �� ����� �� *��� .�6��  �� ������� �
 ��� ���� 
������ ���
�������� �������� 1� ������ ��
��� ������ �
 ��� ��B����� ������� ����%
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���� ���� �( #���! �� � -��+�� ���� � 	�-���� �� � -���������� =�$ 	�� �� �!�
�������� ���-���� �� ����� �� I�����" 1980� �!� -��+�� �� ��#�� ���� � -�������
����� 6.7 #� ����! �� �!� ������ ��	 1 #� ����!$��� �� -���� 
�#�� '�� ���-����
N=�$ ����O �� �!�$� �!�� �� ��	�����	 ��	 �������	 �� ��!�� =�$ ������ �!� -��+��
	�-���� � ����� ������� )��	��) �� $!��! ���)�� )����� ��� �� �!� �--�� -������ �� �!�
=�$ ����" $!��� ������� )����� ��� �� ��� ��$�� -����� E��! =�$ ���� ������-��	� ��
�!� -����)� �� � -���������� =�$� &A��� ;�4 <" �������� �� !� !����,�( 	( *�����
=�$ 	�-���� ���� � 	��������� =�$ ����� �� 8� @���74� 9�)��� �33 �� ���$���
�!� ����� ��	� �� �!� ���	 !�� ���� ������	� �!� -������ ���� 	����������� -�������
��.� ��-�������� �!� ���� ������� �� �!� 	�-���� �� ������	 �� ���)� ����	���" $!����
�!� ��$�� -��� �������� �� �!� +�� ��������� &A��� ;83/<�(

������� ���� ������� 
����� ��� �������� (��� ������� �� ���� ���� 	� �����
	�����

�� ������� ���� 	���
 ����������� �� ����������� 	� ������� ���� ��� ���
��������� ��������� ���� �� ������� ������� ���� ��� ������ �
 ��������  ����
��� ��������� ���� ���� �� F������G ��������  ��� ��� ������	�� 	�� �����
������� .��� ,-80 ��� ��+��� ,../0�

��� ������� ����������

�:(:� �	
�����

?� ��� ���� ��������	 �� ���� � ������ ����� ���� �
 ����� ���� ����� ����
�� ���$ ���� ������ ������� ���� ��� ���� �
 � �������� 1��������� ��� �
���
��� ��� ����� ���� ��� ����������� ���� ��������� ������ 
���� ���
���� ��$� ������� 4��������� �� ����� ���� �� ����� ���� H ��������� ����%
����� �����	����� 	�������� ������ ������ ��� �������� !������������ �
���
���� ��� 	� ������ ������ 	���$ � ����� �� �� ������ �� ��� ��� ���� �
%
��� � �������� �
 � ���� ����� ��������� 1� ��������� ���� ������� ���� �
������� ���� ��� ��������� �
 ��� ������� ������ �� �������� ��� >�����
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���� ���� E5-������� 	�����������) ������� )��	��) �� �������!� 	�-������� �� �
��	��-���� )������� ��5����� �!� -�������� $���" ��������� ������ ���������" ��5�	
��	 ��)��)���	 	����) �!��� ������ 	�� �� )������� �( ���� ����� ���������� ��	��
$��! � -�������� �!��� �������	 �� 45◦ ��	 ������������ ����)��) ���� � !���.�����
-����� 	( �!���)��-!" ���� �����" �� �!� 	�-�����	 ������ ��5���� ����� &	��#(
��	 ���)� &-���( -��������� �!� ���)� -�������� ��� -�������� �� �!� ��- ��	 �� �!�
������ �( �!���)��-!" ���� ����$" �� �!� ���� 	�-�����	 ��5����� 9 ������� ���)
�� -���" ���)� -�������� �� ������� ���� ��	 �!� ������	�� �� �!� ����� 	�-���� ���
��������� ����� -���������

�� ����� ��� ��������� ���� ���� ���� �� <� ��� ���� ���� ����� ���� ���
�������� ��������� �� ��� ����� ��� ����� �� ��� ��� ��� �������� 
����
��� ����� �����  �� ���� ����� ��� ������ �� ��������� ���� �������

 �� ���� ��������� �������� ������� 
��� ��� ��� *����� ������
�	� �������
�� F��� ����G� F�����G� �� F�� ����������G� ���������� ��� &���� ����������
�
 F������G ����� ���� �� ��� =����� ���� 
�� ���������� ����� �� .����	�
������� F�� ����G �� F����� ����G�  ���� ��� ��B����� ����� �
 ����������A
���� ��������	
 ���� ��� 	���� ���� �������� �
 ���� �
 ������� �� �����
�������%
������ ���������� ����� ��� ������ ��� ���� 
�� ���������� ������

��� ��������	
 ��� ���
���	
 ���� ��� ����� ���� �����%�������� �����
	���$ ����� ��� >�� ���� � ������� ����� ���� ��	 ��������	
� ����� ������
������� ���� ���� 	� ��� ��������� ���� � �
 
��������� ��� 
��� D�$�
�
 ��������� (��� ��������� ��� 	������ ����$���� � ������� ��������� �����%
����� ��� �������%������ 
��� ��
��� >�� �
 � ������� �������� �����
���� � ����� ������ �
��� ��������� 	� ��� �����	����� �
 � ������� ������ *��
� 	����� ������������� ��� *���� .�@��	� ����� ���� "����� �## � ������� �

"���# ���� 
��� � >�� ��������� ��� "����� 	## � �������� �
 � ��	�������
���������� 
�� ����� � ������ �
 ���� ��� ������ "40 $�# �� �������� 
���
� ��������� ���������� ��� ��� ����� ���� ��� ����� ?��� ������� ��������
������������ �� ����� �� ��� ��%�� C����� ����� ��� 	� � ���� ���������� ��
����� ���������� 
��� � ��������%������������ ����� �
 ���� ��� ��������
��� ����� 
��� � ����%���������� ��	������� �����



 � 1 2������� 9������!��D *�+������" C�����	 �����-�� ��	 � C����$

���� ��#� *�-����� �� �������!�� �� �$� 	�,����� ����������� �( 9 ���� ���$ �������!�
�� �!� 9�-�" � )��-!������ �--�������� �� )������� =�$�� &�������� �� �!� $���
A�	���� ��������� �� ��$ ��	 9������!� C������!" 
A" *�����( 	( 
���������
�������!� ���������� $��! � ��5���� �� ���	 ��	 )������ &A��� ;�1�<�(

 �� ���� �������������� 
����� �
 ���$
���� ���$������ ��������� ��� �� >��
��������� ������ �������� �� ��� ��������� �
 � ����� ������� ���� � �����
������� ������ <
 ��� ������������� ��$� ����� �� � ���� ����� ������ ���� ���
���� ������ ������
� ����� ����������� � ����� ����� �
 ��� ����� ������ ����
�� � ����� ��� ���� ������� ������ �� �	��� 	� ���������� 
�������� �� ������
� 	���$��� �B����  �� ����� �� ��� ���� � ���� ���� �
 ������������ 	� ����
�� ������ �'�� �������� �
 ��� ������ �������� �� ���� �� ��� �����������
���� �� ��� � �	�������� �������� 
������� 1� ����������� 
��� �� ��� ����
�
 � ���$����� �� ���� ��������� ��� ����� ��� 	� ��������� ������� 	� �
����������� ����� �����'�$� ��� 	� �	������ ������������� 	� �������� 	�
��� ����%���� ����������� �
 ��� �������� �������� �
 ���$�

� �!� �����-!���� 	��) ��� �� ��������	 �� τ = cρsu
2/2" $!��� c �� �!� 	��)

���K�����" ρs �!� 	������ �� ���$ ��	 u �!� �������!� ��������� ��-���� ������
��� �!��� -��������� ��� c = 0.002" ρs = 300 #)�−3" u = 20 ��−1� L��! �!���
������ τ = 120 ��" $!��! �� � ���� ����� 6��������
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 ���� ���������� ������������ ��
����� �� �� ����������� ��� 	� ����������
������������� �� ����%����� ������� >���� ����� ������� �
 �������� ���%
������� ����������� ������� ��� ���������� �
 ����� ������ ���� ������� ��
	��� ���� ��� ������ 1� ��������� ��� 	� ������	�� �� ��� ���������� �����%
����������� ������ �
 � �����	�� ���� ������ ���� � �
 � ���%��
���
�����	���� �
 ���%������ ���%����� ������� "����# 
�������� >����� ����
� ���%��
��� ����� �
 ������� ��
��� ���������� ,.-70� <� ���� �����������
�� ����� �������� �
 ��� ������ �
 �� ��������� �� ������� �� ��������	��
����� �������� �������� ��������� ��������� ����� � ������� ����� �������������
��C�� ������ ��� �������� �� ���� � 	���� ��������� ������	���� ,-.90�  ���
�� ��� ��)�� ��� ��������� �� 
������ ,//80A

�	
����� ,� ��������	 ��� �	 �	
����	� �
 � ����
�	��- ���		����	�
�����
������������	� �		 
����	 ������ � � ��

 
�
�	� ���	 �� � �� �

	�����	
� �������� ����	��
 �������	� �� �� ��
�������� � � �������� ���	� ��� #���
��� ���� �� ��	 ������� %��	 �� �� ����������� 
�		� ���������� ���� ����	�

����	 �	
�
����	�

�:(:� ��	�� .������� �� �������� ��������	�

<� ���� �������� �� ���� ���� � 	���
 ������ �� �����%����� ���������� �� � ����
��� 	������ ��� �������� ������� ���������� �� ��������  �� ����������� �

�������� ��� ������� �������� ��� ����������� �
 ��������� �� ������ ��������
���� 
��������� ��� �� �������������� �
 ������� �
 )�� ������ ��� ������� ��
��� ����� �
 �����������  ��� D���)�� ��� 
��� ���� ��� ���� �
 ����������
�� ��������� ��� ���� �� ����� 	� ���� �� ������� ����������� ����������

1 ��������� ������� �
 ������� ���������� ��� ����	�� � ������ ������� 
��%
������� �������� ����������� ������� �� �������� ����� ���� �� ������������
��������� ������� �� ��� >�� ������ ���� �� ������� $������ ������� �
 � 	�%
�������� ������� ������ ������� ���%����� ����� 	���� �� ����� ��� ������
��������� ������� ��� ������� ���������� ���� ���� ������ �� ������� 	�����
���� ���� 	� ��� ������� ����������� �
 � ����$ ����� � ���� �
 ������� �� ���%
������ �� ��� ����������� ��������� �������� �
 ��� ������� ��������� ������
� �����%����� �������� ������� � ������ ������� �
 ��� >�� ,E.70� <� ��� 
�����%
��� ����������� �� ������	� ����� ���������� 
�� ��������� ���������� ���
�������� ��C� ����������� �������� ���� ����$ ����� ���� 	���� ��� ���������
'��$�� �� �����  ���� ��������� ���� �� ������� 
�������� ������ ��� ��%
������� ��������� 1�� ��� ����������� ��$� ����� 	������ �������� ������ ����
� ������� �
 3 ��� ����� �������� ������� ��������� �
 ��� ��������� ���
������ �� ���������� ���� 
������� ���� ����� ��� ��������� ������ 1 	�����
������ �
 ������������ "�����# ���� �������� ��� "���$# ��������� ���� ���%
��� ���� ���� ����� ��������� �
 0.5 �� ��� 0.34 ��� ������������� �� ���
���� ������ ����� EAE 	� ������  �� ������ �� 
�� 
��� � ����� ����� 
���
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���� ��$� ���� ��������� �� -�����) � ��5���� �� ���)� &white( ��	 ����� &dark( -��%
������ ���$��� �!� ���� �� �$� -������� -��5�)���� -������ �( �!���)��-! ��	 ��!������
	��)��� �� � )������� �������!� �� � ��-���� ���� $��� ���+)�������� 9� �������
)��	�	 -������� ��.� 	����������� ��-�	�� 	�����-� �� $!��! �!� ���)� -�������� �������
�!� ����� -�������� ������) � ����-�� !�����) �� �!� �������� �!���)! �!� �������!�
�!��#���� �����-���� �!� ���)�� -�������� �� �!� ����� �� �!� 	�-����� 	( �!���)��-!
��	 ��!������ 	��)��� �� �!� �-$��	 -��-�)����) 	��-����	 �!��# $���� �!� ��%
������ ����$ �!� �!��# �� �� &�� ������ ��( ����" $!���� �!� )����� ����� �� ��� =�$��)
��-�	�� 	�$����-�� &A��� ;�14<�(

�	��� ���� � �������� >�� ��� 
������ ��� ��������� ���� �
 ����� ���

�� ����� �� *��� .�9��	�

������	 ��9	 �	$�	$���� ��� ����/ @��	� ��� �
 ��� ���� 
���%
������ ��������������� �
 �� ��������� �� ���� �� ��� ��� �	����� �� ��� �� �
$������ ������ ����� �� ���� ����� ��� ������� �������� 	� ����� ��C�� ��������
� ������� ���� ���� ���)������� �� �� �������� ����� �� ����� �� *��� .�9�� 1�
��� ������ ��� ������� ���� 	������ ��� ��������� ��� ���������� �������
��� ���������� +���� ��� ������ �
 ������� ��� ������� ��������� ��� ����
��$��� �� 
��� ���� ��� ����� ������	�� �� ��� ������� ����� 1� ���	�
	 �����
��� �
 ��� ��������� ������� �������� �� ����� ��� ������ ��������� ������� ���
������� ����������  �� ����� ��������� ������� ��� ���$ "�������# ���������� ���

������ ���%������� ����� 	���� "����� �������#�  �� ������ ������ ��� �����%
������ �� ��� 
����� ������ ��� ������� ������ ����������� �� ��� ���� �
 ���
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����������  ��� ����������� �� ����� �� *��� .�9	� �� �� �� ��� 
��� ���� ���
��
��� �
 ��� ��������� ����� 
����� ���� ��� 	���� 3�������� ����$ �����
�� ������� ����������� ����� 	���� ��� ������� �������� ������� �� �����
��� ��������� ������ 
�� ������� 
���������  ���� ����$ ����� ��� ���������
���� ��� ��������� 
���� ������� ��� 	��� �
 ��� ����� �� � ����� ����� ���
��������� ������� ������� �����	� 
���C��� ��� �������� ��C� ������	���� ����
��� ��������� ������� ��������� ��� ���������� ��� ������� 
����� �����
��� ��������� �������

��������	� �� #��� 5	����� ���	� �� � ?����� "�+��	 �� .��	 ����&
��	� <� � )��� ����������� �������� ��� �������� ���������� ������ 
������ �
������ ����  ������� ���� � 	���� ����� ��� ��� ���� ������ ���� 
��� � �����
���%����������� F����G�  �� ������ �� ����� ���� ���� ���� ���� �� 70 �� ����
	� 34 �� ���� �� ��������� 
��� � ����� ����� �� ��� ���%������� 1������
��� �������� �� ���������� ��������� �� ��� ��� �
 ��� ����� �� ���� ���
>�� ����������� ���� ��� 
���� 	����� �
 ��� ��B������ 	������ ��� ������
��� ������� �������� 
������� �������� ���� ��� ������ 
������� ����� �� ��%
������� ��� ��������� >��� ���� ��� 
��� �
 ��� ���� ��� 
���� � ��������	�

���� ��%� ������� ��������� ��	 	���������� �� �������!�� �� � -��� �� � ��	��-����
)������� !��-� �( 9 -��� ���� �,��� �� ����� �- �!���)! ���������� ����-� ���������
��	 ������� 	( L!�� � ����� !��� �� �-���	 �� �!� ����" � ���� =�$ 	�����-� $��!
�!� ���)� &white( -������� �� �!� ������ ��	 �!� ����� &dark( �� �!� ��	�� ( 9� ��$
=�$ �����" ������������ )������� �������!�� -�������� ���� �!� ������� ����" ������)
� �����)!� ����-� �� �!� ���� ������� �!�� ���� �� � ������ -������� �� �!� =�$� &A���
;�14<�(

� �!� ���)��� �� �!� ������ ��)�� �� �������� φs �� �!� ����� �� �!� �!��� ��	 ���%
��� ��������� ���$��� �$� �������� �� �����!��) �������� ������" �!� 	������
��)�� �� �������� φd �� �!� ������-��	��) ��)�� $!�� �!� �������� ���	� ���� ���
����!��� 2��������" φd < φs�
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>��� ��� � �		�
���	� �������	 �� '��$�� 
������ �� ����� �� *��� .�;	�  ��
������� �������� �� ������ ���� �
 ��� ���� �� �� ���� ��� ��� ���� ���� �������
�� ��������� ������ (������� �� 
�� �� ��� ���� 	� � ��'���� �
 ������������
���������� ���� >�� ���� ��� 
���� �
 ��� ���%���� ��� ��� ��������� 	� �������
�� ��� 	��� �
 ��� ��������� ������ 1� 	�
���� $������ ������� ��$�� ����� ������
��� ��������� ��� ��� ������ ��������� ����������� �� ��� ������ �
 ��� �����
������ ��� ������� ��������� ��� ����� ���� � ���$ ����� 	��� �� ������ ����
�
 ��� ������� ����� ���� �
 ��� ����� <
 ��� >�� ���� �� ���� ���������� ���
��������� ���� ��� ������ �
 ��� ���� ��� ���� �� ���� ���� ���� ��� ���
�������� ���� �
 ��� ���%����� 1 ������ �
 ��������� �������� ������� ���� 	���
������� ��� ��
����� ���� ������ ���� ��$� �������� �� �� ��� ���������
�
 �������� 
��� ��� 	����� ���� �
 ��� ����� �� ����� �� *��� .�;�� ,E.7� E.E0�

#�	 ���	���	 @�		� *6	� �������� � ���� ������ ������� ���$ ����
� �������� �
 25 ��� )���� ���� ��� ���� ������� ������ �� 	�
��� ����
� 
��� ��
��� ���� ���� �	��� ��� ������� �� ����� �� *��� .�E7� <� ����� ��
��������� ��� ������� 
�������� �� �� ����� ����������� ��� ���$ �� )��� ����
����C������� ��� ���� ������ ���$�� �� ���� ��� ��� ����� ���$ ��������� 
���
�� ��� 	������ ���� ������ ����� �� ��� �������� ��������� ��� ���� �
 ���
���$ �� ���������� ���$� ������ ��� ����� �� ���������� ������ ���� ��� ���$
�� ������� �� ��� �������� �������� �� � �������� ���� �
 100 � ��� ���������
������������ ���������� 
��� �� ��� 
��� ��
����  �� ������������� �����
����� 
��� ��� ��B������ 	������ ������ ��� ������� �������� 
������� �������
 �� ������� ������� ���� �
 ��� �������� ������� ���������� ������	�� ��
�� ��� ���� �������� �
 ��� ���$� 4��� ��������� ������� ����� ��� �������
��������� 
������ � ������� ����� �� 
��C�� ���� ��� ������� 	� ��� ����$ ����
��� �	��'����� 	���� ��� ������� �� ��� ������	�� �������� 	���� ���

��� ��
���� �	��'��� �������� ������ � ��'���� �
 ������� ������� �� ���
������� ���� "��� *�� .�E7�#�  ��� ������� ��������� ������� � +���	���	 ��		�
	:	�� �
��� � �������� ���������� �� ����� �� *�� .�E7	� ,E.70�

1� 
����� �������� ����� "���� < 20 � ��� ���������#� ��� ������������� �
 ���
��������� �������� ����$ ����� ��� ������� ��������� ��� � ������%����� >��
������ ��������� "��� *��� .�E7�#�  �� �������� �� ���������� �������� ��
��� ���� ���� ��� ���������� ��������� �� ��� ����� ���� �
 ��� �������

��� ��
���� ��� �� ����������� 	������ ��� ��� ��������� 	� � '���%������
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���� ����� *������������ �� �!� ��������� ��	 �����-�� �� �!� ���!����� $!���
�,���� �( 9� ��$ �������� ����� ������������ �������!� ������� �� � �!�� �������)
	��# +���	 $��! �!� )������� ��5���� ���	� �� �!� ��������� �� ����-�� ���)��� ��
�!� ���� �������� 	( �!� 	��# �� ������	 �� � ���� ���������� �� ���� � ���!�����
$!��� �,���� ( 9� ������ �������� �-��	 � 6����%����	� =�$ 	�����-�� �( �� ���! �
���������" �!� ���� ������� �� +5�	 �� �-��� ��	 �!��� �� � ���������� 	����������� ��
-������� ��.�� �����	� �!� ������ ����� &A��� ;�14<�(

��������� �� ����� $������ ������� ��$�� ������  �� ������� ��������� ��� ���
)��� �� ��� ��������� �� ��� ����� ���
 �
 ��� 
��� ��
��� 	����� ���� ���
������������ �� ��� 	����� �
 ��� ��������� ��� � ��� ������� �������� ��
����� ��� ������� ���� �� ������	���  ���� �� � �������� ������	���� �

����� ��C�� ������ ��� ������� �����  �� ������	���� ������ ���� � ���� ���%
���������� �
 ����� ��������� ���� ��� ���� ��� ���� ���� � ���� �������������
�
 ����� ��������� ���� ��� ���� ���� "��� *�� .�E7�#�
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�
 *���� .�9 ��� .�; ��� �� ��� ��������� ����� �B���� ��� ����� ���������� ����
���������� ��B������� ������� ������������ 	� �� ��>�� ������ � 	�����
���� "*��� .�;	��#� �� �� �������� �
 ��� �������� ������ ����� ��� ����������
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<� ��� �������� ���$ ����������� ��� ��B����� ��������� ���� 	��� ����	������
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 ��� ������ &��� �
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�� ��� ���)��������� ������� 1� �������� ������ �� ��� �����%
��� �������� ��� ��������� ������� �� ��� ������� ���� ��������  �� ������
�
 *��� .�;� ��� ��� ����� �
 ��� ������ �������� ��� ��� �
 �������������� <�
�� ��� ��5��� �� ������� ��������� �� ����� ��� ������� ���� ����� �����
������  ��� ��� 	� ������� �� ��� �������� ���$ ���	��� 	� ���������� ��� ��%
������ ���� ��� ���� ��� ������
��� 
����� ������ �� ��� ��������� ��$� ����
>� ���� 
��� ��� 
��� ��
����  �� ������� ������ ������ �� �� ���������
���������� �
 ��� ����� ��� ����� ����������

 �� �	��� ���� ������� �� ����������� �
 �������� ��C� ����������� �� �����
���� �
 �������� �������� ���������� (��� ���������� ����������� ���� 	���
���
����� �� ������ �������� ����������� ��������� &����� �� ����� 6 �� �����
���������� ����������� ���� ��� ����������� ����� �� �� )��� ,E.-0 ������
� ����������� ���'��� ����������� �
 ��� �������� ������ ������ 	� ���
����������� ������ �
 ��� ������ �� � �������� ���� *����� �������� �� ���
�������� �������� ������ ���� ���� 	��� �������� 	� ������� �� ��� ,.E9�
.E;0 ��� 6�5� ��� ������� ,/7@0� 1������ �� �� ��� ���� ����� ����������
������� >��� ��� 	� ������� 
��� ���� ��������� ��������� �� ������ ����
���� �������� ����� ��	������� ��������� 	� ����� ��� ����������� ����� ���
	� ������� *��� ���� ����� �
 ���� ���� D���
� ��� ��������� �� ���� 	��$�

*������� �� �� ����� ���������� ���� � ���� ��������� �������� �	�� ��� ����C��%
��� ���� ��� ������ )���� ���� � 	���������� ������ �
 ��� ��������� ��������
�� ���� ���� ������ � ��B����� ����������� �������� 	� ��C�� ����� ��� �����
��� ����� ��������� �������� �� ������ ������������ �� ��� �������� ���� ���
��� ��	�� �
 ������� ������� �� ��� �������� �
 ��� �������� ��������� ���
)����� ����� ��� ��� �������� ����������� .��� ,-80 ��� ��+��� ,../0 ����
�������� ���$ �� ����� ���� ����� �� ������ ��� �������� �� ��B����� ������
.��� ������� � ��������� ������ �
 ������� ���$ �� ����������� �� ����� <�
��� ��'�� �� ����� ��� 	� ��������� ���� ����� $���� �
 �����%�����������
�������� ������� ������������ ������ 
�� ���������� ���� ��������� ��� ��
%

�� ���� ��������� ����������� �
 ����� ��������� �� ��� ����� ����� � ����� 	�
����������� ���������� ���� ������������ ���� 	��� ���� �� ���� ��� ��	���
����������� 1 �������� ����������� �
 ������ ���� $���� �� F���\��G �� �����
	� ����� ��� (�	��� ,;90� *���� .�EE �������� � ������������� �
 ����
����������� ����������
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���� ����� 
���%�!�-�	 	�-����� -��	���	 �� �!� �338 -���������� =�$� �� �!�

����� ������� &�!���(D &top( ���P�� �����!�	 �� ���)� -������ &=�$ �����) �!��	("
��	 &bottom( )����� ���$ �� ����� �������	 �� �!� ����!���� =��# �� �!� ��������
�!� ���� &upperpicture( )���� � �!���%	���������� �����D �!� �	)�� ��� /0 �� ���)�
&A��� ;30<�(
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1��������� ����� ���� �� ������� ������� ��� ��� ��������� �� � ������ �� ������
������ ��������� �� ��� ����������� ��� �������������� ���������� �� �����
���� ��� ��������  ���� ������ ��� �����'����� ����� ��������� ��������
���� ������ ��� ��� ��
��� �������� ��� ��� ����� �
 ��� ������� ����
�� ����� ���� ��� 
������ �� ���� 	���>� ������� ����� �������

�:):� #�	 2��	 �� %����� ���! ��������	�

���� �� ������� ���� 
���� �� ���� ����������� 1	�� 20% �
 ��� �����������
���� ���� �� ������� 	� ���������  ���� ������� ������ ��� ������� ��
�5������� ���� �������� �� ����� ���� ����� ���������� �� 
���� � ����
������ �
 "������# �����  ��� ��� ��� ��	���� �
 "����# ����������� <� ������
������ �� ��������� ��'���� ���� ��� �����������A � ���� ����� ��� ����
���������� 
�� �� �� ����� ����� !���� �� ������ ����� �� ������� 	����
���� ��� ���� ��� ��� ���������� �� ������ ��� ������ ���������� �� �����
����� ���������

 �� �����M� ������� �������� ������ ��� ������� �����������  �� ���������
�
 1���� ���� �	�� 10 ���$� �	��� 9�777 � "���� �
 ����� �������� (��
4������ "9�9-9 �#� ��� ������� ���$ �
 ��� ������ �� !����� ��� ��� ������
������� ���$� (�� P.%=�����%1����� �� �����%2�$�����#� ������ ������%

� ��� �������� 	� �'���� �������� ��� ������ ���������� "��� *�� .�E8#�

!� ���� �
 ��� ������ �������� ��� ���� � ������ ��� ������ ������� �������
���������� ���� ��� 1��� �
 1������ *������ <���� ��� ����C�������  � �
������ ������� ���������� 
��� �� ��� ����� ����� ������� ����� �
 4�����
��� ������ �
 ������� ����� ��� ��� ���	��� �
 =������� ���������� ���
������������ �������� ��� ���� ���� ���� ����������� ������ �� ��� ���%
������ ��� �������%������ 
D���� �
 !������ ������������� ������ �� ��������
��� ���� �
��� �� <������ ���� 
��� ��������� ������� ����� ����� �������%
�� �������� �
 ��� ����� )��� ������� ��������� 
����������  �� ���� ������
����� �
 L����� ��� ������� �������� �
 !�� J������� ��� �������� �

�������� 1������� ��� ��� 1���� �
 ���� 1������ ���� ������ ���������
��C���� �� � ���� ������  � ����� ���� ����� �� ��� ������� ��� ���$� (��%
����� �
 !���� 1������� ��� �
 ��� �������� ������� ������� �� 4���� �����%
��� ��� ������ �
 ����
������ ��������� !������ +���� (������� �����������
1���$� ��� ��� 2��������� ?������ ����	�� ��� 1�	����� <� ����� ��������
���������� ���� ����� �� �	������ ��� ���� ��� �'���� ����������� 	� �

������ ������ ����� ����� �� 4���� 	����� ����� ����� ��� ��� ���� ��������
���������
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���� ����� �( �!� $��� �����)� 9�	������ ��	 �!� $�	)� �� ����� �!�� -������� ��
���� �������!��� �!� ������	�� �� �!� ����- ���-� �� ����" �!�� -����	��) � -������
����# ��� �!� ��� �� � ���$ �������!�� &A��� ;�<" �������� �� G��#!R���� �����)"
��	 $��� A�	���� ��������� �� ��$ ��	 9������!� C������!" 
A" *����(� 	( 9
=�$ �������!� �� L�����! ��������" B��! ��������	 ���� � ����# �� � ���$ -��#�
&A��� ;18�<�(

�:):� #���$������ ���������

<� ��� ������ ����������� � ��	�� �
 '���)�������� ���������� ��� �����%
����� ��� ������ ���� ��>���� ��� ����������� ��������

�		��	�� 4��������� ������� ���� ������ �
 30H45◦ �� ���� ��� ����

�����	�� 
�� ��� ���������� �
 �� ����������  �� ������ �� ���� �� �����
����������� ��� 	������ 	������ �������� "��� 	������ �
 ��� ���� ������ ��
���� �� �� �����# ��� ������ "��� 
���� �
 ������� ������ �� ��� �� �����# ���
���� ����������

*�	����� (������� ���� ���� �	��� ��� ����	����	 ��� ���� ��$��� �� ���%
��� �����������  ��� �� 	����� �	��� ��� ���	������ ���������� ��� 
��� ��
������ ��� ���� ���� ��� ��� �� ������� ���� ��� ������ ����� ���� ��� �����
	����� �� �� �� ������� 
�����	�� ����$� 	� ���������� "��� *��� .�E.�#�

� �!�� �� �� ��	������� �!�� ����� ���-�� ����$ �--��5������� 30◦ �����������
)��� ���� �� �� �������!� ��!������ �!�� �� 	�,����� ���� �!�� ����� ��� �!�� ��
��	��	 ��D �!��� ���� �� �5��� �$� ��)����" ���	�� �!����������	 �� ����- ��	
�!����$ ���-��� '� �!����$ ���-��" �!�����) $��!�� �!� �������!� ��	� -����
�!� ���� 	������� ���� �������� �� ���	��) �!�� �� ����- ���-��" ��� ������
�� ��� ;�08<�
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0��	����� (��� ���������� 
��� �� ������ 
����� ������ ��������� ��� ����
���� ����� 
����� ���� ������ �����  �� �B��� �
 ����� ����������� �� ��
�� ��� ����������� ���� ����� ��������� ��� �����

����	 �� �	 #	����� 1�������� ����� ��� 
��� �� ��� ������ ��� ��C���
���� �� ���� ������� ������ �� ������ ��� ������� ������� ���� ��� ��������
��� �������� � ������ �������� ����� 
��� ���������� �� ���������  ���� ���
����� �
 ����� ��� �������� ���)�� ��� ������ ������� �� ��� ���� �������
�
 ��� ���� ���� ������ 
��� ��� ����� ������ ������ ���� ������� ������
������ ����� ����� ����� ��� �
 ��������� ����� ������ � ������ ������� 
��%
����� 	� � ������� ��� ���� ������ ���������� �� ��� �������� ��%�� C����
�������� ����� ��� ��� ���� ���� ���)�������� ���� ��� ����������� �����
�� �������� ����������� ����������� *���� �� ��� ����� 	���%������ ��������
C��� �� ����� � ������� �
 ���� 	���$� ���� ��� ��� ������� ������ 
���
��� ��D����� �������� �� ����� ��� ������ ��������� ���� ����� �������� ���
������� ������ ���������� ��� ���� 	���$ ������ ������ �� ��� ���� ����
�������� �
 ������� ������ "���	�	�� �������# ���� 
��� ���� � ������ ����$
����� ����� ��� ���� ����� ��� ����� ��� ���� �
 ���� 	�
��� ��� �����
��� '��� ������� ���� ����� �
 ���������� 	� ���� ������ ����� �� ������
����� ����� �� ������������� ��� ���� �����

���$��	�� �� �	 ������ +������ ��� ��
��� ���������� �
 � ��������
C��� ������� ��� ��������� ��� ��C� ��� ���� �
 � �������� ���������� *��
�������� ��� ���� ����� ��
��� �
 ����� 	����� )���� �� ��� �����
�� ��������� �� 	� ������� ����� �� ��� ������� 
�� �� ��$�� ���������	��
���� 
��� �� ����� ��� ����� �������� ���� �� ��$��� �� ���� �� ����� �

��� ��������� �� ��� 
����� ����� ��� ������ ������� �� ���� �� �� �����
�� ������� ���� ���� ����� ���������� ������ ��� ���� ��� �	������� ���
����� ��
���� :���������� �� ��� ����� ����� ��� � ����� �B��� �� ���������
�������� =��������� 	���� ������� ��������� ������ ���� ���� 	����� ��%
����� ������� 	� ����� 1 ����� ����� �
 ����� ��� ������ ������� �����
������� �� ������� ���������� 
��� ��������� ��� ��$� ���� ���� ����� ���
���������� ���� �
 ���� ���� ������� 	��� �������� "*��� .�E.�#� ����� ��������
����� ������� ������������ ���$ ������ �� ��� ������� ���� ��� ���� ����%

� ���� �����  ��� �� ��� ��
���������� �
 	��� ������ �� ������ �� �B������
����� �
 ����������� �����������

�:):' ���!���/ ��� @	��	� ���������

 ���� ��� ����� ���� 
������ �
 ���� ��������� ���������  ��� ��� ��������
�������$ ��� ��������  �� ������� 
������� ����� �� ���� D�� ����� ����

� L� ���� )��� � ����� ���� �� �!���������������� 9 	������	 ������� ��� �� ��%
�����	 ���� 	���� ;0<�
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�	���� ��� ���� �� ���� )��� ��� �� ��� ���� �� 	� ��%�������� 
�� � ����
���� ���� ����� 
������ ���� 	��� ������)��� �������� ��� ����� �
 �������$
��� ������� ������� �� � ������ 	����� �
��� ����� �� ������ ��� �����
������� ��� ����������� ��������� �� ������� ?����� �� ���� �� ������ �

��� �������� ������ �
 ��������� ����������

���!���� (��� ���� 80% �
 ��� ���������� 
��� ����� �� D�� �
��� � ���� �

����
����  ��� ��������� ���� ����
��� �� ��� ���� ��������� �
 ��� ������ ����
���� �� �����������  �� '������ ��� ��� ���� �� ������Q ?����� ��� 
����
���� �������� ����� ������ �� ��� �������� ���� ������ ��� �
 ��� ���� �����
������� �	���	� ��� ����� ������ ��� 	���� �� �� ����� �� ��� ���� �� ��������
��������� ������� �� �������	���  ���� �� ���� � ���� ���� ������������ 	������
��� ��C� �
 �� ��������� ��� ��� ����
���� 1� � ���� ����
���� ������� ����
1 � ��� �	�� �� ������ ��D�� ����������� ������� ����
���� �
 ���� ����
15 �� ������ ������ ���������� ,E/0�

���!���� ��	���� ���� �� ��� ���� ����� 	������ ��� ��$� �� ������
�����%������� ��������� ��� ���� � ���� ����� ���� ��� �	���	 ��� ���� 	�
�������� ��� ����� ���� � ���� ��
�������� �� ������������ �������� �� �����
��������� �������� ���� � ����� ����� ����� �� ���� ���� 
�� ��� ���� ��
�	���	 ��� ������ 	� �������� ��� ������ ���� ��� �������� �� ������� ����

�������� �
 ��� ������� ������ ������� � ������� ����������  ��� ��� ����
�� ��� ���� ��$��� �� 	���$ ���� ��� ������� ������� <� 
������ ���� ���
���� �� ����� ����
��� ��������� �� ��� �
 �� ��� ���� ����� �� ������ ��
��������� �� ��� ����� �
 ���� �����
� 1 ����
��� �
 1 � �� ��� ��� �� 
��
���� ��C����� ���� 1 � �� ����� �����

�������� &���� ����� 
������ �� � ���� �������$� ������ 
���C�� ���� �� ���
���� ������ �������� �� ��� ���� ������ 1� � ����� ����� ������ ���� ������
���� ��� 	����� � 
�����	�� ������� ����� 	������ ��� ����� 
����� �����
����� ����� �������� ������� ���$��� ��� ���� ����� �� ��� ����� *������� ��
���� ������� E �� �
 ���� �� �'������� �� ������ �� �	�� 10 �� �
 �����
��������� �� ���� �� �������� �������� �
 ��� ���� �� ��� ���� ����� ����� ��
��� ���� ���� �� ��������� 	���� 	������ ���� ������ �� �� ���������� ������
��� ��� ���� ������ �������� �� � �������� �
 ���������

#	��	����	 1������ ����� �� �� ������ ����������� �
 �� ��������� �����
���� ����������� � ����� ���������� ������ �� �
��� ���� ��������� ����
��� �	����� �����

 ���� ��� ���� ���� ����� 
������ ������ ��������� 
���������  ��� ���
���� ����� ��� ���������� ��� ���� ������� ��� ������� ����� ��� ����� �

��� ���� ������ ��� ����� �
 ��� ���� ��
���� 
�������� �
 ����� ����� �����
	� �� �� ��� �� ���� ������� ����� ���� ����� ,-� E/� ./80�
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�:):( ��9	 ��� ��		� �� ���! ��������	�

 ���� ��� ������ $���� �
 ���� ����������A ����� ����$ �� ����� 	���� ���
������� ��� ����� ��� �����  ��� ���������� ����� ���� �� � ���� )�� ���
������ ��� ��� ���� ������ �
 ���� D�� � 
�� ����������� ����$� ���� ���� ���
��$� ���� ��� ���� ����� �
 �� ������ ������ ��� ��������� �� ���� ��� �������
����� ���������� ��������� ������ � ����� ��������� �
��� ���� � 
�� �������
������ ���� ���� ��� ������� ������� $���������� ���� ������� �� ������ �����
���������� ��� ���� ���� ���� ������ �� ��� �� 5 $��−1 ∼= 1.4 ��−1� ������
����%������ ������ ��� ������������� ������ ���� � ����� �� ���� �� 500
$��−1 ∼= 140 ��−1�

���:
 � ���� ����� ����������� ��� ������ �������� ��� ��� ������ �� ���
��������� 1
��� � 
���� ����
���� ��� ����� ������� ������ �
 ��� ���� �������
���� ������ ����� 1���)���� ������ ��� �� ����������� �� ������ ���������
����� � �$���� ��� ���� �B������ �� ��������� ����� �� ����� ��C� �����������
������ �� ������� �������$��  �� ����� ��� �
 ��� ��������� ������� ��
������� 	� ��� ������ ���� �������  ��� ��� ������ �������� 	� ����� ���
������� � ������ �����

1 ������� ����� ��������� ����� ��� �� ������ (1− 10)×105 �3 �����  � ����
�� ���� �	�� ��� ��C�� ������� � ������� ���� �
 ���� ������ � ����� �
 3 �
��� �� ���� �
 20 
���	��� )����� ���� ��� ���� ����� �
 ���� 	���$ �����
��� 
��� E�.77 � �� ��������� "��� �'������� �
 � ����� �������� �
 .�777 �
�� 3, 200 �#�  �� ��� ���������� 
��� ���� ��� ������ �������� �
 =������
��������� ����� � ����� �� (���� 1978�  �� )��� 	��$� ����� �� � ����
����� ���� 1 � ����� 	� ���� ����� ��� �	�� 900 � ���� ��� 900 � �����
 �� ������ ��������� ��� EH. � ���� ��� /�777 � ����� ?��� 
��� �	�� 800
� �� ���������� ��� ���������� ����� ��������� 
��� ���� ��� ����� �
 (���
���
��� "!� 1������# �� E. 1���� E;9E�  ��� ��������� �� ��������� 7.7×105

�3 �
 ��� ��� ���� ��� 
��� �	�� /�777 � �� ��������� ��� ��������� ������
13 $� 	�
��� ������ �� � ���� ,E/0� 1� ����������� 
��� ��� ���� ��� ���������
����� � � ������ ���� ���� �������� �
 ������ ���� ��� ����	�� 
�� ����
���� 160 $��

1� ������� ��������� �
 ���� �� �	�� ��� ����� ���� �� ��� 
������ ����� 30
�� 60 � ���� ��� 
���� 100 �� 150 � �� ���������� *�� ��� ����� ��� �������
����� �
 ��� �� ��������� �� ������ 65 �� 100 $��−1 ∼= "18 �� 28 ��−1#�
�������� 
�� ��� ���� "�� �� ���� �� ����#� ��� ����� ���� 	� ����� ���	�%
	�� �� ��� ����� �
 25 �� 50 $��−1 ∼= "7 �� 14 ��−1#� �� ��� ����� �����
������ ���������� ������ ������ ������� L������� ���������� ���� ������� ��%
�������� �� �� ����%������ ��������� �� 	���� �� ��� ����� �
 370 $��−1 ∼=
103 ��−1 ,E/0�
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���� ����� �( �!� �������!� -��! ��	 ��� 	�-�������� 9D �!� �������) .���" GD �!�
����# ��	 �D �!� 	�-������� ���� �� �� �������!� �� �!� $��� 9�-�� 	( ����������� ��
�!� 	���������� -�$�� �� �� �������!� �!�� 	������	 � ����� ���� ��� ����#� &A��� ;�<"
�������� �� G��#!R���� �����)" ��	 $��� A�	���� ��������� �� ��$ ��	 9������!�
C������!" 
A" *����" ���� ��(

�:):) ��������	 ��������

��� ���� �� ��������� ����� ��� 
���� ��� 
�� ��� ���� ��� ��� ������%
���� �����Q  �� ������� �� ������ ��� �������� '������� ��� ��������� ��
��� ����� ��������	 �������
 �  �� ������� �
 ��������� �������� ��� ���
����%�������� ���� ��� ������ �
 ��� 20�� ������� 1 ������ ���� 	� � ���$
�
 ������� ���� 
�� ��������� �	������� ������� ��� ������ ��	

��	
 ���
�	��	���� �	�������� ��� ��� ����������� ����������� 
������ �� �����
��� >�� ��$�� ������ (������ �� ������� ��������� ��������� ��%�� C����
��� ���������� ������ 
����� ���� )��� ��������� �� ����C������ �� ��� 1950�
�� �� ��� ������	����� �
 ���������� ��� ������� ������������ ���� �
 ����� ���
,-� E/0� ����� �� ������� ���� ��������� ������� �
 ��������� ���������

��������	 ����  ��� ��� ��������� ������� ���� ����� ����� ���� ��� ���%
��������� ��������� �� ��� �������� "*�� .�E/�#�  �� 
������� %��	 �� �����
��� �������� ���� �
 ��� ������ ����� ���� ��� ��������� 	���$� ����� �����%
������ ���� ��� ����� ��� ���$� � ���������� �������� "����# �� �� ������
!� �����	�� ����� ������ �� ���� ���� ���� ����� ��� ���������� �
 ��� ����
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���� �� 	���$��� ����� ��� ��� ���������  ���� ��� 	� ���������� *�� ����
������� ��� ����	�� ����� ��� �������� ��� �������� ��� ������� �� �� ���%
���� ��������� 
�� ��� �	��'��� �������  �� ���������� ������ "����# �����
��������� 
��� ��� ����� ����� ��� ����$ �� ������	�� ������������������
�� ��� �'������ �
 ������ ���� 
������ �
 �� �� �������� 
��� *��� ��� �����%
��� C���� ��� ��������� ����� ���� ��� ������ ����� ��� �������� ���������
������� ���� �� ���� �������� ��� ������ �� �� ���������� ���� �� ����� �� ���
������ ���������� ��� ��� ������� ����� ����� ��� 	����� ���� ������  ���
�� ����� ����� ���������� ����� 	����� ���� �� ��� ���� ����� ������� ��
>�� ��� 
������ 1
��� ���������� ���� ��� ����$� ��� ��������� ������� ���
������� %��	 ����� ��� ������ ����� ������ �	����� ���� �� ������� ���� ���
	����� �
 � ����� �� ������ ���� �� ������ � >�� ����� ������ "��� *�� .�E/�#�
�� �� �� ����������� ������ � ������ ������ 1� � ������� ���� ��� ����� �����
�
 �������� C���� �� �� ��� ����� �
 30◦ �� 45◦ �� ����� ���� �
 ��� ����$ ��
20◦ �� 30◦� ��� ��� ��%�� C���� ��� ���� ����� ���� 20◦� <� ���� ������ ���
��������� ������ >��� ����� � ���� ���� ��� �������� ���� �� ��� �����
����� 	���� ����� �� ���������� 	� ������� 
������� ��� �� ��� ���� �����
�
 � ����� ����� �������� ������ ��� >�� �
 ��� ��������� �� ��� 	���  ���
����� 
�� ��%������ ����� >�� ���������� 	� ��� 
�� ���	���� ������ ����
�����������

���&0� A��	� &���� ������ ���� ���� F�5�������G ��� ��� ����� 
��%
���� ��������� ���� ������� �����  ��� �B��� ��� )��� ������������ 	� #���
,E-@0�  �� �	���������� �������� ���� ��������� ��%��� ����	�� � ��C� �B����
����� �� ������������� ������� ����$� ����� ���������� ���� 
������ ���������
���� ����� �����  �� ��������� �
 ������������ ������ �� � �����)���� �	������

�� � �����	�� ������������ ��������� �
 ��� >��� �
 ���� ����� ��������

��� �
 ��� ���� ����������� ��� ����������� �������� ������� �
 ���������
�������� �� ��� �B��� �� ������� ��� 
�� �� ��������� ���� ������� �� >�� ��
������ �
��� �� ��� ������� ��� ��%�� C���� 1� �'���� ��������� '������ 
��
��������� ������������� �� �� ��������� ��� ���� �
 ������ �� ��� ����������
C��� ��� ��� ��� ��������� ���� �� ������	����  ���� ����� ��� ���������

��� �� ��
��������� ����� �
 ���� 	����� ���� ��� ����������� 	� ���

�� ��	������� "��� *�� .�E/�#�

������� ��� ����� ��	����	� ?������ ��� ����� �
 �� ���������� ��
� ���$������ ���� ��� �	������ �� ��� ����� �
 ��� ������ �� �
 ���������� ��%
���������  �� ���������� ����� �
 �� ��������� ��� 	� ��������� 	� ���
�������� v ��� ������� ρ� ����� ρv2/2 ��� ��� ��������� �
 � ��������  ��� ��
������ ��� ������� ��	

��	 ��� ���� ��������� 	� .� ��� ������ ��	

��	 	�

� ���-�������� �� ���%��� 	�������� �� 	�� �������!�� �� ������� ��.�� ��	�����
�!�� �!��� ����� �� �� � �!���!��	 ����� ��� �!� �������!� ��.�" ����$ $!��!
�!� ���%��� 	������� �� ��	�-��	��� �� ��.�" $!���� ����� �� �!��� �� ���! �
	�-��	����� �!�� �!���!��	 ����� �� �� �� �!� ��	�� �� 106 �3" ��� ;8/1<�
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��������� ����������� ��� 
��������� ��	

��	 	� >�� ������������� �����
���� ��� ����� �� � �������� �����	�� �� ����������� ��� 
����� ������� �� ���
�������� 	� ��� ������ ����� ����� ��� ����� ��C�� ������ ��� ����
������ �������� �
 104 2� "0.1 	��#� 	� �� ���� ����� ���������� ���� ���
����� �� ��� �� 106 2� "10 	��# ��� ��� ���� �	�� �� ����� � ����� ���� �

� 
����� ��� ������� ����� 	�������� ��������� ���� ��� ���� ������ �� ������
����� �� ��������� "��� *�� .�E/	#�

��, "�$�� 
� ������� ����������

 ���� ��� ��� �������� ����� �
 ���������� ��������� ��� ���$
��� ��������
��������� ��� ��� 
��� �
 ������ ������ ���� ��� '����� �
 ��� ���������
?������ ��� ��� �������� ����� �������� 	����� � ���� ������� �
 ����������
��� 	� 
��� ���� ��� ��������� ��
����� �� �� ��2	�����	 ��������	
 �

�:-:� .��! ��������	�

 �� ��%������ #�� ��������	 "��� *���� .�@��	 ��� .�E-��	# ��� 	� ���������
�� � ����� ������� ������ F������� ���� >��G ����������� <� ���� ����� ��� ����
�
 ��� ����� ��������� ���������� ����� ���� �
 ��� ������������ >�� �� ����� ��
���� �������	��� ��� >��� ��� ������� 
�� ���� ��	���% ��� ��>���� ���$%

����� ���������� ��� ���� ����������� �� �������� ��� ������� �� 
����� �����

�� ���� ���������� �� ������ 
��� 150 $��−3 �� 500 $��−3�  �� �������
���� �������� ������ 
��� 18 $��−1 �� 90 $��−1 ∼= "5 ��−1 �� 25 ��−1#�
 ���� >��� ����� 
����� ��� ����� ����������� 
������ ��� �� ����� ����%
���� ���N�� �������� <� 
������ ���� ��� 	���� 
������� ��� 	� �����)����� (���
���� ��� ��� ����������� ���� ���� ��� 
����� 
��� � 
������� �������$�
������� �� >�� ���������� "��� *���� .�E.	 ��� .�E-#�  �� ��C� �
 ����� �����%
���� ������� ��� ��� ������������� ����� �
 ��� �������$� *���� ��� ����
����� �� 
��� ����� ������� �
 �������� .H/ �� ��������� ��� ���� ��������
���� ���� ���� 	���� "
��� ������� ���� �
 �� �� �� ��������#� ��� ��� ����
�� ��� ������ ���� ��� �������� ������� ������������� "��%������ F������
����G# �������� �
 ��� ������ �
 8HE7 �� ��������� ����� ����� 	�������
���� >�� ��� 	� ��B����� 
��� ����� >�� ���������� ������ 	����� �

����� ��B����� ���������� �� ��� �������� ���� ���� ������������ ���� �����
������� >���� 1��������� ��� ���� �� ���� ����� ����� ����$� 	� �������%
���� �
 ���� 
��� ��� ���� ����� ���� �� ������ �� ���� ��� ����� ����
	� ����������� ����� 	� ����� ����������� ��������� ��� ���������� ������
$����� ������� ���� ��� ���� ��������� ��� ��������� ���� � �������� ����
�� ��� ������� ���������

� L� ��� N�������O �� 6�������� ���#�" ������� �� �� 	�������� $!��!�� �!�� =�$
�� ������ �������" ��� �!� ���� �� -�-���� �� �������!� 	��������
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���� ����� �( *�-������� �� � =�$ �������!�� 	( 9������!� N��������O �� G������"
�������)D 9���+������ �������	 =�$ �������!�� ( *�-���� �� � $�� =�$ �������!��
&�������� �� +� �����" $��� A�	���� ��������� �� ��$ ��	 9������!� C������!"

A" *����" $��.�����	�( �( ��$ 	�-���� �� � 	�� =�$ �������!�� &�������� ��
+� �����" $��� A�	���� ��������� �� ��$ ��	 9������!� C������!" 
A" *����"
$��.�����	�(

<� ��	��� ��� ���$
���� ��� �� ������� 
��� ����������� ��� �� ����������� >����
����� F>�� ����������G ������ ���������� �� F����� ������� >���G ���� �
����� ����� 
������� �
 ��� ����� �
 0.4 �� 0.7� 2������� ��������� �� �����
>��� ����� 
��� ��� ��C�� �
 ���� �� ���		�� "�	�� )�� ��C�#� �� 	�������

�:-:� ��!�	� ��������	�

2����� "����# ���������� ���� �� ���� ����� ��� ���������  �� ����� �������
���� ������ �� ��� ����$ �������� ����� ���������� ���� ������ ����� ����
���� ���� �� ���� ���� � ������� ����� �� ������ ��� ����� ��$� � ���
����� �����  ���� ���������� ��� 	� �� 
����
� �� �� ����� ����� �����
��� ����� ���� ����� ��$� �����%����$�� 1 ������ ��������� �� �����������
���� ������ ��� ����� ����� ��� ��� ������ �� ����� 	� ��� ����
������  ���� ���������� ��� ��� ���� ����� ���� >�� ���������� ��� ���
	� ������ F��	����%���� >���G �
 ���	���� ����������  ��� ��� ���� �����
>��� ��� ��� ���� �
 ��� >�� ��� ��������� �� �
 ������� �����)������  ����
>��� ��� ������ ��������%����� >���� ���� ��� �
��� ������� �� ������	�� ����
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���� ����� 9 ��6����� �� ���-�!��� �� � -�$	�� ���$ �������!� �� �!� I��������
&�!��� -� ��������" �������� �� $��� A�	���� ��������� �� ��$ ��	 9������!�
C������!" 
A" *����" $��.�����	�(

���
	 #��
 ��� �� ����� �������� �������������� ������ ���� 10−3 �� ������
�� ��	���� 	����� �������� ��� ���� ��� ������� 
�� ������� ��� ��	�����
�������� ����� ��� ����� �������� �� ��� ������� �� ����������� ��������
��������� �� �	�'���� ��	����� ������� ��� �� ���� ��� ��� ����������
"��� *���� .�E8� .�E6 ��� .�E@#� �������� ��� ���������� ��� ���� 
��'���
���� >�� �����������  ��������� ��� ����%>�� ������ �������� ��� ������� ���
�
 ��� ����� �
 E7HE77 �� 87HE77 ��−1 ��� 8H87 $��−3� ������������� ��� ,60�
1 
����� ����������� �� ���� ���� ������ ���� ���������� 
����� ��� ���������
�
 ��� �������� ������� �
 � ���������	�� �������� ���������� ��� ��� ���
��������� �����%����� ������ ��� ���������� ���� ��� �������� 
�� ����� >��
�����������  ��� ������� ���� ������� �
 	���� 
������� ������ 	� �����)���� 
��
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���� ����� �!���)��-!� �� � -�$	�� �������!� ��#�� ���� � !�����-���� �!�
�������!� ����� �-!��� ����� -�����) �!���)! � ������" ������ -������� &�������� ��
$��� A�	���� ��������� �� ��$ ��	 9������!� C������!" 
A" *����" $��.�����	�(

��� ����������� �
 ����� ����� ������� 1 ������ �
 ��� ��B����� ������� ������
�� ����� ��  �	�� .�E�

 �� �	���%��������� ��� ��������� ������� ������� ���������� �������� ������
!������ �
 ��� ��� ����� �
 ���������� �� ���� ��������� ���� ������ ��� 	���
��������� �B� ����� �� ����� ������ �� �� ������ 
�� ���$���� �$����� �� ����	���
�� ������ ��� ����� ?� 
�� ��� ��������� �������� ���� �
��� �� �
 �����
����� ����� � >�� ��������� �������� 	� ���� ���� ���� �� � ������ ����
��������� �������� �� ��� 	����� 	� � 	������ ����� �
 � >�� ����������
1 ������ ���$ �� ��� �������� 	������� �
 ��� ����� ���������� ����� ����
����� ������ � ��	�� �
 ������ �� ����� ��� �������� ��������� ���������
��� ������������� 	� � �������� �������� 	�������� �������  �	�� .�.�  ��
������ ����� �� ��� ������ ����� ������ �������� �
 ����� ���$ �� � ���� ����� �

�� ���� � 
�� ������ ����$����� ��������� ���� ���� E7 ��  �� ����� ���������
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���� ���#� ����������� =�$ �� �!� �������� ���-���� �� 2���" ���)�" 17 @������
2002" �!�� 	�������	 40T �� �!� ���)��� ���� �� �!� ��)���� �!�� ���-���� $�� �!�
���)��� �� �!� �������M� !������" �����	��) �� )����)���� ���	�����

��	
� ���� ��-���� ������ �� =�$ ��	 -�$	�� ���$ �������!���

A��$ �������!�� ��$	�� �������!��

A��$ ��-� 
������ ���������

���������� ∼ �784 ��−1 ∼ �47�44 ��−1

A��$ !��)!� ∼ �7�4 � ∼ 100 �

*������ �447844 #)�−3 ∼ 5 #)�−3

��)������ -������� 4��7� ��� 4�1�74� ���

��-�)��-!� '���� ����	 �� ��-�)��-!�� 	������
����� ��-�)��-!� ��� ����)��+����

A������� G���� �������� �� G���� �������� ������
�����$!��� ��)��+���� ��)��+����

�� �!� ���%���

��������� ��� ���� ����� ��� ��� 	� 
�� 
��� ��� ����� ����� 	� ���������
����� �� ���� ��� 	� ��������� �� ��� ����� 	� ���������� �
 ���� 
���
��� ����� >�� ����������  ��� ���� ����������� �
 ������ ���� ������ �� ���
��%�� C����

 �� ����� >�� ��������� ���������� ��� ����� �
 ���� 
�� ��� ����� ����
����$ ����� �
 ��� ������ ���� ���������� 	� ���� ���� �����
�� ��$�� �����
�� � ���� ���� ��������� ����� �
 � 
�� ����������� ����$�����  ���� ��� ���� �	%
���������� ���������� ���� ���� ����� ��� ����� ������� ���������� "�
������
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��� ������ ,/@@0#� 1� ��� ����� 	������ �
 ���� ���� ����� ��� ���� �� ���
��������� ��� ���� 
��� ��� >�� ��������� ��
����  �� ��������� ���� �� ����
	�������� ������ ��� 	���� 	��$ �� ��� >�� ��������� ��
���� ����� ����
��� ������� ���������� ��������� �� 	���� �� ��� ��
���� �� ���� ������� ����
���� ������ 1 ��	�� �
 ��������� ������� ����� �������� ������� �� �����
��� ��������� ����� ��� 	����� ��� ���	���� ��������� �� ��� ��������� ������
1�� ����� ��������� ���� 
��� ��� �������� ����� >�� �� ��� ��������� �����
���� �� ������������� 	� ������ ����������� ��	������ 2������� ���������� ���
��$��� �� 	� ��� ���� 
��'��� ���� �� ��� ��������� ������ ����������� �� ������
������ ���������� 	������ �������� ����� �������  ��� �������� ���������
����� �� 	����� �	��� 	� ��� ����� ���������� �� � ����������� >�� �� ���
���� ���� �
 ��� ��������� ������  ��� ��$�� �� �����	�� ���� ��� >��
������ ��� ��������� ����� �� ���� �
 � ��� �����%>�� ���%����� ��������
������ ��� ��������� ����� ��� 	� �������� ��� � ��B���� ������ �5����
 �� ��������� ����� �� � ����� ��������� ��� ��� 	��� �	������ ��� �� ���

�� �	���� ������� ����� 	� �	������� 	� �� �� �$�� �� ��� ��������� ����� ��
���� �� ���� ���
�� )���� ,E79� E7;0 ��� ����� ��������� �� ���� ���������
����� �� ���� ���
� ��� *��� .�E9 ����� ����������� ��$�� 	� �	�������
,..-0�  ��� )��� ����� ��� ����� ������ ������ ��� ��������� ������ <� ����
����� ��� ���� ������ �
 ��� ��������� ����� �
 ���� ��������� 
���� �� ���
��������� "7�78� 7�E-# � ��� "7�EE� 7�/# � 
�� ��� ���� ����� �
 5.0 ��−1 ���
10.0 ��−1� �������������

1 �������� ���� �
 ��� ����� >�� ��� ����� ������ ���� ��������� ��
����
� 	����� ��� �������� ������� ��� 	� ���� ������ ������	��� �����
��$�� �� ������ �� ��������� ��� ������������� �������� ����������

���� ���$� TopD �������� �� ���� ��$ �-��	 &3.8 ��−1( 	����) ��)!� ���$�����
BottomD �������� �� ��-���� �!����$ 	���� �� �!� ������� �� ���$���� &$��	 �-��	
5.0 ��−1(� &A��� ;11�<�(

�:-:' <�������	� ��� ��������	� �� ��	� ����	�

&�$� �� 4����� ���������� ���� ���� �	������ ����������� ��	��� >��� ���
���������� �� ����� ������� �
 �� ����� ������� ��� �� (��� ��� :����  ��
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�
���� ���%� 9������!�� �� ����� �( ������ ��������� 7 � �����%�- ���$ �� � ���	���	�
�� �!� ����! $��� �� ������ ���������" $!��! -�������� ������	 �!� ��� �� �!� ������
�!�� �� �� �!� -������ �	S����� �� ������ ���������� ������ 	������� ������ ��� ��
���� �� �!� $���� �� �!� ����)!� &������� ������ ;� �<(� 	( ������ ���	���	� 7 	�����
�� � ������ ���	���	� �� � ���� ����- ������ ������� �� �!�� �� ������ ����������
&������� ������ ;� 1<�(

������ �� ���� ����� ������� ���� ������� �
 ����� ������ �
 �������� �������
	� ���� ���$� ��� �����

(��� ��� "�������# ��� ������� ���������� �
 ��� ������� �� �� ����� �������
<� ��� ���� ����� ���������� 	� ��������� ��������� ��� ����� ����������  ��
���������� �� ���� ������ ��� ���� ����� ��������� �	�� 100 $��  �� �����
�
 ��� ��������� ��	��� �
 ����� ������� � ����� ����%���������%��������
������ �� ���� ���� 1000 ����� ������� ���� ���� �
 ��� ��	��� ���������
�
 (��� ��� ������ �� E9 (�� E;97� ��� ����� 2.3.7� *���� .�E;� ����� �
�����%� ���� �
 � ��������� �� ��� ���� ���� �
 :����� (�������� "�� (���#�
 ��� ��������� ��������� ������� ��� ��� �
 ��� ������ 	�������� ��� ������
��D����� �� :����� (��������� ������� �������� ������ ��� 	� ���� �� ��� �����
�
 ��� ������  ���� ������ ��� 	� ������� �
 �������� �������� �����������
�� ���������� ���������� �� ��� (������ ����� ���������� *��� .�E;	 �����
��	��� �
 ������ ����������	

(��� ��������� �� :���� ���� �� ����� ������ ��'���� 	� ��� (�������
��������
� ����� ��� )��� ������� ������ ��� ������ ����������� ������ ���
������ �������� ��� �� ������
� ����������� ����������� ���$ ������ ���$
���N�� 	���$ ������� ���$ ����������� ��	��� ����������� ��� �����	�� ��	���
>��� ��� ���� �� ����� �
 ���� �����
 ��� ����� ����� ���������� ��� ��� ����
�	����� �� ��� �������� ������ ���� �����%����� ��� �
 ��� �'������� ������
�
 :���� :������ ����������� ��$� ����� 
��� ������ ��� :����� (�������� ��
(���� ���� �� ���� 
��� ����������� ��������� ������ ���� ����� �� 4�����
*������ ��� �����������%������ ������������� ��� ���	�	�� ��������	�� 
��
��� ��D����� �
 ����� ���%�������� ���� ����������  �� ���������� ���
����������� �� ��������� ��� �������� �
 ���� �
 ��� ��������� ��	���� 	�
������������� 
������ "����� ����
���� ���������� �������# �� ��� ������ ��
���� �� �������� � ���� �� ���� �� �� 4����� :��� ����� ����� ��� ���%
	���� �������� �
 ���� ��������� �� � ������� �
 ������� (����������
��� �	���������� ���� ���� :��� �� ������� 	�� �� ����� � ���� ���� ������
�
 ��	���� ������� ���������� ��� ���� 
��� �� ��� (����

	 A�� ���� ���� -������� ��	 � 	������	 	�����-����" ��� ;1��<�
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��- &����������� 
� ������� ����������

�:1:� ���	 ������	������ �� .��! ��������	�

������ �������� �
 � ������� ������ ����� >�� �
 � �������� ���� ����� �����%
����� ����� ���� ��� ����������� �������� ���)�� �������� �
 ��� ������	%
�����A � ��������� �� �� 
������ �
 ��� �������� ����� ��� 	���� ��
��� ���
� ������ ��������� �� �� 
�	����� ������ ��� ������ ���� "��� *��� .�.7#�
�	���������� �� ��	������� ������� ���� >��� �������� ���� ������ ����� ��
����� ���������� �� � ���� 	���� ������ ������ ��� ������	���� �� ��� �����
�������� �������� ���� �
 ��� ������ ���� �� ������ ������� �
 ��� ����%
��� �
 ���� ����� ����� ���� ��������� ���� ��� �������� ������������� ���
��� �������� ��������� ��� ������� ���� �� ��� ����$ ����� �	��� ���  ���
	������� ��������� ��!�"� ��� #����� �� �������� �� �� ��������������
��� �������� ���������� ��� �� ��� �� �� ��� ������� ��������� ,/@80�  ���
���� 	� �������������� ����������� �� ��� ������ ��������� ������ 1� ����
������ ��� '������� ������ �� 	� ��������A (i) ��� ����� �	����������� ���%
������ 
��� >�� ���������� ����� ������ ���� ��� (ii) ���� �� ��� ��������
��������� 
�� ��� �������� �������� �� ��� ���� ����� �����Q

1� �� ��� )��� '������� ������� �������� �� �������� 	� )����� ,E/-0 ���
1��� �� ��� ,970� ?� ���� ����� 1	55��� ����������� )����� ������%

��� ������ ��� �������� �
 ����)������ �������� ���� >�� ����������� ��
�������� ���� ��� ���� 	����� 	������ ����� �� ��� �������	�� ���� �� ���%
������� �� ��� ������ ����$���� �
 ��� ������ >�� ����� �� ���� 
��� ���%
���� ���������� �������� ��� ������ 	� ����������� ���� ��� �5�������
��������� �� ���� ������� 1��� �� ���� �� ��� ����� ����� �	������ � ���%

���� ����� �������� -��+�� �� � )������ 	����� �!��� =�$� �!� �������� �� � �������
	�-�! �� ���-���	 �� � ���	��) ������������ v�" � ������������ �� �����) �!�����)
�� � ������ ����	��� ����� δv1" ��	 � ���� ����� �!�����) ������������ δv2 �� �!�
���)�� ��- ������ �� )������" �!� �������� �� �!� =�$��) �������� ��� �� �	������	 ��
��#��) �� �--��5����� ���	��) �������� �� �!� �����
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��� >�� ��������� 
��� � ������ �
 � ����� 	��� 	����� � ���$ 	� ������
��� ��������� ����$ �� (������ ��� �������� 
��� ����)��� ��$�� �����
�� ����� ���� ��� �	������ �������� ���)�� ������ �������� �������	�� �����%
��� �������� ������ ��� ������ ����� ��� �	�������� �������� �����	�� ��
� ���� 	���� 	������ ����� ��� ������ ������� �� ��� ����� �� ����� ��
*��� .�.E�

(���������� �� ��� )��� �
 �������� ���)��� �� ��	��� �� �� >��� ���
��� $���� �� �� ��� �� ���� ������� >�� ����������� �
 ����������� >����
��
������� �� ��� �������� ������	���� ��� ���� 	� ����� 
��� ��	�������
������������  ���� ��� ���
����� ���� ��������� ��������� ��� ���� �����
�� ��
���� ���� 	�� 
������� ������ �� ��� ����� �
 /7H87◦� ��� �������������
�
 ��� �������� �� ��� 	��� �� � ������� ��
��� �� ���'���� ���� ���� 	����
��
���� ��� ���� 	���� ��� ���� ������� ������������� �
 �������� �� ���
	����� ����� ���� �� 	� �������� (��� ������� �� ���� �������� ��� 	� 
���
�� ,E9/0�

 �� �������� �
 ��� �������� ������������� �� ��� ���� 	������ ����� ��
�� �� ��� ���������� ���� �� ����������� ����������� ���� ��� ���������
��
�������� �
 � ������� �������� "��� *��� .�.7#�  �� �B��� �
 ���������
�� ���� � �����)���� ��������� �� � ������� �������� ���� �� ��������	��

�� �� �� 	����� �� � ����'���	���� >�� ����	������ �� ���������� ������

��	

 	:	��
� ?� ���� �� �� ����� ���� � 
�	����� �	�������� ���� ���
�����	�
�����	 �����	
 ��
� �	�	

����� �	 ���������	� ���� ������ 
��	

�

���� ����� �( C�������) 	��� ��������������� �!�	� 	( C�������) 	��� 	��� ���%
�������� �!� ���������������" �� � ���)�%����� 	�� ���$ �������!�" �����	��D �-�����
������� �� ������� �������� ��	 	������ -��+���" � ��-�������� -���� �� ���� ���%
���� 	������ -��+���" � ���!������ )��)� �� ������� =�$ 	�-�!" ��	 � ������ )��)�	
-���� ������	 �� �!� �������!� ������) ������� �� ������� �!��� ��	 ������ �������
�!��� -��-������ $��� �������	 ��� �������!�� �� �- �� 1.5 � �� 	�-�! ��	 �����)
�� �-��	� )������ �!�� 10 ��−1� �!� ����������� ��������	 �� ����) ���	 �� !��-
��������� ��	 ����	��� ��	��� �� �������!� ��������� &A��� ;��8<�(
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1 ����$��� �	��������� �� ���������� ��� ���� ���������� �� ���� ���� �
���
������ �� �� ���� ���� ������ ��� >�� �� ��
���� ���� ��� ��� ���� ��%
������ ���� ��� ����� �
 ������ �
 ��� ��������� *��� ��� )��� �	���������� �

)����� ��� '	��� �� ��� ,E/-� /7.� /7/0 �� �� 
��� ���� ��������� ���������
	� ���������� �� ���������� ��� ���� ����� ��� ���������� ������� ���� ���
��������� ������ ��������������� ������ *���������� 
�� ���� ����� ���$
����
�� ���������� ���� ������ ��������� 106 �3� ��� ��%�� �������� �� �����%
��������� ,/@-0� *�� � ����� ���)��� ��� ������ ��� ��������� ������ ���
������ ��� �������� ��%�� �������� ,E@;0�

1 ���������� �
 ����� �	���������� 
��� ���������� �� ��� 4����� (���� (���
��� :��� ��������� ���� ����� ����������� 	� �� ��� ��� 	��� ���������
������������� ��� ����� ������� �� ������� 1� ������ �
 ���� ���� 	� �����
�� ����� 2.7.5�  �� ����� �������� ���������� �������� ��� 	� ���������� *��
����������� ������ ��� ���$ ���������� �� �� �� �� ��� #����
����� �
 ��� ��%
������� ����� ��� 	������ �
 ��� ��������� ������ ������� ���� ������ �� �����
��� �	���%��������� ���������� �� �������  ��� >������� ������ ���������
� ��
�	�
��	 ��	

��	 ���� ����������� ��� �������� ��� ������ ��� �B��%
���� ����� ���������� ������ ���� 	������ ����� ���� �����
���� ���� ���������
��� ���������
  ��� �� 	� 
�� ��� ���� �����	�� ���� �
 ��� ����� ���������
��������� 	� ���������� ��� ����� ���������	�� ��������� �� ��� ����������� <�
���� ���������� ��� ��������� ����� ���$ ����������� ��� 
��������� ���� ���
���� ���� 	���� ���� �� ���$� ��� �� ��� ��� ������ �������� �� � 
�����
�	���������

�:1:� ��	�� �	�	����$ "	��������

*�������� ������ ���� �
 �������� ��� ������������ ����� ��B����� �����%
����� ���� ������� �� ���������� �������� �� �� ��
��������� �
 ������������
������� 	�$ ��������� <� �������� ������� ��������� ��� ����� ��� �	 �������
���� ������ 	���� ��� ����� ������ �� ���������� ��� ���
��� 	�������� ��%
����� 	������ ���������� <� �������� ��� ����� ���������� ��� �B������ �� �
���� �� � �������� ������� �������  �� )��� �
 ��� 
�������� ���������� ��
�������	�� 
�� ����� ��������� >���� �� ��>���� ����� ��� >��%��$� 	��������
 �� ����� ��� ��� ������ �������	�� 
�� ������� ������

��� ������	 ������$ .������ ��� � 
��������� 	������� �� ����%
��� ���� ��������� ��� �� ������� ��� ���� ��� ���� ��� ����� ������ ������

�
 �!�� 	�����-���� ����� �!�� �!� �������� ��)�� �� �������� �� �!� ��	 ��������
��)�� $��� 	������� �� ���� �� �!� ������������ -������� �� ��K������� ���)��

�� �� )����)�" ���#� �����	 ���� ����	�+������ �� ������ ��������� �� ���	���	��
��� �����	 ������������� �!�� ���� �� 	�+��	 �� N   �� � ���� ������� ������
�������� �������� �� �������� ��� �
� ������ �� ������� �� �� ��� ����
��������� ��������� ����������� ��������� �� ���������� ���������    O ;3�<�
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�������� <� ���� ������ ��� ���������� �������� 
����� ������� ������ ���%
���� ����������� 3���� '���%������ ���������� �� ���� ����������� �������� ��
������ ����� 
��������� ��������� ��� ���������  �� ��%������ ������� �	�
���	

��� �������� ��� ����� ��� ��� 	������� �� ������� ��� �
 �	��	��%�����

����������� ��	�������  ���� ��$� ����� ���� ��������� 	���� �������
���� ������ ���� ��� �������� ������� �� �
 ����� ������� �� ���� �	��	��
�		��� 
������� ������ �B�������� �������� ��� ������� ��������� ��
����� 	� ����������� ������������ ��� ��� 	������� �� ���	��	�	��	�� "���%
���#�

#����������� #�������  �� ����� ��������� �� �������� �������� ��
�� �� ��� ��������� �
 ������� 	� �������� ������������ <� ���� ����� ���
�	��	��%���� �		��� 
������� �� ����������� �������)����� ���������� ��� ��%

��'���� ��� ���� 
��� ����� ��� ����� ��� �������� �������������� ��� ���%
������������ ������

 ���� ����� �������� ������ ����������� ������������ ������� >��� ��� ������ <�
������� ������ ����� >���� ��� ����� ��� ������������� 	� �
��� ��� �
 ����
�� ��������� ������ ��� ������ ��� 	� �������� <� ����� ���� ���������� ��
�������	�� ��� ���� 	������ �� ������ �	������� �� ����������� ������������
��� ������������� ��������� ��� 	� �������� 1������������� �� ��� ���� �� ����
���������� �� ���� ����� ������� ��� ��������� ��� 	� �������� �������� ���
������ ������� ������ �� ���� �		��� 
������� ��� 	� �������� 3�������� ��
����� ����� �� ����������� ��B����� �������� ������

�:1:' �	���� 5��������

���� � )���� ���� �
 ������� �������� ������ �� ���� 
��� ����� ��� ��D��
���� �
 ����� ��������� ��$�� ����� ����������� �� ��� ������ ��� ����
��� �	��'��� ������ ��� 	� ������ �
������� ,E970�  �� �����������	�����
��������� �� 	���� �� ����������� )��� �	���������� "��� &��	�� ,.@;0# ���
�� ��������� 
��� ��� ���� �
 ���)��� ��	������� ���� >��� �
 � )����
���� �
 ������ ,E@.0� �� ��$�� �������� �� �
 ��� 
��� ���� ��� 	���� C��� 	�
��� ������ C��� �� ����� ������ ��� �������� ��$�� ����� ,.-E0�

����� ��� ��� ���� ������� �
 ��� �������� ��$��� � ��� ��������� ������
�� �������� �� ������ ��� �������	�� ��������� �� 	�$ ������� ��� ����� �� � ��%
��� �
 ���������� �� ���� ������ 	������ ������� ����� �� ���� ��$� �� ���� ��
�����$ �� ��� �� ��� ����� ��� 	�$ ������� �
 ��� >�� ��������� �� � ���%
������ 1� ������������ �
 ��� ��� 	�$ ������� ���������� ����� �������
�� � ��������� ���	��� ��� 	� ��
����� 
��� ������� ������ �
 ����������� 	�%
������ �
 ������� ������� ������� ��������� ������� 
��� �������������� �

��������� �������� ������������ ,E;80� <���������� �
��� ��� ���� �����������

��� ���� ���� ��� 	��� � �������� ����� �
 ������� �������� ���� ������� �� ��
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��� 
������� 	������ ��� ������ ���� ��� ��� ���� 	���� ��
���� 3���������
�������� ������ �� ��� 	�� ������� �� � ����� �
 ��� ���������� 	������ ���
�������� >������� ����������  ��� ����� ��� ������������ ������� ����� ��
������� <
 ��� 	�� �� ����� ��� ��� >�� ����������� ������� 
�� � ���� �����
����� ��� �������� �� 	�$ ������� ��� 	� �����)����� �������� �
 ��� 	��
����� �� ����� �� ��� ����� �
 ������ �
 ��� ������� ��������� ��� ����%
��� ���� ���� ���������� ������� <� ��� � ����� ��� ����$���� �
 ��� �������
������� 	���� ����� ��� 	� � ����� ������� �
 ��� ����� ����� �
 ��� >�����
������� 	���� �� ���� ��� �������� ���������� �
 ���� ����� ���� 	� ����������
������ 1� ���� 	� ���� �� ��� ��'��� � ������ ���� �� ��� ����������� �
 ���
������� ���������� ������ �� ��� ������� �
 �����%��������� �
 ��� )���
�'�������  �� ���������� �
 	�$ ������� ���� ����� 	� ������� ��� �
 ����
�����'���� ��� ��� 	� ������ �� ���� � ����� �B��� �� ��� ����������
����� �� ��� �������� �'������ �
 �������

 ��%����������� ��	������� ����������� �� ������ ��� ������� 	���� >�����
���� ����� 	��� ��� ��������� �� ,E@.� E@8� E@;� /.-0�  ���� �� �� ��������
���� ��� �	���������� �
 ����� ��	������� ���������� ������ ��� ����� ����
����� �
 ��� ���)���� ������� ���� ���������� �� ������� ������� 	�$ �������

��� ��� ���������� �
 ��� ������ ���� ��� �������� ����� �� ���� ���� ���
��������� ���� ���� � 
�� ������� ,/@60�  �� ������� ������� ������� ��� ����� ��
��� ����� ��� ����������� ����� �� ����������� <� � ������ ����� ��� �������
���������� ��� ��������� ������

�:1:( ��������	 �	������

���� ����������� ���� ���������� �� �������� ��
������ ������� �� ��%
������� ���� �� ����� ����������� �� ��� ���������� �
 ��� ������ ������� <�
���������� �� �� ��� ������ ������H������H������� ���������� ��� ��� ���%
������ 	������� �
 ����� ����������� ��������� ���� �� 	� '��� ������������
R����� ���� ,/6-0� ���" ,.-.0 ������ 05�	�	 	2�
�
 �� ����	�
�� ���
�����
���	 	������� �� 
��� ��� ���	� �������� ���	����
- ���� 	�������
 �	#	���
��� ��	 �	������� ���	� �	����� ���������
1� *�� ������ �����)� ���	����
�
 ����� 	��� ������������� �������� ,.--� .-80 ��� ������� ��������
,-@� -9� -;� 87� 8E0 ���� 	��� �������� ��� ������� ������
���� +�
���%
������� ��� ����� ������ ��'��� �������� ��
�������� �� ��� ��������� ����
�
 ���� �� '������ ,.-.0�

(����� ����������� ������ �
 ����������� �������� ��$� �� �
 ��� �	����%
���� ������������ �
 ������ �������������� �
 ������ ��� >��� ,E� .9� -@0�

������ ��������� ,/7� .6;0 ��� ������'�� �
 ��������������� (����� �����
�
 ������%���������������� �������� ������ ������� ��� ������������ ��%
��� ��� ��� ,E0 ��� �	D����� �� ������������ ��������  �� ��� ���� )�����
(i) ��� ����������� �
 ���� �� ��� ����� ��� �	D��� �� �������� ��
���������
��� (ii) ��� 	������� �� ������������ ������ ��� �� ��
"���� ���� �� ���� ��
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�������� ������%��
�������� �������� ���� ���� �������� 	��� ������� ��%
����� �������� ��� 	���$��� �
 ��� ���� ����� ���� � ���������������� ������
����������  �� ��� ������� �
 	������� ��� ������������� ���D���� ��� ���
������� ����� ��� �������� ���� �� ���� ��� ���� �� ������ ����� �� 	� ���
�������� �������)� )����� <� ��� ��	��� ��� ����� ����������� >�� ������� ���
�������� �� ��������

<� E;8-� 
�� ��� )��� ����� .�"�	�� �������� ��	������� ����������� ����
������ ����� ����� �� ��������� ��� ���������� �
 ��� ����� ��� ������
�������� ��� ����� ����� ����� ��� �������� ������������� ,.7� .E0� 1 ��	��
�
 ����� ����������� ���� ���� ���
����� 
�������� ���� ���������� ���$� ����
����� ��!�"� ��� ����� ,/@.0� .�""��
� ��� ������� ,880� ������� ���
.�""��
� ,-7.� -7/0 ��� ���5���� ,8@0�  �� ������ �
 ��� ����� ������
��� ������� ����� ����� ��� ���
����� �� �������� ����� �� �� � ��������
������ ������� ������������� &� ���� ��
	
� �� �� 
��� ���� ��� ����� ��� ���%
��� �������� ��� ������� 	� �&	���	��	��%���� ��������� ���� �� ��������
����� �
 
������� ���� �� ������ ��������� 1� ���� ����� ������ ���� ����� ����
����� "��� *��� .�..# ��� �������� �� �� �� �������� � ���
���� �����	� ��
�� 
��� ���� 
��	

	
 ���� ���� ��	 
����	 � ��	 
�	�� ���	� ���� ��� �����
�
 ��������� �� ������� �� ������ 
������ ��� ����� ���� ����� ��� ���
�����
���� � ���
���� ������ ���� � ���� �� �� 
��� ���� ��� 
�	�� 
��	

 �
 �	����
���	�	��	�� � ��	 
�	�� ���	 ,E-E� /6;� /@E0� <� �� �� 
��� ���� ������������
	������� �
 ������� ��������� ���� ��������� ��� �������� ��� ������ ��
����� �� �� ���������� ��� ������ �� ����������� ������ �
 � )���� ���� �


���� ����� �( #���! �� �� ������� �!��� ����H �!� )������� �������� �� ��������	
�� �!� ������� ����)! �� �!� ��$�� !��� �� �!� �!��� ���� ��	 ��--�	 �� �� �������
���) �����!�	 �� �!� �--�� !��� �� �!� �!��� ����� �!� ��- �� ������	 $��! ��������
��)���� ��������" �!�� ��	����) � �!��� =�$ �� �!� )������� ��������� &A��� ;8/�<�(
	( 2������%	����� )������� ������ $��! ���)� -��) =�$ ��)��� ����) �� ��- �� �
�!�� �!��� =�$ ��)��� �� �!� ����� �������� �!� �!��� ����� �� ��)��+�	�
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������� ���������� #����� ��� ��%���$��� ,E@8� /@8� /@60 ���������� ���%
����� ��� ��������� 
�� ��� >�� �
 ������� ��������� ���� �� �������� �����
1
��������� ���� ������
��� ������� ���� ���� �� ���� ������� ��������� ����
������� �� �� ��������� ���������� ,E./� //-� //8� //@� /-E� /-.� --80� <�%
����� ��� �� �
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���� ��� ����� �������� ��������� ��� ��� $��� ����$ �
 ��� ��� ���������� ��%
��� �������� ����������� 1 ����� �������������� ���� ����$ �� ���� ����
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�� ��� -���� �!���)! ��� ������" ���� ��� �6������ �� ���	�	 �� 	������� ���
���������� ������� �!�� ���	� �� � ����������� ��	������ �� �!� ���-��5��� ��
�!� ��������� ����)������� �� ���� -������� ��������
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��� ������%����� ������� (�������� 
	��	������ �� 
�%	 �� �	�
��� ��� ���� 	�
�������� 	� ��� �� �
 �������� �������� ,E/9� /76� /8@0�

��� ������ ���������� ��� ������ ������ ���� ��������� ���	���� ���������
������� �
 ��������� �� 
��� �������� �
 ���������� �� ����� ��� ������������
	������ ��� �������� ��� ��� �����	��� ��� 
�� 
��� ������� !����������� ����
�� ������� ��
� ������� ���� ��� 
��������� �
 ��������� ��� ��� ���� ��
������������ �������  ��� �� ������������ �� ������ ���������� ���� ����
	��� ��������� ��� ��� �� �� "��� ��� ������� �
 ���5���� ��� ��!�"�
,8@� /@70#�

1	��� ���� ���� �������� ������� ���������� ���� 	��� ���
����� 
�� ���
������� ����������  �� ����$����� �� �� ��� ������� �
 ��� ��������� ���
��� ��$� �� ��������� �� ������ 
�� ���	
���� <� ��� ����� ��� ���� ���
������ ����� �
 ��� ��������� >�� �� ������ ��� ������������ >�� �� �����
%
������  ��� ��� '�!�����	��� �'������ ��� 	� ��� �� ����� ��� >��
������ ���� ������� �� �� ���'����� ����������� ��� ������������ 	������
��� ������ ��� ��� >���

�:3:� �������E� ����		���$ @��/

<� �� �'�������� ���� 3 �	����� 
��� ��� ����� <������� �
 (��������
 ������ "4�����W������� (���������K
����������� 4(21# �� E;88 ���������
��� )��� ����������� �������� �
 ��������� �������� ���� ��� �����������%
���� ����������� ,��� ���� ����� E�-�.� ��� ���� �� F �� *����� ������	����
�� 1�������� ��������G0� �	�����M� ���������� ���$ �������� �� � �����
F1	�� ��� ���������� ����� �
 ����������G "K	�� ��� J����W����$��
� ���
&������ ,-/70#� �	������ �� � ������ �
 
�� ���������� �������� �� ��� �����
����� 4���������� (���C��� "������C������� ?�C�����#�  �� ���$ ��� ���%
������ 	� � ���������� �� 4(21 ������������ 	� ��� ������� �������
F:�?1= 1=G �� ������ ��� ������� ��� ������ ���� �� ���������� �� ���
:�����	���� 1����� 	� ��� ������������ ��������� ����� �� L����� E;8-�
�	�����M� ����� �� .7 ������� ����� ����� ��� ������ ��� �	D��� �
 ��������
�
 ��� ���������� ����� �
 ���������� �� ��� ���������

��� � �� ������� �� �� ���������� �
 ��� 
���� ���� ���������� ����	��
�� �	�������� �	D���� ��� ����� �B����� 1 	��$ �������� �� ���
����� ��
��� 	������� ��� ����� ����������� ���� ���� ���������� 	��$��� ���������
�� ����������  ��� �������� ��� �� �� ���������� �
 ��� $��� ��� ����� �

�������� �
 ��� �������� ���� ��� 	� ������� 	� �����������

��� � ��������� ���� )�� ����� ��� ��� ��� ������ ����� F1	�� ��� ��������
�
 ����������G� ���� �	�� ���
 � ���� �� ������� �� �������� ��� �����
�'������� 1
��� ���������� ���� ��� >�� �� �� ��������� ��� 	� ��	����
	����� �
 ��� 
������������ �
 ��� ���� ���	� ��� �
��� ���������� ���� ���



1�0 ����� �� 9������!� ��	�����) �48

��	���� >�� ��� 	� ����������� ���� � >�� ����������� τs ∼ ρv2/ξ ��
����� ρ, v ��� ξ ��� ��� �������� ��� >�� �������� ��� ��� ���� ���5������
�� �������� �� ���A��

F1 ���� ������ ���� ���������� ������� ������ h� ������� ���� �� ������� �

�������� ����� ζ� ��������� �� ��� 	��� � 
��������� ���������� ���� �� ���%
��������� �� ��� ����� ���� "������� ���5����� ξ#� ��� �� ��	���� ������
������������ �� ��� ���� �������� v ��� ��� ������� ρ� <� ��������� � 
���%
������ ���������� ���� ���� �� ������������ �� ��� ����� ���� ��� �� ��� ������
������� ������ �� ��� &����� �� $���� �	�� ��� 
��������� ���5����� μ�  ��

������� ����� �� ���� �� ����� 30◦ �� 40◦� ���� ���������� ����� �� ���� �����
�
 ����� �������������

<
 ��� 	������ �
 ��� ��� ���� ������� ρL = 0.127 $��−3 �� �������� 
���
��� �'����� �
 ������ �
 � ������� �
 � ������� ���� ����� ����� ����C�����
���D������ �'��� ��� ��� ����� ��


���� = ���� × ������������,

g (ρ− ρL)h sin ζ − g (ρ− ρL) h cos ζμ− ρg

ξ
v2 = ρh

dv

dt
".�9#

��

dv

dt
=

g

ρh

[
h (ρ− ρL) (sin ζ − μ cos ζ)− ρv2

ξ

]
, ".�;#

����� h �� ��� �������� >�� ������ �
 ��� ������ ������ ���� k = ξh/g ���
������� �
 ���� ��B�������� �'����� ��

v = vmax tanh
(vmax

k
t
)
, ".�E7#

�� ����� ��� ������ �������� �� ����� 	�

vmax =

√
ξh

(
1− ρL

ρ

)
(sin ζ − μ cos ζ) . ".�EE#

<� ���� ������ ρL/ρ ��� μ ��� 	� �������� ��� ��� ���� ���

v2
max
∼= ξh sin ζ . ".�E.#

<
 ��������� (s = 0)� ��� ���� ����� �
 ��� ������������ ������ �������� s �������
��������� � �������� v0� ��� ���� ��� ���� ���� ��� ��� �
 ".�E7#� ���������

�� L� ��� � �������� �� ���������� $��! �!�� ���#� A�� �5��-��" ����������� ��)���
��� 	�����	 �� ζ ��	 ������	 �� �-���+� $��)!�� γ" -�-���� �� ������M� ����"
$� ��� ���� 	�������� ρ�
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��� ������������� ���� t0� ��� 
�� ��� 
����� �������������� �� ��� ����
t0 + t ������� �
 t �� ".�E7#�

 �� ������ �������� s �� �	������ �� ��� �������� �
 ".�E7#

s = k ln cosh
(vmax

k
t
)
. ".�E/#

*�� ��� �������� ���� t∗ ���� 80% �
 ��� ����� �������� vmax �� �������� ���
���

tanh
(vmax

k
t∗
)

= 0.8 , ".�E-#

��� 	� �	�������� ��� ���� t∗ �	������ 
��� ���� ���� ".�E/#� ��� �	�����

s∗ ∼= 0.5k , ".�E8#

���� ��� 
�� ξ = 500 ��−2� ��� �	����� s∗ = 25h′� 1������ �
��� � ���� �����
�������� ��������� ������ ��� ������ �������� �� ������� � � � G

 ���� ��� ��� 
�� ������� ����� �
 �	�����M� ���� �� �� ����������� ����
4������� �	����� �������� �� ������ ��� �������	����� �
 ��� ����� �� >��
���������� ���������� �
 ���� ���� �
 ��� ����� ���� ����� �� ��� 
�� ������
��� ����� ���� �� ���� ��������� ��� �������� �
 ������ ���� ����������
����������  �� ������ ����� �� ����������� ��������� �� � ��	�� �
 �������
���������� 
�� >�� �� ���� �� ������ ���� ���������� ��� 	� ����� �� ���
���
�� �������� ���� ����� ��������� 	� ��� ������

��� ' �
 �	�����M� ����� ��������� '������� �
 ��������  �� 	���� �� ���
.���	���� �'����� 
�� � ���������	�� >��� 4����� �������������� ��� ����
��� �� )�� ��� ��%�� �������� �
 ��� ��������� ��� �� �������� ����������
���������

��� (� )����� ��������� ��� 
������ ��� ������������ ����� �������	�����
�� ���� ����������

�	�����M� ����� �� � �������$ ��� ���� 	����� �
 ��� ���������� �
 ���
����� �'����� ��� ��� ������������ 	� �� �� ���� ���� ����� ������� 	�����
�
 ���� ���� ����� ���� ��� ������ ��� ���� ����������� � ����	 ��������
������������ �
 ��� ������� ���	��� ���������� 
��������� �� ���� ��
������� ��������

�:3:' *+�	���	��� ���

.�	�� *+�	���	�� ��� #�	�� �����	+��	� 1 ��D�� ���	��� �� ����%
����� �������� ��� 	��� ��� ������	����� �
 ������������ ���� �� ������



1�0 ����� �� 9������!� ��	�����) �4�

������� �
 ��� ��������� ������� *���� ����������� ��� ������� ��� ��5%
��� �� �	���� ��� ��������� �� ��5��� �� ������� ���� ���������� �� �����%
���� ��� ����� ��� >��� �� ��� ��	������� ,E@.0� 3����� )��� �	����������
��� ����������� �
 ��� �������� �
 ������������ ���$
���� �� ���������� ���
��������� ��5��� �� ��$� �� ���� ���� �� ������ ��� ���� ��� ���	�	��
���� �����	�� 	� ������ ������� ������'��� 1� ������� ��� ��������� 	���
���������� 	� ���� ����� 1	55��� ����������� )����� ,E/-0 ������
���
������ ��� �������� �
 ����)������ �������� ���� >�� ���������� �� �������
����C������� ������ �������� ��� ������� ���)��� ���� �����������  �� ���%
��� ����� �� ���� ��������� �������� �� ��� ������������ �
 ���	�� ���� ������
 �� ����� *������ <������� �
 ���� ��� 1�������� �������� �� ��� ������%
���� ��������� ��� � ���� �� ��� :���\� �� �� ������ ��� ���� ������ ��������
����� ���� ����)���� ����������� �'��� ��� ���� ������� ���� ��������%
������ ��� �������� ��� ����������� �� �������� �������� 
�� �� ������ �

����� ��� 2����� ,E;70�  ��� ���� �� ����������� ��� 
�� ������ ���� �����������
*��� ���������� ��� ������ �� � )��� ���� ���� �� ����
��� �� !������'	���
�� ��� ,/7.0 ������� ��������� 
������ ������ ��� 
����� 
��� � ��������
������ 	��� ���� ��� ����$ �
 � �������� ��������� ���� ���� ���������� ����
������� ����� ����� ���������� ������� �� !������ 1 ������ �� ����� 	�
'	��� ,/7-0�

<� L����� ��������� ����������� ���
����� ����������� ����������� ��� �%
������� ���������� �
 ��������� ���� ��������	
 �� ���� �����%�����������
������� >��� ,.@80 "��� *��� .�.8�#� !����� ���� �������� 300 $� �� ���%
��� ��� �������� �� ������� ������� � �� 887�777 ����%���� 	���� �����
��� �� ����� �� ������� �����%����������� ������� >��� ����� ��� ��%
������ ����� 4���������� ���� ���
����� �� ��� (��������� �$� D�� ��
�������� ����� ��� 	���� ���� �������� ���� ��� ��� �
 ��� ������� ����� �

������ ������� ������� ��� ������ ������� 
������� 	� � ����C����� ��%
�� C����  �� ����� ��� 160 � ���� ��� 60 � ����� ��� ������� ���� ��
����)���� ��
���� ����� ��� �B��� �
 ��� ��� ���� ������ �� � ����%���� 	��� ��

����� ������ ��� >�� ������� �� � ������ ����� ������ � ����� ���������  �� ��%
������ �������� ���������� ������ � �����$�	�� ������ �� ��� ��	�� �
 ����%
���� 	���� ����������  ��� �� ���������� �
 � ���� �� ��C� �B���� &
�������
��� '�������� ��� '�������� �� ��� ,.@8� -660 �	������ ���� ��������%
���� 	������ ������ ���� ��� ����%���� 	��� ����������� ���������� ��������
����� ���� ��� ���������� �� ��� �$� D�� ����������� �� � ������ ���%
��� ���� ��������� ������ 
�� ������� $����������  �� ��������� ������
��� �������� �� ������� ���������� �
 �����%������������ ������������
���%����� >��� ���� �� 34( 
�� ��� ��������� ��� ��� ����	���%��������
'�!�����	��� �'������ 
�� ��� >���  ��� ������� ���� ��� ��'� ��%
��� �
 ��� ����%���� 	��� ���������� �������� � ������
� ���������� 
��
������� � ������ ��� ��������� �
 �������� ������ ���%����� >����
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���� ����� �( A���� ���$ �� � ��4"444 -��)%-��) ���� �������!� �� �!� ����������
�#� S��- �� �--���" @�-��� �!� ������ �� �!�� �������!� ���#� ��#� � -�$	��
�������!� ��	 ���� ��#� � 	���� )������� =�$� &A��� ;1/�<�( 	( �!� ��������) 	���
�������!� -��! �� � ���)�%����� 	�� ���$ �������!� ���#��) �-���-� ���� �!� ������%
�����	 �!�	� &A��� ;04<�(

&����%����� ��� ���� ��������� ����������� ���� 	��� �������� 	� 1���
�� ��� ,970 "��� *��� .�.8	#�  ��� ����������� � ����� ��������� ���� ����
��� ?������ ?��� �$� ���� �� �������� (������ �� ������ �������� ���������
�������� ������� ������ ��� ����� �������� ��� ������� 
������� �� � >�����
��������� "��� *��� .�.E#�  �� ���� ��� 100 � ���� �� � ������ ��
��� 35◦

����%
����� C���� 1 	���%������ �������� C��� �������� ���� 
�� ����������
�
 � �� 1.5 � ����� ��� E�777 �3 �� ������ !��� 	2�	���	��
 ����� ����
��	 ����	����� �	������ ������	��
 ������	� �� ��	 �	� ��	 �	���� ���	�	��	��
� ��	 �	��� � ��	 ��������	�

#�	 ���	 �� <�������� *+�	���	�� (��� �	���������� �� ��� )��� ���
�������� ��� ��������� ������� ���� �
���%���%
��� ��
��������� 1� � ������
���� ����������� ������ ������� ������� ������������ 
�����  ���� ��� ����
� ������� ��	�� �
 �	���������� ���� ���� ������ � ������� ����)������
�
 ��� ����������� ������� <� ��������� ���������� �
 ������ ���� ������

��� )��� ������ �� �
��� ���������� 	����� ����� ������ ��� 	� ���������
������� �� ����� �
 ��� $��� ��� ��C� �
 ��������� ���� ��� �������� �� ����
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(��� ��������� ������ ���� ���� ��� ������������ 
��������� �
 �����
�'������� ����� ����������� ���� ���� �����	��� ����)������ 	� ����� �
 )���
�	����������� ��� �������� ��� ������� ���� ����� ���������� �
 ��� ��%
�� �������� �� ���� ��������� ���������� ��
��������� ?� ��� ����� ������
��� ������� �� ��� ������� ���������� <���������� �������� ��� ����� 	� 3�,

�� ��� &������ ,6� @� 90� )����� ,E/-0 ��� ���� ������� ?����� �
 �����
������� ���%�������������� "��� � ��	�� �
 �� ��� ����������# ��� �����
����������� ���� ���	�� F����� �
 ��������G ��
�������� �
 ��� >�� �����%
������� ��� ��� ���� ��'��� ��D������ �
 ��� ����� ���������� �
 ��� �����
<� ��� �������� ����������� ��������� �� ��� �� �	���� � 
��������� ����%
�������� �
 ��� ������� �������� �� ��������� >�� ��� 
��� ���� �� ���� ���
��������� �'������ ��� ������ ������������� ���� ������	� ����� &�	���%
���� ��������� �
 ���������� ��� �����
���� �� ��������� ��������� ����� �

���������� 	���� ����������� ��������� 2��	�	�� 
�� ��� )��� ����� ����������
��	������� ����������� ��������� ��� ������ �
 � )���� ���� �
 ��� ������
>�� ���� �� �������� ����� ���� �������� 	� #���� ,E670 �� ������� ���
��
��� ����� ����� "�������# �� ��$�� �� �� ���$
���� ������� ���� ���
������ 1������� �� ���� ���� ���� 	��� ���� 	� ���� ��������� ��������
��� �� ���" ��� 1���� '������� �� ��� ��� $�+�� ��� #����� �� ���
,E@.� ./;� .;.� /.-0� 1� ��� ����� ����� ����������� ���� ���	�	�� ��� ����
���� ������� ����� � ����������� ����� ���� 	� ������ ,/@80���

<� ��� ���� �
 ��������� ��� ������������ �������� �� ��� �������� 	������� �

������� >����� ������� ���������� )��� �� ���� )��!� ��� #������ #��,
��� ��� �	
�� #����� �� ���� �	
� �� ���� ���" �� ���� ������� �� ����
$��������� $�������� �� ��� ,E./� E.9� E@8� E@;� ..@� .-E� //-� /-/� --80 ���%

����� ����%��)��� ��	������� ����������� ��� �������� ����� ������ ����
��� )������ 
��� ����������� �
 ��� �������� ��!�"�#�����%�������
 ��� ������ 
����� ���� �� ��������� ��������� 	������ ��� ����������� ���%
�������� ��� ������������ ����� 1 �����
������ )� �
 ��� � ������ ���� ��	%
������� ���� ����� ���� ��� ����� ���� ��� ������ �� ���'��� �� ������	�
�����%����� ������ ���������� 1���� 
��� ��� ������������� �
 ��� ��	�������

�� �� �!� �������� ��!�� 	����� =�$ ��	 )������� ���������� !��� �����$�	 �!� ���%
������� �� ������ ��	 ��$��#��� ��	 !��� ���	����	 �!��� �$� ����������" ��
�� �!�� ���" �����%��- �5-��������� 9���) �!��� ��� "�������� ��	 #*����
;/�< ��	 #*���� �� ��� ;�3�<" $!� ���� -�������	 ���)�%����� ���	��� �5-���%
������ ��������"  ���� �� ��� ;8�8< ��	 '�"����� ��	 ����� ;1/8" 1/�<
���� -�������	 �5-�������� �� )������� =�$�� �� 	�����% ��	 ��	=�$ �������"
�5������� ���	��� �5-�������� ��� 	�������	 �� ��������� ;�� <�
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 ������
"���� �� 
��� �� ����� ���������# ��� ��	������� ����������� �� ������� �� ���
������� ������� ����������� <� �������� ��� ���	��� �� � ���� �������� ���
���� ����� 
���������� ���� ���� �� ��� ���� ��� �� � ���� ��������� ����
�� ��� ��������� �
 �������� ��� 
�� ���	��� ,E@80�

1���)���� ��	������� ���������� ���� ���� ������� 
�������  ��� ��� ���������
	� ��������� � )���� ���� �
 ������� ��������� ���� ������ � ��� �� 	����� �
������ "��� *���� .�.6��	 ��� .�.@#�  �� 
���� ���� ���� ����� ����������
������� ��� ��������� �� �� ����� ���� ��� ���������� ����� ����� �� �����
"����# '��$�� �� �����  �� 
�������� 
���� ���� 	��� �	������ �� �����������
�� �� ����)��� ������� ��� ����� ���� >�� "��� *��� .�.9#A  �� �������
������ �� ������� 
�� �� ������������ >�� �� �� �������� ��� ���� �
 ���
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 ��� ������� 1
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���� ������� ������ ��� ��������� ������ ��������� 	��� �� � ����� �
 ���������%
����� ������� "��� *��� .�.6�#� <
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 ������������ ζ� �
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�� � ��������� �������� ���
��
��� ��������� ��� ���� �������� �� >�� �������� ��� ������ ��

���� ����� �( �	� ���$ 	�����������) ������� ����	 ��	 	������� �,��� ����� �������
�� )������� ��������� &A��� ;1��<�( 	( �!� �������� -���� 	���)��	 �� ���+�� �!�
)������� ��������� G� -�����) �!� ����" �!� -���� ������� ����� �!� !���.����� �5�� ��
�!� �������%����#$��� 	��������" �!����� ����	������ ��������) �!� ��������� &A���
;�/�<�(
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���� ���$� 9 ������ �� ���������� �������!�� �� �� �����+��	 �!����$ �!��� ��
$!��! �!� ���������� .��� ��)�� �� 45◦� 20.5 #) �� 5 �� 6����. -�������� �� ���	� �!�
���� �������� ���$��� �$� ����������� ���-�!��� �� 0.1 �� &A��� ;1��<�(

�:3:( %	�	���� ��� � %	! "��	�

 �� ������ ���%��������� ���� ����� ������� ����� �
 �	����� ,-/70� ����
,/6E0 ��� $���� �� ��� ,/E80 ���� ���� 	��� ������ ������� )��� ���� �� 
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 ���� ���� ����
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��������� �� ��	 ������� %��	� ��� ,E@;0�  ���� ��� �����
������ ������	��� ��� ���������� �� ������ '���	���� >��� ,8.� @60 ����%
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 ��� ������� �������� �	�� ��������	

��	 ���	��	� �� ������	�� ���
�������	 �	������
 � �� ���� ��� �	��� �����C ���
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������ ��� ����%�� �������  ��� ������ ����������� ��� ����������� ���
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1� ��������� �	���� ��� ��������� ������ �������� 	�
��� ��� ���� 1980� ����
��������� ��� ������������  �� ����� �� ���� ����� ��� ���� ��� �� ��� ��������
�
 >����� ���� ��� ����� ������� ��������� ��� �������� �� ����������� ���
����������� ���������� ��������� ��� ������ �
 >�� ����������� 3������
��� �����)���� ���� �
 ���������� �� ��������� ������� ��$� ��� 1��� ���
��� ��������� ����� ������� ����������� �
 
����� ������� 	�� ��� ��� ������
��������� ������� ��� ��� ����� �������� ��������� 
������� ������ ������ ��
	� ���$ ��� 
����� ���� �������������

 �� ����� �������� 	� ��!�"�#����� ,/@80 ��� ����� ������ ����������
��� ��������������� 
�� ���� �� ���� �� ����������� ������������ �������%
���� � ����� ��	�� �
 ��� �	��� �������� ��������� 
������ �
 �������
���������� ,E./� //8� //@� /-7� /-E� /-.� /-/� /@6� --80� <� �� � ���	 ����
��	�	 ������ �� ��� ����� ���� �� �������� � ����� 
��������� �
 ��� ���	���
�� ��������%������������ ����� ��� ����� �� ����%��)��� ������� 	������
���� ���	���� �� '������� �
 ��������� ����������  ��� �������� ��������
������'�� ��� 	���� ��������� ��� ������
��� ������������ �����'������
����������� ����������� ��� 	� ��� ���� 	��� ��������� 	� ���� ��B�����
��	������� ������������  ��� �� ���� ��������� �� ��� ������� � ��������
$�������� �
 ��� ��������� ������ �� ����� ������ 
��� ���������� �� ��%���
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�

<� �� ���	�	�� 
��� �� ����� ���� �� E;9; ��!�"� ��� #����� ,/@80 �����%
���� ��� )��� ��������� �	�������� ��	���� �		�������� �� ���� 	��$ �� F��%
������G �� F��%�����G� ����	�� �
 ������	��� ��� �������� �	��	��� �
 � )%
���� ���� �
 � ������� �������� ��� ��� ���������� �	������ ������	���� �� ��
������ ���� �� �������� ��
����  ��� ����� �������� � ���� �����	�	 �����
�
�
 �
 ��� >��� ���� ������� ������� ��� ��� ��������� �� ���� �� � ���%
������� ���� ��	������� ����������� ����������� �� �� 	� ����	�� 
���	

���
 ��� �����%�������� �������� ����� �� ������ �������������� �������� 	� ��%
��������� 	� �� ���� �� ��� ����� �
 	���� ��� 	� �����M� ��������������
 �� ������ 
�� ���� �� ���� ��� ����� �� ������ �� ��������� ��� ���� ���%
������� �� ���������� ���� 
�� ��������� ��� ������ ��������� ��� ��
���������� �
 ���� ��� ���$� ��� ��	��� >���� ����� 
��� �������� ���������
1������ �	�� ��������� 	����	 �
 ��� ����� �� ���� �� �� 	���� �� ���
����
�	�
����� ��� �������
 ����	������� ���������
� 4'���� ��������� �� ���

��� ���� ��� ����� �� ��� �������� 
��� �� 
���	 ��������� ��� ��� �������
��� �������� �
 ��� >�� �
 ������� �������� '��� ���� �� �������� ���
������� ������������ �� ���� �� ����������� ������������� ������� ������
�%
���� 	� ������������ ���������� ���������� ���� ���� ���� ����������� ���
������������ 
����������  ��� ��� �� 
������A

•  �� ������ ���� ��� ������ �� 	� �����	 ��	
	������  ��� ���������
�� 	���� �� �	���������� �� ��� ��	������� ���� �����	�� ����� ����������
��� ����������� ����� �� ��� ���������� ��� ����� ������ ������ ����� ���
������ ��� ������ ���� ������ ��������� ��� ������ ����� ��� ��������
��)�� ��� ������� ������� ����� ���������� �� �� ���'��� ���������%
�����
•  �� ������ ��� ��
������ ��� ������� ���� �� ���	
����	

 ��� �	���
� &	���	��	�� ��	�� ����	���� 	��� ������ ��� ��
������ ����� ��
���� �� �� ��� ������� 	���� ��
���� 	� ���� ��B����� ��������� φ� ���
	��� δ� 
������� �������  ��� ��������� �� 	���� �� ��� ������������ 
���
���� �� ��� ������ �� ����� ����� ��� ������ ��������� ��� ���� �����
����� �� �������� ��� �'�� �� ��� �������� �
 φ �� δ� �������������  ���
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��������� ��������� �� '��� ����������� 
�� ��������� ���� ����%�����������
����������� �����������
•  �� ����� �������� ������� �� ��� ���� >�� ��������� ��� 	� ����������
•  �� 	��� �� ������� �� 	� �� �� �
���	���� ����� ��� �
 ���� ������� �B����
��� 	� ��������
•  �� �	��	���	
 �
 ��� ����������� ������ ��� 
������ �� ��� ����� ����
������� ��������� ����$������ ��� ����� �� ���������� �� ��� ������ ���%
����� �� ��� ������� ��
����  ��� ��������� ������ ��� ����������� �
 �
����������� ��������� ��� ������)������ �
 
������ �� ����� �
 ���
•  �� ����������� ������ �������� �
 �������� ������ ��� ��
������ ����
��� ������� ����� ��� 	���� ��
���� �������� �� ��� 	���� �
 �	�����������
��� �������� ��
�������� �������� ��$�� ����� ������ � ���� ����� 	����
	������ ������ �� ���� �� �� D���)�� �� �������� ���� 	������ ����� �� C���
����$���� ��� �� ���	��� ��� ������� ��� �������� �������� �� � ������ �������
��� ���� � �������� ������ �������� 
������ �	�������  ��� ���� �B��������
����� ���� ���������� �
 ��� �������� ���������� ������ ��� ����$���� ��� 	�
������� ��� ����$����%�������� �'������ ��� 	� ���������  ��� ������
��� ��������� 	� !	� �@��@� ,-/80 ��� ����� ��)��� 	� $	��������
,/.80� ����� ��� �'������ ��� �������� ���� ����� ��� ��� �������� ���)��
�� �������
• <� ����� �� �	���� � ��������� ������ ������ 
�� ��� >�� ���� � �����
�
 �������� ����������� ������ ��� ������� ����� ���%����������� �'������
��� ���	����	� ������� ��	 ��������	 �	����
• ������� �����
�
 ������)�� ��� ���������� �����)���� ����� �� ��� ���������
�'������ ��� �������� ����� ����� ���� ��� 	� ����������

 �� ���������� �
 ��� ������ ��� 
������� ������ �� ����� 3.4.3� �� ����
���� �� ������� �� ���� ����� ����� ���� ��� �'������ ���� 	��� �����������
3������� ������� �� ��� ���������� ��� ����� �� ,E9/0� ���� �� ��� ������� ��
���������� � ������ �������� �
 ��� ������ '��� �� �� ����������� �� ���
�������� 
���� 1� ������ �� ��� ����������� ���� 	� ����� ������

 ��� ������ ��������� ���%����������� ������ �������	�� ����� � �������� ����%
��� ��
���� ��� 	��� ����������� �� ������ ��B����� ����� <� 
���� ��� �

��� ��������� �
 ��� �������� �� ���� ��� ����� ��� 	� ����������� �� ������
����������� �� ���� ������� ���������� ��� 
�� ����%����� >��� ��� �� ��%
	��� ��� ����������� >���� ��� ,@8� E./� E.-� E.9� E.;� E@@� E;E� E;.� E;-� /E/�
/.E� //-� //8� //6� //@� //9� //;� /-7� /-E� /-.� /-/� /@8� /@60� 1 ����������%
���� �� >��� ����� � ������ ����� 	���� ���������� ��� ���
����� �� E;;E
,/@60 �� ����� �� �	���� � �������� $�������� �
 ��� ��������� ������ 
���
���������� �� � ����� ����� �� ��%�� �� � ������� ������  �� �����������
���� ��������� 	� � 	���� ���� 
�������� ��� ��������� �
 �������� ������
��� ������� �� ����������� ���������� ������������ �� ���  ��� ��� �� ��
���������� ������ ��� � ����������� �
 ��� ������ ���� ������������� �������
�� ��� ������ ����������  ��� ������� ��� ����� ����������� ����� �� ���� �� �
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������ �
 ��� ��������� �����������  ��� ���� ��� �'���� ��� �� ��� ����
������� ��������� �
 ����������� >����  �� ������� ����� �
 ������ �� ���
��
������ �
 ��� ������ �� ��� ���� ����������� 1 )��� ���� ������� ���� ���
�� ��$�� �� ,-70�

��� "�� � 0�
���� !������ �
 ��� 1���������

&�� � �������� ���� � ���������� �
 ��� ��%�'������� ������ �� ����� ��%
��������� �� 
����� � ������ F�������� �
 ��������� ��������G ���� ���� ��������
��� ���� �����)���� ���������� �
 ��� ����� ��� �� ��������� ��� �����������
 ����
���� �������� ��� ����� >�� �
 � ������� ���� ���� �� �������� ������
&�� ��� x%���������� ����� �� ��� ����>�� ��������� ��� ��� z%���������� 	�
������������ �� ��� <������ � ����� �
 ������ dx ��� 
������� ��� ���� 	��%
���� ��� x%������� 	������ 
�� ��� ������� "��� *��� /�E#� 1����� �� ����
���� ���� ��� ��������� �������� �� �������� ���� ������ �� ���� u = u(x, t)�
��� ���� ��� ������� ρ �
 ��� ������� �������� �� ��������� 4'����� ���
������ ���� �
 ���� ������ ��� ����� 	� � ������ �
 ������ �� ��� ��>�� �

���� 
��� �	��� ��� ��>�� 	����� ������

∂

∂t
(ρh(x, t)) dx = ρh(x, t)u(x, t)− ρh(x+ dx, t)u(x + dx, t)

= − ∂

∂x
(ρh(x, t)u(x, t)) dx+O

(
(dx)2

)
, "/�E#

���� ���� ����� =�$ �� � +���� ���� �� )������� �������� 	�$� �� �������	
-����� �( #���! �� �!� )�������" ����	����� ������ ��	 �� ��+��������� ���%
��� ��� $!��! ���� ��	 �������� �������� ��� ���������	� 	( A��� ��	� 	�%
�)��� �� �!� ������ $��! �����) ������" $!��� P (x, t) =

∫ h(x,t)
0

pL(x, z, t)dz ��	

P (x+ dx, t) =
∫ h(x+dx,t)
0

pL(x+ dx, z, t)dz�
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������ �� ��� �����%���� ���� (���	�%������ ��������� ��� 	��� ���� �����
��� O

(
(dx)2

)
���	�� ����� ���� ��� ���� ���� ���� 	� �
 ��� ����� (dx)2�

����� ρ �� � ��������� "/�E# ������ ��

∂h

∂t
+
∂ (hu)
∂x

= 0, "/�.#

�� ����� ��� �������� (x, t) ��� ��� ����� �
 ������ ����� �� (dx) ���� 	���
��������

?������ �
 ������� ������ ���� ��� ���� ���� �
 ������ �
 ��� x%�������
�
 ��� ����� �'��� ��� ��������� >� �
 ������� ���� ��� �� �
 ���
����� ��� ��� �� �
 ��� 
����� ������ �� ��� �������� ������ ����� ρhu dx
�� ��� x%������� �
 ��� ������ ��� ������ ��� �����

•  ��� ���� �
 ������ �
 ρhu dxA
∂

∂t
(ρh(x, t)u(x, t)) dx. "/�/#

• *�� �
 x%������� ������ ��� ����� �����A

ρh(x, t)u2(x, t) − ρh(x+ dx, t)u2(x+ dx, t)

= − ∂

∂x

(
ρh(x, t)u2(x, t)

)
dx+O

(
(dx)2

)
. "/�-#

• *�����A ����� ������� �
 ����� ������	�����
(i) =ρgh sin ζ dx (������� ��������� �
 �������)

(ii) =− τdx (	���� 
�������)

(iii) =
∫ h(x,t)

0

pL(x, z, t)dz (����������� �������#

−
∫ h(x+dx,t)

0

pL(x+ dx, z, t)dz,

�� ����� ��� ����� L ��������� ���� ��� ������������ ��	

��	 ��� 	� ��
%

����� 
��� ��� ����	���� ��������  � �����
� ���� (iii)� � 
���� 	������
�� ��� z%��������� ������ � ����������� ������� ������	����

p(x, z, t) = ρg (h(x, t) − z) cos ζ.

 ��� ��� 	� ������ ��� ��	�����	� ��	

��	 ������������ �� ��� 	���

*�������� ������ �������� �� ���� ���������� �� ��� ��������

pL(x, z, t) = Kact/pas p(x, z, t), "/�8#

����� Kact/pas �� ��� "�������������# 	���� ��	

��	 ��	;��	��� ��� �� ��%
��� ����
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Kact/pas =

⎧⎨
⎩
Kact, �
 ∂u/∂x > 0,

Kpas, �
 ∂u/∂x < 0,

����� Kact ��� Kpas ���������� �� ��� ��������� ��� ����������� ����� �

��
��������� ���� ����� ��� ������ ������ 
��� (iii) �	��� ����

(iii) = −ρg 1
2
∂

∂x

(
Kact/pash

2(x, t)
)
cos ζdx +O

(
(dx)2

)
.

1������� � �	��	��%���� 
������� ��� 
�� ��� 	���� ����� �������� ���� 	��

������� ����� δ ��� τ = (tan δ)p� �� �	����

(ii) = −���(u) (tan δ) ρgh(x, t) cos ζdx.

!��� ������ (i), (ii) ��� (iii) ��������� �� ����

x−
���� =
{
ρgh(x, t) (sin ζ − ���(u) tan δ cos ζ)

−ρg
2

∂

∂x

(
Kact/pash

2(x, t)
)
cos ζ

}
dx+O

(
(dx)2

)
. "/�6#

<
 �� ��� ������� "/�/# ^ "/�-# I "/�6# ��� ���� ��� ������ 
����� ρdx ��
��� �������� �'������ �� ����

∂

∂t
(hu) +

∂

∂x

(
hu2

)

= g

{
(sin ζ − ���(u) tan δ cos ζ) h− 1

2
∂

∂x

(
Kact/pash

2(x, t)
)
cos ζ

}
. "/�@#

4'������ "/�.# ��� "/�@# ��������� � ������ �
 ��� ������� ��B�������� �'�%
����� 
�� ��� ��������� ����$���� h(x, t) ��� ��� ����������� �������� u(x, t)�
 ���� �'������ ��� ������� �� O

(
(dx)2

)
�  �� ������� ���	 �� ��� �����%

���� ��������� �
 ��� ������� ���	 ")��� ���� �� ��� �����%���� ����#�  ���

���� �� ����������� 	� ��� ��������� ���	 "������ ���� �� ��� �����%����
����#� ����� ���� �� �������� 	� � �	��	������	 ��� ������� ����  ����
�� � ����� ������	���� �� ��� �����%���� ���� �
 "/�@# ����� 	� ��� ������%
����� �� �� �� ��� ������������ ��	

��	 ��������� ��� �� ��������� ���� ��
�����	
 � �	��	���� �� ��� ���� ������ ���� ��� ��� ���� ���� 	� ���������
	�����

4'������ "/�.# ��� "/�@# �������� ��� ��� ��!�"�#����� �'������ 
��
��� >�� �
 � )���� ���� �
 ������� �������� ���� �� �������� ����� ���� ��%
��������� ����� ζ� �������� �� ����� �������� ������ ��� ����� ��� ��� �������
�� ���� ���� <� ��� �	���� ���� ������ �� � ��%������ F������������G 
����� <


� �!� ����� N������������O" N��������	 6�������O ��	 N������������ ��$O ��� ���	
�� �!� ���������� �� ��������� ���!����� ��	 �--���	 ���!������� �� �$� 	��%
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������ ��B������������ �� ��� ��
�%���� ���� �
 "/�@# ��� �� ��� ����� ����
�� ��� �����%���� ���� ��� ���
������ ���� "/�@#� �
��� �������� �� 	� h ���
���� ��� ���� 	������ "/�.#� 	������

ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x

)

= ρg (sin ζ − ���(u) tan δ cos ζ)− ρgKact/pas
∂h

∂x
cos ζ, "/�E7#

�� ����� ��� �������� ������� ��� 	��� ��%�	������� �� ��$� '���	�M�
������ ��� ���� ��������� <� ���� 
���� ��� ���� ���� �� ��� �����%���� ����
	������ ���� ������������ <� ����������� �� � F���G ����� ∂h/∂x �� ��������
��� � F
�������G ����� ∂h/∂x �� ��������� ��� ���$��� �� *�� /�E� ��� ���� ����
�� ��� �����%���� ���� �
 "/�E7# ����������� ��� ���� �� ��� 
������ ���� ���
����������� �� �� ��� ���� ���� �
 ��� ����� 4��������� ��� ���� −ρg∂h/∂x ��
��������	�� 
�� ��� ������ �
 ��� �������� �
 ��� ������ ����� �������� ����
���� 
��� "/�E7# ������ ��� �'����� �� ��� ������� 	������ �
 � �����
���� ����� ���� ������ ������ 
�� ��� ��������� ������� �
 ��� ������
����� ����� �	����� ����� ,-/70�

 �� �	��� �������� ������� ��� ��������� �������� �
 ��� ���������� �
 ���
���%����������� �����%�������� �'������� *��� � �������� ����� �
 �����
��� ��������� �������� ��� (i) ��� �������������� �
 ��� ����������� �������
���������� ����� ��� ������� p �� ��� �������� 	���� � ����� �
 ������
���� �� ������ �� ��� ������ �
 ��� �������� �	��� ���� ����� ��������� 	�
��� ������ �
 ��� ����������� ������ ��� (ii) ��� ������ �
 ��� �����������

������ ������ G��! ��� ����	 �� �!� ������� ��$

∂

∂t
(ρf) +∇ ·

(
ρfu + Φf

)
= ρsf + ρΠf &8�0(

��� � �-���+� 6������� f " ��� =�5 Φf " ��--�� sf ��	 -��	������ Πf 	��������"
$!��! �� ���$ �� �!� ���� ������� ∂ρ/∂t+∇·(ρu) = 0 ���" �-�� 	�,�����������"
���� �� $������ ��

ρ
df

dt
= −∇ ·Πf + ρsf + ρΠf . &8�3(

�� ��������� ���!�����" �!� ���������� &8�0( ��	 &8�3( ��� ������������ ��$�"
�� f �� �����	 ������������" �� Πf ≡ 0� �� ���!������� ��	��" �� �6������ ��
�!� ���� �� &8�0( �� �����	 � ������������ ��$" $!���� &8�3( �� ���	 ��� �� �� ��
������������ ����� �!�� !�� !����������� ��� ���� ��� ��	��	" ���)������ �� ���!%
�������" &8�0( $�� ���� 	�����	 �� �� �� ������������ ���� �� ρ

(
sf +Πf

)
= 0�

��	��" ρ
(
sf +Πf

)
��� �� 	�,����� ���� .��� ��	 &8�0( �� �!�� ����� �����	 �

������������ ��$ �� ���!����������" ��������� ��	� ���� -������ �� �����)
N������������ �6������ $��! ������ ����O� L� �	��� �!�� ��� �!�� �� ��������%
���� ��	 ��������)� L!��! ������� �� ������������ �� �		�����	 ���� �� ��	��%
����	 ���� �!� �����5�� I�$����" �� �!�� ���#" $� �����	�� � ������������ ��$
�� �!� ���� �� &8�0(�



8�1 �!� I%��	��" C�	���	 �� ��� E��������� �1�

�������� pL� ���� p = pL� ��� ������� ������	���� �� ���� �
 � ��'�� "���
Kact/pas = 1#� <� ���� 
���� ��� �'������ ���������� �� ��� ��� ��������
������ ��� ��� �
��� ������ ����� ������ �� .	�������9 �'������� ���
���� �� 	��� ��� �� ��������� ������ �� ����� "��� 
����� +���# "���
)��"	����� ��� ������ ,E/7� E/E� E/.� E//0� �"��� ��� ������ ,9-� 98� 96�
9@� 99� 9;� ;7� ;E0#� ���� p �= pL� ���� Kact/pas �= 1 ��� ���%���������
������� ������	���� ��������� �� ��� ���� ��������� ��������� ��� ��B�����
����� �
 Kact/pas ��� �������� ��������� �� ������� ��� >�� �� ���������
�� ������������ �������������

���� �������� �����
���� �� ��� �	��� �������� �� ��� ������������� �
 ��� ��%
���� ��� ������� ����� ������� ���5������ Kact/pas�  � ���� ���� �� ��������
��� �������� �� 	������� �� � ������������ �	��	�� �������� ���� ��������
����� �
 
�������� φ > δ� ��� 	�� 
������� ������ *�� � ����� �������� �������
�� ��� 	��� "��� *��� /�.�#� ��� ����� �
 ������ (p,−τ) �� ��� ������ �����
��� ��� �� ��� �������� ���� ������ ��� ������ ��� �������� �� ��� ����� −δ
"��� *��� /�.	#� 1�� ����� �������� ���� ��� ������� �������� �� ��� �������
����� �� *��� /�.� ��� ��� �� ����� ������� ������ ��� ����� (p,−τ) ���� ���
���� ���������� �� ��� ����� ������ ��� ������ ���� ����������� ±φ�  ���� ���
��� ��� �������� � 	������ ������� ��� � �������� ������ ����  �� ������ �����
(pL, τ) �� ��� ������������ �������� ��� �� �������� ����� �
 ����� &	��
������� �� ��������� �� *��� /�.	�  �� ������ �
 ��� 	����� &	�� ������ ���� ��
1
2 (p+ pL) ��� ��� ����� �� ����� 	� r = (τ2 + 1

4 (pL − p)2)1/2� *����������
��� ������������� ��������� �����

τ

p
= tan δ, sin2 φ =

τ2 + 1
4 (pL − p)2

1
4 (p+ pL)2 .

�	�������� ��� )��� ���� ��� ������ �'����� ������ � '������� �'�����

�� pL/p = Kact/pas 
�� ����� ��� ������� �� ����� 	�

Kact/pas = 2 sec2 φ
{
1∓ (

1− cos2 φ sec2 δ
) 1/2

}
− 1, "/�EE#

�� ����� ��� ���� "�����# ����� ����� 
�� Kact (Kpas) ��� secφ = 1/ cosφ�
 ��� ����� ���� ��� ���������������� ���������� ��� ��������� φ� ��� 	��� δ�

������� ������ ������	� ��� �������� �������� �
 ��� ������� ���������  ����
��� �� ��������� ������������ 	� ���������� �� ��������� ���������� �������

 �� �	��� ���������� �� �������� ����������� ��� �$������ ��� ����	�� 
�� ���%
������������ �������� �� �������� ��� ��� ��������� 
������ �
 ��� ���������
>��� (i) ��� ��������� ��������� ���� �� ��� x%������� �'����� "�����
���� �� ��� �����%���� ���� �
 "/�@# �� "/�E7## ���� (ii) �������� ��� ���%
������� >��� ��� ��B������� ������� ��� ��� ����� ������� ���5������  ���
���5����� ���� ������ �� ��� ��������� �����

 �� �	��� �'������ ���� ��� 	��� ������� �� ����������� 
���� &����� ����
���� 	� ������� �� ���%����������� 
���� ����� 
�� ������� �
 ���������� ����
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���� ���� �( �������� -���� ������� �� �!� ����� -���� $��! �!� �������� (p, τ )
��	 (pL, τ )" �����) �� �!� ����� �� ��	�����	� 	( '�� �������" ��-��������) ������
��	 -������ ������ ������D �!� ������� ����!��) �!� ����" �!� ��	� �������" pL/p =
Kact/pas �����$� ���� ���)��������� ����������

���� 	� ���� ����� <� ���� ������� �� ����� ��������� ��� �'������ ���� �� 	�

���	�����������  ��� ���

{ x, z, h, u, t } =
{
Lx̂,Hẑ,Hĥ,

√
gLû,

√
L/gt̂

}
, "/�E.#

�� ����� L ��� H ��� ������ ��� ����� �������
√
L/g �� � ���� ������ ����%

������� �
 
��� 
����
√
gL � 
��� 
��� �������� ��� ��� ����	����� '�������� ���

��������������  ���� ������ ��� ��� ����� �
 ������� ����� �'������� <
 ���
������ "/�E.# ��� �	������� ���� "/�.#� "/�@# �� "/�.# ��� "/�E7# ��� ����	���
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��� �������� ��� 
�������� ������������� 
���� �
 ��� ��������� �'������
��� �	�������

; <� ������������ 
���

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) = 0,

∂

∂t
(hu) +

∂

∂x

(
hu2

)
=(sin ζ− ���(u) tan δ cos ζ) h− ∂

∂x

(ε
2
Kact/pash

2 cos ζ
)
;

"/�E/#

; �� ���%������������ 
���

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) = 0,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= (sin ζ − ���(u) tan δ cos ζ)− ε cos ζKact/pas

∂h

∂x
,

"/�E-#

�� ����� ε �� ��� ������ ������ ��)��� 	�

ε =
H

L
� 1, "/�E8#

������ ������ �� ���� ������

4'������ "/�E/# �� "/�E-# �������� �� ���������� �������� �
 ��� ���������
����� �'�������  ��� �� ��� ������� � ������� �������� '������ ��� ���
����� ��� ��	��� ��	��� <� ���������� 
�� φ I �������� ��� δ I ���������
����� �� �� ������������� �������� ��������� "����� ��	��� �� ����	���
��	���� ����# ��� ����� ��� �'������ ���� �������  �� 	�������
 ��	

���	����	�	��	�� ���� �����
���� ������ �������� � �����	�� ���� �����%
����� �
 ��� ��%�� ���������

�� ����� ��� ����� �� ���� �� φ ��� δ ��� ���������� ��� ����� ������� ����������
��� ������ 	� ��� ��������������� �
 ��� ����� �'�������

��� �����������
�� 
� ��� 2��+���� "��
��

 ���� ��� ��� ���� ������� �
 �������������� �
 ��� ������� ��� ���������
�� ��� ���������� ������� ��� ����� �� ��� ����������� <� ��� 
��������
���������� �� ���� �������� 	��� �
 ���� �����������

':':� �	�	��������� !�� �	��	� � �	 ��������	 ���	�

 �� �������� ����� �
 ��!�"� ��� #����� ��� 	���� �� � 
��������� ����
��������� ����������� ,/@80�  ��� ������� ������������� ���������� ��� ���������
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���� ���� #���! �� �!� )������� �� � +���� ���� �� )������� �������� �����) ����)
� �����	 ��)�	 ��	 �!�$��) �!� 	�+������ �� �!� ���� ������� )���� �� F s(x, t) = 0
��	 �!� �6������ �� �!� ��	 F b(x, t) = 0� 9��� ��	�����	 ��� �!� ������ [L] ��	 [H ]
��� �!� �-���	 ��	 �!� ��5���� !��)!� �� �!� �������!�" ��	 �!� ���� ������� ����
������ ns -������) ���$��	 ���� �!� ��	��

���	��� �
 � )���� ���� �
 ������� �������� �������� 
��� ���� �� � ����
�������� ������ �������� ��� ��� 
��� ��
��� >�� �
 � ������� �������� �����
� ������ ������� 	����� ����������� �� ����� �� *��� /�/� ���� ��� ����%
����� ���������� ������ ���������� ����� ��� ����������� ��������� 	� ���
�� ��������� �� ��� ���������� ���������� � ��������� ���� ��������� ����%
������� �� ��$��� �� 	� � )��� ���� ������������� �
 ��� ���	���� ��������
�� ���� ��������� ��� ��������� ��������� �
 ��� ���������� ��� �������
�������� 
��� � �������� ����� <� ��� ������ �� �� '��� ������ ��� �����%
����� �� ����� � ���������� ������ ���� ��� 	����� ������	� ��� ����������
�
 ��� 	��� �
 ��� >����� ��������� <� E;;E� ��!�"� ��� #����� ,/@60 ��%
������ ����� ����� ,/@80 �� ������	� ��� >�� �
 �� ��������� ���������� ����
�
 ������������ ��� ������� �������� ���� ���� ����� 	��� "��� *��� /�-#�
?� ����� ����������� �
 ��� �����������	�� ������������ �
 ���� ��� ������
������� �'������ ���� ���� ������� �� ����� �
 � ���������� ����������
������ ������� ���� ��� ����� 	��� �������� �'������ 
�� ��� ����� h ���
��� �����%�������� �������� u ���� �	������� <� ���� ���� ��� 	�� �������
�B���� �� ��� ����������� ��������� ���� ������������ �� ��� ������� ��� �
���������� ���������� ������� 
�� ��������� ��� ���'����� ������	� � ����
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���� ���� *�+������ �#���! �� �!� ����	����� ������ ��	 )������� �� � +���� ���� ��
)������� �������� �����) 	�$� � ���)! �����	 ��)�	 ��	� I���" x, z ��� �����������
����	������ �� �!� 	�������� �� �!� =�$ ��	 ������ �� �!� ��	" $!����� X,Z ���
�!��� ��������� �������-����� u ��	 w ��� �!� �������� ���-������ ����) �!� x ��	
z ����	������� xf ��	 xr ��	����� �!� ����� ��	 ���� ���)���" $!���� s, b ��	 h ���
�!� ���� ��	 ����� �������� ��	 �!� !��)!� �� �!� �����) ��	 	�������) �������!�
�� � ���)! ��	 $!��� ����� ����������� ��)�� $��! �!� !���.����� �� ζ ��	 �!� �����
��	��� �� ��������� �� κ. 9��� �!�$� ��� �!� ���� ������� ��	 ����� ���� ������� ns

��	 nb" ���-��������" -������) ���$��	� ���� �!� �������!��) ��	��

������ � 	�� ���� � �
 � �������� �������� ������� 
������� 	� � �����
���� ��� � ����C����� ����� <� ��� �	��'��� ������������ ��� ���������� �

��� ������ 
�� ���)��� ��� ����)��� ������ ���%����������� ��� �����%
����������� >���� ��� 	���� ������������ ���� �������� 	� ���� ����������
���������� ������� �� � ������ ���� ��� ��� �'������ �
 ������ ���� �������
�� ��� �� ����������� ���������� 
����

':':� �	�	��������� !�� �	��	� � �	 ?���� #���$�����

�D 0�	&���	������� �	�	���������

 �� ��D�� ���� �
 ��� ���������� �
 ��� �������� ����� ,/@80 �� ���������
���� ��� 	���� ���������� �� ����� ��� >�� �
 ������������ �����������	��
������� ���������� ��$�� ������ 1� ������	�� �������� ��� )��� ����� ���
��������� 
�� >�� ����� � ���� ������	� ����	 �� � �������� �� ����� ���
���� >�� ��������� �� ������ �������� �� ��� � ������ �� ����� �� *��� /�/�
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���� ���� �!� �������!��) ��	� 	��� ��� -��� �!���)! �!� ������ �� ��������� �� �!�
����� �������� �!� ������ �� ��������� �� �!� -���� �� ���)������� �� �!� ����	�����
������ ��	�� �����	��������

 �� ����� ��� ����������� �������� �� � ���%����������� ����	� �	� ,/@60�
����� ���� 	����� ������� ��� >�� �
 �� ��������� �� � �������� �����
�����������  �� 	�� �� ������ �� ���� � ����� ����� �� ��� ������� ��������
�
 ��� ���� ��� �� ����� �� �� �� �������� � ����C����� >�� ���� �� ���
���������� ���������� <� �� ���������� �� �������� ���������� �����������
x ��� z �� ����� �� *��� /�-�  �� x%����������� ����� ��� ���������� ����
z = 0� 
������ ��� 	���� ���)�� ��� ��� ���������� ����� x = �������� ���
�������� ���� ������������ �� ��� 	���� ���)���  ���� ��� ���� ������������ �

����������� �
 ���� ���������� ������� <� ��������� � ���������� �� ��� �������
�
 ��� ������� ����� z �'��� ��� ����� �
 �������� 2���������� �����
������ ���������� �� ��� ��������� �� ����� ���������� z%���� "����� ����
�������# ��������� ���� ��� ��������  ����
���� �� ������������ �� ��'��� ����
��� ��������� ���� ��� ���� ������ ��� �
 ����� ������ ����� ��� ����� �

��� ������ "��� *��� /�8#�

#����� ��� �	
� ,E@80 ������
��� ����������� ��� ������ 
�� �����
�������� �� ��� ������ �
 ������� ���������� �� �� ������������� ����� ���
���%������������� ���)��� ����� )��!� ��� #����� ,E.90 �	��'�����
�������� ��� �������������� �
 ��� � ������ �� � ������ �
 �� ��������� �� �
������ ��� ������� ���� "��� *��� /�6#� ?����� �
 ��� 	�� ��� ���������
��� ��� ��������%	�� ���	�������� �� ������� ������ ���� �
 ��� �������
	��� ������� �� � ������ ���� �������� ��� ������ ��� 	� ��������� �	���
�� 	���� ��� 	�� �
 ��� 	��� �� �� ��������� �� ��� ����� �
 ��� ������
���� ��� ����� ���� ���� ���������� ��������� �	��� ��� 	���� ��� 	���

�D #!�&���	������� �	�	���������

#����� �� ��� ,E@@0 ����� ��� ���� ��������� �� ��� ������� ������ ���
���

�
���	 ���	������ ����� �� ��������� ���� ��� ������ �
 �� ����)���
)���� ���� �
 ������� �������� �������� 
��� ���� �� �� �������� ������  ���
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���� ���� ��� �� A�)� 8�� ��� ��� � �����5 ��	 ������� �!����

���������� � �		 
����	 #�� �
 ������� �������� ���� � ������ �������
���������� ��� ������)�� ��� ���� ����� ��
��� �
 ���� ���������� ����
� ����� ���� �� �������� �� ��� (x, y)%����� �
 ��� �����%����������� �����%
���� ���������� �������  � ������� ��� ������ ��� ��� x%���������� 
����� ���
��������� �
 �������� �������� ��� y%���������� 	� �������� �� ��� ����C�����
����� ��� ��� z%���������� ������������ �� ����� "��� *��� /�@#�  ��� ���
z%���� �� �������� ���� ������� �� ��� �������� 	� ��� ����� ζ�  �� 	����� ���
��� 
��� ��
���� �
 ��� ������ ���� ���� 	� ��)��� 	� z = b (x, y, t) ���
z = s (x, y, t)� �������������  �� �����%�������� �'������ ��� ������ 
���
��� �����%����������� ��������� �'������ 	� ������� ��� �'������ ��� ��%

���� ��#� *�+������ �� �!� ����	����� ������ ��	 ���+)��������
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������ ��� ����������� ��������� ���� ��� ������ ����� ��� ���� ��� ����
	� ��� �����  �� ��������� �
 ���)��� ����� >�� ���������� �� ���'���
�� ������	� ���� #�� ��������	
� ����������� �
 ���� ��� ���� ��� ���� ��
������ ������ ������� ������ �������� ���������� �
��� ���������� ����%
)��� ���������� �� ��� ������� �	D��� �� � �����
 
��� � �������� ���)��%
����� �� ���� ���� ���� ��� ��������� ����� �� �
 � ������ <� ���� )���
�������� �
 �� ��������� ���� ��������� �
 ��� ����� �
 ��� ������ �����
�� ���������� ����������� ��������� ��� ���
����� ,E@@0�  ��� ������� ���
���
����� 	� ������� � ����	���� ����� ������	���� ������ ��� ������ ���
����������� ��� ���������� ����������� ������ ������������� ���� ��
��� ���
������ ������	���� ������ ��� ����� �
 ��� ����� 1 ������ �
 ��������� ���%
����������� ������� ��B�������� �'������ �� x "��� ����������� �����	��# ���
t "����# ���� ������ ��B�������� �'������ 
�� ��� �������� �
 ��� ����������
����� �
 ��� ����� ��� ���	���� �����%�������� ��� �����%�������� ������%
����� �������� ����������� ��� ������	���� �
 ��� ����� �
 ��� ��������� ���
��� ���� ���� �
 �������  ��� ����� ��� ��������� 	� ���" ,.-.0 	� ���
����� 	��� ������� 
������� �� �������� �� ��� ������� <� ��� 	� �
 ������� ��
�� ������ ������ >�� �� 
��� ������� >�� �� ��������� �������������

�D #��		&���	������� �	�	���������

)��!� �� ��� ,E.;0 ��������� �� ������ � �����%����������� ��������� �
 ���
���%����������� ������ ���� ����� ���� ������� ������ 
��� ��
��� >��� �

����� �
 ������� ��������� ����� 	����� ���)��� ���� ��� ���$�� ����� ����%
����� ��� ����� ��������� "��� *��� /�9#�  �� ������ �� ����������� �� ��� ��%
������� �
 �������� ������� ���� ����� �������� ����������� <� ��� ��	�������
������������ � ���� �
 ������� �������� ���� ������ � ������������� ��� ��
������� �������� 
��� ��� ���� �������� ��� ����� ���� ��� 	�� ���� ��
����� �� ���� �� ��� ������� %��	� <� ���� ��������� � ���������� ����������
���������� ������ x, y, z �� ��������� �� 
������A x �� ��� �������� ������%
���� )����� ��� ���� ���)�� �
 ��� 	�� ���� 
������ ��� ��������� �
 ��������
�������� y �� ��� ������� ���������� "�� ���� ��������� ��� 	�� �� ������ ��
	� >��#� ��� z �� ��� ���������� ������������ �� ��� ����� ����	�� ����	 �

��� ����� 	�� �� ����� �� *��� /�9�

1 
����� ��������� �
 ��� ������ ��� �������� 	� )��� �� ��� ,E./0�  ���
��������� � ���%����������� �����%���������� ������ 
�� ��� �������%������

��� ��
��� >�� �
 ������������ ������� ����������� ���� �����%>�� ���������
�
 ��� ���������� �� ����� �� *��� /�;�  �� ����	� �� ���� ���� �� ����� �
���� �� � �������� ����� ��� ��� �� ������  �� �������� ������������ ������
�� �� ��������� ��������� �
 ��� ���%����������� ����� �'������� <� �� �
������ ���������� ���������� ������ �� �������� ����� �� )���� �� ��� ����
��������� ���� �����������  ��� ��)��� � '���%���%����������� ��
������
�� ��� �
 ����� � ������� �����%����������� 	���� ���������� �� ����������
�� ���� ���� �� ������ ���� ���� ��������� �� ��� ��'���  �� ������ �� ����
�	 ��� �	������	 ��� � ��	 ��	����
 ��	���	
 �
 
�	���� ��
	
 � ���
 ���	��
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���� ��$� *�+������ �#���! �� �!� ����������� ����	����� ������ +����) �!� �5-���%
������ �����	 ������� ��	 )������� �� � �����) -��� �� )������� ���������

���� ��%� �!� ������)���� ��������� ����	����� ������ OXY Z ���)��	 �� �!�� �!�
Z%�5�� �� -������� ��� �--����� �� 	�������� �� �!� )������ ������������ ������" ��	
�!� Y %�5�� �� -������� �� �!� �����%���-� ��������� ������� ����	����� y� �!� �����
��-�)��-!� &����� �����(" �� $!��! �!� �������!� ���	��" F b(x, t) = 0" �� 	�+��	 ��
��� !��)!� ����� �!� ����������� ��������� ������� F b = b(x, y, t)− z &��
�� �����(�
�!� �!����$ ���-��5 �!���%	���������� )������� �� �!������� ��-��-���	 �� �!�
�$�%	���������� �����	 ��������� ��������



�84 8 9 ��������� ���!������ �!���� ��� 2������� 9������!��

 �� ����������� �
 �	�
	 #�� ��������	
� �� ���� �� ����� ���������� ����
>��� �
 ��	���� �������� ���������� �� ���� ����� ����	� 
��� ��������	
�
��� 	��� ������ 	� -���"�� ,--;0 ��� ����)�� ��� �	��	�� ��� 
�� ���

������� �� ���������� �� ���� � ��������%��������� 	���� 
������� ��� �����
���� ��� ��%������ 
�� ��� ����� >�� ���� �
 ��� ���������� 1 ����������
	������ �������� ������ �
 ��� ������ ������������ ����� ��� )��� ����
����� ��������� ���� ��������� ,-870�

��������� ���� 
����� ������������ �
 ��� ������ ���� 	��� ���������
$�������� �� ��� ,//@0 �������� ��� ������ �� ����� �� ����� ������� ���
������� �B���� �
 ��� 	���� ���������� ��� �������� <� ���� ������ ���� �� ��
��������� ��������� �
 ��� �������� ������� 1�� ������� ���������� ���� ����
�� � ����������� ������� �� ���� ��� ��� ����������� ��� 	:	�� � ��	 ���
���
�
 ��� 	���� ���������� ������ ��� ��������� ������� !����� ������� ��
����� ��������� ������� F�������G �� ��� ���������� ����� ������� ����
����� ����	�
 ��	 ���		����	�
����� ����	
 �� �����%����������� ������ ���
����� ��� ������� ������������� 	� ������� ��� ������� "�����#�  �� ����
��������	�� ������ �������� �� � �	����� ����	� *�� ��� ��������� �� �� 
����	��
�� 	��� ��� ���������� ���������� ������ �� ��� � �����%����������� ����
"���� �����#� $�������� �� ��� ,//@0 �������� ��� ������ �� ����� 
�	�� #��

�
 ��� ������� ������ �� ��� � ������ �������� ����� ������� ������ 	���
��������	 ��� ���
����

R��� ��������� $�������� ��� #����� ,//80 �������� ��� ������ �� � 	����
���������� ��������� 	� �� ��������� 
���	 ����	 ������ 
����� ������� ����
�����	 ��� ���
����  ��� ��������� ��� ���� ��������� 
������ �� ���� ��

��%�������� ������������ �� ���� >�� ���������� <� �������� �� ����� �������
����������� ���� ����� ���������� ������ �� 	���� �� � ���������� ���� ����
������� ��� �������� <�� ���������� ��� ��������� 	����� �	�� ��������	

��	 ��	� ����	� �� ����	� ����	� ��� ���
�	� �����	
� <� ���� ���� ��� �'�%
����� ������� 
��������� ������� ���� ��� �B���� �
 ���������� ��������	
��� ���
���� ���� �� ���������� ���������� ������ ���� ������� ���� ��������
��� )�� �� �������� ����������� 
�� >�� �����������  ��� ������ �� ���������
�� ������ �� ����� 4�  �� ��D�� ����� �
 ���� 	��$ ���� �� ���� ������� �����
��� �	������	 ��� ��	����
 	2�	�
���
 � ��	 ��!�"�#��������	���� <� ����
������ ���� ������ �� ���� ��������� 	��� 
��� � ����������� �� ���� �� ��
������������� ����� �
 �����

��� � "����0(������
��� ������� ��������� �
���

 �� �������� �
 ���������� �
 ��� ��%������ ���� 	� ���������� ��� ���������
�� ������� ����� ��� �������	�� �� ����)���� ���)��� ��� ����� ��� �������
��������� ����� ���� ���������� ����������� �� ������� 	���� 	����� �� ����
�� ���� ���� ��� �������������� ���� ��������� �������� ��� ���� ���� ��
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��)�� ���������� ��� �������� ������� ����������  ��� ����������� �� �

��� ���� ����� ���� �������� �������� ��� �����������  �� ������� ����
�� �� ������� � �������� ���������� ��� �� ������ ��� �������� �������� ���
�������	������� �
 ��� �'����� ���� �� ��B����� ���)���������  �� ���������
�
 ���� ������� ����� ���� � �����%����������� ��������� ����� ���� �� ��%
�������� ���� �� ���������� ���������� ���������� �������  ��� ����� ����
	� ��
����� �� �� ��� ���������� �����	2 
�
�	�� ������� �� ��� ����� ����
� �����%����������� 	���� ���������� ���� ������ 	��� �� ��� �����������
��� ������� ���������� �� ��������� �� ��� �
 � ���
���������	�
����� 	����
��
������ ��
����  �� ����� ��������� ��� ��������������� �
 ��� ������ 
��
�� ��������� �		�	��	 
����	� ��������� 	� �� ���������� ������� ����������
������ ���� 	� ��������� �� ����� 4�

<� ��� ������ ������������ �� ����� ��� ������ ��� ����� �'������ �� �����%
������ 	� )��� �� ��� ,E./0� 	� ������ ����� ��� ������� ����� ��� ����	����
��� ���������� ���� ��� �'������ ������� 	����� �� ����� /�.�  ��� ������%
���� ���� ����
��� 	� ���� 
�� ��� ���� ������� ���� �� ����� 4�  �� �������
�'������ ���� ���� 
��� �� 
��� ��� ������� ���� �� ������� ������

':(:� .�	�� *,������

 �� ��������� �� ������ �� ������� �
 �� �����������	��� ��� ��� ��������%
���� �������� ���� �������� ������� ρ �������� ��� ������ 	����  ��� ���
��

 ��� ���	���� ���
	������� ���
 ����� ��

∇ · u = 0, "/�E6#

ρ

{
∂u
∂t

+∇ · (u⊗ u)
}

= −∇ · p + ρg, "/�E@#

����� ∇ �� ��� �������� ��������� u �� ��� ��������� ∂/∂t ��������� ��B������%
����� ���� ������� �� ����� ⊗ �� ��� ������ ������� p �� ��� ������� ������
"��� �������� ���
�� ������ ������# ��� g �� ��� ������������� �������������

2������������������ ��� ������� ���� �� ������ �� �����
� � &	���	�,
�	�� ��	�� ����	���� �� ����� ��� �������� ����� ������ S ��� ��� ������
������� N �� ��� ����� ������� "��� *��� /�E7# ��� ������� 	�

| S| = N tanφ, "/�E9#

����� ��� ���� �� ����� 	� ��� ��������� �
 ��� ������� �������� ��� φ �� ���
���	���� ����	 � �������� 1� ��� 	��� φ ���� 	� �������� 	� δ� ��� 	�� 
�������
������

 �� ������������ ���� "/�E6# ��� "/�E@# ��� ������������ 	� ���	�����
�������� ���������
 �� ��� 
��� ��
���� F s (x, t) = 0� ��� �� ��� 	����
F b (x, t) = 0� �
 ��� ���������� ������
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���� ����� #���! �!�$��) �!� �������� �!��� ������ S ��	 �!� ������ -������� N
�� � -���� ������� �� �!� )������� ��	�� φ �� �!� �������� ��)�� �� ��������� �!�
����������� �� �!� -���� �� ��������� �5��-� �� �!� ����" $!��� �� �� -������� �� �!�
��	�

F s (x, t) = 0,
∂F s

∂t
+ us · ∇F s = 0, "/�E;#

F b (x, t) = 0,
∂F b

∂t
+ ub · ∇F b = 0, "/�.7#

����� ��� ����������� F
G ��� F�G �������� ���� � �����	�� �� �������� ��
��� ��
��� ��� ��� 	���� �������������

 ���� ��� ���� ��������� �������� ���������
 ���� ��� 	� �����)���  �� �		

����	 �
 ��� ��������� �� �������� �		� ����� ��� 	��� �����)�� � �	��	��
����������� 
������ ���A

F s (x, t) = 0, psns = 0, "/�.E#

F b (x, t) = 0, pbnb − nb
(
nb · pbnb) =

(
ub/ | ub | ) (nb · pbnb) tan δ, "/�..#

����� ��� ��
��� ��� 	���� ��� ������� ���

ns =
∇F s
|∇ F s | , nb =

∇F b
|∇ F b | . "/�./#

�	���/�

; !����� ���� pn �� ��� �������� �������� ������� N = n · pn �� ��� ������
������� ��� S = pn− n (n · pn) �� ��� �������� ����� ��������� <� 
������
���� ��� �	��	�� ���%
������� ��� "/�..# ��������� ��� 
��� ���� ��� ���%
����� �
 ��� 	���� ����� ������ �'��� ��� ������ 	���� ������� ���������
	� � ���5����� �
 
�������� tan δ�  �� ��������� δ �� ������ ��� 	���� �����
�
 
��������

; 1��� ������ ���� ��� ����� �������� �� ������ �� ����� �� ��� ��������
��������� �� ��� 	���� �������� ub �� "/�..#�  ��� ���������� ������ ����
ub·nb = 0 	� "/�.7#� <� ���� ������� ���� ��� 	���� �������� ub �� ���������� ��
��� 	���� ��
����  ��� ���� ���������� ��������� ��� ��������� ���� ��� 	����
��
��� �� ����������� �
 ����� ����� ∂F b/∂t = 0� �������� 
�� ����������
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����������� �� ���� ������ ��� ���� ∂F b/∂t �� ��� )��� �'������ ��������
�� ��������

; 3�)���� ��� ��������� �
 ��� ����� ������ �� ���� ��� ��������� � ����%
������ ���� ��� �'������ �� ub = 0� <� ��������� ��������� �
 �����������
���$
����� ��	��� >��� ��� ���� ��� ��� ���������� ���� ����������� ����
��'���� ��������� �� ��� ����� ��� ���� ��� ��� �
 ��� ��������� �������
���� �� ���$� �� ���� �� �����  ��� ���������� ��� 	� ������� 	� ���������
ub/ | ub | 	� ��� ������ ����� 
������

fα = (fu, fv, fw) , "/�.-#

�����

fu = tanh (αu) , fv = tanh (αv) , fw = tanh (αw) , "/�.8#

��� α > 1 �� � ���� ��	���  ��� ���������������� �� �������� ��� ��%
����� ��� ���������� �� ub = 0� ��������� �� α → ∞� fα ���������� ���

������ ub/ | ub | �

�

':(:� ��������	�� ��������	 ���	� �� � 5	����� ����	�

1� ��������� �� ��� ������� ��������� )��� �� ��� ,E./0 �������� ��� ��%
������ �� ����� ��� >�� �
 ���������� ���� � ������� ����	���� �����%�����%
������ �����������  ��� ��� �� ��� )��� ����������� �
 ��� >�� �
 � )����
���� �
 ������� �������� ���� � ������ �� ������� 1 ��
������ ��
��� ����

������ ��� ���� ��������� 	�� ���������� �� ��� �� ��)�� �� ����������
���������� ���������� ������� oxyz "��� *��� /�;#�  �� z%���� �� ������ ��
��� ��
������ ��
��� ��� ��� x% ��� y% ����������� ��� ���������� �� ��� ����
��� x%���� �������� �� ��� ��������� ����������  �� ��������� �����������
������ ζ� �� ��� �� ��)�� ��� ��
������ ��
��� �� � 
������ �
 ��� ���������
����������� x� 5�	 �		�	��	 
����	 ��	
 ��� ���� �
 � ������� � ��	 ���

�

���	 ���������	- y�  �� ���� �������� �� ��������� 	� ��)���� ��� �������
z = b (x, y, t) �	��� ��� ��
������ ��
���� z = 0� ������ ��� $��������
	������ ����������� �� ���������� �� *��� /�;� ��� ��� ����� ������������
4��� ����� ��� ����� ��������� ��������� �
 ��� 	���� ���������� ��� ���
�������� ���� ��� ��������� �
 ��� x%����������� 
�� ���������� ����������� ���
���������� �� ��� x%��������� ��� ��
����� �� �� ��������� ���������� ���
����� �� ��� y%��������� �� �����%����� �����������

� �� �!�� ������� ��	 !��������!" #��$��	)� �� �!� ����� �������� �� ������ ���%
����� �� ������	� �!��� �� � )���� ������ �� ���#� �� �!��" ��)�" �.�� ��	
����" !�������" $����,���" �������� ;�1" �8" � " 111" 830< ��	 ����
��!����
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����� �� ���� ������� � 	���
 ���������� �
 ��� ����� �'������ �
 ��� ���%
���� *�� ��� ������� ������������ � ���������� ��������� ���������� ������
OXY Z �� ��)��� ���� ��� 	���� ������� i, j,k ������� �� ���� ��� ������ k ��
��������� 	� �� ��� �������� ������ �� ��� ������� ������������ ������� i ���� ��
��� �������� ����� �� ����� ��� ��
������ ��
��� ������� ��� j �� ������������
�� 	���� 1 ������ ���������� ���������� ������ oxyz �� ���������� <� ����
���������� ������� ��� �������� ������ r �� ����� 	�

r = rr (x, y) + znr, "/�.6#

����� rr �� ��� �������� ������ �
 ��� ��
������ ��
��� ��� nr �� ��� ������
������ �� ���� ��
���� <� ��������� ������������ ��� ������ �� ��� ��
������
��
��� ��

nr = sin ζi + cos ζk, "/�.@#

����� ζ �� ��� ����������� ����� �
 ��� ������ �
 ��� ��
������ ��
��� ��������
�� ��� Z%����� *�� ���� �
 ��������� ��� ������)������ (x, y, z) =

(
x1, x2, x3

)
��

�����  ���� ��� ��� ������������� ���������� �� ��� ���������� ����������
������ "���� ����� .	��� ��� ���" ��� ����"���� ,-.� -/� ...0#� ��� ���
���������� ��������� 	���� �������� gi� ��� ����� 	�

gi =
∂r
∂xi

. "/�.9#

 �� ��������� ∂r/∂x1 ��� ∂r/∂x2 ��� ������ ��� ������� ������� �� ���
��
������ ��
��� �� ��� x1% ��� x2%����������� �������������  ��� ��������
��� ������ ���������� ������� ������� ���� ��� x%���� �� ��� OXZ ������
�� 
������ ���� ∂rr/∂x1 = cos ζi − sin ζk ��� ∂rr/∂x2 = j� �� ����

g1 =
(
1− κx3

)
(cos ζi − sin ζk) ,

g2 = j, "/�.;#

g3 = sin ζi + cos ζk,

����� ��� ������� κ �� ����� 	�

κ = − ∂ζ

∂x1
. "/�/7#

 �� ��������� ������ ���5������ ��� ��)��� �� gij = gi . gj �  ��� �� 
������

��� "/�.;# ����

(gij) =

⎛
⎝

(
1− κx3

) 2 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ . "/�/E#

����� ��� �B%�������� �������� �
 ���� ������ ������ ��� ��� C���� ���� ������
���������� ���������� ������ �� ������ �����������  �� ������ �	��� ��� ��
%
������ ��
��� z = 0 ��� 	� ������	�� 	� ��� ����������� xyz ���� ��� 	����
�� ��� ������ ���� ��� �'��� ��� ������

ds2 = (1− κz)2
dx2 + dy2 + dz2. "/�/.#
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 �� ������ �� ��'��� ��)��� �� ���� �� ��� z%���������� �� ������� ��������

���� 1/κ� <� ��� ������ ���� �� ������ �� 	� �����)�� ������������� <� ��
����� ���� "/�/.# ��)��� �� ���������� ������ 	����� ����� �� �� �������
���� �� ���

':(:' #�	 "��	� *,������

����	�����	 .���  �� ���������� ��������� ��������� �'������ �

����� 3.4.1 ��� ��������� �� � )��� ���� �� ��� ���������� ���������� ������ �

����� 3.4.2 �� ����� �� *��� /�;� 4'������ ��� ���� ���%��������������� ���
� ������� ���� ��������� �� ������ ����� ε = typical height/typical extent
��� �� ��� �� ������
� ��� �'������� <� � ������ ����� ��� ���� ��� �����%
�� 	������ �'������ ��� ���������� ������ ��� ��������� ����� ����� ���
������ �
 ��� ��
������ ��������� <� ���� ������� ����� �
 ����� ������ ����
O(ε) ��� ���������� *�� �� �����������	�� ������������ �������� ��� ������%
��� �'����� ������� �������� ���� ��� $�������� 	������ ���������� �� ���

��� ��
��� ��� ��� 	��� �
 ��� ����������

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) +

∂

∂y
(hv) = 0, "/�//#

����� h ���������� ��� �������� �������� �
 ��� ��������� ��� u = (u, v) ��
��� �����%�������� ��
���%�������� �������� ���� ���������� u ��� v �� ���
��������� ��� �����%����� ����������� ������������� ���������� ��� �������
	������ �'������ �� ��� ��������� ��� �����%����� ���������� ����� ��

∂

∂t
(hu) +

∂

∂x

(
hu2

)
+

∂

∂y
(huv) = hsx − ∂

∂x

(
βxh

2

2

)
, "/�/-#

∂

∂t
(hv) +

∂

∂x
(huv) +

∂

∂y

(
hv2

)
= hsy − ∂

∂y

(
βyh

2

2

)
. "/�/8#

4'������ "/�//#H"/�/8#� ����� ��� �� ���
	������	 ���� ���� �����
���� 	�
��
����� �� �� �� ���������� �����	2 
�
�	��  �� 
������ βx ��� βy ��� ��%
)��� ��

βx = ε cos ζKx ��� βy = ε cos ζKy, "/�/6#

�������������  �� ����� sx ��� sy ��������� ��� �	� ������� ���	�	������
 ��
��� ��������� ��� �����%����� ����������� ������������� ����� 	�

� �!��������" �!��� -����� ������-��	 �� �!� -�������� �� $!��! ����������� z%�5��"
$!��! ���� �������" ��������� $��! ��� ����!��� �!�������" �!� ��-����-���	
��-�)��-!� b �!���	 ���� �� �!����$� �����	�	 �!�� �!� �������!� 	��� ���
-��� �!���)! ��� �� �!��� -����� 	����) �!� ������ �� ��� ������" �!� �����������
����	������ &8�8�( ��-������ � ����	 ����	����� �������
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sx = sin ζ− u

| u| tan δ
(
cos ζ + λκu2

) − ε cos ζ
∂b

∂x
, "/�/@#

sy = − v

| u| tan δ
(
cos ζ + λκu2

) − ε cos ζ
∂b

∂y
, "/�/9#

�� �����

ε =
������� ������
������� ������

=
H

L
,

λ =
������� ������

������� ����������� ����� �
 �������
=
L

R ,

��� δ �� ��� �	� ������� ����	 �
 ��� ������� �������� ���� ��� 	���� �����%
������ ������ b = b(x, y, t)� Kx ��� Ky ��� ������ ��� 	���� ��	

��	 ��	;�
��	��
� ����� ��� �'�� �� ��� ����� �
 ��� ��%����� �� �������� ������� �� ���
��������� ��� �����%����� ����������� ������������ "���� ��� Kx = pxx/pzz ���
Ky = pyy/pzz#� 4��������� ����������� �������� ��� 	� ��� �� ���������
����� ����� �� 
������� �
 ��� ��������� φ� ��� 	����� δ� ������ �
 
��������
��� ,E@@0� ���� ��� ����� 	�

Kxact/pas = 2 sec2 φ
{

1± (
1− cos2 φ sec2 δ

) 1/2
}
− 1,

∂u

∂x
≷ 0, "/�/;#

Kyact/pas =
1
2

{
Kx + 1∓

(
(Kx − 1)2 + 4 tan2 δ

)1/2
}
,

∂v

∂y
≷ 0, "/�-7#

����� Kx ��� Ky ��� �����	 ����� ������������ ������ "���� ����# ���
��

��	 ����� ������������� ������ "����� ����#�  �� �������� ������������
�
 ����� ���������� ��� ����������� ���� 	� ����� �� ����� 4� ����� 4.7� *��
"/�/;#� �������� ���� ���� "/�EE#�

 �� ������������ ���� "/�//#H"/�/8# ��� ������� �� �������	�
����� ���������
	�� ����  �� ���%����������� �����	���� (x, y, h, b, u, v, t, κ) ��� 	� ������
	��$ �� ����� �������� �����������

(
x̂, ŷ, ĥ, b̂, û, v̂, t̂, κ̂

)
	� �������� ��� ����%

����

(x̂, ŷ) = L (x, y) , (ĥ, b̂) = H (h, b) ,

(û, v̂) =
√
gL (u, v) , t̂ =

√
L/g t, κ̂ = κ/R,

"/�-E#

����� g �� ��� ������������� ������������� <� ��� ��������� ������ ���� 	���
��� ������ ����� ε = H/L ��� ��� �������������� ������� �
 ��� ���� λ =
L/R� ������� �� "/�/6#H"/�/9#� ��� ������
&�� � ���� ��� ������� "/�//#H"/�-E# ���� "/�.#H"/�E.# �� ����� 3.2� 4'�%
���� "/�//# �� ��� �����%���������� 	������ �
 ����� ����� ���� "/�.#� �� ����%
�	��� �� ��� �������� h ��� ��� ����������%�������� �����%�������� ��������
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���������� (u, v)� !��� ���� x ��� y ��� ��� ���������� ������������ 	� ���
�'����� ������� �� �
 �� ���� ������� �� ��������� ������������ 1� �� �����
��� �� ����� 4� ���� �� ��� ����� �
 �������� ����� �
 ����� ������ ���� O(ε)�
 ��� �� ��������� �� ���������A &� �	�	���- ��	 ���
	������	 ��� �
 ��� ���
����	� ��	� ��������	�� ���������	
 ��	 �
	�= ��	 
�������	

 �

������� ���
���	���� �� �	��	 ������ � �������	
 >
		 .	�
��� ��� ������
������"
3?@4A ���
 ��	 	�������
 ���� �� ���
	������	 �����

4'������ "/�/-#� "/�/8# ���� ��� ��)������� "/�/6#H"/�-7# ��� ��� �����%
�������� 
���� �
 ��� ��������� ��� �����%����� ������� �'������� 4'�%
���� "/�/-# �� �������� �� "/�E/#2 ���� ��� �������� �
 ��� ����� ���� �� ���
��
�%���� ����� ��� ���������� >� �
 ��� ��������� ������� >��� ��� ���
����������� �������� �B���� ��� ����� ���� �� ��� �����%���� ���� �
 "/�/@#�
4'����� "/�/8# �� ���� 	� ��� ������� �� �������� �� "/�/-#�  �� ���� ���
����� �� ��� �����%���� ����� �
 "/�/-# ��� "/�/8# ���� βx ��� βy �� �����
�� "/�/6#� ��� ��� ������� �� ��� ������������� ���� �� "/�@#�  ���� �����
������ 
�� ��� ��������� �
 ��� ���������� ���������� �������� pxx ��� pyy
�
 �� ��)��������� ����� �
 �����%������� dxdy "��� *��� /�E	� �� ����� pxx
�� pyy ���������� �� pL#� (�������� �� 	�
���� ���� ��� ��������	�� 
�� ���
������� �
 ��� �������� �
 ��� ������� ���� ��� ��� 	���� ����������� ����
����� ����� ������� ��� ����� ������� ���5������ ��� ��� ������ 
�� ���
����������� 	������ ������������ ��� ������������� >�� �������

 �� ����� ����� sx ��� sy �� "/�/@# ��� "/�/9# ��� ���� �������� ��B�����

��� ��� ������������� ����� �� "/�@#� <� "/�/@# sin ζ �� ��� �������������
��������� �
 ��� ������� 
���� �� ��� ��������� ����������  �� ������ ����
�� ��� ��������� �
 ��� 	���� 
������� �� ��� ��������� ���������� 	� ����
��	 ��
�� ��	

��	 �
 	�����	� �� λκu2� ��� F������
���G ������	���� �� ��
��� ��������� ������� �
 ��� 	���  �� ���� ����� )������ �� ��� ��>����
�
 ��� 	���� ����������� �� ������� 
�� �� ���������� ��������� 
���� �� ��
��� 
��� ���� ��� 	���� ��
��� ���� ��� ����� ���� ��� ��
������ ��
����
1� 
�� �� �������������� �
 sy� �� �� �	���� ���� �� ���� ���������� ������
��� y%����������� ��� ������ ����C������ �� ������� ��� �� ��������� �� ����
����������  �� ������	���� �
 ��� ������ ���� �� �������� �� ���� �� sx�
��� �� �� ��� ������ ��������� ����� !��� ���� ��� ���
������ �
 ��� 
���������

����� ��� ��� ���� ��� �������� 
��������� �������� ��� ��� ��������

τ = − tan δ
(
cos ζ + λκu2

)
.

� �� ��	������	 �!�� -��-����" ������ �!�� �� �!� �������� �� -�)�� ��3?�14 ���%
���� ���������)��� �� N������������O �� ������� ��$� $��� �����	���	� I��� �!�
�����)��� ������� �� �����" ������ � ������� ��$ $��!��� � -��	������ ����"
��	 � ������ ���� �!�� �� ����� � ������" ����" 	��������	 �� �����	� N�)����O"
���! ��" ��)�" )������� �� �!�� �����) 	�+������ sx ��	 sy �� &8�8/( ��	 &8�80(
������� � ���� �!�� 	�-��	� �� u, v� �� �� �5������� ��-������ ��� ���!����%
���� ������� �!�� �!� ��#��$� ��������� �--��� �� ��� �� -������� �� �!� =�5
����� ���!�� �!�� �!� N������ �����O�
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*������� �� ������� ���� ��� ������������ 
��� "/�/-# ��� "/�/8# �� ����� ����
�	������� ������ ����� �� ��� ����������� ���������� ����� ������ ���� �����
O(ε) ���� 	��� ��������  ���� ��� ���� 
����� �������� �� ��� ����������
���� ���� 	� ���� ����� �� ����� 4�

%��&����	�����	 .��� *�� 
����� 
�������
 � ��� ���� 	������ "/�//#
��� 	� ��� �� ������
� ��� ���������� ����� �� ��� ������� �'������
"/�/-# ��� "/�/8#� ���� ��� ��������

d

dt
=

∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
, "/�-.#

��� ������������ �'������ �
 ������� 	������ ������ ���� ��� 
��������
���%������������ 
���

du

dt
= sin ζ − u

| u| tan δ
(
cos ζ + λκu2

) − ε cos ζ
(
Kx

∂h

∂x
+
∂b

∂x

)
, "/�-/#

dv

dt
= − v

| u| tan δ
(
cos ζ + λκu2

) − ε cos ζ
(
Ky

∂h

∂y
+
∂b

∂y

)
, "/�--#

�������� ���� h �= 0.  �� ������ �
 �'������ "/�//#� "/�-/# ��� "/�--# ���%
������� � �������
	������	 
�
�	� � 	�������
� ������� ���������� 	� )���
�� ��� ,E./0 �� ���������� ��� ���%����������� ��%������ ,/@8� /@60� 1� ��
����� ��� ����� ��� ��� ���%������������ 
��� �� ��
� �� ������������ ���
��"���"��� �������� ������� 
�� ���� ������� ��� ,E./� -E.� --80�

=���� ��� ��
������ ��
��� "�����# ζ (x)� � 	���� ���������� b (x, y, t) ���
��� �������� ���� ���������� δ ��� φ� 	��� �
 ����� ������� �
 �'������
����� ����� ����������� �����	��� h, u ��� v �� 	� ������� ���� ��� �������
���������� ��� 	������ ���������� ��� �������	���

�� �������� ��� �	��� )������ 
������� �� � ������� ��� ������� �����%
������� 
��� '��� �� � F�������G�  �� ������ �� 	���� �� � ��������� 
����%
���$ ��� ����������� ��� ��

 ����� ���	� �
 �	����� ,-/70�

*+	��	� ����$	;2�	� ��������	 "��	�� �� �������� ��� 
��������
����������A

(i) #���$����� 1 ��
������ ��
��� ��� 	� ������	�� 	� �� ���������� ����%
������ ���������� ������ Oxyz �� ����� ��� z%���� �� ������ �� ��� ��
���
��� ��� x%���� ��� y%���� ��� ���������� �� ��� ���� ��� x%���� �������� ����%
������  �� 
������ ζ = ζ(x) ���������� ��� ��������� ����������� ����� ��
��� ����C����� ��� κ = −∂ζ/∂x �� ��� �������� ������ z = b(x, y, t) ��
��� ���� �������� �	��� ���� ��
��� ��� z = s(x, y, t) ��� 
��� ��
��� ��
���� h(x, y, t) = s(x, y, t)−b(x, y, t) ���������� ��� ��������� ������ ����� ���
z%�����
� A�� ����!�� �5������� ��	 )������������� �� �!�� ��	��" $� ����� �� ���� ��3���
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<� ���� 	� ������ ���� � ������� ���� �
 h(x, y, t)� ��� H � �� ����� �� ���%
������� �� � ������� ������� L� ����� H/L � 1�  ��� �� ��� �����������
����������

(ii) "�	����  �� ��������� �� ������ �� ������� �
 �� �����������	���
���%��������� ����������� ��� ��� ����� ������� ������� ���������

(iii) ������	 1���� ���� ��� �������� �����)�� ��� �	��	�� ��� 
�������
��� �� ��� 	����� ��� ��� &	���	��	�� ������� ����� ��������� �� ��� ��%
������� ��� ��� �������� ��
�������� ��$�� ����� �� ��� ��������� ����������
1����� ��������� ���� ��� ����� �������� ������� �� ��� ���� >�� ���������
��� 	� ��������� ��� ������ ���� ��� ��������� ��� �����%����� ��������
���� �������� ���� ��� ������ ������� ������ ��� ����� �
 ��� ����������
��� ���� �������� ��$�� ����� �� � ���� ����� 	���� ����� �� ���� ��� ��������
������	���� �� ������ ��
��� ���� ��� ������

(iv) ��	����	 ��	F��	�� ��� �����		�� &�� δ ��� φ 	� ��� 	�� ���
�������� 
������� ������� ������������� �
 ��� ������� �������� ��� ��� ���
������� ���5������ Kx,y = Kx,y (δ, φ) 	� 
�������� ���������� 	� ����
��� &	�� ������� �
 ��� 
���

Kx = 2 sec2 φ
{

1∓ (
1− cos2 φ sec2 δ

) 1/2
}
− 1,

∂u

∂x
≷ 0, "/�-8#

Ky =
1
2

{
Kx + 1∓

(
(Kx − 1)2 + 4 tan2 δ

)1/2
}
,

∂v

∂y
≷ 0, "/�-6#


�� ��������� ��� ����������� �
 ��� �������� 	���� (�������� ��� H � L ���
R = 1/κ 	� � ������� ��������� ����$����� ������ ��� ����� �
 ��� ��������
3�)��� ε = H/L� λ = L/R� ���

βx = ε cos ζKx, βy = ε cos ζKy, "/�-@#

sx = sin ζ − u

| u| tan δ
(
cos ζ + λκu2

) − ε cos ζ
∂b

∂x
, "/�-9#

sy = − v

| u| tan δ
(
cos ζ + λκu2

) − ε cos ζ
∂b

∂y
, "/�-;#

����� u = (u, v) �� ��� �����%�������� ��
���%�������� �������� ���� �����%
����� u ��� v ����� ��� x% ��� y%������������ �������������

(v) ������	�� ������ ���� ��� )��� �����	��� ��� �5������� ������ ��
���� ��� ����� �
 ����������� ��� ��B����������� ��� 	� �������������

 ���� ���� � ��������� ���%������������������� ��� �������� �
 � �������
��������� ��� 	� ������	�� 	� ��� ��� �
 ������� ��B�������� �'������
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∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) +

∂

∂y
(hv) = 0, "/�87#

∂

∂t
(hu) +

∂

∂x

(
hu2

)
+

∂

∂y
(huv) = hsx − ∂

∂x

(
βxh

2

2

)
, "/�8E#

∂

∂t
(hv) +

∂

∂x
(huv) +

∂

∂y

(
hv2

)
= hsy − ∂

∂y

(
βyh

2

2

)
, "/�8.#

������� �� ����� ε1+γ , 0 < γ < 1�

%�	  �� �������� �����	��� ��� ��������� 	� ��������� ���%��������������%
����� �� ������� �� 	� "/�-E#�

�

':(:( ��6	�	��	� ?	!		� �	��������� "��� .��!�
��� ������! @�	� *,������

 �� ��������� �'������ "/�87#H"/�8.# ��������� �	��� ���$ ���������� ���%
���� �� ��� ��������� ������� ����� �'������� �������� ����� ��� 
������%
��� ��B������� 	������ ����� ��� ������� �
 �'�������  ���� ��B������� ���
������ ��>����� 	� ��� ��������� �� ����� ��� �'������ ��� 	����� ��� ���%
�������� 	������� ��� ��� �������� ���������� �� ��� 	�������� �� �����
����� >��� ��� �	D������

CiD �����������	 
	������  �� 
��������� ��������� �� ��� �	���
�'������ �� 
��������� ���������� ��������� �� &	���	��	�� �����������
	� ��������� ��� ������� ����� ������ ������� �� ����� �� '�!�����	���
>����  �� �������������� �
 ��� 
����� ���� � �����%���������� ����� �� 
��
���� ����������� ���� ��� �������������� �
 ��� ������� <� ���������� ���
������� �
 ������ ��� ������� ������ �
 �������� �� ����������  ��� ��������
)������ ���� ��� F��������G �� ��� ����� ����� ���������� ��� ��� ��� ���� ���
��� ������� ���$���� 
��� �������������� ���� ��������� ���5������ "����� βx
��� βy �� "/�8E# ��� "/�8.# �� "/�-@## ��� 	� ����������� �������� ���
>�� ���� 
��� � ������������ ����� �
 ��
�������� �� � ���������� ����

CiiD �������� 1��������� 
���� ����� ������ �� ���� 	� ������� �� 	��� ���
�� �� ��� �������� �
 ��������  ��� 	������ g� ��� ������������ �� �� ��������
� �������������� ������ �� ������������ ������ ��� ���� ��� � ������� ���������
������� L� ��� ��� ����� ������ H � ������������� ������� �� ��� ������������%
���� ��  �	�� /�E�  ��� ����� ���� � ������� ����� 
�� ���������� �� ��� 
���

��� �������� ��� 
�� ����� ��� ������� ����� ���������  ��� ��������� �������
��� 	��� ��� �� "/�-E#�

CiiiD ����	������� ���		��	� �� ���� D�� �����$�� ���� βx ��� βy
��� 	� ������������ ����� ��� ����� ������� ���5������Kact ���Kpas ���
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��	
� ���� �!������������� �� �!� �������!� ��	 �!����$ $���� �6�������� ��-����
������ �� ���%	������������� �!� �������!� ��	 �!����$ $���� �6��������

�!������������ 6������� 9������!� !����$ $����


��)�! L H

����
√
L/g

√
H/g

��������
√
gL

√
gH

�B�� D�� ���������������  ��� ��$�� ��� ��������� �'������ � ������
�
 �����	���� ������� ��B�������� �'������ ���� ����������� ���5�������
(�������������� ���� �� � ��D�� ���� ���� ������������� 	����� � ������ �

��������� ����
� �� ����� ��� $���� �� ���� ����� ��� ���� ��� �����
���� �� ��$�
Kx ��� Ky �������� 
������� �
 ∂u/∂x ��� ∂v/∂y� ��� "/�/;# ��� "/�-7#�
	� ���� ��� ������ �
 �'������ ��� ���� ��� �����	������� �������� ���
����$� ��� ��� 	� ���������� 1�� ����� ������������ ��� ��� ���������� ��
��� ������� ����� �������

CivD ������ ��� �	�������� 4������ ��� ���������� �� ��� ������� 	��
��� ���������� �� ��� 
��� ��
��� "����� ��� �����)����# ��� ���� 	�
���������� ��������� �� ���������� ��� ��	��� >���� �
 ������������� ����
���� ��� ��������� ����� �� ��� ���� ��� ������� 	������ �'�������
��� ���� ���� ���� ������ ��� 	���� 	������ ����������� �� $��� ���� �����
��������� ��� ��� �����)���� �� ������  �� ������� ������� �� ���������� ���
��	��� >��� �� ��������� �� �����)���� ���� ��� ��������� ���� �� ��� ��
�� C��� �� ��� ������ ���� ��� ������� ���� �� ��� �������� C���� �� �������
�
 � ����� 	�� �� � �� >�� ��� ������� ��� �����%������� �
 ��� ����� 	� ��
��� �� ��� ����� ��� ����� ��� ���� ����� E7�

':(:) .	���	� ��� <�������� �� �	 *+	��	� "��	�

 ���� ��� ���� ������������ ����������� 
������ �
 ��� �������� ������
!������� �� ���� ����� ��� ���� ���� ������������ �� ����� ���� �� ������%
�������� �� 
������A

������$	� 

• , +����	�	 5�	���  �� �������� ����� �'������ ������� � ��������
������� ����������� �
 ��� ���������� ��	��� >�� �� �����%����� ���������
>��� �� ��������� �������� ����� �� ���� 
��������� 
��� ���������� �����

� ��! � ��)����������� !�� ���� -��-���	 �� ;��4<�
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����� ����� �� ��� ��%�� �� ���������� ��� �����������  �� �������� �
 ���
��������� �� ���������� ���� ��� �������� �
 ��� ��������� �������� ���
��� �������� ������	���� ���� ��� ������ 	���� �����'������ ��� ��� �������
��� ������� ������� �� �	��������� ����� ��� ���� �
 ��� ��������� ��
��� ��	����  �� ���� ��������� �
 ��� ����� �� �� ������� ����� ����������
�
 ��� >����� ���% ��� ��������� ������� ��������

• 5��		����	�
����� $������ ���� ��� ��������� �
 ��� ������ ������
����� �� �� ����� ������ ��������� ������ ���� ��� ������� � �����%
����������� ��������� ������� ����� ��� ���� �� ��� ��%���  ���� ���
����%����� ��� ����������� ������ "�� ��������� ������� �� ����� 2.8#� 	�
���� ��� ���� ������� ���%����������� ��������  �� �������� ��%�����
�������� ��� ��'���� �����%����������� �������� ����� 	� ��� ���������
������������� �� �������� � ������� ������ ���� F���� ������ ��� �����G ��%
����� �������� ���� ������� �������� ������ ��� �������� ��
���� �� �����
�� ������� ��� ����� ��� ���������� �
 ������ ����	�������
• ����	 &��������	  �� ����� �'������ ��� �����%��������� �
 
������� �� ��%
�������� �� 	� �
 �	��	��%����� ����� ��� ����� �'������ ��� ���%
���������������� ���� ��� 	� ��� 
�� ���� ����� "������� �	�� �����������#
��	������� ������� � �� ���� ��� "������� ������� �	�� ������# ������
�������
• ����	 ����	� $��	� 6�������
  �� �'������ ��� ������� �� ����� )���� ��%
��������� ���� ��� �������	�� ���� ��� ���� 	�� ���� ����� ��� ���������
����� �� ����� 
�� ������ ������������ ����� ��������� ������� �� ��%
������ �����'������ ���� ����� ��� ������ ��� �B���� �
 �����������
�������� !��� �
 ��� ����� �������� ������ ��������� ���� ���������
• ����� ��� 6���������  �� ����� �� ���� ������ �� ��������� �� ��� �����
���� ��� ����� �� $��� ���� ��� �������� ����������A ��� �������� �����
�
 
������� ��� ��� 	�� 
������� ����� ��� ��� >�� ����������� <� ����
������ ��� �������� �� ��� ���������������� ���������� ��� 	� ����������
�� ��� ��	������� �� ���� ��� $���� 
��� ���������� �� ��� )��� ��� ���
	���� ��
��� ��� 	� ���������� 
��� ������ ������� ��������� ����� ����
�� ���� ������ �� ��� ������� �������� �� ��� ���� �
 ��� ������� ��� ���
������� �������� "����� C���#� <� ��� ��	������� ���� �� ��� ���	��������
<� ��� )���� ���������� �
 ��� ��������� 	���$��� ���� �� ���� ��5��� ���
���� �� ��%�������� �� ��������� �
 ������ 	� ���������� 
��� ��� ���������
*���������� ��� )��� ������� ���� ��� ���� �� ���������� ������ �� ���

� C������� ���������� ;8�" 8 " 0�" 0�" 0 " 0/" 00" 03" 34" 3�" �84" �8�" �81" �88" 101"
108" 10�" 840" �81< $��� ���� ���! �!��	 �� �!��� 	�����-����� �� �������!�
��	���" ��� $!����� �!�� ��������	 ��� ��� )�������� ��)��	�����" �!�� ���	
=��	 ������������ ��!������ �����)��� �� �!� !���� ������ �6������� $��!
������ ��-� ����� ��������� �� �� #��$� �!�� �!�� ��#�� ���%-����� ����
�������� �� 	�-�������� ��-�������" ��� ;�4<�

� E5��-����� ��� (�*���/!����%��	���" ��� �!�� ��� -!�������� ���	�6����"
��	 �!��� ��� � ������ �� ���� ���-��5 ��	��� �!��" -��!�-�" ��� �� �!�
���� )����" ���" ��)�" ;/�" /�" �3�" �31" �3�" 8�8" 81�<�
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������� ���������� H ������ ��� ����� ������ ��������������� ��� �������
�
 ��� �������� �� �������A +��� �2+ ����� 
�� � ������ �� �� �������
�������� ��� ������ ��� ��� ���� �� ����� �� ���� ����������� ���
������ 	� ���
����� 
�� ������ ���� �
 ������� �����
• $���	��������� B	�����������	�  �� ����� �'������ ��� 	� 	����� ����
��� �������� 
��� �
 ���%����������� ���%������ �����	���� ������� ��
%

�������� �'������ ���� ����� ������ ��	�� �������� ������� �������
���� 	��� ��� ��� ����� 	���� ��������� �� ����� ����� �'������ ������%

���� 
��� ��� ��������� )���� ��B������ ������� �� ������ )���� �������
�������� (�������� ����$ �������� ��� 
���� ����$��� ����� ��������� ��%
��������� �������� ������� ��� 	���� ����������� 
�� ����� �'������
�� ����� �� ������ �����	�� ����$�� �� ���� ������� ��� ��������� ���
�������� ������� �� ������ 7, 8, 9 ��� 12�
• ��

������� � *��������� �� .��������� 62�	���	��
  �� ����� �'������
��� ������ 	� ��������� 	� ����%���������� ��	������� ����������� �
 ���%
)��� ��� ���%���)��� ��������� ������� �
 ��B����� ������� ����������
2������ ����������� ���� ������������ ���� �� ��������� ������������ 	�%
����� ��� ����������� ����������� ��� ��� ��	������� ���������� ��� �%
������� ������������
• (	������� �� ������� B��	� 6�������
 1� � ������� ����� ��� ����� �'�%
����� ����� �� ��� ��������� ������� ����� �'������� *�� ����� ��� �����
���� �� ��� ��� ����� ������� ���5������ �� ����� 	����� >���� ��$� ��%
���� �� ��� ������ �� �������� �� ���� ���� ������ � ���������� ����
�����	�� �������� (�������� ����� ����� �'������ ��� 	� ��� �� �����
����� ����� �������� �� ���� ������ ��� ���� ���������� �
 ��� ����� 	���
 �� �'������ ��� ���� ��������� �� ����� �� �� ����� ������� �����%
'����� ��� ��%���� �'������ ��� ���� ��
����� �� �� ����� ������%����
�'������� ��� &��"������������� �� ��� ,.6-� .680 ��� .	�
��� ��
��� ,/9� -70�
• 62�	�
��� �� +��������	� $������� 5��������� ��� �
 ��� ���� ���������

������ �
 ��� ����� �� ���� �� ��� 	� �������� �� ������	� ��� ���� >��
�
 �� ��������� ��� ��	��� �� ������ ��� ����������� ������� ��������
�� ���� ��$� ���� 
��� ����� �� ����� 4 	� ���������� � ��� ������ ����
��� ������� ��� >����

<��������

• �����	�	�
  �� ������ ����� ��� ���� �
 ��� �������� 
������� ����� ��
������� ���� �� �'�� �� ��� 	�� 
������� ������ <� ���� ����������� ���
����������� >��� ���� ����������� �� ��� � ���	���� �������� ��������� ���
������ 
����� 	����� ��� ����� ������� ���5������ 	����� �������%������
• /	��	���  �� ������ ����� ���� �� ��������� ������ �
 ��� ����������
������ ������� ��� ��� ��� ������ ���� ������ �
 ����� ��� �	��� �������
�� ��� ���������� �� � ����� �	%������ �
 ��� >�� ����� *�� ��������� ���
������ ���� � ���B ��� ���� ��� ��������� �� �� ���� � 	�������� ������
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������ ��� ������� ���� ��� 	���� ��
���� +���� ����� ������������ ���
����� �'������ 
���� (�������� ��� ����������� 	��� ����� ��� �������
�� ��� ������� ��� ����� �
 ������� ��� ��� ���� ������ ��� ������ �

��� ������� �
 ��� 	���� �����������
• ���������� (	
�
����	  ���� ��� ��� �������� �	�� ��� ��� �	��	�� 
���%
���� ��� ����������� �� ��� ��%������� 3�
�� ��� &������ ,@0 ��������
����������� )��� ���� �
 ��B����� ���������� �� ����� �� ��
�� ��� 	�$

��������� 
����� �� ��� 	���� �
 ��� $�������� �
 ��� �������� ���������
��� ��� ����� ���)��� �
 ��� �������  ��� �������� ���� ��� �	��	��

������� ����� �� ���'��� �� ������	� ���������� �� �������� ��� 
���������

����� ����� ��� ����� �
 �� ���������� �� ��� ����� ����� ���� ������
���� ���� �� ���� 	� 	����� �� ������ � ������ �� ��������%���������
������	���� �� ��� 	���� ���� ,/.;� //7� --;� -870�  � ���� ������ ���� ��
�������� �������� ��� ������������� �� ����������� �������� ��� �� �� ����
��$��� ��� ��������� 
�� ���� >��� �
 ������������ ������� ����������  ��
������������� �
 ���� ��������%��������� ���� ��� ��� 	��� ������������
������������ 
�� ��� ���������� �������������	 *�� ���� ���������� ����
������ ����� �� ���� 	� ��������� ��� ���� ���� ����������� ��� ���%

������ ���� ������ ���� ��� 	� ������������ ,--;� -870� ������ ���� ��
��� �������� ��������� ,@0�
• *	������ ��� �	 <� ��� ������ �� �� ������ ���� ��� �������� ���)�� ������
��
����� ������ ��� ����� �
 ��� ���������� 1������� � ������ ����
	� ������ �� ������ ����� �����	������� ���� ���� ������ ���������� ��%
�������� 
�� ��� �������� ������ '��������� �������� �� �� ���� ��5���
�� ������
� ����� !������������ �� ���� ��������� ��� ��>���� �
 ��������
��� 
��� �� �� ������ ����� ��������� �� ������ ��� ��� ,E9/0�
• .��	��� ��	

��	 <� ��� ���������� �
 ��� ����� �'������� �� �� ������
���� ��� ������� ���)������ ������� �� ����� �� � ��������� ������� 4�%
������� �� ��� ��������� ����������� x, y, z� ���� �� ��������� �� ��������
τxy� ����� �� �� �� ��� ���������� <������������ ���� ��������� �� D���)��
�������� ������� ���������� ��� ����� ���������� ��� ����� �� �������� ��
F��������G �����������
• &������	

�������  �� ����� �'������ ��� �������� �� ������	� ��� �������
�������� �
 �� ���������� �������� �������� �� ��� �������� ������� �����
����������� ��� ���������� C��� ��� �� ��� �������� �
 �	��������� �
 ���
��������� ����� ��� ���������� �
 ��� ����� ��� ��� 	� �� ���� �� �� �����
����� �
 ��� �����������  ��� �� �� �� ��� ����� "��������# ���������� �
 ���
	��� �� ����� �������� C�����
• +���������� � ��	 ���
�� ��� .	������C��	�
  �� )��� ��������� �'�%
����� ������� ����� �
 O(1) ��� O(ε)� ����� �� �������� �� ��� ��%�������

	 �� ��� �$� �5-�������� �� =�$ �� � �!��� �� )������� ��������� 	�$� �������	
-����� $� $��� ��� ���� �� ������������ 	���������� �!�� � ����	� ������ ��
�� ����!�	� �!�� �� �� ��)����� �� ������ �� ����, �������� ���!�� �!��
������� ��!������" ��� ;08" �08<�
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!� ����� ������'��� ��� �� � ��B����� ������� �� � 
����� �����	�����
���������� ���� 	��� 
��� �� 
�� ���� ����� ���� O(1) ����� �� ��� )���
�'�������

<� ����� 4� �� ���� ���������� ���� ������ �� �� �� ���� ��� �������� �

����������� ��	���%>���� �� >���� ���������� ��� ���$������ ���� � ���%
������� ������� ���������� ���� ����� 	� ��	�������� ����� ��� ��������

��* ���������� '��� �������0"�$� ��� 3���
��0"�$�
&�����
��� !���������

+� �� ��� ��� ������� ���� �� ������� �� � ��� �	��	�� ������� 	���
������ ��� �������� �
 ��� �������� ��� �� ��� ������� ��
���� <� ���� ��������
�� ���� ���������� ���� ��������  �� 	���� 
��������� 
���� ���� ��� 	� ������
�� 	� �������� �
 � �	��	��%���� ��������� ���� � 	�� 
������� ����� ���
� ������ �	�����%���� �	
�
���	 
��	

 ���� �� ������������ �� ��� �'����
��������� ��� ������������� ���� 
����� ������������ �
 ��� �������� �

>�� ����������� ����� ���� � �������	�� ���	���� ������ ���� ������	�����
<� ���� ���� �� �� �������� ����������� �
 ��� ��������� �	������ �����
��� $���� �� ��� ������ ,/E8� /6.� -/70� <� �� �� ���� ����� ����� ��� �����
�������� ��� ��������� >���	����� ����� 	� ��� ��������� �����������

':):� "��	� *,������ ��������$ ������� ���$

�� ������ ��� 	�� 
������� ��� "/�E9# 	� ������ �� ��� �	��	�� ���� � ��
�
���
 ���� �� 
������A

S = SC + SV . "/�8/#

 �� )��� �� ����� 	� | SC | = N tan δ�  �� ������ �� � ��
���
 ����� ���� ���
��$� ��� ��������� �	����� ���� �� ��� ����� ��������� ������ ��� ��� ���

���

SV = ρq | u| u, "/�8-#

����� q = q (| u| , N) �� ��� ������������� ���� ���5����� ���� ��� ������ ��
��� ����� �
 ��� �������� ������ ��� ��� ������ ������ �� ��� 	���� ��
����
<
 q �� ����������� �
 u� ���� SV ��� � '������� ���������� �� ��� ���������
	� ��� ����� ���������� "����� �� ������ ������# �� ���� �����	���  �� �����%
���� ����� ���� �� ��� 
���������  �� ��������� ����������� ��� �� �������
���� ��� �	����� ����� ����� ��)�� ��� ������ ���� SV �� 
������A

SV =
ρg

ξ
| u| u, "/�88#

����� ξ = g/q �� ������ F���������G 	� ��� ��� ��������� �
 �� �������������
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<
 "/�88# �� ������������ �� ��� ����� �'������� ��� ��������� �'������
"/�//#H"/�-7# ������ ��� ���� ������ 
�� ��� ������� ������ ����� ��� �����


sx = sx(3.37) −
1
Ξ
| u| u, sy = sy(3.38) −

1
Ξ
| u| v, "/�86#

����� "
��� "/�88##

Ξ :=
ε

q
=
εξ

g
"/�8@#

��� 	� ������ �	����� ���� ���5������  ��� ���� "/�86# ��� ����� �'�%
����� "/�//#H"/�/8# �� "/�//# ��� "/�-/#� "/�--# ��� ���� ����� 
�� � 
���������
����� ���� ������������ 	��� �	��	��%���� ��� ������%���� 
��������  ���
�������� ����� ����� ����	��� ��� ���������� �
 ���������� �
 ��� ���������%
������� ���������� δ� φ ��� Ξ ��� $��� �������� ���� ��� ������ �
 ���
��������

*������� ��� � ������� ��� �'������ �� � 
��� ���� �� ����������� ����������

�� ���������� ������� 1� ��� ���� ����� � 	����� �������� ������������ ����
�����	� 	� �	�������  � ���� ���� ���

A = sin ζ, B = ε cos ζKx, C = cos ζ tan δ, D = ε cos ζKy "/�89#

	� ��������� ���

F =
(
hu2 huv
huv hv2

)
, B =

(
B 0
0 D

)
, u = (u, v) , e =

(
1
0

)
. "/�8;#

����� ��� '�������� ��� ���
%����������� ��� e �� ��� ��� ������ �� ��� ����%
����� "����������# ���������� ���� ����� ��)������� �� �� ���� �� ���� ����
"/�//#H"/�/8#� ���� sx ��� sy ��)��� �� "/�86#� ��$� ��� 
����

∂h

∂t
+ ���(hu) = 0,

"/�67#

∂ (hu)
∂t

+ ���F = Ahe−B ����(h2/2)− Ch u
| u| −

1
Ξ
| u| u.

 ��� 
��� �
 ��� ����� �'������ ������ � ����������� ���������� ������%
���� �
 ��� ��������� ������ ���� ��� ������ �
 ��� ������ �
 ���� ��� ���
��
���������  ��� ���� ��� 	� �����
�
 ���� �!�� &8�� ( ������� ��������%	�-��	��� ������ �����" $!��! ��� ��%

#��$�� �!�� ���� !�� ��� ������)� �� �!� !��	���) �� �!� )�������) �6�������
$��! ���-��� �� �!��� ������������ �!�������������" ��� �!� �������� �� -�)�
��3?�14�

�� 9�������" Ξ �5!����� �����%	�-��	���� �!���)! �!� �--������� �� g" ��� ��
���) �� �!� )������ �������� 	��� ��� �!��)�" �� �� ���,������� I�$����" ��"
������	 �� � 6��	����� ������� 	��)" � ������ 	��) !�	 ���� -��������	" �!�
����� 	�-��	���� $���	 ������ ���� �5-������
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<� ����� 5 �� ���� �������� �������� ���� �������� ��� ����� ��� �������
�
 ��� �������� )���� *�� ���� ������� �� ���� �� ��������� ��� ������
���� ���� �
 ��� ������ �
 ���� ��� ��� ��
�������� �������� �� �� ,E@60�  ���
������������� �� �����	�� �������� ���� ��� ��������� �
 ��� �	����� ����
�� ��� ��
�������� �� �������� �������� �� �� ������ �� 	� 
���	��������
��
������	� �������� ��� ������ ��� )����� �������� 	� � F����	�� �������
����G� ���� ��� ��� ����� ��� ���������� �������� �� ����� �
 ��� ������ �

���� �
 ��� ������ ���� ��� 	� ���������� �������������

4'������ "/�67# ���� ��� 	� ��������� ���� ��� ���� �
 �'������� ��� ���%
������ ��� ������ �
 ��� ������ �
 ����� ��� ����� ������	��� ��� ��
��������
�� ��� ��������� 
��� ��� �����%	��� �������  � ���� ���� ��� A = A(t) 	�
��� ������ �� ��� (x, y) ����� �� ���� t ������� 	� ��� ����������� �����
*���������� ��� ∂A 	� ��� 	������ ������� <���������� ��� ���� 	������
�'����� "/�67#1 ���� A ������

∫∫
A

(
∂h

∂t
+ ���(hu)

)
da = 0, "/�6E#

����� da �� ��� ������� �
 ��� ����� ��������� ?� ���� ����	���M ����
����
��	��	� �� ��� )��� ���� ��� )����M �� ���������� ��	��	� �� ��� �������

∫∫
A

∂h

∂t
da =

d

dt

∫∫
A
h da−

∮
∂A

h (u · n) ds,

∫∫
A
���(hu) da =

∮
∂A

h (u · n) ds,

"/�6.#

����� n �� ��� ������ ��� ������ ������ �� ∂A ��� ds �� ��� ������� �

��� ����%��������� 4'����� "/�6E# ��� ��$�� ��� ������ 
���

d

dt

∫∫
A
h da = 0. "/�6/#

 ��� �'����� ���� ���� ��	 ����� �����	 � ��	 ��������	 �
 ���
	��	�
���������� ��	 ������� �	������� ����������� �
 ���� �� �������� <� ���
��� ���� ���� ��� ������� �'����� "/�67#2 ��� 	� �����
����� �� �
��������
������ ������ �� ��� 
���

d

dt

∫∫
A
hu da =

∫∫
A

(
Ah e + (���B)

h2

2
−Ch u

| u| −
u| u|
Ξ

)
da. "/�6-#

!��� ���� �� ����� �� ������� ��� ������ ���	���� ������	 "/�6-#� ��� ���
�	��	��	 ��	��	� ��� 	��� �������� �� ������ ������� ��� ��� 	������
��������� ���� h �������� ����� ��� 	������ ∂A ��� 	��� ������������
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*���������� ����	���M ����
���� ��	��	� ��� ���� 	��� �������� �� ����
��������

<� ����� �� ����� ��� ������)�� �'����� ������	��� ��� ������ �
 ��� ������
�
 ��� ����������� ����� �� ��)�� ��	���	�  	�� ��������	
 �� 
������A

h =
1
A

∫∫
A
h da,

1
2
B h =

1
hA

∫∫
A

(���?)
h2

2
da,

uc =
1
hA

∫∫
A
hu da,

(
C

u
| u|

)
=

1
hA

∫∫
A
Ch

u
| u| da,

A =
1
hA

∫∫
A
Ahda,

(
u| u|
Ξh

)
=

1
hA

∫∫
A
h

u| u|
Ξh

da.

"/�68#

���� hA �� ��� �������� ���	 �����	 ��� uc = (uc, vc) ��� �������� ��������
�
 ��� ������ �
 ����� ����� �������� '�������� ��� ���� 
������  ��� ����
	����� ����� �� ��� ��'��� 1��� ������ ���� ���� ��� ��)������ "/�8;#2� B ��
� ������ ���� ��� ����������

B =
2

h
2A

{∫∫
A

∂B

∂x

h2

2
da,

∫∫
A

∂D

∂y

h2

2
da

}T
, "/�66#

����� { · } T ������� ��� ��������� �
 ��� ������ '������ { · } � ���� ��� ��
%
�������� "/�68#� ��� ������ ���	���� ������	� "/�6-# ��$�� ��� 
�������� ���
	�	����� ���A

duc
dt

= Ae +
1
2
Bh−

(
C

u
| u|

)
−

(
u| u|
Ξh

)
. "/�6@#

 ��� �'����� �� ��� ���	�	��	�� � ��	 �	�������� � ��	 ������ ���	� 	�%
���� ��� ����	����� '�������� ��������� ������ ��� ��� �������� �
 ���
����� <� 
������ ���� � �	���	 � ��

 ���	� ����	 ������ �� �	�	��� ��	����	��
�	
����	 ��	 ������ � ��	 �	���	 � � �	������ ��

�  ��� �� ���� �� ��������
������� ���������� ��� �����)��� *�� ��������� �
 A,B,C,D ��� ��� ���������
����� ����� ���� ��� ��������� ����� ���� �� �������� ����� ��� δ ��� φ
��� ��������� ���� A = sin ζ,B = 0 ��� C(u/ | u| ) = C(u/ | u| )� �������� ����
���� Ξ I ��������� ��� ������ ������� ���� ������ 	� ��������� �� ����� �

uc ������  ��� ���� ��� �	���%������ ������)�������

duc
dt

= sin ζe− cos ζ tan δ
uc
| uc | "/�69#

�� �� ����� �'����� ��� ����������� �
 ��� ��
�������� �
 ��� ������ ����%
��� ����� 	�

duc
dt

= sin ζe− cos ζ tan δ
uc
| uc | −

uc | uc |
Ξ h

"/�6;#
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�� ����������� ��� ��� �	����� ���� ���5����� Ξ �� � ��� "��� ���
����������# ����������������� ����� �������� "/�6;# 
��� ��� ��
����������
������ �
 ��� ����� <� �������� ��� �� ��� ����������� �������� ���� 	�
���� 
�� ��� ����� �� ��� �����%���� ���� �
 "/�69# ��� "/�6;#� !���� ��%
��� ������� ��� �	��	���� 
���	��� �
 ��� ��������� ���� ������� ��
��� x%����� ����� �� ��� ��������� �
 �������� �������� �� ����� �� *��� /�@�
 ����

u(x, y, t) = u(x,−y, t),
v(x, y, t) = −v(x,−y, t), "/�@7#

h(x, y, t) = h(x,−y, t).
 ��� ����� ���� u ��� h ��� ���� 
������� �
 y� 	� v �� ��� �� y�  ���
"/�68#2 ������� ���� vc �� ����������� �'�� �� C��� �� ��� ������ ���������� ���
������ ��������� �
 ��� ��������� �'����� "/�6@# �� ����������� �����)��� �


�� ���������

C(x, y) = C(x,−y),
Ξ(x, y) = Ξ(x,−y), "/�@E#

By = 0.

<� ���� �
 "/�66#� "/�@E#3 �� �����)�� ���� �
 D �� ���������� �����

D(x, y) = D(x,−y). "/�@.#

 �� ��'�������� "/�@E# ��� "/�@.# ��� 
�)���� ���� �
 ��� 
������� ������ δ, φ
��� ��� �	����� ���� ���5����� Ξ ��� 
���	�������� ��
������	� ������%
�� ��� �������

�	��	 �� "��� 5	�����  �� ������ �
 ���� �������� uc �
 "/�68#2 ��� 	�
���������� 	� ����������� ��� �'����� �
 ������

dxc
dt

= uc, "/�@/#

����� xc = (xc, yc) �� ��� �������� �
 ��� ������ �
 ���� ����� 	�

xc =
1
hA

∫∫
A
hx da, "/�@-#

���� x = (x, y)� 3� �� ��� �������� ���������� "/�@E#H"/�@.#� ���� ���
��������� ��������� �
 "/�@/# �� ���%�������� ������

d xc
dt

= uc, "/�@8#

������ d yc/dt = 0� 	����� vc ≡ 0.



��4 8 9 ��������� ���!������ �!���� ��� 2������� 9������!��

':):' *,������ ��� �	 �	�������� ��� "���� �� "���

���� "/�@/#H"/�@8# 
�� ��� ������ �
 ���� ������ �� ����� �� ��� ������� ��
��� ���������� �
 ��� ��
�������� �'�������  � ���� ���� �� ��)�� ��� ���
����������� �����	���

ξ = x− xc, η = y − yc, τ = t. "/�@6#

*��� ����� �'������� �� �	���� ��� 
�������� ������������� 	������ ��� ��
%

�������� ��������� �
 ��� ��� ��� ��� �����	���

∂

∂x
=

∂

∂ξ
,

∂

∂y
=

∂

∂η
,

∂

∂t
=

∂

∂τ
− uc ∂

∂ξ
− vc ∂

∂η
. "/�@@#

<��������� ��� ��B������ �������� �������� �� ��� ������ �
 ���� ��������

(ũ, ṽ) = ũ = u− uc = (u− uc, v − vc) "/�@9#

��� ��� �����
�������� ���� "/�@6#H"/�@@# ���� ��� ��������� �'������
"/�67#� �� ���� �� ������ �
 "/�6@#� ������ ��� 
�������� �	�������� 	����
����
A

∂h

∂τ
+ ���ξ,η (h ũ) = 0,

∂ũ
∂τ

+
(
����ξ,ηũ

)
ũ =

(
A−A )

e−B
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<� ����� �� ����� 
�������� �
 � ���������� �� ��� ������� h �� �������� 	�
��� ���� ����� h �� "/�97#3, 4� ����� �� ������������ ��� �	����� ����
���5����� Ξ ��� 	��� �������� 	� Ξ� � F����	�� �������G ���� ��� ���������
���� ��� ��� ���������� 	��� ��)��� 	�
��� ,E@60�

%�	 �� ��� ��� ����� ��� �	��� ��������� "/�97# ���������� �� ����������
�� ��� ���������� ��� ��� ������ �
 ��� ���������� �
 )��� �'������ ����
��� ����� ��� ������	��� ��� ������ �
 ���� ������ ��� ��� ����� ������	%
��� ��� ��
�������� �
 ��� ������ 	��� �� ���������� �� ��� ����� �����
����� ����������� ��� ���� ���������� �������	��� 	����� ���� ��� ���������
�
 ��� ����� �
 ��� ������� ��� ��
�	�
��	 �	������ �� ����� �� ���������� ��
��� �	���	 � ��

 �	������� *���������� ������������ �� ��� ������� �
 ���
�	����� ��������� 
���� ��� ���������� ���� ���$��� ��� ���������� �
 ���
���� ���5������ Ξ ������ ��� ��������� ��� ���� ��5��� �� ����������

���� ��� ���� �
 ��� ����������� "/�97#� "/�6@#� "/�@8# ��� "/�@;# ����� ��
��� 
���
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∂ṽ
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 �� )��� 
�� �'������ ��� �'������� �� "/�6;# ��� "/�@/#� ��� ����������
�� ��� ��������� �	����� ������ 	� ���� ��� ���� ���� ������� ���� ��
��� �	����� ������ 	����� ���� ��� ������� 
�� ��� ������ ���� � ���%
����������� ��
��� ��� ��� ��������� �
 � ������ �� ��� ��������� ���
�����%����� ����������� �� ��� ����� ���� �	������ ���� ��� ������� ���
$���� �� ��� ,/E8� /6E� /6.� /68� /66� /E8� -/70 ����� ���� ���� � ���%
����������� ������ �
 ��� ������ �
 �����  �� ��������� 
���� �� ��������
�
 � ��� �	��	�� ���� ��� � ������ ���� ���� ��� ������������ �� ���



��1 8 9 ��������� ���!������ �!���� ��� 2������� 9������!��

�'���� ���������  �� ��������� ����� �'������ �
 "/�9E# �� 	����� ��� ����%
����� �	����� ����� �� ���� ������	� ��� ��
�������� �
 ��� ��������� ��
�����  �� �'������ ��� �� ������� ������� 	� �� ��� �������������� �����
�� 	���� �� "/�97#� ��� �'������ �
 ��� ������ �
 ��� ������ �
 ���� ��� 	�
���������� )��� ��� ����� 
�� ��� ��
�������� �
���������

%�	  ���� ��� ������� ���������� ���� ��>���� ��� ��������� �
 ���
��������� �� ������� <� ��� �������� ��������� ��� ���� B (∂h/∂ξ) ������	���
�� � ���������� �� ∂h/∂ξ > 0 (< 0) �� 
���� �
 "	�����# ��� ������ �
 ��������
�� ��� ����� ����� ���� ��� ��������%��������� ���� 
���� ������� ������%
����� �������� ��� �������� ���������� ����� �� ������������ 	� ��� ����
D (∂h/∂η)� �� ������ 	� 	��� ��� �	��	��%���� ��� ������%���� 
�������

������

�

<� ����� 5 �� ���� ������� ����%����� ���������� �������� �
 "/�9E#3−5 ��
����������� ���� 	���� �������� ���������� �
 � ���%������������� ��
������
����������

��, ���������� '��� 1�
��
� ��� (�$
����
�

<� ���� ������� �� ���� ������� �� ��������� �
 ��� ��%������ ���� �������
������� ���������� >����� �� � ������ ��� ��
������ 	�� �� ����� ���%
���� ��� ���������� �
 ������� �������� ��� ����� ��� �� ��������� ���
)��� ��������� 	� )��� ,E.-0� 2���������� �� �� ���������� 	����� � ����
��������� ���� �
��� �������� ���� ���� 
��� ��� ���� ����� �� ��������� �

��� $������ ������ �� �5������� ������ ��� �� ���� ������� ���� �� ��� ��� ��
�� ��� ��%�� C���� <� �� ����� ����� ����� ��������� ��� ���� �������� ���
��������� 	� ����������� �� �� ����� ������ ��� ���� ���� 	� ������������
�� � ������ ������

*�� ����������� �� ���� ���� ���� ��� ���%����������� ����� >�� �
 � �������
���� ���� ������� ��� 	���� ������  � ���� ���� �� ������� ��� �	��	��
����������� 
������ ���� ����� "/�..#� ��

F b (x, t) = 0, pbnb − nb
(
nb · pbnb) = (ur/ | ur | ) (nb · pbnb) tan δ, "/�9.#

����� ��� 
����� (ur/ | ur | ) ������ ���� ��� �	��	�� ������� ��� �������
��� ��������� �������  �� �������� �������� ������ ur = ub+ − ub− �� ���
�������� ��B������ 	������ ��� 	��� �
 ��� ���������� ub+� ��� ��� 	���� ��%
��������� ub−�  ��� ��)������ ��B��� 
��� ��� �������� ��%�'������ ,/@80 ��
��� ����� ���� ��� 	���� ���������� ��� ���� � ���%��������� �������� ���%
������ �������� �� ��� �����
��� �
 ��� ������������ *�� ����������� ����������
�� �!�� �� -������� �� �!� ���������� �5-������� �����	���	 �� 0��� �� $!��! �!�

���� ������ �� �����) ;�1�<�



8� 9������!�� $��! E������ ��	 *�-������� ��8

���� ����� 9 	�+������ �#���! �� � +5�	 ��������� ����	����� ������ �� $!��!
�!� x%�5�� �� �������	 �� �� ��)�� ζ �� �!� !���.����� ��	 -����� �� �!� 	�$����-�
	��������� �!� ����� ��-�)��-!� ���� �� z = b(x, t) ��	 �!� �������!� ���� ������� ��
z = s(x, t)� �!� �������!� 	�-�! �� �������	 ����) �!� z%�5��" $!��! �� -������� ��	
�� �!� 	�������� �� �!� �-$��	 -������) ������� �!� ������ ������������ ���� ds

�� �!� �6�������� ������ �� �!� )������� �������� 	�-�����	 �� �!� �������!� ����
������� -�� ���� ���� -�� ���� ����� ��������" db �� �!� ������ 	�-������� ����"
$!��! �� �6�������� �� �!� ������ �� )������� �������� 	�-�����	 �� �!� ���� -��
���� ���� -�� ���� ����� u ��	 w ��� �!� �������� ���-������ ����) �!� 	�$����-�
��	 ������ 	���������� 9��� �!�$� ��� �!� ���� ����� ��	 ���� ������� �������" ns

��	 nb" ���-��������" ��	 ex ��	 ez ��� �!� ���� ������� ����) �!� ����	����� �5���

�B����� ��� �� ��� ����� ����%��������� 	���� ����� ��� ������� �����
����� �� �� ���� ����������� ��� ����������

':-:� ��������	 ���	�

1 )��� ��������� ���������� ������ oxz �� ��)��� �� ���������� �� *��� /�EE�
���� ������ o �� ���� ��� x%���� ���� ������������� �������� �� ��� 	���� ��%
���
��� ��� ������ �� ��� ����%���� ��������� ���� �� ����������� ����� ζ ��
��� ����C������  �� z%���� �� ������ ����� ��� ����� �������� �������  ��

��� ��
��� �� �������������� ������	�� 	� ��� �'����� F s = z − s (x, t)
��� ��� �����
��� 	������ ������ ��������� ��� ��B������� ������ 	��� ��
����� 	� F b = b (x, t)− z� ?��� ��� ����	�� ���� �� �������� ���%�����������
�
 ����������� ������� ��� ���������� ��� ������

�� 9 ������� �� ���%�������� �� ������ ��� =�$ �!���)! ��� A�� ��������" �!� ����
������� �� � ���$ ����� �� ���%�������� ������ ���� ���" ������� ���$ =�#��
��� ������������ �		�	 �� ���
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���� ����� 9 �#���! �� �!� �������!� ��	 �������!�%���� �������� ds ��	 db ��� �!�
������ ������������ ����� �� �!� ���� ������� ��	 �!� ��	" ���-��������� ns ��	 nb

��� �!� ���� ������� �� �!� ���� ������� ��	 �!� ��	 -������) ���$��	 ���� �!�
�������!��) ��	�� us �� �!� �������� +��	 �� �!� ���� ������� $��!��� ������������
��	 vs = us + dsns �� �!� �������� �� �!� ���� ������� $��! �������������

':-:� ����������� ��� �	�������

��
��� ���������� ��� 	���� ���������� ��� ���� �� ���� ��������� ���
����������� ���������A �������� ��������� �� ������� ������ ���� ���� �� ���
������� ������� �
 ���� �� ��	��� >���� ������� �
 ��� ���� ����� �� �� ���������
��� ���� 
�������� �
 ������� ��������� ��� ������� ���������  �� �������
�������� ���� �� ����� ���� ��� ��� �
 ��� ���� �������� � ����� �
 ��������
��
��� ���������� �� ��� ��������� ��� �� ��� ������� �������� ����� ��
���� �� ��� 
�� ��� �
 ��� ����� ���� �� �� ��������� ��� 	���� ���� ��� �����
	��� ������ �
 ��� ������� �������� 	������ ���  ��� ���������� ���������
��� 	� ������ �� � ������ ����� 	������ 	������ ��� ����� ��� >������
��������

 �� 
��� ��
��� ��� 	���� �����
���� ��� ����)�� 	� ���������� ��� ��%
��������� &�� ds 	� ��� ������ ������������ ���	� ����� �� ��)��� �� 	� ���
�'������� ����� �
 ������� ���� ��������� �� ��� ��������	 �		 
����	
��� ��� ���� ��� ��� ���� "��� *��� /�E.#� ���������� ��� ��� ������ �	��
��
���� ���	� db� 	� ��� �'������� ����� �
 ��������� ������� �������� �� ���
��������� 	��� ��� ��� ���� ��� ��� �����  ���� ��� ���������� �
 ��� 
���
��� 	���� �����
����� ������������� ��� vs = us + dsns ��� vb = ub − dbnb� <�

������ ���� ��� 	���� ��� ��
��� $�������� ���������� ���

z = b(x, t),
∂b

∂t
+ ub

∂b

∂x
− wb = Δ bdb, "/�9/#

z = s(x, t),
∂s

∂t
+ us

∂s

∂x
− ws = Δ sds, "/�9-#
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�����

Δ b =
{
1 + ε2 (∂b/∂x)2

}1/2

, Δ s =
{
1 + ε2 (∂s/∂x)2

}1/2

"/�98#

��� ��� ���%����������� ������������� 
������ �
 ��� 	���� ��� 
��� ��
���
��� �������� nb, ns� ������������� �������� ������ 
��� ��� �����������
��������� &�� � ������ ��� ������ �
 ����� ��������� ��� ����� ��� )��� �� ��
�������� �� ��� �������  � ���� ���� �� )��� ���� ���� F s ≡ z − s(x, t) = 0 ��
��� �'����� �
 ��� 
��� ��
���� ����� �� ��������� �	���� ����� ���� ���
�������� vs�  ���� ��� ���� ���������� �
 F s = 0 
�������� ��� ��
��� ���
�'���� ������ 
�� ��� �����  ��� ������� �������

DF s

Dt
=
∂F s

∂t
+ (����F s)

Dx
Dt

, "/�96#

�� ����� Dx/Dt = vs �� ��� �������� �
 ��� ��
��� "��� ��� ����������� �
 ���
��������� �������������� ������� ��� ��#�  �� ���� ���� �������� �� �������
vs = vs − us + us� �� ���� ��� $�������� �'����� 	������

∂F s

∂t
+ (����F s) · us = (us − vs) · ����F

s

| ����F s | | ����F
s | . "/�9@#

����������� ���� ����F s �� � ������ ������������ �� ��� 
��� ��
���� F s = 0�
�� ��� �����

����F s

| ����F s | = ns

��� ��� �	����

∂F s

∂t
+ (����F s) · us = | ����F s | (us − vs) · ns︸ ︷︷ ︸

−ds
. "/�99#

 ���� ������� ��� �������������� �
 ��� ���� −ds� <� �� ��� >�� ��� ���
��
��� ���� ��� ��� ���� ������������ �� ��� ��
��� ���� ��� ���������
�
 ��� �������� ��� ������ ns�  ��� ds ���������� ���������� ��� ������%
���� ���� �
 ����� ��� ��� ��
��� ����� ��������
������ ���������� ����
F s(x, z, t) = z − s(x, t) ��� ����� ���� "/�99# ������ ���� "/�9-#� !��� ����
��� 
������ ε2 �� "/�98# ������ 
��� ��� ���%������������������ ��������

<� ��� �	���� �� � )��� �������������� ��� �B���� �
 ���������� ��� ������%
���� ��� ��$�� ���� ������ ���� 
�� ��� $�������� 	������ ����������� ��� ��
�� ������ ���� ���� ���� �� �B��� �� ��� ��������� 	������ ���������� ��
��� 
��� ��� 	���� ��
���� �
 ��� ���������� <� �������� ���� ������� 	���%
��� ���������� ������ ����� ���� ������ 
�� ��� ������������� ����������� ��
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��� ������� D�� ������������� ���� �� ����� ���� ��� ��� ���������� ������%
	����� �� ��� ��
��� D�� ���������� ���� ��� ��
���� ��� ���%���������
����� �� ���� 	��$ �� ���� ��� ������� ��� D�� ����������� ���� �� ��5���
�� ������� ����� ��� ,E9.0� <� ��� �������� ����� ����� �
 ���� �� ����� �� ���
���� ���� ���� ��� ���� 	� ����������� �� ����� ��� ������ �
 ��� ���������
�� ��� ����  ��� �� ������ ��$�� ��� �������� ������ �� ��� ��
����

':-:' #�	 "��	� *,������

 � ������ ��� ��������� �'������ �� ����� ���� ��� ��������� �'������
���v = 0� ��� ��������� �� �� z 
��� z = b �� z = s

0 =
∫ s

b

(
∂u

∂x
+
∂w

∂z

)
dz =

∂

∂x

∫ s

b

udz −
[
us
∂s

∂x
− ws

]
+

[
ub
∂b

∂x
− wb

]
,

�� ����� ������4M ��� ��� 	��� ��� �� ������������� ��� ����������� ���
x%��B������������  �� ����� �� 	���$��� ��� 	� �������� 	� "/�9/# ��� "/�9-#�
����� [

us
∂s

∂x
− ws

]
= −∂s

∂t
+ Δ sds,

[
ub
∂b

∂x
− wb

]
= −∂b

∂t
+ Δ bdb.

���� ����� ������������ ��� ��� ��)������ �
 hu =
∫ s
b
udz, h = s − b� ���

������������ �'����� �
 ���� �� �	������ �� ��� 
���

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) = Δ sds − Δ bdb. "/�9;#

1� �������� �������� �� ���� ������� 
�� ��� 	������ �
 �������� �����
��� ������ ���� ��� x%������� �'����� �� ������������� 
����

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2

)
+

∂

∂z
(uw) = −ε ∂

∂x
(pxx)− μ ∂

∂z
(pxz) + sin ζ "/�;7#

��� ����� ���
���� �� ����������� �� z 
��� z = b �� z = s� <� ���� ���%
����� ������������ ��� ��B������������ ��� ������������ ��� ������4M ��� ��
�	�������  ��� ������

∂

∂t

∫ s

b

udz

︸ ︷︷ ︸
hu

+
∂

∂x

∫ s

b

u2dz

︸ ︷︷ ︸
hu2

−us
[
∂s

∂t
+ us

∂s

∂x
− ws

]
︸ ︷︷ ︸

Δ sds

+ub
[
∂b

∂t
+ ub

∂b

∂x
− wb

]
︸ ︷︷ ︸

Δ bdb

= (sin ζ)h− ∂

∂x

∫ s

b

εpxxdz︸ ︷︷ ︸
εpxxh

−
[
μpsxz − εpsxx

∂s

∂x

]
︸ ︷︷ ︸

0

+
[
μpbxz − εpbxx

∂b

∂x

]
,

�� I��� $� ���� �!�� �!� ���� ��	 ����� �������� ��� ��$ �� ���)�� ��������
��������H �!�������" [[pn]] �� �� ���)�� ���������� ��� )���� �� �!� S��- ��
������ ���� =�5 ρ[[v]]� �!�� ������ ���� ��� ����� �� �)����	" ��� ���� �!��
�� S����+�	�



8� 9������!�� $��! E������ ��	 *�-������� ��/

�� ����� ��� ����� ������)�� 	� ����������� ������ ��)�� ��� ����	�����
'�������� �� ��� ����� 	� "/�9/#� "/�9-# ��� ��� ����� �������� ��������� ��
��� 
��� ��
���� <
 �� �� ���� �	������ ���� pbxz = −Δ (ur/ | ur | )pbxx ��� ����
pbxx = nb · pbnb� ��� �	��� �'����� ������ ��

∂

∂t
(hu) +

∂

∂x

(
hu2

)
− (

usΔ sds − ubΔ bdb
)

= h sin ζ −
(
Δ b (ur/ | ur | ) tan δ + ε

∂b

∂x

)(
nb · pbnb) − ε ∂

∂x
(hpxx) . "/�;E#

 �� )��� 
��� �
 ��� "�����������# x%������� �'����� �� �	������ �
 ��
���

u2 = u2, εpxxh = βx
h2

2
, Δ s = Δ b ≈ 1, pbxx = h cos ζ.

4'������ "/�9;# ��� "/�;E# ���� ��$� ��� 
����

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) = ds − db, "/�;.#

∂

∂t
(hu)+

∂

∂x

(
hu2

)
+
∂

∂x

(
βxh

2/2
)
=hsx+u

(
ds−db) , "/�;/#

����� βx = ε cos ζKx� ��� 
�� ����������� ��� ��������� 	�� �� ��� �������
�� ��� ��������� �������� ���������� !����� ���� us = u + O

(
ε1+γ

)
���

ub = u + O
(
ε1+γ

)
��� ���� �������� �� "/�;/#�  �� ��� ������� ������������

sx �� ����� 	�

sx = sin ζ − (ur/ | ur | ) cos ζ tan δ − ε cos ζ
∂b

∂x
. "/�;-#

=���� � ����� ����������� ����� ζ� 	���� 
������� ����� δ� �������� 
�������
����� φ� ��� 	���� ���������� b� ��� ��
��� ���������� ���� ds ��� ���
	���� ���������� �� ������� ���� db� "/�;.# ��� "/�;/# 
��� � ������ ������ 
��
������%�������� �������� �
 ��� ��������� ����� h ��� ��� �����%��������
���������� ��������� �������� u� <� � ������� >�� ��������� �
 ���� ��� ��
��	��� >�� ���������� ��� ��
��� ���������� ���� ����� ��������� ds = 0�
������ ��� ���������� �� ������� ����� db� ��� 
���������� 	� ������	��� <�
�� ��� ������������� �
 ���� 
�������� �������� ���� �� ������ �� ��� �����
��
���	� �����	� �
 ��������� ���������

%�	  �� &	���	��	�� ����� ��������� ��� ��� ������ 	� �� �����%
������ ��������� 
�� � ������� >����� ������� ��������� (�������� �� �� �
������ ������ ��������� ���� ��� �������� �� �� �	���� ��	 ����� � ��	��
,E.-0�  �� �������� >�� ����� �������� 	� �"��� ,9@0 ���� �� ���������
������� ������	����

pxx = pzz , "/�;8#
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��� ���� 	� ���������� �� �� ����������� ������ �
 ������� <� ���� �����
Kx = 1 ��� ����� �� �� D�� �� ��� ����������� ������ ���������� 	�����
pxx = Kxpzz + O

(
ε1+γ

)
��� pzz �� � ������ '������� *�� ��������� ���

��������� >�� �� ��� 	� ��5��� �� ��B��������� 	������ ����� ��� ������
������� �� Kxact/pas �� ����� �� ���� 
�� ������� ����� �
 ��� �������� ���
	���� 
������� ������ φ ��� δ� ������������� ��� ����� -� �������� �� ∂u/∂x
������ ������ ��� C��� ����� �� ����� ������ ���� >�� ������� ��� �����

��� ��������� �� ����������� "������# �� ��� ��%�� C���� �� ����� ��
�	������� ��� �������� >�� ����� �� ��� ����������� ,E./� --80�  ��� ����
������� ���� ������� �� ��� ������ �
 )��� �� ��� ,E.60���

��- ������� &�
'� �� !
�����+ (����

2����� )���� �������� ���� ��� �
��� ��� �� ������� �� ��������� ��� ���
������� ������� <� ����� ������������ ��� ��������� ��� ���� ����� ���� �� ���
��������� ���� � ����� ��� 	������ ��� ��%�������� ������� ������� <� ���
���������� ��� ������ �� ������������� 	� � "�����# �����%��$� ������ �
 ������
�������� ���� �	�� ��� ����C����� ���� �
 ��������� �� ��� �
 ����� ����� �� �
���� ���� ������� ������ >��%��$� ��������� �
 ������ ����� �� ��� 
��� ��
����
�� ��� ����� ����� �������� ��� ������������ �� ����� � �������� ���� ��
��������� )���� ���� � ������� �������� �� �������� ��� �� ����� ��	������� ���%
� �� �	����� ��� ��������� 
������ ���� � ������� ������ ������ ��� �����
��� H ���� ������� ������������ H �� �� ����� �� �������������� ���� ������� ���
�������� ��%�'������ ��������� ������������ ����
� <� �� '��� ����� ����
��� �������� �
 ������� ��������� �� ������ )���� �������� ���� ��������� ��
���� ������������ 	� 
�� ��������� 
���� ���������� 
������ ���� � ����� ���
	������ ��� ���$� ��� ������ �� ������  ��� �� ��� ����������� �� ����� ���$ ��
�����  �� ����������� ������	�� 	���� ���� �������� 	� )��� ,E.-0 ���
������� ��������� ��� ����	����� �
 ��� ��������� �������

':1:� �����&<�/	 ��� .����&<�/	 �	$����

��� �
 ��� 	������ ���	���� ���� ������� ��������� �� ���� ���� ������
������ ����� ����������� 	������ ������ ��'�� ��� ������ ������� �������
��������� ���	����� �����
���� �
��� �������� ��� ���� ����������� ��� >��
�� ���� �
 ��� ����� �������� 	� ���� ��� �������� �
 �� �$���� �����
���
	������ ��� ��B����� ������� �������� ��� ����� ����������� ��� ��� ����
����������� ��� ��� ����� ������ ����������

�� �� �� ����������) �� ������� �!�� �!� -�-�� ;�1 < �!�$� �!� ������ �� �!�
�������!� ���� �� �!� ��-�	 =�$ ��)��� ��	 ��� ����� �� �!� 	�-����� �!� ���	%
�6���� �� �!� ��	�� $���	 !��� ������ ������� �!����



8�/ 2������� A��$� �� C������) *���� ��3

���� �� �������� ���� ��� ������ >�� �� � ��������� )���� ������ ��������
��� �� ����� �� ����������� ��� �������� 	������ � 
���� �������� �	���� ���
� #�������	 ��������	 ����� �� ��� 
��� ��
���� <� ��� ����������� ���������
��� >��%��$� ��������� ��� ��� �����%��$� �������� ������ ��� ��	��	� �
 
	��
����	 ����	
 ���� � �������	���� 
������� 
����	 	������ ����� �� �����
��� )��� �����	��� ��� ������������  ��� �� � ������������ �������������
��� �� �������� ����� �� � ���� ����� 	������ ��� ��� �������� ����� �����
��� ����� ��������� �
 ��� ������� ��� ��������� )��� ,E.-0� �������� ���
������ �� �� 	� � ���� ���� ������������� 
�� �� ����� � ��:	�	���� ������	�
������
�	�
	� �������� ��2���	� <� �� ���� ��������� �� ����� �� ��� 
���
���� ��� �������� �������� ��������� ��� ��� ���� �����
�� 	������ ��� �����
������ ��� ��� ��������� �	��� �� ��� ��� �������� �
 ��� ��������� ��%
���
�

':1:� ��������	 ���	�

<� ��� 
��������� �� ���� ��$� �� �
 ��� ��������� ����� ��������� ��
����� 3.6 
�� ��� ��������� ������ ������ � �������� ���� <� �� �����
���
���������� �� �� ��� ��B����� ��������� ���������� ������� OXZ ��� oxz
�� ��>��� ��B����� ���������� �� ��� ����� 	��� ��� ����������� ������ "���
*��� /�E/#�  �� ��������� ���������� ������ �� ������� ��)��� �� *��� /�EE
��� ��� ����� �
 ����������� ζ ��� ��� 	� ������ �� ���� ��� ���������
x%���� ���� ������������� �������� �� ��� 
��� ��
��� �
 ��� ��������� "����
������������� �� ���� �������	�� �� ��� 	���� ��
���#� 1� ��)��� �� ��� ����
)���� ��� z%���� �� ������ �� �� ��� ������ ������  �� ����� 	��� ������%
���� ������ OXZ �� ��������� ��)��� �� ���� ��� ���� ��� �������� �� ����� ��
oxz� 	� ��� ������ O �� ���
��� �� ���� �� ���� �� ��� ���� �
 ����������  ��
��� ���������� ������� ��� ��� ������� 	�

Z = l + z, X = x, "/�;6#

����� ��� �������� l ��)��� ���  �� �	�	� �
 ��� ��� ,E.-0� �� ����������
�� *��� /�E/� <� 
������ 
��� "/�;6# ���� ��� 
��� ��
��� ������ S = S (X, t)
��� ���%�������� ������� ��
��� ������ B = B (X, t) �� ��� ����� 	���
���������� ������ OXZ ��� ������� �� ����� ����������� ������������ s =
s (x, t) ��� b = b (x, t) �� ��� oxz ������ 	�

S = l + s, B = l + b. "/�;@#

<
 ��� �������� ��� �� ��$�� �� ���� � ����� L� ��� ������� ������ ������
�� ��� ����� ������ ���� 	� �
 ����� L� �� 	��� X ��� Z ����������� 3� ��
"/�;6#2� ��� ��������� �� ���� �
 � ������ �
 ��� ����� L �� ��� x%����������
!������������ �� �� �������� ��� ����$���� �� ���� �
 ��� ����� H ��� ����
ε = H/L� 1�
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���� ����� *�+������ �#���! �� �!� ����	����� ������� �� � ���$�� �������) 	���
�� ��	��� L" -����� +���	 $��! )������� ��������� oxz ��	 OXZ" ���-��������" ��-%
������ �!� �������!��) ��	 ����	 ��	� ����	����� �������� �!�� ���+)������� �� ���
����#$��� �������� ��	 �!� ��)���� �������� �� �!� 	��� �� 	�����	 �� −Ω �������
Ω �� �!� ��)���� �������� ��� -������� �������� �� �!� �����������#$��� 	���������
G��! ����	����� ������� ��� -������� �� ���! ��!�� $��! � �!��� �� ���)��� �!� 	�$�%
!��� ����	������ �� ���! ������� ��� �������	 �� �� ��)�� ζ $��! �!� !���.������
9��� �!�$� �� �!� -������ �� �!� ������ g �� �!� )������������ ������������" �!�
+�� ����� l" �!� -���� ����	����� (r, θ)" �!� 	�$�!��� &�-!���( ����	����� a (−a) ��
�!� ������������ �� �!� �������!� $��! �!� 	��� $���� &C�	��$� ���� ;�1�< $��!
�!��)��(�

 ����
���� ��� 
�������	

 �

������� ����� ���� 
�� >�� �
 ������� ������%
��� �� ��� �������� ��� ��� ��� ��� ��������� �'������ ��� 	� �������� ���

�� ��� >������ ������� �
 ��� ����� ������ �
 ���� �� ��� ����  �� ������
�
 ��� ��������� ���� �����
���� 	� ������� 	� ������� ��� ������ �
 "/�;.#
��� "/�;/#� �������� ���� ��� ������������� ����� ������� ���5����� "/�/;#�

':1:' ���	����$ *,������ �� � ����� �����$ ?���

=�������� �'������ �� � ����� �������� 	��� ��� 	� ���������� ���� ���
������ �������� ��� ��� �������� �
 ��������� "�� ��� ������� 	�$ ��������#

��� ��� ������ �
 ��������� �
 ��� ��� ��� $����� ����� ����� �� � ��%
����� �
 ��� ����� 	��� �������� ��� ��� ����������� ������ �� ��� �
 ��� �
��� $�������� 	������ ��������� ��� 	� ��������� �� ��� ���%��������
������� ��
����

<� ���� 
������� ��� )��� '��������� ����� �������� ��� �������� F������ ��� �����
������� ��������G ���� 	� ������� ���� ��� ���������� F−G� <� ��� �����
����
������ ���� ��� ����� ������� �������� �� � ����� 	��� ���� �������� ��
���
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������� ρ− ��� ������� ���� ������ �������� Ω(t) �	�� ��� ����C����� ����
�
 ��������� O �
 ��� ���� &�� r 	� ��� �������� 
��� ��� ���� �
 ���������
O ��� θ̂ ��� ��� ������ �� ��� �C������ ���������� ���� ��� ������ ��������
)��� �� ������ ��)��� 	�

u− = Ωrθ̂, "/�;9#

�������� ���� ��� ���� �� ��� 	������ 	������ ��� ������� �������� ��� ���
��� �� ������� "���� ���� 	� ���������� �����#� <� 
������ ���� ��� ���������
��� ������ �������� ���������� �� ��� ����� ������ ��� ����� 	�

u− = −ΩZ, w− = ΩX. "/�;;#

1� ��� ���%�������� ������� �����
���� F b� ���� ��� ����������� �������
�������� ��� ����� 	��� �� �	D��� �� � $�������� 	������ ���������

F b(x, t) = 0 :
∂F b

∂t
+ vb−n nb · ∇F b = 0, "/�E77#

����� vb−n �� ��� ������ ����� �
 ��� �����
��� �� ��� ��������� �
 ��� ������
nb� ����� ������ ������� 
��� ��� ����������

':1:( ��	������� ��������� ��� ������$�

*�� ���������� 	������� �� ��� 
��������� ��� ���������� ��������� Fb−G ���
Fb+G �� ��������� �� ��B��������� 	������ �����	��� �������� �� ��� �����
	��� "�����# ���� ��� ����������� "����# ���� �
 ��� ������� �����
���� F b�
�������������

 ���� ��� �������������� �� ��� ������� ��� �������� �� ��� �����
��� 	������
��� �������� �������� ��� ��� ���������� 1� ��� � ��
���� ��� ���� D��
��������� �� [[

ρ
(
u · nb − vbn

)]]
= 0, "/�E7E#

����� ��� D�� 	���$�� [[(·)]] = (·)b+ − (·)b− �� ��� ��B������ 	������ ���
����� �
 ��� ������������� ����������� �� ��� ���� ��� ����� ����� �
 ���
������� �����
����� ��
���� 4'����� "/�E7E# ������ ������� ���� ��� ��


"��� ������ ��� �����
��� �� C���� ��� ���
 ������	
 � �	��
 � ��������
�	��		� ��	 �	������	
- �
 �	�� �
 �	�
���	
 �� ��	 ��������	 ��� 
�����

�� ���� �� �� ��� �������� 
�� ��� '�������� ������� 
��� ��� �����������
�
 ��� ������� �
 ��� ����� 	��� ���� ��� ���������� *�� ���� ������� ���
Ω∗ 	� ��� ������� ������ �������� �������� �
 ��� �������� ������� 	�$
���������  ��� ��� ������ ���������� �� ��� ����� 	��� ��� �
 ��� ����� �

�������� Ω∗L� ����� ������� ������� ��� ���������� ������ � 	������ 	������
��� ������ �������� ���������� "/�E7E# ������� ����

vbn = nb · u, ���� Ω∗L = ε
√
gL, "/�E7.#
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	������ nb · u �� ���������� ���� w ��� w �� ��������� 	� ε �� ��� ����%
����� ��� ����� -� ����� ���� ����� 
�� ��� ��������� �� ��� �������� ����
�������� ��� �������� ��� 	� ��������� 
�� ��� )�� ������� ��� 
��� ��
���
��� ������� ��
��� �����	��� ��� ����� �����	��� �� ��� ����� �������� 	����
 ���� ��� �� 
������A

(X,Z,B, S, l) = L
(
X̂, Ẑ, B̂, Ŝ, l̂

)
,

(
u−, w−, vb−n

)
= ε

√
gL

(
û−, ŵ−, v̂b−n

)
, "/�E7/#

Ω = ε
√
g/LΩ̂,

����� ��� ����� �� 	�
���� ��������� ��� ���%����������� �����	������  ��
�����	��� ��� ��B������� ������ �� ��� ����������� ��� ��� ����� 	��� ��%
����� ��� ����� -� <� ��� ���������� ��� ��������� ��� ������ ��������������
������� ��� ������ ��B������� �� ��>��� ��� �������� �
 ��� ��������� ������ ��
��� ����� 	��� ��� ����������� ��� ������ ���� ��� ���� �������� 4'������
"/�;6# ��� "/�E7/# ����� ���� ��� ���%����������� ����������� ��� ������� 	�

Z = l + εz, X = x, "/�E7-#

����� 
�� ���������� ��� ���� ��� �������� �����
����� ���� ��� ������� ���
��� �����	��� ��� ���%����������� ����� ������ ����������  ���� �� 
������
���� ��� 
��� ��
���%������� ��� �����
���%������� ���

S = l + εs, B = l+ εb. "/�E78#

 �� ����� 	��� �������� ���������� ���

u− = −ΩZ, w− = ΩX. "/�E76#

*��� "/�E7-#� "/�E78#2 ��� "/�E76#� �� ���������� ��� �������� ���������� ��
��� ����� ���� �
 ��� ������� ��
��� ���

ub− = −Ω (l + εb) , wb− = Ωx "/�E7@#

�� ��� ��������� ���������� �������

&�� db+ ��� db− 	� ��� �'������� ������ �
 ��� ����������� ��� �����
������� �������� ��������� 
��� ��� ��������� �� ��� ����� ��� ��� ���� ���
��� ����� ������������� <� 
������ ���� ��� ������ ����� vbn �� ��� ���������
�
 ��� 	���� ������ nb �� �'�� ��

vb+n = ub+ · nb − db+, vb−n = ub− · nb − db−, "/�E79#

����� nb = nb+ = nb− �� ��'���� �� �������� ���� ��� ������� ���� �����
������� � 	������ ��� ����� ��� ����������� ������� 1������ ���� ���

�� I��� ε ������ ��� ���������� ������� �!� ��)�	 ��	� ������ �� ���$ �����$!����
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����������� ������� �� ��� ���� ���� �
 ��� ������� ��
��� �� ρ+� ��� ����
D�� ��������� "/�E7E#� �������� ���� "/�E79#� ������� ����

db+ =
(
ρ−/ρ+

)
db−. "/�E7;#

(�������� �� ��������� ���������� ��� ����� �
 ��������� 
��� ��� ����� ���
���� ����� �
 ��� ������� ��
��� �� ����� �� ���� ,E.-0�  �� ���������� ��
��� ����� 	��� "����� ����# �
 ��� ������� ��
��� ��� �������	�� 	� ��� �����
�
 ��� ����� �������� "/�E7@#� ����� ub− = (−Ω (l+ εb) , Ωx) "
��� "/�E7@##
��� nb = (ε∂b/∂x,−1)/Δ b� �� 
������ 
��� "/�E79# ���� ��� ���������� ����
�� ��� ����� ���� �
 ��� ������� ��
��� ��

db−= ub− · nb − vb−n
= (−Ω (l + εb) , Ωx) · (ε∂b/∂x,−1)/Δ b − vbn "/�EE7#

= −ε (Ω/Δ b
)
(l + εb)

∂b

∂x
− (

Ω/Δ b
)
x− vbn.

*��� "/�E77# ��� ������ ����� �� �'�� �� vbn = − (∂b/∂t) /Δ b� ����� Δ b =
1 +O

(
ε1+γ

)
� "/�EE7# �������

db− = −εΩl ∂b
∂x
−Ωx+

∂b

∂t
+O

(
ε1+γ

)
. "/�EEE#

1� ����������� ���������� ���� db+ �� ��� ���� ���� �
 ��� ������� �����
�%
���� ��
��� ��� ��� 	� �	������ 
��� "/�E7;# ��� "/�EEE# �� ����� O

(
ε1+γ

)
.

':1:) ���	����$ *,������ �� �	 ��������	 �	$���

��	���	� .��!� 1� ���� �������� ����� ����� ��� ����������� ��� >��
�������A ���	�����	�� #�� ��� ���������
 #��� <����������� >�� ����� ���%
������ �� �������� ������� �	��� 100 ������� ��� ��������� ,E.-0� <� �����%
������� >��� ��� �������� �
 ��� ��� ��������� ��� ����������� �
 ��� 
���
��
��� ���� ��� ����� �� ���� �
 �� ������� ��� ������ ����� �
 ������ �

��� ������� �������� ,E6E� E6.0� *����� ���� ����� ����� �� �������� ����
��
��� ��� �� ��������� �� �������� ����� >��� ������� ���������� ����
��� ��������� ���� ������� ��� 
���� ���� �
 ��� ���� � ����$ ���� �� ���%
������ ���� ���������� ������ 	������� ��� ��������� �� ���� ,E.70� ��� ����
����� 2� ����� 2.4�  �� 
��� ��
��� ����������� ����� ��� ���� 	���� ��� ����%
���� ����� �
 ������ �
 ��� �������� ��� ��� ���� ���� ��� �������� �
 ���
��� 	����� �� � �� ��� ������ ����� �
 ������� ����� �� ��� ���������
��������� 
�� ��� ��%��������� �
 ��� 
������  �� ������������ >�� ������
�� �����
��� ������������� 	� �������� ��������� ������ ��� ������� ����$
���� ������������
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��������� .��!� �������� >�� ��������� ����� �� ��� ����� 	�%
����� E7HE77 ������� ��� �������� �
 ��� ��� ,E.-0� <� ���� ��������� ���
��������� >��� ���������� ��������� ��� 	��� ��� 	���� �����
��� ��� ���

��� ��
��� ��� ��������� )����  ��� ������� ���� ����� �� � �������� ������
������� ��� ���������� ������ ��� ��������� ��� ��� ����� 	��� �����
���� <�

������ ���� �������� �� 
�� �� ��� ��� ���
 "x < 0# �
 ��� ��������� 	� ��� ���%
������� 
��� �������� �
 ��� ����� 	��� �������  �� ��������� ���� ����������
���� �������� ������� ���������� ����� �� �� ��%�	���	�� ���� ��� ����� 	���
������ "x > 0# ��� ����������� �� ��� ��� ����� 	� ��� ����� 	��� ���������
1�� ��������� ��$� ����� �������� ���� � ���	�� ���)������� �� � ���� �����
�
 �������� ������

*���� .�E7 �
 ����� 2 ����� ��� ������� 
����� �� � ���� ������� ���
)���� ���� � 	����� ������ �
 ���� ������� ��� ��������� ���� ������ ���
��������  �� ������������ >�� ������ �� ������� ����	�� �� *��� .�E7	� ������
��� ��������� ��� ��������� ��� ���������� 	� ����� ��C�� �� ���� ��� ������
���� "�����# ��� �� ��� �
 ��� ������� ���� "���$#� �������� ��� �������� �

��� 	�$ ������ �� ����������� ��� ���� �� ���� � ������ ����� ��C� �� ��������
�� ��� ����� ����� *��� .�E7� ����� ��� ������ >�� ������ ��������� 	�
� �������� ������� ��� ���������� �
 ��� 	���� �����
����

"��	� *,������  �� >��%��$� ������ �� ��� �������� ��� ��� 	� ���%
����� �� � ������� ��������� ���� ������� ��� ���������� �� ��� 	���� �����
����
 �� ������ ��������� �� ����� 3.6 ��� �����
���� ����������� ��� ��� ������%
���� ������ oxz ��� ��� ��� �����	���� �������� ��� ������ ��� ������� �����
<� ��������� ��� ��������� �� ������ �� ���� �������� ������� ρ+ = ρ0�
��� ����� ����� �� �� ��
��� ���������� �� � "������# �������� ���� ���
��
��� ����������� ds� ��)��� �� ����� 3.6.2 �� ��$�� �'�� �� C����  ��
������������ ���� "/�;.#H"/�;/#� �����
���� ����� ��

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) = −db+, "/�EE.#

∂

∂t
(hu) +

∂

∂x
(hu2) +

∂

∂x

(
βxh

2/2
)

= hsx − udb+, "/�EE/#

�� ����� O
(
ε1+γ

)
� ����� βx = εKx cos ζ� ��� ���������� ���� db+ �� �����

	� "/�E7;# ��� "/�EEE#� ��� ��� ����� ������� ���5����� Kx �� ��)��� 	�
"/�/;#� !��� ����� 
�� �� �������� >��� ��� ���� �
 Kx ��� ������ 	� ��$��
�� 	� ����� �������� ����� ���� ����� ���� 	� ����� �� ��� ��������� ���
������� �B���� �
 ��� 	���� ����������� <� ��� �������� ��� �����������
����� �� � ��������� "����# �������� �� ��� ����� �������  �� �������� "/�-E#
��� "/�E7/# ����� ���� ��� �������� ���� �������� ur = u − εΩl + O

(
ε1+γ

)
�

 ��� �� ������������ ���� ��� ����� ���� "/�;-# �� ���� ��� �������� �������
������������

sx = sin ζ − ��� (u− εΩl) cos ζ tan δ − ε cos ζ
∂b

∂x
. "/�EE-#
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������%����� �������� �
 ��� ����� �'������ "/�EE.#H"/�EE/# ��� ���������
�� ����� 6 �� ������ �� ����� �� ����������� ������ �
 � ������� �������� ��
� ������ �������� ����C����� ����������� ��� ���� �� ��������� )�����

��. �������

 �� ���� ������ �
 ���� ������� ��� �� ������� �� ����������� �� ��� �'�%
����� ���� ������ ��� ������ �
 ������������ ������� ����������� <� �� ������
��� ��������� ��� �� ���� � 
��������� �������� ������������ �
 ��� ����%
��� ��� ����� ��������� �'������ ��� �������� ������� 3.2 �B���� � ������
����������� �� ��� ���������� �
 ��� ��������� �'������ �� ���� ���� 
��
����� ���%����������� >��� �
 � )���� ���� �
 ������� �������� ���� �� ��%
������ ������  �� ���� ��� �� ������� ��� �������� 
�������� ��� �� $��� ���
����������� �� ������ �� �����	�� �� �������� �'������ 
�� ���� ������ ����
���� �������� ������� ��������� ����������� ������� 
�� ��� ��������� 
�����%
����� ����� �� ���� 	��$� ������������ ��� ���%������������ ������� �
 �'�%
����� ���� ������� �	��	��%���� 
������� 
�� ��� ������� ����� 	�������
�
 ��� �������� ��� � ������� ������� ��� ���� ���������� �� ���� ��� ������
��� ������� ������ ������ ���� ������������ ��� ���������� >�� �������

������� 3.3 ���� � ����������� ������ �
 ������� ���)�������� 
�� ����� ���
��������� �'������� �������� ������ ��� ��%���� �'������� ���� ��������
 ���� �������� ������� >��� �� ����� ���� ����� ��� �������������� �
 ���
>�� �� ���%������������ �� ���� �������������� ��� 	� ���������� �� ���������
������� �� �������� ������ 	����� 	� ����������� ������ *���������� ����%
���� ��������� ��� ���� ���$�� ��� 
�� ����)��� ��� ���)��� >��� �����
������������ ����� ��� ������ ��� ����� 	� ��� ������� ��� ��� ����� ��
� �������� ������

������� 3.4 ���� ������� ��� ��� �
 ��������� ����� �'������� 
��������
���� ������� �� �� ���������� ���������� ���������� ������� �
 ����� ��� ��%
D�� ���������� ����� 
�������� ��� ������ �
 � ����������� ����������� ���� ��
� �������� ������  ���� �'������� ����� 	���� ���� ������� �� ����� ������%
���� ���� ��� ������� ����� ����	�� ��� ���� �������� ���������� �� �����
�
 ��� ������ ������� �� ����� 3.2�  ��� ������� ���� �������� �� �����������
�� �� �� ���� ������� ��� �������� ���������%�'������ ��B�� 
��� ��� ����%
��� ����� �'������ ��� ����� ��� ���������� ��� ����������� ���� ���� ���
����	���

������ ��������� ����� ����� �'������ 
�� ���������� ������� �����������
�� �� ����������� �� ��� ��� ��� ���� ������ ���� ����� ����� )�� ���� ����
��������  ��� ����� 3.5 ������� ��� 	���� ���� �� ������ 	��� �	��	��
��� ��������%���������� ������%���� 	���� 
������� ��� ���� �����
���� ���
��������� �'������ �� � ����������� �
 � ��� �
 �'������ ��������� ���
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������ �
 ��� ������ �
 ���� ��� � ������ ��� 
�� ��� ��
�������� �
 ���
������ ������� ����� <� �� ����� ���� 
�� � ��
������ ���� ����� ��� �� ��������
�� ������%�
%���� ����� ���� ��� 	� ���������� ������ ���� ������������
������� ��� �'������ ������	��� ��� ��
�������� �
 ��� ����� 1 ���������
�� ���� �����	�� 
�� ��� ������ �
 �� ��������� ���� �� �������� 	�� ����
�������� 	��� δ� ��� ��������� φ� ������ �
 
�������� ��� ���� ��� ��������%
��������� ���� �� �������� ?����� ��� ������ �� �� ��������� ���������� �
 ���
�	����� ������ ��� �� ��������� �� ������� ���� ��	 �	����� ���	� ���
�	�	� �	 �� 	2��� �	������� �� � ��

 ����� ���	� � � �	������ ��������
��

�

������� 3.6 ��������� �� ����������� �� ��� ��������� �
 ������� ��� ��%
��������� *�� ������ ���%����������� >�� ���������� �
 ���� 
��� �	���
��� ����������� �� ��� ���������� �
 ���� 
��� ��� ��������� ��� ���������
���� ��� ��������� �'�������

 ���� ���������� �������� ��������� ���� ��� ����������� �
 ������� >��� ��
�������� ���� ���� ����� �� ����� 3.7� *�� ����� >���� ��� ��������� �'�%
����� �
 ������ ��������� ������ ���� ������	��� 	� �������� ���� ��
�����
�� ����� ����� 6�



) ����� *��$	 �
 "��  ������� %�		�	

�� ����������� ������ ��� �$�	��� �������	

��� �
������
�

<� ����� 3 � ��� �
 ������� �'������ 
�� ��� ������ �
 � )���� ���� �
 ����%
��� �������� ���� � ������� ������ ���������� ��� ����������  �� �'������
���� ��������� 	� �������� ����� ������ 
��� 
�� ��� ��������	�� ���� ���%
��� ������� �
 ����� >�� ���� �� �������� ������  �� ��������� ��� �� ����
��� ������ ��� ��������� ����� �
 ��� ������� �� ����������� ��� ������
�������  �� ���������� �
 ��� �'������ 
�� ��� ���� ������� 	���� �����%
����� ������� �� ����� 3 ��� �������� ��� �'������ ���� ���� ���������
	� ��� �������� ����� �� ���� ������� ��� >�� ����� � ������� �����������
���������� ���� 	� ����������� ����� ���������� �'������ ���� ��� � 
�����
������� ������� �
 ��� ��%���� �'������ ���� 	� ������	��� (�������� �����
��� ������� �������� ��� �����	�� �� ������� ����� 
��� ���� ����� �� ��� ��%
����� �� ������� ��� �������� �������� ���� �����  �� ������ ���������� �� ���
����������� �
 ��� ������)�� �������� ��� ������ ��� ��������� ����������
������� ������� �� 
��� )��� �� ��� ������������ ��� �������� ���� �� �����
4.9�

 �� ����� �'������ ���������� ����� �� ,E./� /@8� /@60 ���� ������� ���� ���
��������� �
 ������	��� ��� ������ �
 � )���� ���� �
 ������� �������� ����
� ������� ���� ���� � ���������� �����  �� ��������� ���������� ������%
���� ������ ��� 	���� �� � ��%������ ���	� 
����	� �
 ����� ��� ����������
	��� ���� ��� �� � �������� ������ ��� ��� ���� �������� ����� ���� $���
�������� �� ��� �������� ������ ��� ����� ���������� ���� ������������ ��
����� "��� *��� -�E#�  �� ������������ ��������	�� 
�� ���� ������� ����������
������ ���� ����� ���������� 
��� ��� ��
������ ��
��� z = 0� ������� ����

� 9 ����	 ������� �� ��� �!�� ��� �� �$�-� ��� �� � �����) �����)!� ���� �� �-���
��	 �!������� !�� � -��������������� &$��! -��������� u ��	 v( �� �!� ����

R(u, v) = b(u) + vd(u),

$!��� b �� �����	 �!� ��� ����� &���� �����	 �!� ���������( ��	 d �� �!� ��������
������ �!� �����)!� ����� �!�������� ��� �����	 �������� �!� �����)� �� � ����	
������� ��� ��������� �������



� 0 � 9������!�� �� 9���������� �����	 ��	 �$����	 �!������

���� ���� C���	 �������" ����������	 ���� � )��������) ���� ����� �� � �������� -����
��	 -������� �����) �����)!� ������ �!� �!��� �������� �� ������ 	�+�� �!� �����������
����	����� ������ x, y, z�

������ � ����� ������� �
 ������������ �� 	� ������� ��� ����� 3� ��	 �	��	�
���	
 ��	 ������������ �	
�����	�� *�� ��������� ��� ������ �� � ������ ��������
����� ������� ������ 	��� ������� ��� ������� ������ 	� �������� ����
��������� ���������� ���������� ������� ��� ����� ��� �������� ��������%
����� ����� <� ��� �������������� �
 ����� ���������� � )���� ���� �
 � ���
������� �������� ��� ���� �� 	� ����������� ������ � ����� ��� �������
������� "����� ���� � ���������� ��
���#� ���������� ��� >�� �
 ���� �� ��%
	��� ���������� ���� � ������� ������ ��� 	� ������� �� � >�� ������ �
�������� �
 ����� ��� ������ �� ��� �������	�� �����%����������� ���� ����
������� ��� ������� �� ��� �������� ����� "��� *���� -�. ��� -�/#� ?���
��������� ���� ���� �� ����������� 
���������� �� �������� ���� ����� ��� ��%
�������� ��������

<� ���� �������� �� ������� � ������ �
 ��� ������ ���%����������� �����%
���������� ������ ��������� 	� $�������� ���#����� ,//80 
�� ��� �������%
������ 
��� ��
��� >�� �
 � ������� ��������� ���� �� ��	�������� ����� ���
������� ����������� ����� �� � ���� ��������� ��������� �
 ��� ����� �
 ��%
�'������� <� �������� �� ����� ������� ����������� ���� ����� ���������� ���%
��� �� ��
	� �� � �	�	������ ���	 ���� ��	 ��������	 ��� ���
����  �� ������
�� 	���� �� �� ���������� ������� ���������� ���� ��� ������� ��� �������
�
 � 	���� ���������� ���� �� ��������� 	� �� ��	������ �����%�����������
���� �� �������� ������ <� ������ ���������� ���� ������ �� ���������� ����
��	������� ����������� �� ���� �� )��� �������  �� ��� �
 ��� ������ �� ��
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���� ���� E5��-��� �� �����	 ��	 �$����	 ������� ������� �� )��-!������ ����������
�� ���! -�������" �!� ���$�) �� �!� ������ ��� ������ �� �	����+�	 �� � �����! �!���%
	���������� �-��� ������ &C�)!� -������ ���� ;�<" �������� �� G��#!R���� �����)"
��	 �!� $��� A�	���� ��������� �� ��$ ��	 9������!� C������!" 
A" *����(�

���� ���� *����)��)" ������)��) ��	 ������� �����	 ��	 �$����	 �!������ �!�� ���
�� ���	 �� �!� �����-�������� �� �!� )������� ���������� &A��� ;8�1<�(

���� 
��������� ������� ���� ��� 	:	��
 � ���������� ��������	 ��� ����

���� ���� �� ���������� ���������� ������ ���� ������� ���� ��� �������
��� �������� ��� �� )�� �� �������� ����������� �
 >�� ����������� 1� 	�
���
,//80� �� ����� � ������� ��������� �
 � ��� ������������ ������� ����%
����� ����� �� �����������	��� ����� ���� �������� ������� ρ �������� ���
������ 
��� ���������� �� ��� ��%�� C����  �� ������ "�������������# 
��%
���� ��� ������ �
 � ����� ��� ������� �������� ?������ ���� �
 ���� ���
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�������� $�������� 	������ ���������� �� ��� 	���� ��� 
��� ��
����
��� �	��	��%��� 
������� ��� �� ��� 	��� ��� ��� ������������ 
��� ��
���
��������� ��������� ��� ��������� ������ �������� ����	 �����	�� 3����
��������� ��� )��� �'������ ����� �� � ��� �
 ���%������ ������� ��B��������
�'������ 
�� ��� ����� ��� ���� �������� �
 ��� ������� ���� ������ ���
��� �����%�������� ���������� �������� ������	���� �
 � )���� ���� �
 ����%
���� �	��	��%��$� ����������� 	������� 	��� 
�� ��� 	�� ��� �������� �

��� ������� 	��� �� ��������� 1� ������� ��� �����)���� ������)������ ��
�������� 	� ��� ����� ��������� ��������

 �� �������� �'������ ��������� � ����������� ��������� ������ ��� ���
����	�� �
 ���������� ��� >�� �
 ����� ������� ��������� ���� ����� ���
������� �������� �
 ������� �����  �� ���������� �
 ���� ��� ������ ������

��� '��� � ��B����� ����������� ��� ���������� �������� 	�� �����������
������ ��� ������� ����� ��� ������� �������� ��� ������� ����� �'�%
����� �
 ��� ����� �
 ��%�������  �� �'������ ��� ������ ��� ��������� 	�
�������� ����������� �� ���� �� ���������� ��	������� ���������� �
 ��� ���
������������ )���� ���� �
 ��B����� ������� ���� ���� ������� ���������� ��
����� �
 ������ ���������� ��� ��	����  ��� ���� 	� ����� ���� �� ������ ��
������ @HE.�

��� "�� 1������ 
� ��� ��' "��
��

1� ��� 	��� ���������� $�������� ��� #����� ,//80 ��������� � ������

�� ����� >��� �
 ��� ������� ������ �� � ������������ ����	� ��� ���
�	�
�����	� ������ 	��� ��������	 ��� ���
���� <� ��� ���� �
 ��� >�� �
 ��
��������� �� � ������� �
 ����� ��� �2��� ���	� �����
���� ������ ��� F������
����G �� ��� F��
������ ����G� �� � �	�	��� 
������ ���	� �� �� ��������� ��
������ �� ����������� ������ �
 ������������ <� ���� ������� ��� ��� �����
���� ��� ������� κ ��� ������� τ �
 ��� ������ ���� ��� $���� �� 
�������
�
 ��� ��� ������ s� κ = κ(s), τ = τ(s)� 1������������� ���� ��� 	� �����������
����� 
��� ��� ������� ��������� ����� "34(#�  ���� �� ���������� ����������
������ ����� ��� ������� ������ ���� ��� 	� ��������� ��� ��� �'������

�� � ���%������� �����������	��� ��� ��� ������������� ������� ���������
���������� ������� �� ���� 
���� �
 ��
�������  �� �� ,//80 �� ������ ���
���������� �B���� �
 ������� ��� ������� �� ��� >�� �
 ���������� ��
��������� ��������� ���� ���� ��� 	� ������������ 	�
����

 ��� ������ ���� �� ��������� �������� ���� ��� ����� �'������ ���$ ����
���� 
�� ������������ ������ ������� ��� ��������  ��� ��$�� ��� �������
����� ��	����	 �� �	���
��� ��������	 ������
 ���� ����������� ����	� ���
��������	
� ��� �� ������� ��� ����������� �������� <� 
���� �	�������� �����
������ 
�
�	�
 "=<�# ������� �� ��������� ��������� ����� ������� ����
�� ���������� 	� ������� �� ���� ������ =<� �������� ��� ���������� ��� ��%
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��������� 	���� 
�� �� ����������� ����� �� ��������� ��������� ��� ���� ��
��������� ���  ��� ������� ���� ��� ����������� 
�������� ������� ���� ����
3�B����� 
��� �� ��� �������� ������ ,/@8� /@60� �� ������ �� ��	������ �����
���� ��� �� �� �� ��)�� �� ����������%���������� ���������� ������� 1� ��
��� ��%������ �� 
������� ��� 	������ ���� �
 ���� ��� �������� �� ����
�� ��� 	������ ���������� �� ����� �
 ����� ������������ ���%��������������
��� �'������ ��� ������� ���� ���� ��� ����� �
 ��� ����������  ���� ���
�������� � �	��� ��B������ �� ���%���������������� ��� �'������ ��� �� ���
�������� �������� �� �������� �� ��� �������� �������  �� )��� ���������
	������ ���� �
 ���� ��� ������� ������ �� 	� ��� ���� �����������
���� ��� ��������� ��������� ���
����� �� �� ��� �� �
 �� ���������� 	����
���������� �� � ������� ����

<� ���� 
������� �� ���� ������� ���� ������ �� �������  �� ���������� �
 ���
)��� �'������ �� ����� ���������� 
��� 
��� ��� 	� ��$�� 
��� ����� 3.4.1�
���� �� ���� D�� ��
�� �� ����� �'������ �������� ���� ��� ���������� �������
 ����
���� �� ���� ����� ��� �������� �
 ��� >�� 	� ���������� ��� ���������
���������� ���������� �������

��� ������ 2���
+
��� #

������� ������

�������� �� ��������� ����� ��������� ��� � �	������ �
 �� ����� ��� �����%
����� ������ ��� ������)������ �
 �� ��������� ����$ "��� *��� -�.#� 1 ���� 
��%
������ ��� ��������� ���������� "����� ��� ������ �
 � ������# �� ������� �� ��
� ������ ���� C 
��� ����� ��� ����$ ���������� ���� 	� ��������� &�� ����
�����%����������� ���� 	� ������� �� ��� ���	�� ���������� ������ �� ��� 	�
����� 	� R(x, y, z)� ����� x, y ��� z ��� ��� ��������� ������������ 1 ������
���������� ������ �� ���������� "���� ����� ����"����� .	��� ��� ���"�
)�����	� -�������� ��� &����� ,-.� -/� EE.� EE/� ...� --@� --90# 	� ���%
�������� ���� ������� ���� ������	�� 	� ��� �������� ������ R(s)� ����� s
�� ��� ��������� ���� ������� ��� ��� ������ 
��� ���� ���������� ��
��%
���� ������� 1� ��� ����� �
 ��� ���� �� ��� ����� ��� ����������� �����
{ T,N,B } ����� ��������� ��� �������� ��������� ������ ��� 	������� ���
�������� ������������� ���� ��������	�� �� 
������� �
 s�  �� ������ ���� { N,B }
����� � ����� ������������ �� C� 1�� ������ X �� �����%����������� �����
��� 	� ��������� ��

� L� ������ !��� �!�� �!� ��� ���)�! �� ���!�� #��$� �� ��� �� ���-���	� �� t
�� ����!�� -��������������� �� �!� ��������� �����" �!��

s =

∫ t

t0

| Ṙ(t′) | dt′,

$!��� t0 �� �!� -�������� ����� ��� $!��! s = 0�



�/1 � 9������!�� �� 9���������� �����	 ��	 �$����	 �!������

���� ���� #���! ��	 	�����-���� �� � �����) ����	����� ������ ��	 )��������� �� �
�������� ������D R(s) 	�������� �!� ��������� &������( ����� C ����		�	 �� R

3" s ��
�!� ��� ���)�!" { T,N,B } �� �!� �����) ���!������� ���� ����	 �����$��) �!� ������
(r, θ) ��� -���� ����	������ �-�����) �!� -���� �� ������ S $��! ��	��� r̃ ������ ��
�!� �5�� �� C� �!� ���)�� �� �!� �.����!�� ��)��" θ" �� �!�� -���� �� ���������" ���
�������	 ���� �!� ���� ������ N∗" $!��! �� ������	 ���� N �� � -!��� (ϕ(s) + ϕ0)
��� �� s ∈ [s0,∞), s0 ∈ [0,∞) ��	 θ ∈ &4" 1π(� ϕ0 �� �� ��������� �������� ��	 P
�� ��� -���� �� �-���� &A��� ;88�<�(

X :=X(s, r, θ)
=R(s) + r cos (θ + ϕ(s) + ϕ0) N(s) + r sin (θ + ϕ(s) + ϕ0) B(s). "-�E#

����� (r, θ) ��� ����� ����������� �������� ��� ����� ������ �� ��� ���� �

��� ������ ���� C �� *��� -�-�  �� ������ �
 ��� �C������ ������ θ� �� ����
����� �� ��	������ 	� ������� 
��� ��� ��� ������ N∗� ����� �� �������

��� N 	� � ���
	 (ϕ(s) + ϕ0)� (�������� ϕ0 �� �� ��	������ �������� "��
������������ �
��� ������������ ��$�� �� 0 �� ±π/2# ���

ϕ(s) = −
∫ s

s0

τ(s′)ds′ "-�.#

�� ��� ������������ � ��	 ���
��� �
 ��� ���� �� �� �������� 
��� ��� ���%
���� ����� s0� ����� ��� �������� τ(s)� ������ ���� ��� �'������ ������ ���
�������� 
������ ϕ = ϕ(s)�� *��� ��B�������� �������� "���� .	��� ���
���" ��� ����"���� ,-.� -/� ...0# �� ������ ��� 
�������� ������A

� �!�� ������ �� ����	������ �� $���%#��$� �� �������!��� �������	 �� ���	��� ��
!�	����)����� �6��������� �� $�� +��� �����	���	 �� '������ ;104< ��	 $��
�5��������� ���	 �� !�*�1* ��	 !������* ;833< �� �!��� ���-��������
�� -����� ���+������ �� �����	 ��)����� �������� 0����� ;��1< $���� �!�



��8 2������ '��!�)���� ����	����� ����� �/8

T(s) =
dR(s)
ds

, N(s) =
1

κ(s)
dT(s)
ds

, B(s) = T(s)×N(s), "-�/#

����� κ(s) �� ��� ������� �
 ��� ������ "��
������# ���� C ��� F×G ������

�� ��� F����� ������G �
 ��� ������� �� R

3� ������� ��� ������� ��� 	�
������� 
��� ��� 
������ R = R(x, y, z) ��� ��� ������������� ��������	��
�� 
������� �
 ��� ��� ������ sA κ = κ(s) ��� τ = τ(s)�  �� ������
������ 
������ ������� � ���������� 	������ ��� ������� ��� �������
��� ��� ������� �
 T,N,B ����� s �� 
������A

dT
ds

= κN,
dN
ds

= τB− κT,
dB
ds

= −τN, "-�-#

�� �� ������ ��������

d

ds

⎛
⎝ T

N
B

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 0 κ 0
−κ 0 τ

0 −τ 0

⎞
⎠

⎛
⎝ T

N
B

⎞
⎠ = F (s)

⎛
⎝ T

N
B

⎞
⎠ , "-�8#

���� ��� �$����������� ������ F �

?����� =<� ��
�� ��� ���������� �� ��� ���	�� ��������� ������ { x, y, z } �
���� ��� �� � ��������� ����������� )��� 	� �����
����� �� ��� ����������
������ ���������� �������  ��� ��� 	� ����� ����� 	� ���� !+�?� "���%
��
��� �������� ?%������#� ��� $��"� ��� (����� ,/E@0� <� ���� ������� �� ����
��� 	� �
 ��� ������� 	����� �� 
��� ���� 	� �� ��� ���������� �
 ��� �����
�'������ 
�� �� ��	������ �����������  �� ���� ����������� 
��� �
 ����
������ ���������� ������ ����� � ����� ��� ������� ���� �� ���� ��� �� 
���
�� ������ ��� ��
�	� ����	� ����� �� ��� ���� ������������ �� ��������������
�
 ��� >�� 	������� �
 >��� �� ���� �� ������ ������� ��������� �� � �����
��� ������� ��������

*�� ���� �
 �������� ��� ������)�������

(x1, x2, x3) := (s, θ, r) "-�6#

���� 	� �����

 �� ������� ������� �� ��� ���������� ������ ����� ��� ���������� ��������� 	����
�������� gi = ∂X/∂xi "��� *��� -�8#� ��� ����� 	��

(�*���/!���� �6������� ��� �� �����-�������� ������� =��	 �� �!��� ����	�%
����� ��	 0����� ;��8< �5���	�	 �!� "��� �6������� ;/1" /8< �� �!� ����
�� � !������ -�-� =�$ �� �!�� ���!�)���� ������ �� ����	������� C�������" 0���
���� ��	 ���� ;�4 < ���	��	 ����	� ��	 ������	� =�$� �� -�-�� $��! �����"
���$�� ������) ��������� ��	 ������� ����) 0�����M� �5������� �� �!� "���
�6��������

� ���� �!�� �� �!� 	��������� �� �!��� ����� ������� &��1(7&���( ��� ��-�������	�



�/� � 9������!�� �� 9���������� �����	 ��	 �$����	 �!������

���� ���� C�-����������� �� � �����	 ��	 �$����	 �!�����" � ��������� ����� ��	
�!� ���)��� ������� ����) �!� ����	����� ������ �!� ��� ���� ����) �!� �!����� ��
�!� �5�� �� �!� �!������ &A��� ;8�1<(�

g1 = (1− κrη) T(s),
g2 = −rζN(s) + rηB(s), "-�@#

g3 = ηN(s) + ζB(s),

�����

η = cos (θ + ϕ(s) + ϕ0) , ζ = sin (θ + ϕ(s) + ϕ0) . "-�9#

 �� ��������� ������� ��)��� �� (gij) = (gi . gj) ��� ��� ���������� ���%
���������� ������

(
gij

)
� ���������� 	�

(
gij

)
(gjk) = δik� ��� �� �� 	�

(gij) =

⎛
⎝ (1− κrη)2 0 0

0 r2 0
0 0 1

⎞
⎠ ,

(
gij

)
=

⎛
⎝1/(1− κrη)2 0 0

0 1/r2 0
0 0 1

⎞
⎠ . "-�;#

<� �� ����� ���� �� �������� �� ��� �������� ��������� ��� ������� i, j,k� ���
��������� ������� gi ���� �� 
������� �
 ��������� ��� ��� ������ ���� ����
��� ������ 
�� ��� ������ ���������� ������ �� ����� 	�

ds2 = dX · dX = gij dx
i dxj

= [1− κ(s)r cos (θ + ϕ(s) + ϕ0)]
2 (ds)2 + (dr)2 + (rdθ)2

. "-�E7#

 ��� �����	������ ��� ������������� �
 ��� ������ "-�E# ��� "-�/#� <� �� ����
���� �� ��� ���� ���� τ = 0� ���� ������ �
 ����������� ������ �� ��� ������
�������� ������� ����� �� ������ �� ��� ����������� ���������� ������ ����
κ = τ = 0�



��8 2������ '��!�)���� ����	����� ����� �/�

 �� ������	���� ���	��� �
 ��� ������ $���� ��� ������ �� ������� ���
��B�������� ��������� ���� ��� ��� �� ����� �� �����
�� ��� �'������ �
 ��%
���� 
��� ��� ���������� 
��� 
��� �� ��� ���������� ������������  ��� ��
� �������� ������ ���� ���$���� ����������� >�� ��������� ���� ������%
����� 	������ ��� ����������� ����������� <� �� ���������� ����������
������� ���� ��� ��)��� �� "���� ����� .	��� ��� ���" ��� ����"����
,-.� -/� ...0#

Γ klm = 1
2g

(kk) (gmk,l + gkl,m − glm,k). "-�EE#

*�� ��� ���������� ����������� "-�;# ��� ���������� �
 ��� ������	����
���	��� ���

Γ1 =−ψ
⎛
⎝ Λr −κrζ κη
−κrζ 0 0
κη 0 0

⎞
⎠ , Γ2 =

1

r

⎛
⎝−κζ/ψ 0 0

0 0 1
0 1 0

⎞
⎠ , Γ3 =

⎛
⎝ κη/ψ 0 0

0 −r 0
0 0 0

⎞
⎠, &���1(

�����

Λ = κ′η + κτζ, ψ = 1/(1− κrη) and κ′ = ∂κ/∂s. "-�E/#

 �� "���������# ��� ������� ��� ��)���� �� g∗i = gi/
√
g(ii)� *������ ���

������ ��B�������� �������� ∇ �� ��)��� ��

∇ = gk
∂

∂xk
, "-�E-#

���� ���������� ����� �� ����� �
 ��� ������������� 	���� gk ��� ��� ��������
�
 � ����� ������ )��� F ��∇F = F,k gk� *�� ��� ���������� ���������� ������
��)��� �� "-�;#� �� ����� �
 ��� ��������� ��� 	����� ���� ��� 	� ���������
��

∇F = ψ
∂F

∂s
g∗1 +

1
r

∂F

∂θ
g∗2 +

∂F

∂r
g∗3, "-�E8#

�� ����� g∗j = gj/
√
g(jj)�  �� ���
������ �
 g∗j ��� ������ ��� ���
���� ������

�	��
 �
 ��� �������� �
 F �

 �� �������� ���������� �
 ��� ������ u ��� ��)���� 	� ui∗ = ui
√
g(ii)�

���������� ��� �������� ���������� pij∗ �
 � ������%����� ������ p ��� �������
�� ��� ������������� ���������� 	� pij∗ = pij

(√
g(ii)
√
g(jj)

)
�  �� ����������

� �!� ���������� ������� �� �!� �����	 #��	 ��� 	�+��	 �� Γ kij =(
∂gi/∂x

j
) · gk" $!��� gk ��� �!� ������������� ����� ��������

� L� ��-��� �!� ��������� ���������� ���� 	����� ��-����	 ��	����� I�$����"
�!� ��������� �� ��� ������	 ��� $!�� ���! ��	���� ��� -�� �� -�����!�����

� �!�� ��� �� �������	 �� �����$�D u = uigi = ui
√
g(ii)(gi/

√
g(ii)) = ui

√
g(ii)g

∗
i =

ui∗g∗i � �!�� ��-���� �!�� ui∗ = ui
√
g(ii)" $!��! �� 	�+������ ��� �!� -!������

���-������ �� u�



�/ � 9������!�� �� 9���������� �����	 ��	 �$����	 �!������

�
 � ������ )��� u = uigi ��� � ��������� ������%����� ������� ������
p = pijgi ⊗ gj � ������������� ��� ��������	�� ��

∇ · u =
(

gk
∂

∂xk

)
· (uigi) = ui, i + uiΓ kik, Γ kik = gk · gi,k, "-�E6#

∇ · p =
(

gk
∂

∂xk

)
· (pijgi ⊗ gj

)
= { pki, k + pjiΓ kjk + pkjΓ ijk } √g(ii)g∗i . "-�E@#

*�� ���������� 	������ ��� �� ��$� ��� ������� ������ �������	�� ���� �����%
�� ����� �'������ �
 ��� �������� ��%������� �� ��)�� ��� 
�������� ���
�����	���A

(x, y, z) := (s, rθ, r). "-�E9#

*��� ��� �� ��� ����������� ��� ���� ���� ������� �� ����� ��� �����	���A
*������ �� ��$� ��� ��B��������� ���� ������� �� ����� �����	��� ��� ���� �����
���
� ��� z ���������� 	� �� ����� zT � ����� �� ������� z 	� z + zT � �����
zT �� ��� �������� 	������ ��� ������ ���� ��� ��� ������ "��� *��� -�6#�
����� 00̃ = zT �

 ����
���� 
��� ��� �� (x, y, z) ��� ��� ��������� ������������ 	� ������
��� ����������� �
 ��� ����� ��� ������� �������� ��� ��� ������ �
 ����
��� ���������� ������ ���� �� ��� ������� *���������� ��� ����
��� z =
�������� 
���� � ����� ��� ������� ��
������ ��
��� ��� ��� ��� �����	�� z
�� ��� ���������� �� ��� ��������� ������ �� ��� �� ��
�� �� ��� x� y� ���
z%����������� �� ���������� �����%����� ��� ������ ����������� �������������
*�� ���������� 	������� �� ��� 
�������� ����������� �� �����

���� ���� A�� � )���� ����� �� �!� ��� ���)�!" �!� �������!� 	����� �� �!� �������
	�������� ����-��� � ��)��� �� � �������� ������� �� � -���� -��-��	������ �� �!�
���$�) �� �!� ������ ��	 θ �� �!� �.����!�� ��)�� �� �!�� -����� OÕ = zT �� �!�
��	��� 	������� ���$��� �!� ������ &���������( ����� ��	 �!� ���$�)� �!� �������
����	�����" y" �� 	��������	 �� �!� �������������� y = θzT � { T,N,B } �� �!� �����)
���!������� ���� ����	 �����$��) �!� ���$�) &�6���������� �!� ������ �����(� &A���
;8��<�(



��� ���%*���������� E6������� �//

Z = z + zT . "-�E;#

���� ��� ������	���� ���	��� ��� �������� ���������� �
 u ��� p ������%
����� "-�E6# ��� "-�E@#� �� ���������� ������������ ������������� ����

∇ · u =
∂

∂x

(
ψu1∗) +

∂u2∗

∂y
+
∂u3∗

∂z

− ψ2ΛZu1∗ + ψκζu2∗ −
(
ψκη − 1

Z
)
u3∗, "-�.7#

∇ · p =
[
∂

∂x

(
ψp11∗) +

∂p12∗

∂y
+
∂p13∗

∂z

− ψ2ΛZp11∗ + 2ψκζp12∗−2ψκηp13∗ +
1
Z p

13∗
]
g∗1

+
[
∂

∂x

(
ψp12∗)+ ∂p22∗

∂y
+
∂p23∗

∂z

− ψκζp11∗−ψ2ΛZp12∗ +ψκζp22∗ −
(
ψκη− 2

Z
)
p23∗

]
g∗2 "-�.E#

+
[
∂

∂x

(
ψp13∗)+ ∂p23∗

∂y
+
∂p33∗

∂z

+ ψκηp11∗− 1
Z p

22∗ −ψ2ΛZp13∗ +ψκζp23∗−
(
ψκη− 1

Z
)
p33∗

]
g∗3 .

 �� ���������� �
 ����� ����������� �� ��� ��5���� 	� �� �� �������� �������
��� ��'���� ����
� ��������� �� �������� !������ ��������� ���� "-�.7# ���
"-�.E# ��� �� �������� ���� ����� ���������� ���� ��� 
���

[
∂

∂x
(•) +

∂

∂y
(�) +

∂

∂z
(�) + additional terms

]
. "-�..#

���� ��� F���������� ���%��������� �����G ��� �	����� ��� ���� ���� "-�.7#
��� "-�.E# ���� ������������ 
�����  �� ���%������������ 
��� �� �� �� ���
������	����� �
 ��� ������	���� ���	����

��� �
�0(������
��� 14����
��

*�� ��� ������ ������������ �� �� ������ ���� ��� ��������� ������
�� �5������� ������� 
��� ��� ������ ���� C� (��� ����������� 
�� ���
)��� ���� s = ��������� ��� ��������� ������ ������� � ������ �� ���
����� S ⊥ C� �� ���� ��� ��������� �� ������� 
��� ��� ������ �
 ���
������� "��� *���� -�- ��� -�@#�  ��� ���� D���)�� ������
���� ��� ������
��������� ���� ��� F����$����G ��������� ��� ���������� ���� ��� �������
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���� ��#� A�� � )���� ����� �� s = x" �!� �������!� 	����� �� �!� ������� 	��������
����-��� � ��)��� �� �!� -���� �� �!� ������ ST ⊥ C" �� �!�� �!� �������!� �� 	������
���� �!� ������ �� �!� �����) ����	 { T,N,B } � �!� ���������� ��	 ��-����� �������
ST , SL, andSR &$��! �!� ������� �� �!� ������ ����� ��	 ��	�� rT , rL, and rR("
���-��������" -��� �!���)! �!� ���$�) &T ( ��	 �!� ���� &L( ��	 ��)!� &R( ���)����
-����� �� �!� �������!� $��! ��� ����� ��-�)��-!� �� �!� ������� 	��������� �� �!��
-���� ������� �!� ����� ��-�)��-!� F b = 0 ��	 �!� ���� ������� F s = 0 �� �!�
�������!� ��� �!�$�� �!� 	�-�! �� �!� �������!� �� �!�� ������� �� ��-�������	 ��
� !��)!� �������� h(x, y, t) ��	 �� �������	 �� �!� ��	��� 	��������� 9��� �!�$�" ���
��������" �� �!� 	������� d �� �!� �������!� ���� �!� ���������� �� �!� ������ SL ;88�<�

F������ ����$����G �� ����� �������� �� � ������� ������ "�� �����# �
 ���
����������

<� ���� �������� ��� ���������� ����������� �'������ �
 ����� 3.4.1 ��� ��%
������� �� ����� �
 ��� ���������� ���������� ������ ��������� �� �����
4.3�  �� �������� ���������� �
 ��� �������� )��� u ��� ��)��� �� u� v
��� w� ���������� ��� �������� ���������� �
 ��� ��������� ������� ���%
��� p ��� pxx, pyy, pzz, pxy, pxz, pyz ����� ��� ���������� ���� �����������
��)�� ������������� '�������� �� ��� �������� ����� pxx� ���� ��� ��� ���
�����
���� �������� ����������� 1���� 
�� ���������� 	������� 
��� ��� ���
�� ���� ������ ����� ei 
�� ��������� ��� 	��� ������� g∗i � �� ���� u =
uex + vey + wez ��)��� ��� �������� ���������� u, v, w ��� (ex, ey, ez) =
(e1, e2, e3)�  �� �������� �����	��� ��� ���%��������������� 	� ���� ��� ����%
����



��� ���%*���������� E6������� �/3

(
x, y, z, F s, F b, t

)
=

(
Lx̂, Lŷ,Hẑ,HF̂ s, HF̂ b, (L/g)1/2

t̂
)
,

(u, v, w) = (gL)1/2 (û, v̂, εŵ) ,
(pxx, pyy, pzz) = ρgH (p̂xx, p̂yy, p̂zz) , "-�./#

(pxy, pxz, pyz) = ρgHμ (p̂xy, p̂xz, p̂yz) ,
(gx, gy, gz) = g (ĝx, ĝy, ĝz) ,

(κ, τ) = (κ̂/R, τ̂/Rτ ) ,

����� ��� ���� ��������� ���%����������� �����	����  �� �������� "-�./# ��%
��� ���� ��� ��������� ��� � ������� ������� L� ���������� �� ��� ��
������
��
��� ��� � ������� ����$����� H � ������ �� ��� *���������� R ��� Rτ
���� ������������� ��� ������� ����� �
 ������� ��� ������� �
 ��� ��
��%
���� ��������� 1������ � ������� ������ 	������� ��� ������� ������ ����%
���� �� ��� 	��� �
 ��� ��������� ��� �
 ��� ������ ρgH � ��� ��� �	��	��
��� 
������� ��� "/�E9# ������� ���� ��� 	���� ����� �������� ��� �
 ��� ��%
��� ρgH tan δ� ����� δ �� � ������� 	���� ����� �
 
�������� 1���� ������ ����
gx, gy ��� gz �� ����� �'������ ��� ����������� �������� ���������� �
 ���
������������� ������������ ����� ��� x%� y% ��� z%������������ �������������
��� g �� ��� �������� �
 ��� ������������� ������������� *������� ��� ��%
����� κ ��� ������� τ ��� ������ �� 	� �
 ����� 1/R ��� 1/Rτ � ��%
�����������  ���� �������� �������� ��� 
�������� �������	�
����� ������
	�	�
A

ε = H/L, λ = L/R, λτ = L/Rτ , μ = tan δ, "-�.-#

����� ε �� ��� �
�	�� ����� �
 ��� ���������� λ ��� λτ ��� �	�
��	
 � ��	
��������	 ��� ���
��� �
 ��� ��
������ �������� ���� ������� �� ��� ������
�
 ��� ��������� ��� μ �� ��� ��	;��	�� � ������� �
 ��� ������� ���������
������� ���� �� � ������� 	�� 
������� ������

(:(:� ������	�� �� �	 ����������� ���	�	�����

 �� ���%����������� �������� ���������� �
 ��� ������������� ������������
����� ��� x%� y% ��� z%������������ ������������� ��� 	� ���������� �� $����

������� �
 ������� ��� ������� ��
����� �� ��� ������ ����� �
 ��� �����
������ �����  ���� ���������� �� �� 
������A

�������� ��� ����������� ��� 	���� ������� ����� ��� ���������� ����� "���
"-�@##�

� �!�� ������) ��� �!� ������ -������� ������� ������� � N!�	�������� ������O ��
�!� -������� �� � )������� !��-� �!�� �� �� ���� ����-���� ��� )������� �������
��� $!��! �!� -������� �� ��� �!� �������	�� $��)!� �� �� N���������O ����� �
������� 	�-�!�
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ex = T(x),
ey = −ζN(x) + ηB(x), "-�.8#

ez = ηN(x) + ζB(x).

 �� ������� ������ g ��� 	� ������� �� ��� 
���

g = (0, 0,−g) = 0i + 0j− gk, "-�.6#

����� { i, j,k} 
���� ��� �������� ��������� 	���� ��� g �� ��� ��������
�
 ��� ������������� ������������� �� ���� �� ������� g �� ����� �
 ��� ���
	����� { ei } � �� 
������A

g = gxex + gyey + gzez
= gxT + gy (−ζN + ηB) + gz (ηN + ζB)
= gxT− (ζgy − ηgz) N + (ηgy + ζgz) B

= g [ĝxT− (ζĝy − ηĝz) N + (ηĝy + ζĝz) B] , "-�.@#

����� { gx, gy, gz } = g { ĝx, ĝy, ĝz } ��� ��� �������� ���������� �
 g ����
������� �� ��� 	���� { ei } � &�� ti� ni ��� bi� i = 1, 2, 3� 	�� ������������� ���
���������� �
 ��� �������� ������ ��� 	������� ��� ������� �
 � ����� �����
���� ���� ������� �� ��� �������� ��������� 	���� { i, j,k} � �� ��� �������
��� �����%���� ���� �
 "-�.@# �� ����� �
 ���� 	���� �� 
������A

g = g

[
ĝx (t1i + t2j + t3k)

− (ζĝy − ηĝz) (n1i + n2j + n3k)

+ (ηĝy + ζĝz) (b1i + b2j + b3k)
]

= g

[
t1ĝx − n1 (ζĝy − ηĝz) + b1 (ηĝy + ζĝz)

]
i

+ g

[
t2ĝx − n2 (ζĝy − ηĝz) + b2 (ηĝy + ζĝz)

]
j

+ g

[
t3ĝx − n3 (ζgy − ηgz) + b3 (ηĝy + ζĝz)

]
k. "-�.9#

��������� ��� ������� ����� �
 ���� �'����� ���� "-�.6#� �� �	���� ���

�������� ��� �
 ������ �'������ �� ĝx, ĝy, ĝzA

t1ĝx + (b1η − n1ζ) ĝy + (n1η + b1ζ) ĝz = 0,

t2ĝx + (b2η − n2ζ) ĝy + (n2η + b2ζ) ĝz = 0, "-�.;#

t3ĝx + (b3η − n3ζ) ĝy + (n3η + b3ζ) ĝz = −1.
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 ��� ������ ��� 	� ������ �� �	���� ����� 
�� (ĝx, ĝy, ĝz) �� ����� �
 ti� bi
��� ni�  �� ������� ��

ĝx = [b1n2 − b2n1] /Δ,

ĝy = [t2 (n1η + b1ζ) − t1 (n2η + b2ζ)] /Δ,

ĝz = [t1 (b2η − n2ζ)− t2 (b1η − n1ζ)] /Δ, "-�/7#

Δ = t1 (n2b3 − b2n3) + t2 (b1n3 − n1b3) + t3 (n1b2 − b1n2)

= T · (N×B),

����� �� ��� ������ ������ ������ �
 T,N ��� B�  ����
���� ��� �����	��
����� �
 Δ ��� ±1�

(:(:� ?�����	 *,������

1������� ��� �������� "-�./# ��� "-�.-# �� ��� ��������� ∇ · u = 0� �� 
������
���� ��� ���%����������� ���������� 
��� �
 ��� ���� 	������ �'����� "-�.7#
��

∂

∂x
(ψu) +

∂v

∂y
+
∂w

∂z

−ελψ2ΛZu+ λψκζv −
(
ελψκη − 1

Z
)
w = 0, "-�/E#

����� ��� ����� ������
���� ���%����������� '��������� ��� ��� ��� �����%

���� �������� ���

ψ = 1/ (1− ελκηZ) , Λ = (κ′η + λτκτζ) . "-�/.#

 �� ����� ��� ��������� ��B����������� ���� ������� �� ��� ������������� ���
�������  �� ������� 	������ �'����� "/�E@# ��� 	� ������� �� ����������
����������� 	� ���� �������� "-�.E# �� �����
��� ��� ������ u ⊗ u ��� ���
������� ������ p� 1
��� � �������� ������� ���������� �� 
������ ���� ���
���%����������� ���������� �
 ��� ������� 	������ �� ��� ��������� ���
�����%����� ���������� ��� ��� ��������� ������ �� ��� ��
������ ��
��� ����
�������������
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���������A

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
ψu2

)
+

∂

∂y
(uv) +

∂

∂z
(uw)

− ελψ2ΛZu2 + 2λψκζuv − 2ελψκηuw +
1
Z uw

= −
{
ε
∂

∂x
(ψpxx) + εμ

∂

∂y
(pxy) + μ

∂

∂z
(pxz)

− ε2λψ2ΛZpxx + 2ελμψκ (ζpxy − ηpxz) +
μ

Z pxz
}

+ gx, "-�//#

�����%�����A

∂v

∂t
+

∂

∂x
(ψuv) +

∂

∂y

(
v2

)
+

∂

∂z
(vw)

− λψκζ (u2 − v2
) − ελψ2ΛZuv −

(
ελψκη − 2

Z
)
vw

= −
{
εμ

∂

∂x
(ψpxy) + ε

∂

∂y
(pyy) + μ

∂

∂z
(pyz)

− ελψκζP xy − ε2λμψ2ΛZpxy − μ
(
ελψκη − 2

Z
)
pyz

}
+ gy, "-�/-#

������A

ε

{
∂w

∂t
+
∂ (ψuw)
∂x

+
∂ (vw)
∂y

+
∂w2

∂z

}

+ λψκηu2 − v2

εZ − ελ
(
εψ2ΛZu− ψκζv) w − (

ε2λψκη − ε

Z
)
w2

=−
{
εμ

∂

∂x
(ψpxz) + εμ

∂

∂y
(pyz) +

∂

∂z
(pzz)

+ ελψκηP xz −
1
Z P

y
z − ε2λμψ2ΛZpxz + ελμψκζpyz

}
+ gz, "-�/8#

�����

P xy = (pxx − pyy) , P xz = (pxx − pzz) , P yz = (pyy − pzz) . "-�/6#

*����� ������)������ �
 ����� �'������ �� �����	��� 	� ���� ��� ��
� �� ���
����� 
��� �� ���� ������ �� 	� ����������� ��
� ���� ��� 
��� ��
��� ���
	���� 	������ ���������� ��� ������� ���� ��� �����%����������� ������� ��
����� 4.5 �� ���
������
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(:(:' B��	���� ������	 ���������

 �� 
��� ��
��� �
 ��� ���������� F s(x, t) = 0� ��� ��� 	���� ����������
���� ����� ��� ��������� �� ������ �� ������ F b(x, t) = 0� ��� ��)��� 	�
����� ���������� ������� �	��� ��� ���������� ��
������ "��� *��� -�@#�

F s ≡ z − s(x, y, t) = 0, F b ≡ −z + b(x, y, t) = 0. "-�/@#

 �� 
������� ��� �� ������ ���� �������� ������� ������� 
��� ���� �����
���� ��� �������� �
 ��� ��������� 	����  �� 
������� F s(x, t) ��� s(x, y, t)
���� �� �������� ���� ���������� 	� 
�� � �������� ���%������ ���� ���� ���
����%������������ �� ��� ����� ����� F b(x, t) ��� b(x, y, t) ��� ���� ����%
��������� �������� ���� ���� �� ��������� 
��� ��� 	����� �� �� ���������
����� ��� ��������� ����$�  �� $�������� ��
��� �'������ �� �����������

��� ���	

∂F b

∂t
+ ub · ∇F b = 0,

∂F s

∂t
+ us · ∇F s = 0. "-�/9#

�� ����� 
��� "-�E-#� "-�./#� "-�.-#� "-�/.#� "-�/@# ��� "-�/9# ��� 
�����%
��� �������	�
����� ���������� $�������� ���������� 
�� ��� 	���� ��� 
���
��
�����


z = b(x, y, t) :
∂b

∂t
+ ψbub

∂b

∂x
+ vb

∂b

∂y
− wb = 0, "-�/;#

z = s(x, y, t) :
∂s

∂t
+ ψsus

∂s

∂x
+ vs

∂s

∂y
− ws = 0. "-�-7#

(:(:( #������&.�		 �������� � �	 .�		 ������	

*��� ��� ��)������ "-�E-# �
 ��� �������� �
 � ������ )���� ��� ��������%
���
��������� "/�.E# �����

pij√
g(jj)

∂F s

∂xj
gi = 0 "-�-E#

��� ��� ���������� �����%����� ��� ������ �������� ���������� �� 
������A

	 �� �� ��-!�����	 �!�� !��� ub �� �!� �������� �������� �� -�������� �� �!� ����H
$!�� -�������� �� ��	 ������� �� ��	���������� ��� �����	�	" ub �� &��80( !��
�� �� ��-����	 �� ���" w" �!� ���%�������� �������� $��! $!��! �!� ���� �����
$!�� ������� ����" ��	 	�-������� �� �������� ��" �!� ���� ��� ��������	 ���"
��� ���� ���� 3.6� �!�� �� ��� �!� ���� !����

�
 A�� ���������� �����������" $� $���� z = b(x, y, t) ������	 �� z = b(x, y)�



�0� � 9������!�� �� 9���������� �����	 ��	 �$����	 �!������

−εψspsxx
∂s

∂x
− εμpsxy

∂s

∂y
+ μpsxz = 0,

−εμψspsyx
∂s

∂x
− εpsyy

∂s

∂y
+ μpsyz = 0, "-�-.#

−εμψspszx
∂s

∂x
− εμpszy

∂s

∂y
+ pszz = 0,

������� ���� ����� �� ���	�
����	

 
����

(:(:) #�	 ������	 ������$ <�! � �	 ?��	

*��� "-�E8#� "-�./#� "-�.-# ��� "-�/.#� �� �	���� ��� �������	�
����� ���
�
 ��� �������� �
 ��� 	���� ��
��� �� 
������A

∇F b = εψb
∂b

∂x
gx + ε

∂b

∂y
gy − gz. "-�-/#

 �� �	��	�� 	���� ������� ��� "/�..# ������ ���� ��� 	���� ����� ��������
�� ������������ �� ��� ������� ������������ �� ��� ��
���� ��� 
����� �

��������������� 	���� ��� 	�� 
������� ���5����� tan δ�  ��� ������� ��� ����%
����

pbnb − (
nb · pbnb) nb︸ ︷︷ ︸

��)����� �!��� ��������

=
(

ub

| ub |
)(

nb · pbnb)︸ ︷︷ ︸
-�������
������ ��
�������

tan δ︸ ︷︷ ︸
��������
���,�

, "-�--#

��

pbnb =
(
nb · pbnb) {(ub/ | ub | ) tan δ + nb

}
. "-�-8#

<� 
������ 
��� ���� ��� "-�-.# ��� "-�-/# ���� ��� ���	�
����	

 ����������
�����%����� ��� ������ ���������� �
 ��� 	���� ������� ��� "�������� ������#
����� �������������

εψbpbxx
∂b

∂x
+ εμpbxy

∂b

∂y
− μpbxz =

(
nb · pbnb)

(
Δ b

ub

| ub | tan δ + εψb
∂b

∂x

)
,

εμψbpbyx
∂b

∂x
+ εpbyy

∂b

∂y
− μpbyz =

(
nb · pbnb)

(
Δ b

vb

| ub | tan δ + ε
∂b

∂y

)
, "-�-6#

εμψbpbzx
∂b

∂x
+ εμpbzy

∂b

∂y
− pbzz =

(
nb · pbnb)

(
Δ b

εwb

| ub | tan δ − 1
)
,

����� | ub | = (
(ub)2 + (vb)2 + ε2(wb)2

) 1/2
� ��� 	���� ��� ������ ������ nb ��

����� 	� Δ bnb = ∇F b� Δ b := |∇ F b | ��� ��� ���������� ������������� 
�����
��



��� *�-�! ����)������ �0�

Δ b =

{
1 + ε2

(
ψb

) 2
(
∂b

∂x

)2

+ ε2

(
∂b

∂y

)2
}1/2

. "-�-@#

%�	  �� ��� 
������� ��� "-�-6# ��� 	� �������� �� ����������� � ��������%
��������� ������	����� 	� ����� ��� 
��� ���� � ����� ��	�� �
 ��	�������
����������� ��� �	���������� �
 )��� ������ ��� ��� ���� 
�� �� ����������
�
 ��� ������� ���� ���� ���� ��� 	� ���� ����� *�� ������� ������� ��� ����
,@� /.;� //7� --;� -870�

 ��� ��������� ��� �����
�������� �
 ��� ��������� �'������ 
��� ��� ��%
�������� ����������� 
��� �
 ����� 3.4.1 �� ��� ���������� ����������� �

����� 4.3 ���� ��� ���%����������� �����	��� ��)��� �� "-�./# ��� "-�.-#�

��* (�$�� /���+����
�

 �� �������� 	������ ��� 
��� ��
���� s(x, y, t) ��� ��� 	���� �����������
b(x, y, t)� ��)��� ��� ������	

� �� �	���� �
 ��� ���������

h(x, y, t) = s(x, y, t)− b(x, y, t), "-�-9#

������� �� ��� ������ "������# ��������� ������ ��� ����� ������������ ��
��� ��
������ ���� "��� *��� -�@#� 1 ������� 
�	� �� �������� ��� �'������ �

������ 
�� ��� �������� �
 ��� ������� �������� �
 ��� ������� �������� ��
��� ������� �
 ����������� �
 ��� ���� ��� ��� ������� 	������ �'������
������ ���� ����$����� <� ����� �� ���
��� ���� ����� �� �� ��
� �� ��)�� ���
���� ���� �
 � 
������ f = f(x, y, z, t) ���� ��� ��������� ����$����

f̄(x, y, t) =
1

h(x, y, t)

∫ s(x,y,t)

b(x,y,t)

f(x, y, z, t)dz, "-�-;#

����� ��� ����	�� �� � ��������� �������� 
�� ��� �	�� �
 ��� �����%
���������� �����

<� ��� ������� �
 �����%������������ �� ���� ������4M ��� �� �����������
��� ����� �
 ����������� ��� ��B������������ 1�������� �� ���� ���� �
 G(x, t)
��� ∂G(x, t)/∂t ��� �������� 
������� ���� ������� �� x ��� t� ��� �
 ���

������� a(t) ��� b(t) ��� ��B�������	�� ���� ������� �� t� ���� ��� 
��������
�����A

d

dt

∫ b(t)

a(t)

G(x, t)dx =
∫ b(t)

a(t)

∂

∂t
(G(x, t)) dx+

[
G(x, t)

dx

dt

]b(t)
a(t)

, "-�87#

����� ��� �'��� 	���$�� ��)��� ��� ��B������ �
 ��� �������� 
������ ��
��� ��� �������� ������ �
 ������������ [f ]ba = f b − fa.
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+���� ������4M ��� "-�87#� ��� ���� 	������ "-�/E# �� ���������� ������ ���
��������� ������  ��� ������
∫ s

b

{
∂

∂x
(ψu) +

∂v

∂y
+
∂w

∂z
− ελψ2ΛZu+ λψκζv −

(
ελψκη − 1

Z
)
w

}
dz

=
∂

∂x

(
hψu

)
+
∂

∂y
(hv)−

[
ψu

∂z

∂x
+v

∂z

∂y
−w

]s
b

−ελhψ2ΛZu+ λhψκζv − h
(
ελψκη − 1

Z
)
w. "-�8E#

 �� 
������ ��������� �� �'��� 	���$��� �� "-�8E# ��� � ��	�� �
 �����
�� ������ ���� ��� �'������ ���������� ��� $�������� 	������ ����������
"-�/;# ��� "-�-7#�  ��� 
��� "-�/;#� "-�-7# ��� "-�-9#� �� �	����

0 =
∂h

∂t
+

[
ψu

∂z

∂x
+ v

∂z

∂y
− w

]s
b

. "-�8.#

4'������ "-�8E# ��� "-�8.# �����
��� ����� ���� ��� �����%���������� 
���
�
 ��� ���� 	������ "-�/E# ��$�� ��� 
���

∂h

∂t
+

∂

∂x

(
hψu

)
+

∂

∂y
(hv)

−ελhψ2ΛZu+ λhψκζv − h
(
ελψκη − 1

Z
)
w = 0, "-�8/#

����� �� ����� 
�� � ������� ���������� ��������� !������ �� ���� ��� �������
F���G ������������ ��� �������� ���� �
 ��� ����� �� ��� ��
�%���� ���� ��
��� ������ ���� ��� ����������� �� ����� ������ �� � ������������ ��� 
���
�	�������

 �� ������� �
 ����� ����������� �
 ��� ������� 	������ �'������ "-�//#H
"-�/8# �� ���
����� �� � ��	�� �
 ������ <���������� ��� )��� 
�� ����� �

��� ��
�%���� ���� �
 "-�//# "��� ��������� ������������# ��� ���� ���� ���
$�������� ���������� "-�/;# ��� "-�-7#� �� ����

∫ s

b

{
∂u

∂t
+

∂

∂x

(
ψu2

)
+

∂

∂y
(uv) +

∂

∂z
(uw)

}
dz

=
∂

∂t
(hu) +

∂

∂x

(
hψu2

)
+

∂

∂y
(huv)−

[
u

(
∂z

∂t
+ ψu

∂z

∂x
+ v

∂z

∂y
− w

)]s
b

=
∂

∂t
(hu) +

∂

∂x

(
hψu2

)
+

∂

∂y
(huv) . "-�8-#

���������� ��� )��� ����� ����� �� ��� �����%���� ���� �
 "-�//#� �
��� ��������%
��� ��� ��������� "-�-.#1 ��� "-�-6#1� ����� ��
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∫ s

b

{
ε
∂

∂x
(ψpxx) + εμ

∂

∂y
(pxy) + μ

∂

∂z
(pxz)

}
dz

=
[
ε
∂

∂x

(
hψpxx

)
+ εμ

∂

∂y
(hpxy)

]
−

[
εψpxx

∂z

∂x
+ εμpxy

∂z

∂y
− μpxz

]s
b

= ε
∂

∂x

(
hψpxx

)
+εμ

∂

∂y
(hpxy)+

(
nb · pbnb)

(
Δ b

ub

| ub | tan δ+εψb
∂b

∂x

)
, "-�88#

����� ��� �	��	�� ���%
������� ��� ��� ��� ��������� ��������� �
 ���
	���� ������ ������� ����� ������ ��� 	������ ����������� <� � ����%
��� 
������ �� ��� ������ ������������� ����������� 
�� ��� �����%����������
�����%����� ��� ������ ���������� �
 ��� ������� 	�������� <� ���� 
��%
���� ���� ��� �����%���������� ���������� �����%����� ��� ������ �����%
����� �
 ��� ������� 	�������� ������������� ���

∂

∂t
(hu)+

∂

∂x

(
hψu2

)
+
∂

∂y
(huv)

− ελhψ2ΛZu2+2λκhψζuv−2ελκhψηuw+h
(uw
Z

)

= −
(
Δ b

ub

| ub | tan δ + εψb
∂b

∂x

)(
nb · pbnb)−ε ∂

∂x

(
hψpxx

) − εμ ∂

∂y
(hpxy)

+ ε2λhψ2ΛZpxx−2ελμκhψ (ζpxy−ηpxz)−μh
(pxz
Z

)
+ hgx, "-�86#

∂

∂t
(hv)+

∂

∂x

(
hψuv

)
+
∂

∂y

(
hv2

)

− λκhψζ (u2−v2)−ελh
(
ψ2ΛZuv−κψηvw

)
+2h

(vw
Z

)

= −
(
Δ b

vb

| ub | tan δ +ε
∂b

∂y

)(
nb · pbnb)− εμ ∂

∂x

(
hψpxy

) − ε ∂
∂y

(hpyy)

+ ελκhψζP xy + ε2λμhψ2ΛZpxy + ελμκhψηpyz + 2μh
(pyz
Z

)
+ hgy, "-�8@#

ε

{
∂

∂t
(hw)+

∂

∂x

(
hψuw

)
+
∂

∂y
(hvw)

}

+ λκhψηu2 − h

ε

(
v2

Z
)
− ε2λhψ2ΛZuw

+ ελκhψζvw − ε2λκhψηw2 + εh

(
w2

Z
)

= −
(
Δ b

εwb

| ub | tan δ −1
)(

nb · pbnb)− εμ ∂

∂x

(
hψpxz

)−εμ ∂

∂y
(hpyz)

− ελκhψ (ηP xz +μζpyz)+h
(pyy
Z

)
+ε2λμhψ2ΛZpxz−h

(pzz
Z

)
+hgz. "-�89#
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 �� 
����� �����%����������� ������� �� ��� ��������� �� ��������� ����
�� �������������� ���� 	��� ���� �� 
���  �� �����%���������� ���� 	��%
���� "-�8/# ��� ��� ��������� ��� �����%����� ������� 	������� "-�86#
��� "-�8@#� 
��� ��	 ��
�
 � ��	 
������ �������� �������  �� ����� ��%
�������� ������ ��������� �
 ��� ������� �'����� "-�89# ���� �����	�
����� �� �� ��2������ 	������� �	 ���� ��	 ��	

��	�  ��� ���� ��� 	� ����
������

��, 2������+

4'������ "-�8/# ��� "-�86#H"-�89# ��������� 
�� ������ )��� �'������ 
��
h, u, v ��� w �� �$������ �������� ���� ������� ���� ���� D�� ����� �%
$����� 	����� ���� F���������� �����G ������ ����� ��� ����$���� ��������
�
 ������ '�������� �
 h, u, v ��� w� �� ���� �� ������ �����������  ��
��	�� �
 ����� �$���� �����	��� ��� 	� ������ 	� ���������� � 
�%
���� �����2������� 	���� �� ��� �������� �
 ��� ������ ����� ������� �� ���
������ �'������� ��� ������ �
 ��������� ��� ��� ������ 
�� ��� ���
���	�	�
 λ, λτ ��� μ� ��������� ��������� ������� ��� ��������� ������ ����
������� ����� �
 �������� ��� �������� �
 ��� ����������� �
 ������ ���� ��
��� ��������� ��� 	� 0 < (λ, λτ ) < 1 �� ������� ������ ����������� ���%
������� δ 	���� � ������� 
������� ����� �� ������� ���� 45◦ "����� 	������
20◦ ��� 30◦� 	��� �� )��� ��� �� ��� ��	�������#�  ��� ���� 0 < μ < 1 ���
����� ����� ��� ������ ����� �� ��������� ��� ������� ���� ����� 
��� "-�.-#
�� 
������ ���� ��� ����������� ��� 
�)���� 
��

ε� 1, λ = O (εα) , λτ = O (εατ ) , μ = O
(
εβ

)
, "-�8;#

����� 0 < (α, ατ , β) < 1 ��� ��������� 
�� ��� ������� ��
������ ��
��� ��%
������ ������� ��� ���5������ �
 	���� 
�������� 1� ������� ����� �
 �����
���������� �� ��� ��$��� α = 1/2, ατ = 1/2� β = 1/2� ε = 1/100 ���
μ = 1/10�  ����
���� ��� 
������� ψ ��� Δ b �� "-�/.# ��� "-�-@#� ������%
������� ��� 	� ��������� 	�

ψ = 1 +O
(
ε1+α

)
, Δ b = 1 +O

(
ε2

)
. "-�67#

���� ����� ���������� ��� �����%���������� ���� 	������ �'����� "-�8/# ��%
���� ��

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) +

∂

∂y
(hv) + λhκζv − h

(w
Z

)
+O

(
ε1+α

)
= 0, "-�6E#

���� �� ����� �
 ��� ����� �

(
ε1+α

)
�

�� 9� ���) �� �� ������ -����������� �5-������ ��������) !�)!��%��	�� ����� ��
-�����	 �!� �5-������ α, ατ ��	 β ���	 ��� ����!�� �� �-���+�	 �5��-� α 	= 1,
ατ 	= 1, β 	= 1.



�� '�	����) �03

 �� ��������� ��� �����%����� ���������� �
 ��� �����%���������� �����%
�� 	������� "-�86# ��� "-�8@# ��� 	� ������������ �� ������� ������ ε0�
��� )���%������ ε1� �� ��� ����� ��������� ε� �� �� �� �	���� � �	���%���	 ��	���
���� ������	
 
��	 ���
�������	 ����	���	
 � �������� ���	�����  ���� �'�%
����� ������� � ������ ���� ���� �� ��������� 	� ��� 
����� nb ·pbnb� *���
��� ������ ��������� �
 ��� ������� 	������ "-�89#� �� 
������ ����� ��
�	���������	��

nb · pbnb = λκhψηu2 + hC − hgz +O (ε) = hC − hgz +O (εγ) , "-�6.#

�����

C =
(pzz
Z

)
−

(pyy
Z

)
−

(
v2

εZ
)
, "-�6/#

��� γ = min(α, ατ , β)�  �� ��������� �
 ��� ����� ���	���� ������	 "-�/8#
�� ��� ������� ����� z%���������� ���� ������ ��

∂

∂z
(pzz) =

pyy
Z −

pzz
Z +

v2

εZ + gz +O (εγ) . "-�6-#

<���������� ���� 
��� z̃ = z �� z̃ = s ��� ��������� ��� 	������ ���������
pzz (z̃ = s) = 0� �� �	���� "���� Z̃ = z̃ + zT #

pzz = −
∫ s

z

{
pyy

Z̃ −
pzz

Z̃ +
v2

εZ̃ + gz

}
dz̃ +O (εγ) , "-�68#


��� ������ ����� �� "-�6/#� �� 
������ ����

pbzz = hC − hgz +O (εγ) . "-�66#

 ���� �������� ���� "-�-6#3 ��� "-�6.#� ��������� ������ ��� ���
�
�	��� �

�� ������������ ������ ����

(
nb · pbnb) = pbzz. "-�6@#

<� ��� ��%������� � ������ �����	����� �
 ��� ������� ���� ����� �� �������
 ��� �� 
�)���� �
 ∫ s

z

{
pyy

Z̃ −
pzz

Z̃ +
v2

εZ̃

}
dz̃ = O (εγ), "-�69#

�� ���� �� 
������ 
��� "-�68# ����

pzz = − (s− z) gz +O (εγ) , pbzz = −hgz +O (εγ) . "-�6;#

 ��� ��������� �� ��� �� �������� �� �� ����� ����� 	����� �� ������������
zT �� �
 ��� ����� O

(
ε−1

)
�

����� �� ��� �������� �����%�������� ����� �'������� �� ��� 	� �	�� ��
��������� ��� �B���� �
 ��� ������ ��������� w �
 ��� �������� )��� ��� ���
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������ ���������� z 
��� ��� 	������ �'������� <� ������� ��������� >����
��� �������� ��
�������� ��$�� ����� ������ �� ��� �������� ���������� <� ���
�����
���� ���������� �� ����� ���� | pxz/zT | = O(ε)� +������ �� ������������
�� ���� z/zT � 1 ��� pxz/zT � 1� ���� ���� ��������� �� ���� ��� 
��������
�������������A

(pxz
Z

)
=

1
h

∫ s

b

pxz
Z dz =

1
h
pxz

∫ s

b

1
z + zT

dz +O(ε)

=
pxz
hzT

∫ s

b

1
(1 + z/zT )

dz +O(ε) =
pxz
hzT

∫ s

b

1 dz +O(ε)

=
pxz
hzT

h+O(ε) =
pxz
zT

+O(ε) = O(ε). "-�@7#

1� �������� ������������� ����� 
�� (pyz/Z)� ������ �� ���� ��� 
��������
������A

(pxz/Z) = O (ε) , (pyz/Z) = O (ε) . "-�@E#

*������� �� ���� �� ����������� ����� ������ ������� (uw/Z), (vw/Z), (w/Z)�
*�� ����� �� ����� ���� ��� �������� ���������� u, v ��� w ���� ���� ���%
����	�� ���� ����� ��� ���� w/zT � 1� ����� zT �� ���������� ����� ��� w ��
������ ���� ����� ���������� �� ���� ��� 
�������� �������������A

(uw
Z

)
=

1
h

∫ s

b

uw

Z dz =
1
hzT

∫ s

b

uw

(1 + z/zT )
dz

=
uw

hzT

∫ s

b

1
(1 + z/zT )

dz +O
(
ε1+γ

)
=

uw

hzT

∫ s

b

1 dz +O
(
ε1+γ

)

=
uw

zT
+O

(
ε1+γ

)
= O

(
ε1+γ

)
. "-�@.#

��� �� ��� ���� ����� ���� (uw/Z), (vw/Z), (w/Z) ��� O
(
ε1+γ

)
��� �����%


��� �������	��� (�������� ����� �� �������� ��� ������� �������� �
 ��� 	����
����������� 
�� ����� ������� ��� �������� �� ��� ���� �������� λκζ �� 	�
�
 ����� O (εα+ατ ) ∼ O

(
ε1+γ

)
���� �����
���� �������	���

���������� ��� �	��� �������� ��� ����������� �������������� �� O
(
ε1

)
������ �� ����� 
��� "-�8;#� "-�67#� "-�6.#� "-�6@#� "-�6;#� "-�@E# ��� "-�@.#
���� ��� ���� 	������ "-�6E# ��� ��� ��������� ��� �����%����� �������
���������� "-�86# ��� "-�8@# ����� ��
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∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) +

∂

∂y
(hv) = 0, "-�@/#

∂

∂t
(hu) +

∂

∂x

(
hu2

)
+

∂

∂y
(huv)

= hgx − h ub

| ub | tan δ
[
−gz + λκηu2

]
+ εhgz

∂b

∂x
− ε ∂

∂x
(hpxx) , "-�@-#

∂

∂t
(hv) +

∂

∂x
(huv) +

∂

∂y

(
hv2

)

= hgy − h vb

| ub | tan δ
[
−gz + λκηu2

]
+ εhgz

∂b

∂y
− ε ∂

∂y
(hpyy) , "-�@8#

������� �� O
(
ε1+γ

)
� ?�
��� ���������� ��� � ���� ��� ��� ���� ��� �����

���������� ���� 	����� �� 5�	 �	������ 
��	
 � (4.73)D(4.75) ��	 �	���	�
�� ���
	������� ��� �
 � x ��� y �	�	 +���	
��� ���������	
� ����� ����
��� ����  �� �����%���� ����� �
 (4.74)H(4.75) ���� ������� F
�����G �� ���
������� ��� ���� 
�� ��� ������� 
��������� �� ����� 3�

%�	  ���� ��� �	��������� �� �������� �
 ���������� ��� ��	��� >���� ����
�� ��� ��������� ����������� Oxyz� ���� Oxy ��)���� ��� ����C����� �����
��� Oz ��� �������� ���������� ���� ���� �� ��� ����� ��� ��� ��������������
��� ������� 	����� ��� ���%��������� ����� �� (4.20) ��� (4.21) ��� �	%
��'��� �'������ ��� ���� �������� �������� ���� ���� ��� ���� ���� ����
����� 
���������� ��� ���� ���������� �� ����� ����������� ���� ��� �����
�'������ (4.73)H(4.75)� ������� ���� ��� ���� ��$��� �� 	� ���� ������� 	�%
���� ���� �� ��� ������ ���������� 
�������� ������������ �� ��$���������
�������� ���� �� �'������ ��� ��� ������ ������� 	����� ��� ������� �������%
��� ���������� ������ �� ����� 4.3 ���� ��� �������� 
����� ��� ����� �������
����������� 	� ���� ��������������

��- #�
����

*����� �������� �
 �'������ "-�@-# ��� "-�@8# ��'���� F����������� ��%

��������G �	�� ��� ������� ������ p ��� ��� �����%���������� ����������
�������� u� !��� ���� ��� ������� pzz ���� ���� 	� ������������ �� ����� εγ �
����� �� �� ��� �� ������
� ��� �����%���������� ��������� ��� �����%�����
������� ����� pxx ��� pyy� ����� ��� ������� ����� ε ����� �� "-�@-# ���
"-�@8#�

�� ����� ���� � ���� ������ ����� �
 ������ �������� ������ ��� ����������
*�������� ������ �������� �� ���� ���������� �� ����� ���� ��� ��������
pxx ��� pyy ��� 	� ��������� �� ����� �
 ��� ����	���� ������� pzz ���� ���
��� �
 ��� &	�� �������  ��� ����� �� ��� 	��� ��� �� ��� ������ 
��� ��
����
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���� ��$� ��+��������� ����� ������� ��� ��� �� �!� �������!� $��! �������� -��%
-��	������ �� �!� ����	������� �!� ������ �� -��	��������� �� �!� 	�������� ��
����-��� 	������ ��	 �!� 	������� �!�����) �� -������� �� �!� xz%-����� �!��
)���� ���� �� �!� 	������� �!��� �������� pxz ��	 ������ -�������� pxx, pyy, pzz�
!��� �������� pyz ��	 pxy ���� ����� ��� ��� ���! ������� �!�� pxz� �!��"
pyy �� �--��5������� �6��� �� p1" ��� �� �!� -�����-�� ��������� &L!�� pyz ��	
pxy �����! �5�����" �!�� pyy �� �5����� p1(� �!� ��!�� �$� -�����-�� ��������" p2

��	 p3" ��� �� ������� �������� �� $!��! �!� ������� ������� ��� �� �!� &xz(%
-�����

 ��� ��� �������� ������ ����� �� D���)�� 	� ��� ��������� ��'��������
?����� ��� ����������� �������� ��$�� ����� �� �������� ��
���� ��������
�� ��� ��������� �
 ���������� ��������� �� ��� �� � ���� ������������� 	�
D���)�� �� ����� ���� ��� ������� ���)������ ������� pyy �� ����� �� �
��������� ������� ��� p1 "��� *��� -�9#� *���������� �� ����� 	� ������ ����
��� �
 ��� ����� ��������� �������� ������ �� ��� (x, z) ��
���� p2 ��� p3�
�'��� p1�  ��� �� �� �� ��� ��������� ���� �� ��� ��������� 	� ��� ��������
���������� 	� �� ������ ��� ����� &	�� ������� ���� ������	� ��� �����	��
���	�������� �
 ������ �������� ��� ����� �������� �� ���� ��� &	�� ������
�� 
�� ��� ���� �� ��� �����������  ��� �� � ����� ������ �����

(
pbxx,−pbxz

)
��

��� 	���� ���&	�� ������ ������� ��� 	� ���������� �� �����
� 	��� ��� 	����
������� ��� ��� ��� �������� ����� ��������� �������������  ���� �����������
�� ����� �� *��� -�;�

�� �!�� �����-���� �� �6�������� �� �!� ��������� �!��" �� �!� �!���'�� �������
�� � �!���%	���������� ������ �����" ��� ������ �����-��� �� � -�����
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���� ��%� '�� ������ 	��)��� ��-��������) �!� ������ ����� $��!�� �!� �������!��
�!� ����	 ��������� ������-��	� �� �!� �$� �����)!� ����� �� ��)��� ±φ �� �!� !��%
�.������ ��������" �!� ����, ����� 	�� �������� �� ��	�����	 �� �!� ���� �� ��
��)�� −δ �� �!� !���.������ �!� ������ ����� ������ ����� �� ��	�����	 �� �!� �����
������ �� ��	��� r ��	 �!� ������ �� p = a� �!� ������ �� ���! ���)��� �� �!� ����	
������ ��	 -����� �!���)! �!� -���� (pzz,−pzz tan δ)� �!� ������ ���� ������ ��-��%
����� � �����	 ����� ������ ����� �!�� ���� �����+�� �!��� ���	������� � ��	����� �!�
-������� ������ ������ �� �!� xz%-����" • �!�$ -������� ������ ������ ��� pyy�

 �� ��������� �������� p2 ��� p3 �� ��� xz%����� ��� ����� 	�

(p2, p3) =
1
2

(pxx + pzz)± 1
2

√
(pxx − pzz)2 + 4μ2p2

xz, "-�@6#

��� ��� �����%����� ��������� ������ �� pyy = p2 �� p3 ��������� �� ��� �����
�
 ��� ��
����������� �� ����� ���� ��� 	���� ������ ������� �'��� pbzz
��� ��� ����� ������ �'��� −pbxz ,/@8� /@60�  �� 	���� ��������� �������
pbxx ���� �����
���� ����� ��� ������ ��� �� ��� ������� ������� p

b
xx ≤ pbzz�

��� ��� �� ��� ������ ������ pbxx > pbzz� ���� ��� ������� �� �����	 ��� ��

��	
������ ������� ������������� ����� ����� ��� 
�� �����	�� ����� 
�� ��� ���������
��������� pbx ��� p

b
z� ����� ��� 
�� ����� 
�� ��� 	���� �����%����� �������

pbyy�  �� ����� ������� ���5������ K
b
x ��� K

b
y ��� ��)��� �� 
������A

Kb
x =

pbxx
pbzz

, Kb
y =

pbyy
pbzz

. "-�@@#

 � ��������� ��� ����� �
 ����� ������� ���5������� �� ��� "��� ,E.@� E.;�

�� �!� ��������� �� ��	� �����	��) �� $!��!�� ∂v/∂y < 0 �� ∂v/∂y > 0� ��
∂v/∂y < 0" �!�� �!� ����� �� ������ �� ���-������� �� �!� y%	�������� ��	 �!�
���)�� �� �!� -���-!���� -�����-�� �������� �� �!� �������� �� ��� �� �!� �$�
������� ���� �� �!�����
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E@@0# ���������� ����������� �������� ��� ��� &	�� ������ ��������������
"-�@6# "��� ���� *��� -�;# �� � 
������ �
 ��� �������� ��� 	���� ������ �


������� �� ������

Kb
xact/pas

= 2 sec2 φ
{
1∓ (

1− cos2 φ sec2 δ
) 1/2

}
− 1, "-�@9#

(
Kx
yact/pas

)b
=

1
2

{(
Kb
x + 1

) ∓ ((
Kb
x − 1

) 2
+ 4 tan2 δ

)1/2
}
, "-�@;#

����� ��� ���� 
�� δ ≤ φ� 1����� ��� ������� ����� ������� ���5������ ��
��������� ��� �����%����� ���������� ��� ������� �� *��� -�E7 �� 
�������
�
 ��� �������� 
������� ����� 
�� ��� �������� 	�� 
������� ����� δ = 20◦�
���������� *��� -�EE ����� ������ ��� ������� ����� ������� ���5������ ��
	��� ����������� 	� ��� �� 
������� �
 ��� 	�� 
������� ����� 
�� ��� ��������
�������� 
������� ����� φ = 30◦�

<������ ���� ��
������ �� *��� -�;� ��� ��� �����

tan2 δ =
(
p2
xz

p2
zz

)
b

,

sin2 φ =
r2

1
4 (pxx + pzz)

2

∣∣∣∣∣
b

=
(pxx − pzz)2 + 4p2

xz

(pxx + pzz)
2

∣∣∣∣∣
b

=

(
Kb
x − 1

) 2 + 4 tan2 δ

(1 +Kb
x)

2 ,

����� �� � '������� �'����� 
��Kx� �� ��� ����� ����� ����� ���� ��
������
�� *��� -�;� ��� ���

pbyy =
1
2
(
pbxx + pbzz

) ∓
√

1
4

(pbxx − pbzz)2 + (pbxz)
2
,


��� ������ �� ���� "-�@@#� "-�@;# 
������ ������������

�	���/ �	������� 
�� δ > φ ��� ����� ������� ���5������ ��� �������%
����� ��� ��� ������ 
����� <� ���� ����� ����� ��� 	� � ������ �������� ���
��� ����� ��������� �� �� ������ ���'���� 1 ��$��� ����� �
 �����
���������
�� ���� ���� �� �� 
������A 1� ��� ����� �
 ��� ������� ������ �������� ��
����	������� ����� ����� �� ������� ����������� �������� �
 ��� ����������  ���
���� �	������ �������� ��� ���� �������� ��������� ���������� ��� ��������
���)�� ��� ����� ��� 	�� 
������� ����� �� δ ≤ φ�

�

 � ��'��� ��������� ��� ���� �
 ��� ����� ������� ���5����� ����������
���� � ��������� ��
��������� ��� ����� ������� ���5����� Kx �� ��)���
�� 	� �����	 "���� ����# �� ��

��	 "����� ����# ��������� �� ������� ���
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���� ����� E���! -������� ���K������D �!� ���� ���� �!�$� �!� 	�$����-� ��	 �!�
���
� ���� �!� �����%���-� ����! -������� ���K������ �� ��������� �� �!� ��������
�������� ��)�� φ $��! �������� ��	 �������� ��)�� δ = 20◦�

���� ����� E���! -������� ���K������D �!� ���� ���� �!�$� �!� 	�$����-�" ��	
�!� ���
� ���� �!� �����%���-� ����! -������� ���K������ �� ��������� �� �!� ��	
�������� ��)�� δ $��! �������� �������� �������� ��)�� φ = 30◦�

��������� ������ �� ������������ �� �����	

����� �� ����� 	� ��� 
��������
�'�����A

Kb
x =

⎧⎨
⎩
Kxact , ∂u/∂x > 0,

Kxpas , ∂u/∂x < 0.
"-�97#

1���������� ��� ����� ������� ���5������ �� ��� ������� ��������� ��� ���%
���� 	� ����������� ������� ��� ��������� ��� �����%����� ��
���������
��� ������������ �� �������������A
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Kb
y =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Kxact
yact , ∂u/∂x > 0, ∂v/∂y > 0,

Kxact
ypas

, ∂u/∂x > 0, ∂v/∂y < 0,

K
xpas
yact , ∂u/∂x < 0, ∂v/∂y > 0,

K
xpas
ypas , ∂u/∂x < 0, ∂v/∂y < 0.

"-�9E#

1� ��� ��������%
��� ��
��� �
 ��� ��������� "-�-.#3 ������� pszz = 0, �� O (ε)�
��� �� �� ����� εγ ��� &	���	��	�� ����� ��������� ��������� �� � ������
������ ��� ��� ��������� ��� �����%����� ������ ��
��� �������� ���

psxx = 0 +O (εγ) , psyy = 0 +O (εγ) . "-�9.#

���� ��� ����� �
 pxx ��� pzz �� ��� 	��� ��� ��� 
��� ��
���� �������%
����� ����� ��� ��� ������������ ������������ �� ����� ���� ��� ����%
����� ��� �����%����� �������� ���� �������� ���� ������ ������� ������
��� ��������� ������  ��� �� �������� �� ������� ����� 	� ��� 
�������� ��%
���������A

pxx = Kb
xpzz +O (εγ) , pyy = Kb

ypzz +O (εγ) . "-�9/#

�	�������� 
�� ��� ������ ������� pzz 
��� "-�6;# ��� ����������� ������
��� ��������� ����� ��� �����%���������� �������� �� ��� ��������� ���
�����%����� ����������� ������������� ��� ����� 	�

hpxx = Kb
xgz

∫ s

b

(z−s) dz=Kb
xgz

[z2

2
− sz

]s
b
=−1

2
Kb
xh

2gz+O (εγ) , "-�9-#

hpyy = Kb
ygz

∫ s

b

(z−s)dz=Kb
ygz

[z2

2
− sz

]s
b
=−1

2
Kb
yh

2gz+O (εγ) . "-�98#

�	���/  �� ��������� �
 ��� ������� ������	����� ���� ����� ����� pxx�
pyy ��� pzz �� ������ �� gz�  ��� F�����������G ���������� ��� ��� 	���� ��
�	���� �����  �� ���$ �
 ���� ���������� �
 ��� ��%�'������ ��� ��� �� ����
����������

�

��. &�
' )�
5��

<� � �	�������	����	� ��������� ���	� ����� �� �� �����	����� �
 ��������� ���
����� ��������� �
 ��� ��������� <� ��� ������ 	� ��������� ��� ���� �� ��
������ ���� ��� �������� ���)��� ��� ������������� ��
��� ������ ���
��������� ������ �� ���� ��
��� 
������ ��� �����	 ��:	�	����� 
�	����� ��$��
������ *���� -�E. �������� ��� ��� �������� �
 ��� >����� �������� ��� 	�
��������� 	� ����������� �� ����������� ������� �������� �� ��� 	���� <� ���



��0 A��$ ���+�� �3/

���� ����� �( 2������%	����� )������� ������ $��! � ���)� -��) =�$ ��)��� ����)
�� ��- �� � �!�� �!��� =�$ ��)��� �� �!� ����� �������� �!� �!��� ����� �� ��)��+�	�
	( �������� -��+�� �� � )������%	����� �!��� =�$� �!� �������� �� � ������� 	�-�! ��
���-���	 �� � ���	��) ������������" vs" �����) �!�����) ������������ ��� �����������
�� � ������ ����	��� �����" δv1" ��	 � ���� ����� �!�����) ������������" δv2" ��
�!� ���)�� ��- ������ �� )������" �!� �������� �� =�$��) �������� ��� �� �	������	 ��
��#��) �� �--��5����� ���	��) �������� �� �!� ����" vs�

���������� ��� �� ��������� ��� )��� ��������� 	� .	�������9 ,-E0 ���
�� �������������� ������� �� ��� 
���

u = ub +O
(
ε1+γ

)
, v = vb +O

(
ε1+γ

)
. "-�96#

 ��� ����� ���� ��� �������������� ���� ���������� �� ��� ����������� ���
������� ���������� ��� 	� ������������ 	� ����� 	���� ����������� �� �����
ε1+γ .  �� �������� ������ ��� ���� 	� 
��������� ��

uv = ubvb +O
(
ε1+γ

)
= u v +O

(
ε1+γ

)
. "-�9@#

 ���� ���������� ��� �������� 	� ����������� �� ��B����� ����������
��� ��	��� >��� �� ������ �����%������ ��� ���� ��� ����)���� ����%���� 	���
����������� ���� ����� 3�
�� ��� &������� 1��� �� ���� &
������� ���
'�������� ,@� 97� .E/� .@80� �� ���� �� 	� �����%����� ��	������� �������
����������� ��� �
���� �� ��� ��� $�������� �� ��� ,9/� //-� /-/0� 1 ��������
������������� �� ���� ���� 	� ����� �� ����� 12�

�	���/ �������� ��� �����%�������� u%��������� �
 ��� �������� ������
��� 
���

u2 =
1
h

∫ s

b

u2dz = α1u
2, "-�99#

����� α1 �� � �������� �������� 
��� ��� ����������� ���������� :���� �

α1 �� ���� �'������ ����� ������� 
��� ����� ���� ��
�������� �	�� ���
��������� �
 ��� �������� ���)�� 
��� ��
������� *�� �������� 
�� � ����	����
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�������� ���)�� ���� ��������� 	���� �������� "������������� �� �� ������� ���
��� ��B�������� �����# α1 = 6/5� ������� 
�� � ��
��� ���)�� "��� ������� ���
�� ��B�������� �����# α1 = 1� ����� �� �� ��$��� ���� ������� �� �������� ��� ������
����� C��� �� ���)��� �� � ���� 	���� ����� ��� ��� �������� ���)�� �� 	���
,.@;0�  ��� ������ ���������� � ����� ����� ��� ��� ������ α1 ≈ 1�  ���
D���)�� ��� �������� �
 ��� O

(
ε1+γ

)
%���� �� "-�96# ��� "-�9@#� 1 ��������

���� �� ���� ��� ���� �� [E9/]�  ��� ���� ��� ����� ���� ��������� 
���
α1 = 1 ���� ��>����� ��� ��������� �
 �� ��������� �� ����������� ����������

�

��6 "�� �
��� 14����
�� �� #
���������� &
��

<� ���� �������� �� ������� ��� )��� 
��� �
 ��� ����� �'������� ��������
	� $�������� ��� #����� ����� ,//80� �� ������������ 
��� ���� ��� 	�
��� �� ������	� ��� ��������� ��� ��	��� ������ ���� ��	�������� ����� ���
������� ��������� �� ���� ���� ��$� �� ����� ��� ��� ��� ����� �'������ ���
������� 	� ������ �� ������� ����� �'������ �
 ��� ��%����� (��������
�� ���� ������ ���� ��������� 
������ �
 ��� ��� ����� �'������� *�������
�� ���� ������ ��� �������������� ������ ��� �������� >��� 	� ����������
��� �������� ������������ 
��� �
 ��� ����� �'�������

(:4:� ��������	 "����� ��!� ����	� ��� #!��	� �����	��

���� "-�96# ��� ���� 	������ �'����� "-�@/# ������ ��

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) +

∂

∂y
(hv) = 0, "-�9;#

����� �� ������� �� O
(
ε1+γ

)
� (�������� ���� ��� ������ "-�9-#H"-�9@#� ���

�����%���������� ��������� ��� �����%����� ������� 	������� "-�@-#H
"-�@8# �����

∂

∂t
(hu) +

∂

∂x

(
hu2

)
+

∂

∂y
(huv) = hsx − ∂

∂x

(
βxh

2

2

)
, "-�;7#

∂

∂t
(hv) +

∂

∂x
(huv) +

∂

∂y

(
hv2

)
= hsy − ∂

∂y

(
βyh

2

2

)
, "-�;E#

����� ������� �� O
(
ε1+γ

)
�  �� 
������ βx ��� βy ��� ��)��� ��

βx = −εgzKx ��� βy = −εgzKy, "-�;.#
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�������������  �� ����� sx ��� sy ��������� ��� �	� ������� ���	�	������
 ��
��� ��������� ��� �����%����� ����������� ������������� ��� ��� ����� 	�

sx = gx − u

| u| tan δ
(−gz + λκηu2

)
+ εgz

∂b

∂x
, "-�;/#

sy = gy − v

| u| tan δ
(−gz + λκηu2

)
+ εgz

∂b

∂y
, "-�;-#

����� | u| =
(
u2 + v2

) 1/2
�� ��� �������� �
 ��� �������� )��� ������%

���� �� ��� ��
������ "	����# ����������� η = cos (θ + ϕ(x) + ϕ0)� ζ =
sin (θ + ϕ(x) + ϕ0)� θ = y/(εzT ) ��� ��� ���������� F�G ��� 	��� ��������

 �� )��� ����� �� ��� �����%���� ����� �
 "-�;/# ��� "-�;-# ��� �� �� ��� ����%
��������� �������������  �� ������ ����� ��������� ��� ��� �	��	�� 
�������
�� ����� ��� ������ ��������� �������� ��� ����	���� ������� (−gz) ��� �
������	���� �� �� ��� ������� ��� ������� �
 ��� ������ ����

(
λκηu2

)
�

*������� ��� ����� ����� ��� ��� ���D������� �
 ��� ����������� ����������
����� ��� ������ ���������� *�� � ���� ��������� ���������� ��� $��������
�� ��� ,/-.0

=���� ��� ��
������ ��
��� �� ��� 	���� ���������� b� ��� �������� ������%
���� δ ��� φ� "-�9;#H"-�;E#� ������� �� ���%����������� 
���� ��������� � ����
���	�
����� ���
	������	 
�
�	� � 	�������
� 4'������ "-�9;#H"-�;E# ����
�����
���� 	� ��
����� �� �� �� ���������� �	�	��� 
�
�	� �� ��� $��������
#����� ����� �� ��� �������� ��%������  ��� ����� ������������� �
 �����
����������� �����	���� h� ��� ��������� ��������� ��� u ��� v� ��� �����%
�������� 	��%�������� �������� ���������� �� ��� ����������� ��� ������� ��%
��������� ������������� �� 
������� �
 ���� ��� ������ ���� ����������� �������
��� 	������ ���������� ���� 	��� �������	���

(:4:� #�	 ��������	 �� �	 %	! #�	���

C�D �	������ � �	 ��	����� "��	��  �� ������� ������ ��� ��������
	� ������ �� ��� ����� �
 ������� ������ �
 ��� ��!�"�#����� �������
!��� ���� �� ������������ ��� �������� ������������ �� �� ���������� �� ��$�
��� ���� �
 gz �� 	� ����������� ���� ���� ����������� ��� ����� �'������
"-�9;#H"-�;-# ��� ������� �������� ��� ������� �'������ �
 )��� �� ���
,E./0 �� � ������� ����� �� ����� ����� ���� �� ��� 
�������� �����������

*�� ���� ������� �� �������� � 	���� ���������� ���� �� �������%
��� ���
����� ���� �� ��� ��������� ��������� �� ������	�� 	� ��� 
�������� �����%
������� ��������������A

�� �!�� ����� �!�� �!� 	�������� �� z �� �������	� �� &��03(7&��3�( �� ���� �,����
&��31(" &��38( ��	 &��3�(" �� $!��! gz �� ��-����	 �� −gz�
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ζ̃(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ζ̃0, 0 ≤ x ≤ xl,

ζ̃0

(
xr − x
xr − xl

)
, xl ≤ x ≤ xr,

0, x ≥ xr,

"-�;8#

����� ζ̃0 �� ��� ����������� ������� �
 ��� �������� ���� ���� �
 ��� ��
������
��
���� ����� ������ ���������� ���� � ����C����� ��%�� ����� �� �����
�� *��� -�E/�� ζ̃ �� ��� ����� ����� �
 ��� ������ ���� ��� ����C������ <� ����
)��� ��� ��� ������������� �'������ xl ��� xr ��� ��� ��
� ��� ����� ���
������ �
 ��� �������� ���������� ���������� ��� ��� �������� ������ �� ����
�������� ���� ��� ������� ����C����� ����� ������������� <
 ��� ���������� ��
��������� >��� �� �������� ��� �C������ ����� θ �� 	� ���� ����� ��� ���
�������� 	������ ��� ��
������ ���� ��� ��� ������� 00̃ = zT � ����������
����� "��� *��� -�E/	#�  ��� ��� ���������� �
 ��� ������������� ������������
�� ��� ���������� �����%����� ��� ������ ���������� �
 ��� 	���� �����������
������������� ��� ����� 	�

gx = sin ζ̃, gy = 0, gz = − cos ζ̃. "-�;6#

*���������� ���� ��� ���������� �� >�� �� ��� ������� ��������� �� �� �������%

���� �� ���� ϕ(x) = 0� �� ��$� ��� ���� �
 ϕ0 "����� �� ��� ���������� �

��� ������ �� �� ��	������ ��������# �� 	� C����  ��� �� ���� ��� 
��������
���������� ���������� ������������� �� ��� ���������� ���������� ����������
��������� 	� )��� �� ���� ������� �� ��� ,E./� --80 ��� ���� ������A

θ = 0, ϕ(x) = 0, ϕ0 = 0, η = 1, ζ = 0. "-�;@#

���� ���������� "-�;6# ��� "-�;@#� ��� ����� �'������ ��������� �� ����� 4.9.1
��� ������� �������� ��� ������� ����� �'������ �
 ��� ��!�"�#�����%
���� ������ �� ��������� �� ����� /� ����� 3.4.3�  ����
���� ��� ������ ���%
������ �� ���� �������� ����� ��� 	� ������� �� ��	�������� ����� ��� �������
������� ���������� ��� �������� �� ��������� >�� ���)��������� �� ����
��������� 	��� 
��� � ����������� ��� ����������� ����� �
 �����

C��D ��	���� .	���	� �� �	 %	! #�	��� 2��������� ��� ��%������
��� ���� ���	���� �	�	����
	� 
��� ��� ���%����������� ���)������� �� ���
'���%���%����������� >�� ��������� �� ����� ��� ������ �
 ��� ����������
������ ���� �� ��� �������� ������ <� ,//80 �� ������� ��� ���������� �
 ��� ���
������ 
��� � �����	�	�� ��:	�	�� �	��	������ ����� � ��	� ����� ��� ����
��� ������ 	� ���� ��� ������ 	���� ���������� ��� 	� ����	� ��� ���
�	��
1������ ���� ��� ������ ��� ������� 
��� '��� � ��B����� �������������
��� ���������� �������� ��� ����� �'������ ��� �������� 	� ��������� ��
������� ��� ������� ���������� ������ ��� ���������� ����� �'�������

<
 �� �������� ��� ����� �'������ ������� 	� )��� �� ��� ,E./0� �� ������%
����� ��� ���� ����� �� �� ��������� ���� ���� ������ ��� ��������� ���

�� ���� !��� �!�� ζ̃ ������-��	� �� ζ �� �!�-� 3�
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���� ����� �( 9������!� -�����) �!���)! �!� ���������� ���� �!� ���%��� .��� �� �
�������� -���� ���������) �!� ���$�) �� �!� ������� �� �!�� -������" xl ��	 xr ��� �!�
���� ��	 ��)!� ��	 -����� �� �!� ���������� ���������� ���$��� �!� �����)!� �������	
�--�� -��� $��! ����������� ��)�� ζ̃0 ��	 !���.����� ���%��� �� �!� ������� 	( A�� �
)���� ����� �� �!� ��� ���)�!" �!� �������!� 	����� �� �!� ������� 	�������� ����-���
� ��)��� �� � �������� ������� �� � -���� -��-��	������ �� �!� ���$�) �� �!� ������ ��	
θ �� �!� �.����!�� ��)�� �� �!�� -����� �!� 	�-�! �� �!� �������!� �� �!�� �������
�� ��-�������	 �� � !��)!� �������� &�� �!� �������!�( �!�� �� 	�,����� -��������
�� ��� -������� ��� ��	���� OÕ(= zT ) �� �!� ��	��� 	������� ���$��� �!� ������
&���������( ����� ��	 �!� ���$�)� �!� ������� ����	�����" y" �� 	��������	 �� �!�
�������������� y = θzT � { T,N,B } �� �!� �����) ���!������� ���� ����	 �����$��)
�!� ���$�) &�6���������� �!� ������ �����(� &A��� ;8��<�(

�������� ��������� �
 ��� ������������� ������������ 
�� � ����������� >���
 ��� ����� ���� ����� ����� �'������ ���� �� �������� ��� 	� ������� �� �
����������� >��� 
�� ����� ��� ������ �� � ����� ���� �� � �������� ������  �
����� ��� ����������� >��)��� �� ��� ����������� � 	���� ���������� ����
������ ���� ��� ����� �'������ ������ ��� $�������� 	������ ����������
��� ��� ����� ����������� ��������� �������� ����� �� �� ���� �� ��� )���
��������� �'������ ���� ��� ������� ��� ������� ��������� �
 ��� �������

���� �� � 
��������� ���� <
 ��� �������� 	��� �
 ��� ������� �� ������� ���
������� ��������� �
 ��� ������� �� �� ��������� 
����� �� 
���� ��� ���� ��
����������� ����� � ����� ����������� �������� �
 ��� �������  ��� ����	��$
�� ���������� �� ��� ��� ����� �'������ 	� $�������� ��� #����� ,//80
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��� �� ��������� �����  �� ������� �
 ��� �������� ������ �
 ��� ���������
�� �������� 	� �������� �
 ��� ��������� �
 ��� ������������� ������������
�� ��� ������� ���������� ����� gy� �� ��� )��� ���� �� ��� �����%���� ���� �

��� ��� ������� ������������� "-�;-#� �� ��� �����%����� ���������� 3� �� ���
����������� ������������ ���� ������� ��������� �
 ��� ������� 
���� ������
������� C���� gy = 0� �� ��� ����� �'������ ������� 	� )��� �� ��� ��� ���
������� ����� �'�������

�
 ������ ��� ���%��������� �
 gy �� ��� ����� �
 ��� ������ �
 ��� ����������
������� !������ ���� �
 )��� �� ��� ��� ���� ��� ������ �� y%��������� �

��� ������� 
���� ���� ������� ����������� �� ��� ������� 
���� ���������� ��
��� 	��� ����� ��� 	�� ������ ������� ���� ��� ��������� ������� �� ��������
��� �� 	� ���� �������%����� �� ������� >��� ���� ���� �
 )��� �� ���

(:4:' #�	 ������� .��� �� �	 ��6	�	���� *,������

�	
����� 1 ������ �
 ������� ��B�������� �'������ �� ���� 	� �
 F��������%
���� 
���G �� �
 F������������ 
��� ���� �����G s �
 �� ��� 	� ������� ��

∂w
∂t

+
∂f (w)
∂x

+
∂g (w)
∂y

= s (w), "-�;9#

����� w� f � g ��� s ��� ������%����� '��������� ��������� �� �� ���� �� 	�
�
 ���%������������ 
������

!��� �� ���� ����� ��� �������	�
����� ���
	������	 
�
�	� � 	�������

"-�9;#H"-�;E#� ���� ��� �����)������� "-�;.#H"-�;-#� �� ��� ������� ��� F���%
����G ������ 
��� "-�;9#� ����� w ������� ��� ������ �
 ��� ���
	������	
�	�����	
 ��� f � g ��������� ��� ����
���� #�2	
 �� ��� x% ��� y%�����������
������������� ���������� s� �� ��� �����%���� ���� �
 ��� �'����� ����������
��� ������ �
 ��� ����� ������ &�� � ��)�� ��� ������������ �����	��� ��
h� mx = hu ��� my = hv�  ���� ��� ����� �'������ "-�9;#H"-�;E# ��� 	�
������� �� ��� 
��� "-�;9#� ����� w� f � g ��� s ��� ����� 	�

w=

⎛
⎝ h
mx

my

⎞
⎠ , f =

⎛
⎝ mx

m2
x/h+ βxh

2/2
mxmy/h

⎞
⎠ ,

"-�;;#

g=

⎛
⎝ my

mxmy/h
m2
y/h+ βyh

2/2

⎞
⎠ , s=

⎛
⎝ 0
hsx
hsy

⎞
⎠ .

 �� ����� �
 ��� ����� βx, βy, sx ��� sy ��� 	� ������� ���� 
��� "-�;.#H
"-�;-#�

�� �� � ������ 	�+������ �� � ������������ �6������" s 	��� ��� 	�-��	 �� w� �!��
��)!� �� �� ��" ������� ��� +���%��	�� �*E ��#�� �!� ���� &��30(�
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(:4:( ������	����� ��		�� ��� ������� .��!

<� ����� �� ������ ��� �������������� ������ �
 ��� ������ �
 "-�;9# ���
"-�;;#� �� ������� �� ��

∂w
∂t

+ A

⎛
⎜⎜⎝
∂w
∂x
∂w
∂y

⎞
⎟⎟⎠ = s, A = (Ax, Ay) , "-�E77#

�����

Ax :=
∂f
∂w

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0

−m2
x/h

2 + βxh 2mx/h 0

−mxmy/h
2 my/h mx/h

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

"-�E7E#

Ay :=
∂g
∂w

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1

−mxmy/h
2 my/h mx/h

−m2
y/h

2 + βyh 0 2my/h

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

�� ��� ��)�� ��� �������������� ������ �� � ��������� ���%����������� ����%
�����  � ������� ���� �� � )��� �������� x = (x, y) �� ��� ���������� � ��������
�
 ��� ���������� ������ ��� 	� ���
����� ��� ���� �� ��� ������� ������%
���� ������ "������)�� 	� ��� �������$�# "-�E77# ������ ��

∂w∗

∂t
+ A∗

⎛
⎜⎝
∂w∗

∂x∗

0

⎞
⎟⎠ = 0, A∗ =

(
A∗x, A∗y

)
, "-�E7.#

�������� ���� ��� �������������� �'����� �� ��� ����� 	�

det (A∗x − λI3) = 0. "-�E7/#

!��� ���� ��������� ∂w∗/∂y∗ = 0 ��)��� ��� �������� ������ O �
 ��� ����%
������ ��������� ��� $�������� �� ��� ,//@0�

�� �������� �������� �� ���� ��������� �� ��� �������� ����� ���� ��������
���� ��� ���� �� 	� ���
������ ������ ����� ����� ����� ������ ∂w/∂y = 0
�� ���� ∂w/∂x = 0� 4'����� "-�E7/# ���� �����

�� �!� ���	����� ∂w∗/∂y∗ = 0 �� )������ ��� ��� ���� !��� � ��������� I�$����"
$!�� ������� -���� =�$ ���	������ -������" ���! ��������� 	� �5����
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det (Ax − λI3) = 0, ��� det (Ay − λI3) = 0, "-�E7-#

���� ��� ��������

λ1 = u, λ2, 3 =
mx

h
±

√
βxh,

λ4 = v, λ5, 6 =
my

h
±√

βyh.

"-�E78#

λ1, 4 ���� �� �������������� ������ ��� �������� �������� �� ��� x% ��� y%
����������� ������������� �������������� ��� ����� �������� �� ���� ���� ���� �
�	�������� ��� � ������������ ����� �� ��� x% ��� y%����������� �������������

���� � )���� ����������� ���� �
 ������� �������� ����� ���� � ����� �����
��� ���������� ��� ��%�� C��� ���� � ������������ ������ � ���������	��
������������ ���� ������� ���� ��� ���� �� � ���������� 
��� � ������������
�� � �	�������� >��� 1�� ��� ���������� 
��� � 
��	��������� �� � 
����������
>�� ����� ������� � ����$ �� ����� �� *��� .�9 ��� ������	�� �� ��� ��������
����� �� ����������� ���� ������� 
��� ����� ������� ��� ������ ������ ��
������ ������� ��� ������� ������� <� ���� 	��$� �� ���� ������� ��� ���������
����$ �������� �������� ������� 
�� ���� ������� 1� �������� �������� ��
����� �� ������ @H;�

���7 1�
��
� ��� (�$
����
�
�
� ��� &��� ��� 
� 14����
��

<� ����� 3.6 �� ��������� ����� �'������ ���� ������� ��� ���������� 
��
����� >�� ���������� ���� �� ������ ���� ���� 
�� ��� 
�� ��� �
 �'������ ��
��� ������� ���������� ����������� �
 ���� ��������  �� ���� ���$ �� �� �����%
��� ���� ��������� 
�������� �������� �� ��)�� ������� "��� ����������#�

(:�7:� ��������� �� *������ ��� �	�������

 � ��$� ���� ������ ��� ������� �� ���������� �� ��� 	�� ��� ����������
"�� �������# �� ��� 
��� ��
��� �
 ��� ���������� �� ���
��� ��� 
��������

�� �����A

• *�������� ��)�� ��� 	�� ���)�� �� 	� ����%���������A
b = b(x, y, t). "-�E76#

• 1� �� "/�9.#� ��)�� ��� �	��	�� ������� ��� "�� ��� ������� 	������
���������# �� ��� 	�� ��������� ��

pbnb − nb
(
nb · pbnb) = (ur/ | ur | ) (nb · pbnb) tan δ, "-�E7@#
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����� ur = ub+ − ub− �� ��� �������� ��B������ 	������ ��� ���� ���� �

��� 	���� �����
���� ub+� ��� ��� 	���� ����������� ub−� �� ��� ����� ����
�
 ��� �����
���� +���� ��� �� ��� ub− = 0� �� ����� ��� �� ����%���������
	���� �����������
• 1�� ��� ���������� ���� ds ��� ��� ���������� "�������# ���� db �� ���
$�������� 	������ ���������A��

s = s(x, y, t) :
∂s

∂t
+ us

∂s

∂x
+ vs

∂s

∂y
− ws = ds, "-�E79#

b = b(x, y, t) :
∂b

∂t
+ ub

∂b

∂x
+ vb

∂b

∂y
− wb = db. "-�E7;#

����� ��� ��
�%���� ���� �
 "-�E7;# �� ��� ������ ����� �
 ��� �����
����
+������ ��� ���������� ���� ds �� ��� ����������
• !��� ������ ����� ����������� ����� ��� �B���� ����� ��� 	������ �'�%
����� �
 ���� ��� ������� �� 
������A

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) +

∂

∂y
(hv) = ds − db, "-�EE7#

∂

∂t
(hu)+

∂

∂x

(
hu2

)
+
∂

∂y
(huv)=hsx− ∂

∂x

(
βxh

2

2

)
−u (

ds−db) , "-�EEE#

∂

∂t
(hv)+

∂

∂x
(huv)+

∂

∂y

(
hv2

)
=hsy− ∂

∂y

(
βyh

2

2

)
−v (ds−db) . "-�EE.#

 �� ���� ��� ������	����� ���A

;  �� ���� �
 ������ �
 ���� "�� ���� ���������#A ds − db�
; (������ ���������� ����� ��� ��������� ��� �����%����� ����������
usds−ubdb = u

(
ds − db) ��� vsds−vbdb = v

(
ds − db) �� ����� �� ���

	��� ���� �
 ��� 
��� ���� ��� �������� ���)�� �� ��
����

(:�7:� .�������� �	����� ��� *������ ��� �	�������

����������� ��� ���������� ���� �� ��� ��
���� ds� �� C���� ���� �
 ����������
�� ��������� ���� �� 
��� ���� ��� ��������� ���� ������������� ���� � ���%
��������� ���������� ���� ���� �� 	� ���������� 
��� �	���� �� ����� ���
�� ���� �!�� d b > 0 ��-���� 	�-�������� ���� ���� �!�� �� &���40( ��	 &���43( �!�

�!����$���� �����-���� �� �����-�����	� ��	��	" �� �5��� ���� �� �!� #��������
����	��� ���	������ &���40( ��	 &���43( $���	 ��

∂s

∂t
+ us

∂s

∂x
+ vs

∂s

∂y
− ws = Nsds, Ns =

{
1 + (∂s/∂x)2 + (∂s/∂y)2

}1/2
,

∂b

∂t
+ ub

∂b

∂x
+ vb

∂b

∂y
− wb = Nbdb, Nb =

{
1 + (∂b/∂x)2 + (∂b/∂y)2

}1/2
.
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���� ���� ���� ����� +������ �� �� ���� ��5��� �� )�� ��� 
�������� ��������
�� ��� ����������� 
�� 	��� ds ��� db�  ��� ��� ��� ������� ��� ����������
���������� �
 ��� >����� ���������� ��� ������������� �
 ��� 	�� �����������
��� �������������� ����������� ��� ��������� 
������ �
 ��� ������� �������
��� �� ��� �������� ����� ���� 	��� ���� ����������� �������� �� ��)��
���� '������ 
�� ���� �������������

*������ ��	 �	�	����$ ���� �	 ��	�� #��	����� 1� � 	���� ����
������� � 
�� ������������ �
 ��� ������� ������� ����� ��� ���������
����$ $����� ��� ������ ,/.E0 ��)��� ��� ������� ���� �� �� ��������� 
��%
���A

db =

{
α| u| ; �
 T σ ≥ T 0,

0; �
 T σ < T 0,
"-�EE/#

����� | u| =
(
u2 + v2

) 1/2
�� ��� �������� �
 ��� �������� �������� �� ���

	��� T σ �� ��� ����� ����� �������� �� � ����� ������ T 0 �� � ��������� ������
��� α � ��������������� �������� �� 	� )���� 	� � �����)� ���������� ��
�� 	� ����	����� 
��� ��� ���� �
 � )��� ������ $����� ��� ������ ���$
ds = 0� 	����� 
�� ��� ����� ������ �
 ��� ������������� ��
��� ���%
������� "��� �� ����
��� �� �������
� ����� ��� ������# �� ��� �����%
�����

 ������ ����� 
�� ��� ��� ��� ���������� α ��� T σ� ��$�� 	� $����� ���
������ 
��� ��	��%��� ����������� �� ������� ���� �
 �	�� 400 � �� ����
���� �� �������� ���� ��� α = 0.1 "������� ����� � ���%����������� ��������#
��� T 0 = 0.1 "��������� ����� ��������� �
 ������#�  ��� ����� ���� �� ���
������� ���������� ��� ��������� 
�� ��� ���������� �
 ��� ������� �� 10% �

��� ������ ������� �������� 1���� ��������� ������ ����� ������������
)������ '����������� 
�� ��� ���� �
 � ������� ���� ���� �� �� �������� ������
����� �� � �������� �
 0.8 � 
��� ��� ��� �	����� ����� � ����C����� ������
 �� ����� ������ �
 ��� ������������ >�� ���� �� �	�� 1 � ��� ��� �����
�� 0.5 �� 1 ������ ��������� ��� ���� �� ��� ��� �
 ��� �����  � ���
���
����������� ���� �������� ��� ����� ��
��� ��� ������� ���� � ����� �
 ����
�	�� 1 �� ����$� ����� ��� 
������� ����� 	������ ��� ��������� ��� ���
���� �� ������ ���� ����� ������� ���	�� 
�� ��� ��'���� ����� �
 �����������
������ 
�� ��� ������������  ��� ������� ����� ��� ���� ����������� ���� ���
�������� ����������� �
 ��� 1963 ���$
��� ��������� �� ��� &�����  �����
2��$ ,/.E0�  ��� ��������� ��������� �
 107 �3 �
 ���$ ��������� *�� ��� 	��$
����������� �
 ���� ������ ��� α = 0.1 ���� ��� )��� �� �� ��� ��	��%���
����������� 	� ������� ��� ��������� �������� ��� ����� ������ ��� �������
���� 1% �
 ��� ������� ������������� ��������  �� )��� ������� ���� �������
��� �	�� ����� �� ����� �� ���� ������ �������� 3���� ��� ��������� ���
������� ���� ����� �� �� ���� ���� ��� �� ���� ��������� ���� ��� )���
������������� �
 ��� ������� �
 ���� ������
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!������������ �� ���� ������� ������ $����� ��� ������ ��������� ��� �������
�� ��������� �
 ��� 	���� ��
��� �� �� �������� ��� ���� ����� ��� �'������
�
 ������ ���� � 
��C�� 	�� ��
����  ��� ����� ���� ������� �� ��� 	����
��
��� ������ ��� �������� ������ 	� ������� ��� ����������  ��� ���� ��
��� ������ ��� ������� ��������� ��� ���� ��)��� ��� ��������  ����
���� ���
��� �B��� �
 ������� �������� ���� �� �������� ��� ��� ���� ��� �������
�
 ��� ����������  ��� ���� ���� 
�� �����%����� >��� ���� ��������� ��
D���)��� 	� 
�� �����%����� ��	��%��� ����������� ��� ��������� ��� ���
	� �������� 1 ������� ������� ����� ��� ���� ��������� 	� &
1	�"���
��� #��"� ,.@-0 ��� ������� �� � ��%�������� �
 ��� !����� ����� ����������
��� ����� E7� ����� E7�8�

�	���/  �� ������� ���� ���������������� "-�EE/# �� ��������� ������������
	� �� 
��� �� �����	��� ��� ����������� ���� �������� 	� &	��	� ��
��� ,.990 �� ��	���� ������  �� ��	���� ��������� �� 
�� �
 ��B�����
����������� ������������������ ����� ��� ����� �� ���������� 
�� �����%
��� ��������� �� ��������� >���� 1���� ������� ��� ���$ �
 $�����7
��������� ��� $����� ������ ����������� ��������� �� ������ ����
���������� ,E7-� /7;0�

���� (�������
�

(:��:� ������� ��� *��	����$ �� *����	� "��	��

4'������ "-�9;#H"-�;E# ���� ��� ���������� "-�;.#H"-�;-#� �� ��� �'�������
������ "-�;9#H"-�;;#� �������� � �����	���� ������ �
 ������� ��B��������
�'������ 
�� ����� �$���� )��� '��������� h� u ��� v� ����� ��� �����%
��������� �
 �� ��������� ����$���� ��� ��������� ��� �����%����� ����$����
�������� �������� �����������  �� �'������ ��� 
������� ��������� ������
���������� �� ����� �
 ������� ����������� ���� "���# ������� ����������
��� ,E./� /@8� /@6� --80� *�� η = 1 ��� ζ = 0� ����� ����������� �� � �����
�������� 	������ ��� ������ ���� ��� ��� ������ ��� � ����� �C������
����� �� ��� �����%��������� ������ ����� �'������ ����� �� ����� �
 )���
�� ��� ��� ������� �� ��� ,E./� --80�

?� ������� ��� �C������ ����� ��� ��� �������� 	������ ��� ������ ���
��� ������ ����� �� �� ��� �����	�� �� ������� ��� ������ �
 ���������� ��
�������� ���� ��B����� �����%��������� 1������ ��D�� ��������� �
 ����� ���
����� �'������ �� ���� ���� ������ ��� �B��� �
 ������� �� ��� �����������
������� ����� ��� ��� 	� �������� 	� ����� ������� �������  ����
���� ���
�������	����� �
 ��� ������� ����� �'������ �� 	� 
�� 	������ ���� �� ���
������� ������  ��� ��� 	��� �������� 	� �� �
 � ��B����� ��� �����������
���������� �������
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�	������� 
�� ��B����� �C������ ������ ��� ������ ���������� ��� ��� ���������
�� ���� ����� ��� ������� ����� �������� 
��� ������� ����� <� ������� ����
��� ������� �'������ �
 ��� ��%���� ����� ���� �������%
��� ������ ����� ���
������� ��������� ���� ����� ������ ����� ��� ����� 
�� ����� 2�����������
��� ������ ���� ���� ��� ���� �� 	� ����� ��)������ 
�� ���� 
��� ���
������� �� �5��� �
 z = b (x, y, t) = O

(
ε−1−η) , η > 0 �� �	���� ��������

������������

 �� ���	�� �	�������� �
 ��� ����� ��� ��������� 	����� �� ���������� ���
�������	����� 	� ���������� ������� ��� ��������� ������)��������  ���� ��� ��%
�������� ������ �� ��� <���������� ��� ��������� ������� �� 
�������	

� 	�
���� ������� � �����)���� ��������� 
��	

 �

������� �� ��� 	���� �
 �����
��������� �������� �� ������ �������� �� ��� 	���� ��
��� �� ��������� ����
���� ���������� ��� ���������� ���������� �
 ��� �������� �'������ �� ���
���������� 	� ��� ����� �'������� 	� ���� �� �� �����)���� ������������
����� ���������� ��������� ���� �������� ���� ����� ���������� ����������
1 
����� ��������� ��������� ��������� �
 ��� ����� �� ��� ���������
���� �	��� � ��	 ����
���	 ��� ���

�
���	 �	������ ������	��
�  ���� ��
������� �	����������� �������� ���� ������� ���������� 	��� �� ��� )���
"1��� �� ���� ������ �� ���� &
������� ��� '�������� ,97� .E/� .@80#
��� ��� ��	������� "�
���� �� ��� ��� $�������� �� ��� ,9/� //-� /-/0# ��
������ �
 ���� ����������  ��� ���� ���� 	� �������� �� ����� 12� <���%
��������� ��� ��������� �� ������ �� >�� ��������� ��� ����������� ��
��� ������� �
 ��� ����������� ��������� �
 �������� ��B������� 
��� ��
��%
���� �$�� �� ��� �������� �
 ��� ����	��� �������� �� ��	����� �������
 ��� �������� �������� �� ������ 
����� ���� �� �������� 	������ �� ��%
	������ 1������ ����� ��� ������	����� �
 ��� �������� ���� ����� ����
���� ���� u2 = α (u)2 ���� 1 ≤ α ≤ 1.2� ����� ��� ���� ���� �������

�� � ����	���� ������	����� (������ �������� ���)��� ��� ��� ������ ��
��
������ ���� ����	���� "��� ,9/� E9/� //-� /-/0# ��� �� α �� ���� ����� ��
�����

 �� ��������� ���������� ������	�� �	��� ��� ��������� ����������� �

��� ����� �� ����� ��� ��������� ������� ��B�������� �'������ �� ������%
������ 
����  ��� ��������� ��� ������	���� ���	��� ���� ���� F�������G
��� ������������ �������� �
 ��� �������� �'�������  ��� �� ��������������
��� ���������� ��������� ����� ����	������ ������� ����� 
�� ������������
�'������ �� ����� ��������� �
 �������� ��� ����������� �
 �������� ��%
��������� ������� �������� ����� �
 ������������� ��� 
��������������� <�
����� �
 ����� "-�;9#H"-�;;# ��� ����� � ��������� 	��� �� ������������ ���
�������� ���������  �� �'������ ������� ���5������ "����� ��� ����� ����%
��� ���5�����# ���� ��� 	� ����������� ���� ��� >�� ������� 
���
��������� �� ���������� �����������  � �� $��������� �������������� ���
����� ������ �� ����� ��� ��������� �
 �������� ���� ��� ������� �����'�%
������



���� *��������� 143

!������������ 
�� �������� ��������� >�� ����������� ��� �'������ ����� ���
����������� �
 ���������� ���������� �������� �������� �� ����� ������� ����%
������ 	� ��!�"� ��� #����� ,/@80� ��� ����	���� ��� ��� (%���� ��%
������ ��� ���������� ��������� 	� $�������� �� ��� �� ,//@� //90� �� 	������
���� �� 	� ��������� ������� ����� ����������� 	����� ���� ����������� ����%
��������� ���� �� ����� ���������� ���������� ��� ���� 
���������� 	� ���
�� ������ ����
� � ���� 
�� ����� �������� ����������� ,-E.0� *�� ���� ��������
��� ����� 8�

1� ���� ������ �� �� ���������� �� ���� � ���������� ���������� �
 ��� �����
�'������ �
 ���� ������� ���� ��� ��������� ��������� ����� ��������� ��
��� ���� ��������

(:��:� #�	 0���$���� �����	+
��: �	 0���$���� �	�	��� ���	�

<� ��������� ���� ��� ������ �� � ���� �� � �������� ������ �� ��� ��%
����� 	��� ������ "
�� ��������� ��� ,E./� --80# ���� ���� ������� ������
��� ���������� �����	2 
�
�	� ��� �������� ��	������� ����������� �� �
���� ���� ��������������  �� �'������ ������� �� ����� ������ ���� ����
��� �� �������� ��� >�� �
 � ������� ��������� ���� � ������� ����
� ������ 
����� ���������� ������ ���� 
��� �� ���� ��������� �
 ������%
������ ��� ������������ )������ ,E.E0� 1�� ���� �� ������������ �� �����
E7�  �� ��D�� ���	��� �� ��������� ���� ����� ��� �� �������� ���%
��
��� ������� ��� ������� �� ��� ������ ���� ������	�� ��� ����� >��
	�������� <� �� ���� �����	�� 	� ���� ��� ���������� �	�	��� 
�
�	� �

�'������ ������� �� ���� �������� <� ���� ������ ��� ���������� �������
������ ����� �� 	� ���� ��
�� !������������ �� �������� ��� ����������
������� ������ ��� ����� �� � ���� ����������� 
�������� �� ����� �� ��%
��������� ��� >�� �
 ������� ������ �� ���� ����������� �������������
����� �� ������ ��� ���������� ��� ��B������� 	������ ����� ��� ����%
�����

; ?���� ������������  �� ������� �'������ "-�9;#H"-�;E# ���� ��� �����%
)������� "-�;.#H"-�;-# ��� �������� �� ��� �'������ �	������ �� ��� �����%
�� ����������� "/�//#H"/�/8#� ��� ���� ,E./� E@8� --80� �������� ���� �������
������ �
 �'������ ��� 	� ������� ���� � ����� ������� �
 ������������� <�
�� ���� �����	�� 	� ��� ������ �
 �� ��	�������� ������� ���������� ����%
������ ������ ����� ��� ������ �
 ��� ������� *�� ���� ������� ����� ���
����� �'������ ��� 	� ��� �� ��������� >�� ��������� 	��� �� ����� ���
�� ��������� �������������

; ���������� �� %��&8������ �������	 ��� #������  �� $�� ����
��� ��� �� �
 �� ���������� ���������� ������ ���������� ������ ����
�� 	���� �� � ������ ���� �� ����� ���������� ���� ����	��� ����������
��������	 ��� ���
����  �� ������ �
 � ������ "�����	�� ���
��� � ���%
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���� �������� �� ��� ������ �� �������� ���������# �� ��� ���� �
 � �����%
������������� ����� ��� ������� ������� �� ���� ��� 	� ��� 	���� 
��
��� ����������� �
 ���� ������ ����� 2����� ������������ �� ���� ���%
��� ���� ���� ���� �� ��� ����������� �
 � ����� ���������� ������ ������
����� ������� �
 ����� ��� ������ �� ��� ������������ ����� ���� ��� ������
�����  �� ����������� ���)�� �
 ��� ��������� ������ ����� ������ ��� 	�
������	�� �� ����� �
 ����� ����� ������������ ��� ������ "������# ���������
���������� ��� ��������� �
 ��� ������� ��� �����%����� "�C������# �����%
���� ��	����� ��� ������ 1 ���
� �� ��� ������ ���������� ��$�� �� �����	��
�� 	���� ��� ������ �
 ��� ���������� ������ ���� �� ��� ������ �� � �����
�� ��� �������

; .�	+���	 ��� "��	 �	������  �� ��������� �
 ��� 
��������� �
 �
����� �
 �����%���������� ��������� �'������ �
 ���� ������� ���� �� ���
>���	����� �
 ������������  �� >�� ���� �� �������� ����� �� ������ � ����%
��� ����� ��� ���� ���� �� � �������� ����� 	� ��� 	� ����� ��� ��� >�� �

� ������� ��������� �� � ���������� ������� �
 ��	������ �����%������� ���
	� ������	�� �� ��� ��� >�� ���� ������� ������� ���� ��	�������� �����
��� ������� �������� <� �� ���� ���� ����������� ���� ��������� � �� ������
���� ������ 	����� �� �� �������%����� �� ����������� �� ��������� ���������
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u > 0� ��� ���(u) = 1� 1���� �� ���� ��������� ��� ���������� �
 ��� ���������
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���� ����� ���������� ��� ����� 4'�� "/�//#� "/�-/# ��� "/�--# ����� ��
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���A

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) = 0,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ β

∂h

∂x
= sx, "8�E#

����� β = ε cos ζKx, sx = cos ζ (tan ζ − tan δ)� 1 �������� ���������� ���
���� 	� 
��� �� ,E.8� //@� //9� /@80� 3�
��� ���"��	! �� ��� ��� �����"
�'���� ���������� ���������� �������� ���� �� 	����� ����� ��������� ����
,9� 6/� ;@0�

�������� � ����� ������ ��� ������ ��������� 
�� ����� ∂h/∂x = 0� ������
�
�� ���� ��� �������� �
 ��� ��������	 �	���	 � ��

 ��� ������ ��� ����� m
�� ��� ������)��� *�� ���� ����� "8�E#2 ������ ��

dum
dt

= sx,
d

dt
=

∂

∂t
+ um

∂

∂x
.
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 ��� ��������� ��

um (t) = um0 +
∫ t

0

sxdt
′, "8�.#

��� �� ���������� ��� ��������

xm (t) = xm0 +
∫ t

0

um (t′) dt′, "8�/#

�� ���� t� !��� ��)��� � ��� ������ ���������	 
�
�	� (ξ, t) ���� ����������
���� ��� �	���	 � ��

 �	������� ��� ��� �	�����	 �	������ ũ �� ���� ����������
�������

ξ = x− xm (t) , ũ = u− um (t) . "8�-#
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���	���� �	�����	 �	������ ��
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h (ξ, t) = h (−ξ, t) , ũ (ξ, t) = −ũ (−ξ, t) . "8�8#

���� ����� ������������ ��� ���� ��� �	�� �
 ��� ��������� ������ ��� �� ξF =
g (t) ��� ξR = −g (t)� ������������� ��� *��� 8�E�
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�������� ���� �����	�� η� η ��� ����� �� ��� )��� ������ [−1, 1]� ���� η = ±1

�� ��� 
���� ��� ���� ������� ��� η = 0 
�� ��� "������# ������ �
 ���
���������� <� ���� ���� �� ��)�� ��� ����������� "��� *��� 8�E#� ������



��1 '��%*���������� ��������� �������� 1�/

���� ���� ��--��) ���� �!� �����) ����	����� ξ" ����" �� �!� +5�	 	����� η" ���
��

η :=
ξ

g (t)
=

[x− xm (t)]
g (t)

, τ := t, "8�6#

����� g �� ��� ��������� 
����� "����� ���
 ��� ������# �
 ��� ������ �
 ���
���������� ���� ���� ������ �
 �����	���� ��� ��B�������� ��������� ����� ��

∂

∂t
=

∂

∂τ

∂τ

∂t
+

∂

∂η

∂η

∂t
= (1)

∂

∂τ
+

∂

∂t

(
x− xm(t)

g(t)

)
∂

∂η

=
∂

∂τ
+

{−x′m(t)g(t)− (x− xm(t)) g′(t)
g2(t)

}
∂

∂η

=
∂

∂τ
−

{
um
g

+ η
g′

g

}
∂

∂η
,

∂

∂x
=

∂

∂η

∂η

∂x
+

∂

∂τ

∂τ

∂x
=

∂

∂η

∂η

∂x
+ (0)

∂

∂τ

=
∂

∂x

(
x− xm(t)

g(t)

)
∂

∂η
=

1
g

∂

∂η
.

�����

∂

∂t
=

∂

∂τ
−

(
η
g′

g
+
um
g

)
∂

∂η
,

∂

∂x
=

1
g

∂

∂η
, "8�@#

���� g′ = dg/dτ � ���� ����� ���������� ��� ��
�%���� ���� �
 "8�E#1 ��� 	�
��������� ��

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu)

=
(
∂

∂τ
−

(
η
g′

g
+
u− ũ
g

)
∂

∂η

)
(h) +

1
g

∂

∂η
(hu)

=
∂h

∂τ
−

(
η
g′

g
+
u− ũ
g

)
∂h

∂η
+
h

g

∂u

∂η
+
u

g

∂h

∂η

=
∂h

∂τ
+

1
g

(ũ− ηg′) ∂h
∂η

+
h

g

∂u

∂η
.
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1 ������� �����
�������� ��� 	� ���� ���� ��� ��
�%���� ���� �
 "8�E#2

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ β

∂h

∂x
=

(
∂

∂τ
−

(
η
g′

g
+
um
g

)
∂

∂η

)
(u) + u

1
g

∂u

∂η
+ β

1
g

∂h

∂η

=
(
∂

∂τ
−

(
η
g′

g
+ (u− ũ) 1

g

)
∂

∂η

)
(u) + u

1
g

∂u

∂η
+ β

1
g

∂h

∂η

=
(
∂

∂τ
+

1
g

(ũ− ηg′) ∂

∂η

)
u+

β

g

∂h

∂η

=
(
∂

∂τ
+

1
g

(ũ− ηg′) ∂

∂η

)
(ũ+ um) +

β

g

∂h

∂η

=
∂ũ

∂τ
+

1
g

(ũ− ηg′) ∂ũ
∂η

+
β

g

∂h

∂η
+
∂um
∂τ

+
1
g

(ũ− ηg′) ∂um
∂η

=
∂ũ

∂τ
+

1
g

(ũ− ηg′) ∂ũ
∂η

+
β

g

∂h

∂η
+ sx + 0,

�� ����� ∂um/∂τ = sx 
��� "8�E#2� ����� (∂h/∂x)
∣∣
x=xm

= 0� ��� ∂um/
∂η = 0� ����� um ���� ��� ������ �� η� ������ ��� ���%������������ ������
"8�E# ���� �������������� 	� ������� ��

∂h

∂τ
+

1
g

(ũ− ηg′) ∂h
∂η

+
h

g

∂ũ

∂η
= 0,

∂ũ

∂τ
+

1
g

(ũ− ηg′) ∂ũ
∂η

+
β

g

∂h

∂η
= 0,

"8�9#

��� ����� ���� �������� $�������� �
 ��� ��� ������� 
���� �� ��� ����������

#�	 ��������� ��� �������  �� �	��� "8�9# ����� �� ��� 	���� 
�� ���
����������� �
 ��� ���������� ������� �
 ��� ������ ������ �
 �'������
"8�E#� F ����������G� ���������� �������� ��� �	������ �
 ��� ������� �� �����%

������ ��� ������� ��B�������� �'������ "8�9# �� �������� ��B�������� �'�%
������  �� �����
����� ������ "8�9# ��� 	� ������)�� ���������	�� 	� ����%
��� ���� ��� �������� ���)�� ��� � ������� �
 ��� 
���

ũ = ηg′. "8�;#

 ��� ������ ���� ��� ��:	�	��	 �	������ �	�����	 �� ��	 �	������ � ��	 �	���	 �
��

 ����	
 ���	���� ���� ��	 ��
����	 ��� ��	 �	���	�  �� ���� �
 g′ ���� ��)��
������� ��� >�� �� ��������� �� ����������� +���� "8�;#� ��� �������
	������ �'����� "8�9#2 ������ ��

∂h

∂η
= −gg

′′

β
η. "8�E7#
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<���������� �	D��� �� ��� 	������ ���������� ���� h(η = ±1) = 0 �������
���� ��� ��������� ����$���� ��� � ��������� ���)���

h =
gg′′

2β
(1− η2), "8�EE#

���� ��������� ����$���� �� ��� ������� ��� ������ ����$���� �� ��� ���%
���� �	�������� ��� ������ �������� ���)�� "8�;# ��� ��� ������� ����$%
���� ���)�� "8�EE# ���� ��� ���� 	������ "8�9#1 ������ �� �������� ��B��������
�'����� 
�� ��� 
��	����� � g� �
 ��� ����������

(
1− η2

2β

)
∂

∂τ
(gg′′) +

(
1− η2

2β

)
g′′

∂

∂η
(ηg′) = 0.

 ��� �������
(gg′′)′ + g′g′′ = 0, "8�E.#

��� ���
g′′′

g′′
= −2

g′

g
. "8�E/#

<���������� ���� ������
g2g′′ = A, "8�E-#

����� A �� � ��������� 1� ��� ���� �� ������ �� 	� �
 )���� ��C� ��� ����� ��
�� ���� �����
��� ��� ����� ������ V � ��� 	� ����������

V =
∫ ξF

ξR

h (ξ, t) dξ =
∫ +1

−1

h (η, τ) g(τ)dη. "8�E8#

�	�������� 
�� ��� ����$���� ���������� "8�EE# ��� ����������� ����������
��� �$���� �������� A �� "8�E-#�

V =
∫ +1

−1

gg′′

2β
(
1− η2

)
gdη =

g2g′′

2β

[
η − η3

3

]+1

−1

=
2g2g′′

3β
,

��������

g2g′′ =
3
2
βV = A, "8�E6#

�������� ��� �������� �
 ������������ A� �� ����� V ��� �� β� <�������� ���

���� ��� ��� ���� �
 ��� ��������� ��� ������ �� ��� �� ξ = ±1� ��� ��� ��
%

������ �������� �������� �� ��� �������� �
 ��� ������ �
 ���� �� C��� ��������
��� �����  ��� �� �'������� �� ��� ����������

g(0) = 1, g(0)′ = 0. "8�E@#
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�� ���� ��������� "8�E-#� �������� ��� ����������� �����	�� 
��� τ �� g ���
��$��� ��� �	�������� p = g′� "8�E6# 	������

p
dp

dg
=

A

g2
. "8�E9#

 ��� ��� 	� ���������� �	D��� �� "8�E@# �� ����

p2 = 2A
(

1− 1
g

)
, "8�E;#

��� ����� p = dg/dτ � ���� �� �'������� �� ��� ������	�� �'�����

√
g√

g − 1
dg

dτ
=
√

2A. "8�.7#

�	�������� g = ω2 �����
���� ��� ���� �� ��� ��
�%���� ���� ���� ��������
�������	�� 
��� ���� ��� �������

√
g(g − 1) + ln

∣∣∣√g +
√
g − 1

∣∣∣ =
√

2Aτ =
√

3βV τ, "8�.E#

��)���� τ �� � 
������ �
 g� ���� ����� ,9E� EE;0� *���� 8�. �������� ���

������ g(τ) 
�� ������ ����� �
 β� ��� $�������� �� ��� ,//@0� *�� g →∞�
��� ��
�%���� ���� �
 "8�.E# �� �'������� �� g�  ��� �������

g ∼

√
2Aτ, �� g →∞. "8�..#

 ��� ��� ������ ����� ������� �� )��� ��� 	������ ������ �� ���� �� ����
����������  � ��������� ���� ��� ���� �
 "8�E6# ��� "8�.7#� ��� ����$���� ���
�������� �������� ��� 	� ������� �� ���������� 
��� �� 
������A

ũ = g′η = η
√

2A (1− 1/g) = η
√

3βV (1− 1/g),

h =
gg′′

2β
(
1− η2

)
=

A

2βg
(
1− η2

)
=

3
4
V

g(τ)
(
1− η2

)
.

"8�./#

*���� 8�/ �������� ��� �������� �������� �
 h (η, τ) ,//@0�  �� ������� ��%
������� 	� "8�..# ��� "8�./#� ����� ���� 
�� ����� ���� ��� ��������� ������
��������� �������� ���� ����� g ∼ τ � ��� ������ ��������� �� g−1 ∼ τ−1 ���
��� ��B������ �������� "
�� )��� η# ������� ��������� <� ����� ������ �� ��
��)������ ���� �������� ����� � )���� ������� ���� ������ � ����	���� ���
���)�� ����������� ����)������� ��� ������������ ������� �������������� ���%
����� �� ����� �����	� �'���� �������� �� �������� ��� ������ ����� �����%
���� ������A ��	�	 �
 �� 
�	��� 
���	 ������ � �  ���	 ��

 �	�	������ ����
� ��������� ����  ��� �� � �������� �
 �	��	�� 
������� �� � ����� ��
����
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���� ���� �!� �-���	��) ������ g ��� 	�,����� -�������� ������ �� β = εKx cos ζ
��	 V = 4/3, Kx = 1� &A��� ;88/<�(

���� ���� �!� ���� ��	 �-��� ��������� �� �!� -�������� ��- ���������� ���������
&A��� ;88/<�(

#�	 "&@��	 �������  �� �����
����� ������ "8�9# ��� ���� 	� ������
	� ���$��� � ������	�� �����	�� ������� �
 ��� 
���

h = l(τ)H(η), ũ = k(τ)F (η). "8�.-#
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�	�������� ����� ��������� ���� "8�9# ������ ��� 
�������� ��� �������� ��
%

�������� �'������ 
�� ��� ��� 
������� H ��� F A

H − η g
′l
gl′
H ′ +

kl

gl′
(HF )′ = 0,

F − η g
′k
gk′

F ′ +
k2

gk′
FF ′ +

βl

gk′
H ′ = 0,

"8�.8#

����� (·)′ = d(·)/dη 
�� H ��� F � 	� (·)′ = d(·)/dτ 
�� g, l ��� k� 1������
��� '�������

g′l
gl′
,

kl

gl′
,

g′k
gk′

,
k2

gk′
,

l

gk′
, "8�.6#

�� 	� ��������� ��� ���$��� ����� �������� �
 ��� 
���

g = τα, l = τγ , k = τ ς , "8�.@#

��� ���5������ �� "8�.6# ��� ��� ������ ����%����������� ��� "8�.8#� �����
����
������ �������� ��B�������� �'������ �������� ����

γ = 2ς, ς = α− 1. "8�.9#

1 ����� ������������ 
������ 
��� ��� ������������ �
 ��� ����� �����
∫ +1

−1

h(η, τ)g(τ)dη = τα+γ

∫ +1

−1

H(η)dη, "8�.;#

����� �� ���� ����%����������� �������� ����

α+ γ = 0. "8�/7#

 �� ����� ������ �'������ "8�.9# ��� "8�/7# ��� ������ ������ �� ����

α =
2
3
, γ = −2

3
, ς = −1

3
. "8�/E#

+���� "8�/E# ��� �	�������� ��� ����� �������� "8�.@# ���� ��� ���������
�'������ "8�.8#� ��� �������� ��B�������� �'������ 
�� H ��� F ��� �	%
������� ������

(
F − 2

3
η

)′
H +

(
F − 2

3
η

)
H ′ = 0, "8�/.#

(
F − 2

3
η

)
F ′ + βH ′ =

1
3
F. "8�//#

 �� )��� ��� 	� ���������� �������� �� ����
(
F − 2

3
η

)
H = C, "8�/-#



��1 '��%*���������� ��������� �������� 118

����� C �� � �������� �
 ������������ �	�������� "8�/-# ���� "8�//#� � ������
�������� ��B�������� �'����� �� �	������ 
�� ��� ����$���� ���)���

H ′ =
H2

9

(
2ηH − 3C
βH3 − C2

)
. "8�/8#

 �� �������� ��'������� �� ��� )��� ������ ������� "8�8# �������� ����
H(η) = H(−η) ��� H ′(η) = −H ′(−η)� 1������� ����� ���������� �� "8�/8#
������� ����

C = 0, "8�/6#

��� ��� ������� �� ������

F =
2
3
η, H =

1
9β

(
hm + η2

)
, "8�/@#

����� hm �� ������ �� 	� ������� ���� C��� �� �� �� ��� ����$���� �� ���
������ �
 ��� ���������� <� 
������ ���� ��� ����$���� ��� ��� �������� ���)���
���

h =
1
9β
τ−2/3

(
hm + η2

)
, ũ =

2
3
τ−1/3η, "8�/9#

����� hm ��� 	� �������� 	����� ��� ���� ���� ��� ������� ���� ��� ��������
������ <� ��� 	� ��������� �� ��� "��������# ��������� ����� V 	� �������
����

∫ 1

−1 h(η)dη = V � ��� ����� 	����

V =
2
9β

(
dm − 1 +

1
3

)
=

2
9β

(
hm +

1
3

)
, "8�/;#

����� dm = hm + 1 �� ��� ���������� ����� �
 ��� ��������� ������ ���
��� ������������ ������� ���� C����  �� ������ "8�/9# ���� ���� ��� �����
������	���� �� ����	���� 	� ���� ���������� ����� �� ��� ����� ���� 
���
��� ������ ��� ������ ����$������ ������� �� ��� �������� *����������
��� ��B������ �������� ������ �������� ���� �������� 
��� ��� �������  ���
������ ����� �� �������� �� ��� ������������� 	������� �
 ��� ����	����
���� �������� ��� ����$���� ������	���� �� ��B������ ��� ��$� � ��� 	� ����
��$� �� (� ����� �� ��� ������ 
�� ������� ��� ������� "8�/9# �� $����	�

<� ��� 
���������� ����� �������� ���� ��� �������� ��������� �
 ��� ����	����
��� ��� ��� (%���� ��� ��B������ <� ���������� ��� �	��� ������ ������ ����

• ��� ��	 ��������� +���

g ∼ τ, h ∼ τ−1

(
3
4
V

(
1− η2

))
, ũ ∼

√
3βV (η) �� τ →∞.

� I��� ∼ ��	������ �!�� �!� �$� �5-�������� ��� ����-��������� �6����
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• ��� ��	 $�B��	

g = τ2/3, h = τ−2/3

(
1
9β

(
hm + η2

))
, ũ = τ−1/3

(
2
3
η

)

�� τ ∈ [0,∞).

!��� ���� ����� ��� �
�������� ������ 
�� ��� ����	���� ���� 	� 	2��� �����%
����� �� ��� ����� 
�� ��� (%���� ��������  �� ������ �	������ ���)�� ���
���%��������� �
 � ������%����� �� ����� ������ 	� ���� ���� ���� ���������
�� ��� '������ �
 ������� 	��� ���������� �������� ��� ������ ����� �� ����%
���� <� �� ������� �� ���� ������� �� ���� ������� ��!�"� ��� #����� ,/@80
���
����� � ���������� ������ �����	����� �������� �
 ����� ��� ���������� ��%
������ �� ��� ������� ���� ���� ����� �� 	� ���	�� "�� ��� ����� ���� ���
(%���� ���� ��� �� �� 	� ����	��� 	����� 	� ���� �������� �� F���$��G
�� 	� ����������#� �������� 	��� �������� ����� �� �� 	� ���	�� �������
��� ������������ �����	�������  ��� ���� ��� ��� �� �����	������� �������
��������� �����	������� �� ��� ���� ��� ����� ��$�� 	��� ��� ����	���� ���
��� (%���� �������� ��$��� ���������� 
�� ��������� ������� �� ���$ 
�� ��
������������

 ��� ��� ���� 	� ���� ���� ���� ����������� �� ,/@80� <� 
��� ���� ���
����������� 
��� #����M� ���������� ,E670 
�� ������ ������� ����� ��
�������� ����� �� ��� ������� ��� ���������� �������� �
 ��� ����%������
���� �������������� ���� �� τ �� τ2/3�  �� (%���� ���� ��� ��)������ 	�
�������� 	� ��� ����������� ������ � 	����� ����������� 
�� ����� �����
���� � ������ τ ������ ���� ���� � τ2/3 �����������  ��� �� ������� ����
������� ������� ��� ����	���� ��� ������ ���� ��� (%���� ������� �� �����
����� ����� �������� ������ ���������

*����� 8�/ ��� 8�- ���� ��� ���� ��������� �
 ��� ����	���� ��� ��� (%����
���������� �������� 
�� ��� ������ �
 ��� ������� ����������� ��� $��������
�� ��� ,//@0�  �� ������ ����� $��� �� ���� ���� ����� )���� ���� �����
�� ����� �
 ��� )��� ������ �����	���� �� ���� ��� ��� ��� �������� ������
��� ������������ �
 ��� ������ <� �� ����� �������� ���� ��� ���)��� 
�� h
��� 
���	 ��	
	����� ��� ���� ��� ��������� ������ ��� ��� �������� �

��� ���� ���� ���� �����  �� ����	���� ��� ������� �� �
 ������� ����������
����������� �� ����$��� ��� �5������ �
 �������� ������ �� ���� 	� (�� ���
�	�
��	� ��� �
�A��� ,..9� -E.0�

):�:� .��! 0�	� �� ���������� ����	� ��� #!��	� �����	�

<� �� ���� �����	�� �� �������� ����� �������� �
 ��� ������ "-�9;#H"-�;E#
�
 ����� 4 
�� ��� ���������� ������� ����������� ���� ���������� �������
�� ��� ����	���� ��� ��� (%���� ��������� *�� ���� ������� ��� � �����
���� ��� ����������� ���� �� ������ ����� ��� ������ �
 � ������ �������
<� �� ���� ���������� �� ����� ���� ��� ����������� �������� ��������� ��
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���� ���� �!� ���� ��	 �-��� ��������� �� �!� �%$��� ���������� ��������� &A���
;88/<�(

������ C���� ����� v ≈ 0 ��� ���� ��� ��� ������� 
���� �� ��� �����������
��������� �� ������ �������	��� <� �� 
����� ������ ���� ∂Kx/∂x = O (εγ)�
����� ����� ���� ��� �������� ����� ������� ���5����� ���� ��� ���� ����
������� �� ��� ��������� ����������� *������� �� ����� ���� ����� �� ��
��������� �
 	���� ���������� �� ��� �������� ��������� ��� ���� ∂gz/∂x =
O (εγ) �� �'���������� ���� ��� ������ ���� �� ������ � ����� ����� ����
����� ���������� ��� ������ �
 �'������ "-�9;#H"-�;E# "�
��� ���� ��� ����
	������ �� ��� ��������� ������� 	������# ������ �� ��� 
�������� ������
���%����������� ������A

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) = 0,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ βx

∂h

∂x
= sx,

"8�-7#

����� sx = (gx + gz tan δ) �� ��� ��� ������� ��������������

 ���� �'������ ���� ��� ���� 
��� �� "8�E#� 	� ��� x �� ��� ��������� ���
������ ���������� �
 � ����� ��� ������� ������� ��� sx ��� ���� ���� ����%
���� ������ ��� � ���������� �� gx ��� gz� <
 ����� ��� ��������� ���� "8�-7#

� A�� -���� =�$ ���+)������� gx = sin ζ ��	 gz = − cos ζ" $!��� ζ �� �!� ��%
��������� ��)�� �� �!� �!����� $��! �!� !���.������ I�$����" �� )������" $� 	�
��� �5-������� ���	 �� #��$ �!��� ���-������ �5����� �� ��	�� �� ��������� �!�
���������� ���������" ��� &��0( ��� !�$ sx 	���--�����
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��� ����	���� ��� ��� (%���� �������� �� ������� �	���� *�� ��������� �� �
������� ������� ���� �������� �����%������� ��� �������� ������ ��� ��������
�� ������ ����� ��� ���� 	��� ���������� ,//@0�  ���� �������� ���� ��������
���� ������������ 	����� ��� ���������� �������� v ��� ������ �� 	� �����%
��	��� ����� ��� 	� ��
����� �� � ���� ���������� 	� ���� ����� �
 ��� �������
"����� �������# ��������  �� ������� ��� ���� 	� �� ���'��� ����� 
�� ���
>�� ���� � 	�	 �� �
 �������� ����������� ��� ����� ������� ��� ��������

):�:' "��	��	�� ����	� ?	��

&�� � ��� �������� ���������� �������� �
 ��� ����	���� ��� ���� 
�� ���
����� ������ �
 � ������� ��������� ���� � ����� 	��� *�� ���� ����� "8�-7#
������ ������ 	� ��� ����������� ����� ζ ��� ������ ���� ��� ��������� ��%
������� ��� �� �� �� ������ D���)�� �� ������ ���� ���������� ��!�"� ��� '	,
�"�
�� ,/@/0 ���������� ���������� �������� 
�� ���� �����

1� 	�
���� �� ��� x 	� ��� ���������� ���������� "��� ������# ��� t ��� �����
�������� "8�-7# ����

sx = sin ζ − μ cos ζ, β = εKact/pas cos ζ "8�-E#

���� �������� 	�� 
������� ������ μ = tan δ = ��������� 	� �����	�� ζ(x)� &��
� ��)��

u(t) =
∫ t

0

(sin ζ − tan δ cos ζ) dt "8�-.#

����� ����������� �� ��� �������� �
 � ���� ����� �������� 
��� ���� �� �
��������� 	��� 3�)�� � ��� ���������� ���������� �������� �� ��� ��������
�
 ���� ����� ���� ��

ξ = x−
∫ t

0

u(t′)dt′. "8�-/#

<� ��������� �� ��� ����$ �
 ���� ����������� �� ���
���� ��� ������ �
 ��� 
����
(ξ, t) ������ ���� ��� �������� u(t) �� ��� �������� ����� ∂h/∂x = 0� <� ��
���� ���������� �� �������� ��� ��B������ ��������

ũ = u− u(t). "8�--#

<� �� 
����� ������� ���� ��� ����� ���)�� �� ��������� ��� ��� ��B������
�������� �� �$��%��������� ���� ������� �� ξ = 0� �����

h (ξ, t) = h (−ξ, t) , ũ (ξ, t) = −ũ (−ξ, t) , "8�-8#

����� ��� ������� ���� "
���� ������# ��� �������� ���� "���� ������# �
 ���
���� ���� ������������� ����� 	�

ξF = g(t), ξR = −g(t). "8�-6#
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1� �� ����� 5.2.1� �� ��� �����
��� ��� �'������ 
��� ��� (x, t) ����� �� ���
(ξ, τ) ����� ����

∂

∂t
=

∂

∂τ
− u(τ) ∂

∂ξ
,

∂

∂x
=

∂

∂ξ
.

<� ��� 
�������� �� ����� t 
�� τ �

!��� ��������� sin ζ ��� cos ζ �� � (���	� ������ ���� ζ(x) = ζ(ξ, t) �	��
��� �������� ξ = 0 �� )��� 
�� ��������

sin ζ(x, t) = sin ζ(0, t) + cos ζ(0, t)
∂ζ

∂ξ

∣∣∣
ξ=0

ξ + · · · . "8�-@#

!��� ����

∂ζ(0, t)
∂ξ

=
∂ζ(0, t)
∂x

= −λκ(0, t), "8�-9#

����� �� ���� ��$� λ �� 	� �
 ����� ε� +���� ����� ������ ���� "8�-.# ���
���������� ����� �
 ����� ������ ���� ε �� ��� sin ��� cos ����������� �� )��
���� ��� 	������ ���� �
 ���� ��� ������ ������� ��� 	� ��������� �� ���

����

∂h

∂t
+
∂ (hũ)
∂ξ

= 0, "8�-;#

∂ũ

∂t
+ ũ

∂ũ

∂ξ
= −λκ(0, t) cos ζ(0, t) ξ − εKact/pas cos ζ(0, t)

∂h

∂ξ
. "8�87#

�� ���������� � ������� �� ����� ��� ������ �
 ��� ����� ��� ��B������
�������� ������	����� ��� ���������� ��� ��� ���)��� ��� ������ ��������� ��
���������� �� ��� ���������� ���������� ���� ���� �� ����� �� ������ � ���
���������� �����	�� ���������� 	� ��� ���
%������ �
 ��� ����

η =
ξ

g(t)
=

1
g(t)

{
x−

∫ t

0

u(t′)dt′
}
, "8�8E#

����� g(t) ���������� ��� ���
%������ �
 ��� ���� "������� �������� �	��
ξ = 0#�  ��� ��� ������� ��� �������� ����� �
 ��� ���� ����������� ������%
������� �� η = 1 ��� η = −1� !�� �� �����
��� 
��� ��� (ξ, t) ����� �� ���
(η, t) ����� 	� �����

∂

∂t
:=

∂

∂t
− η g

′

g

∂

∂η
,

∂

∂ξ
=

1
g

∂

∂η
. "8�8.#

� ���� �!�� $� �������� $���� t ��� τ " �� &���1(1 �!���	 ���	

∂

∂t
=

∂

∂τ
− η g

′

g

∂

∂η
.

�!�� �� $!� $� ��� �!� ����)����� ������ := ��	 ��� �6������ �� &���1(1�
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���� "8�8.#� "8�-;# ��� "8�87# ��� ���� 	� ��������� �� ��� 
����

∂h

∂t
− η g

′

g

∂h

∂η
+

1
g

∂

∂η
(hũ) = 0, "8�8/#

∂ũ

∂t
− η g

′

g

∂ũ

∂η
+
ũ

g

∂ũ

∂η
= −λκ(0, t) cos ζ(0, t)gη − β0

1
g

∂h

∂η
, "8�8-#

����� β0 = ε cos ζ(0, t)Kact/pas ��� ������ ������ ��B����������� ���� �������
�� ���� t� �� ������� � ������� �
 ��� 
���

ũ(η, t) = ηg′(t), "8�88#

����� �� ���������� ���� ��� ��������� "8�-8# �
 �$��%��������� ����
"8�88#� "8�8-# ������ ��

∂h

∂η
= − g

β0
(λκ(0, t) cos ζ(0, t)g + g′′) η.

<���������� ���� ��� ��$��� ��� ����$���� �� 	� C��� �� ��� 
���� ��� ����
�������� �� �	���� ��� ����� ���)��

h =
g

2β0
(λκ(0, t) cos ζ(0, t)g + g′′)

(
1− η2

)
. "8�86#

<� ���� �������� �������� �������� ��� ������ �� �������� �� ��� ���������
�������� �� ��� 	�� "����� g′ ��� 	� �������� �� ��������#� �� ��� ������ �����
��� ���������� �� ������ ��� ������ �� ��� ������� �����  �� ������ �
 Kact ��
Kpas 
�� Kact/pas �� ��� ���$�� �� ��� ������� 
�� g(t)�

�� ��� �	���� ��� ��B�������� �'����� 
�� ��� �������� �
 g 
��� ��� �������
���� ������������ �'������ �����

∫ ξF

ξR

h(ξ, t) dξ = V = ��������. "8�8@#

1� ���� t = 0� �� ��$� h = (1 − ξ2)� ����� ������ �� ������ g(0) = 1�
�����

V =
∫ 1

−1

(
1− ξ2

)
dξ =

4
3
. "8�89#

*���������� �� �������� ����� dξ = gdη

∫ 1

−1

h (η, t) g(t)dη = V =
4
3

(
g2

2β0

)
(λκ(0, t) cos ζ(0, t)g + g′′) . "8�8;#

������ ��� �������� �'����� 
�� g(t) ��

g′′g2 + λκ(0, t) cos ζ(0, t)g3 = 2β0. "8�67#
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�� ����� ����� "8�67# �	D��� �� ��� ������� ����������

g(0) = 1, g′(0) = 0, "8�6E#

������������� �� � ���� �
 �������� ������ 2L� �� ���� �� t = 0�

<� �� ��� �����	�� �� )�� ���������� �������� �� ��� �	��� �'������� 	�
�������� �������� ���� 	��� ���������� 
�� � ��	�� �
 	���� �����������
 � ���� ���� �� �� ����������� �� )��� ������� ��� ��������� �'������ �� ���
������

%��	����� ���������� �� ��� ������� ��� 	�� ����� �� ����� �
 ���%
�C����� ��� �������� "��������# ����������� X,Y �
 ����� ��� ������ �����%
������ �� ��� ������� ������ �
 ���� �� ���� t = 0�  ��� dX/dx = cos ζ ���
dY/dx = sin ζ� <
 �� ������� ����� �� ����� �
 ��� ����������� ���� �������
�� ���� ��� ���������� ���� ���� ��� �'������ �
 ������ 
�� ��� ������
�
 ���� "8�-.# ��� ����� 
�� ��� ����%������ "8�67#� ��� 
�������� ������ �

�������� ��B�������� �'������ �� �	������A

dX

dt
= u cos ζ(x),

dY

dt
= u sin ζ(x),

d x

dt
= u,

d u

dt
= sin ζ(x)− tan δ cos ζ(x),

dg

dt
= f,

df

dt
= ε

(
2
g2

)
Kact/pas cos ζ(x) +

∂ζ

∂x

∣∣∣
x
g cos ζ(x),

"8�6.#

����� "8�-@# ��� 	��� ��� ��� x ��� u ��� ��� �������� ��� �������� �
 ���
���� ������ �������������  ���� �'������ ��� ������ ����
�� �� ��� ������ �

���� ������ ��>����� ��� ����%������� 	� ��� ���� ������  �� �'������
���� ���������� 	� ��!�"� ��� '	�"�
�� ,/@/0 	� ���� � 
����%�����
���"������ ������'��  �� ��������� ���)��� ���� ��������� ��� ��
����� ��� 	�� ����� ����������� �� ��� ����� �
 � ������� ���� �����

ζ = ζ0 (1− ax) , "8�6/#

��� ��� �� ����� ��� 	�� ����� ������ ������������� ���� ��� ����������
���������

ζ = ζ0 exp (−ax) , "8�6-#

����� a �� � �������� 	�� ����� ��������� ��� ��� ������� ����� �� ����� 	�

ζ0 = ζ(x = 0) = ζ(ξ = 0, t = 0).

?� ������� ��� ���������� ζ0 ��� a� �� ��� �������� � ��	�� �
 �����	��
��������� 	�� �������
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*����� 8�8��	 ���� ������� ������ �
 ��� ����������� 
�� ��� ������� 	��
��� *���� 8�8��� ������� ��� �������� ������ 
�� ��� ����������� 	���  ���
������� ��� ���
%������ g(x, t) �� � 
������ �
 x ��� t� 3������ �
 ��� �����%
���� ������� ��� ����� �� ������� <� ��� ���������� ������ ��� ���� ������ ��

��� ����� ��� ������ �
 ���� ����������� ��� ������� � ������ ���������
���� ����������� ��� )����� ����� �� �����  �� ��� ������ �
 ��� ����� �

g(t) ����� ���� ���������� �� ��� �������� ����� u = 0�

<� �� ��������� �� ������ ���� �� ��� ������ �� ��� �����)������ �
 ��� 	��

������� �� ��� ������� ���������� �������� ���� u > 0 �����������  ��� �������
���� | ũ| < u� �� �� ����� ����� g′ < u�  ��� ��������� ����� �� 	� �����)���
��� ������ �� �� �����)�� 
�� ��� ����� �
 *��� 8�8� 1� ��� 	� ���� 
��� ���
������ ��� ����%������ ��� ����������� �������� 
��� ��� ����� �� ���
���������� �
 ��� ������� ����� �� �� ��� )��� ��������� ����� � ������
��� ���� ��������� �� �� ��� )��� ��������� �� ������ � ������ ��� ����
��������� ���� ����� ���� ��������� �� ����� �� ������ ����� 	������ ������ )���
��
��� ��� ����� � ������ ����� �� � ����� ���� "�� *��� 8�8 ��� ������� �

������ ������ ��� �������#� �������� ����� 	������� ���� ������ ������� ��
��� �������� 	������ �
 ��� ��� ����� �� ��� �����%���� ���� �
 "8�6.#6� �����
��� )��� ���� �� ��������� ����������� >�� ��� ���� 
���� �
 (∂ζ/∂x)

∣∣
x
��

��������� ��!�"� ��� '	�"�
�� ,/@/0 ������ ���������� 
�� ������������
����� ��� ���������� >����

<� ������ ������� ��� >�� �
 � "�����# ����	���� ��� �
 � ������� ��������
���� �������� 
������� ������ φ ��� δ ���� �� �������� ����� �� ������������
���������� ��� ������������� >�� ���� � �������� ����� 	�� ��� �� ������
������ �
 ���������� ���������� ��� ����� 	��� ��������  �� ����� �� �����
����� ������ 
����� ��� ������� ������� �� ��� �������� �
 ��� 	�� ��� ���
������� ���������� 
��� ����� ��� ��������� ��������

):�:( 5������	 ?	� .������

 �� �	��� ������ ���� ������� 
�� � >�� ����� 	�� ��� � �������� 
������� ��%
�5������ �� ���$�� ����� 	��� ��� �������� 
��������� ����������� *�� �����
	��� �� ��� 
��� ���� ��� ������ �
 ���� �
 ��� ������� ���� ���� ����������
�� ���������� ��������� �� ��� ����� �
 ��� 	�� ��� ��� ������� ����������� <�
���� �������� �� ����������� ��� ���� �
 >�� 	��� ������ 	� ����� ��� 
�������
����� �� ������ �� ��������� ��������� �� 	���� �� ����� ��� ���� ��� ���������
���� ��� ��� ������ �
 ��� ������ �
 ���� �
 ��� ���� ��� 	� ��>����� 	�
������� ��� 	�� 
������� ������

 �� ��������� �'������ 
�� ����� >�� ���� �� �������� ����� ����� ��$�
��� 
��� "8�E# 	�� ����� ��� 
������� ����� ��� ��� ���� ��� ��������� ��
����������� >�� ��� ������ �� ����� ���� ��
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���� ���� E�������� ��!������ �� g(t) ��� �!� �������� ��� &�+	( ��	 �5-��������
&+�( ��	 -��+��� ��� �!� -��������� �� )���� �� �!� ������� C�)�	 ��)���� ���
!���!�	� �!� ������� ���� �� �!� x%�5�� ��	������ �!� ��5���� �5���� �� �!�
��)�	 .��� ��� ����� �� $!��! g(t) �� ��������� ��������� �!� ������ ��������� $!��
u = 0� &A��� ;8/8<�(
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∂h

∂t
+
∂(hu)
∂x

= 0,

∂(hu)
∂t

+
∂(hu2)
∂x

= h sin ζ − hμ cos ζ − βh∂h
∂x

,

"8�68#

�� �����

μ = ���(u) tan δ ��� β = εKact/pas cos ζ. "8�66#

x �� ������� ����� ��� 	�� �� ��� �������� ���������� 4'����� "8�68#1 ��
��� ���� 	������ �������� ���� ��� ������ �
 ��� ����� ����� "8�68#2 �� ���
����������� ������� 	������� 4'������ "8�68# ���� 	� ������ �	D��� ��
��� 	������ ����������

hF = h (xF (t)) = 0, hR = h (xR(t)) = 0, "8�6@#

����� x = xF (t) ��� x = xR(t) ��� ��� ��������� �
 ��� 
���� ��� ����
�������� �������������

*,������ ��� �	 �	��	 �� "��� "���� ��� �	 �	�������� ?�
����������� "8�68#2 
��� x = xR(t) �� x = xF (t)� �� ��� ���� 	� �� �
 ���
����	���M ��������� ������� �� ��� )��� ���� ��� ��� )����M ����������
������� �� ��� ������ ���� ����

∫ xF (t)

xR(t)

[
∂

∂t
(hu) +

∂

∂x
(hu2)

]
dx =

d

dt

∫ xF (t)

xR(t)

hu dx,

∫ xF (t)

xR(t)

h (sin ζ − μ cos ζ) dx = sin ζ
∫ xF (t)

xR(t)

h dx− cos ζ
∫ xF (t)

xR(t)

μh dx,

∫ xF (t)

xR(t)

βh
∂h

∂x
dx = −1

2

∫ xF (t)

xR(t)

h2 ∂β

∂x
dx � 0, �����

∂β

∂x
� 1.

"8�69#

 �� ���� ������������� �� D���)��� ����� β ������ ��� ��� ����� �������
���5����� ������ ��� ��������� �
 μ� ����� ������ 	� ������ <� 
������ ����

d

dt

∫ xF (t)

xR(t)

hu dx = sin ζ
∫ xF (t)

xR(t)

h dx− cos ζ
∫ xF (t)

xR(t)

μh dx. "8�6;#

1 ������� ��������� ������� �� ��� ���� 	������ "8�68#1� ������

dV

dt
=

d

dt

∫ xF (t)

xR(t)

h dx = 0, =⇒ V =
∫ xF (t)

xR(t)

h dx = ��������. "8�@7#

 �� ���� ��� �'������ ������ ��� ��)�������

x =
1
V

∫ xF

xR

hxdx, u =
1
V

∫ xF

xR

hu dx, μ =
1
V

∫ xF

xR

hμ dx, "8�@E#
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����� ��)�� ��� ������ �
 ���� ��������� ��� ���� �������� ��� ��� ����
	���� 
������� ���5������ ���� ����� ��� "8�@7#� "8�6;# �������

d x

dt
= u,

d u

dt
= sin ζ − μ cos ζ. "8�@.#

 ���� ��� ��� �'������ �
 ������ �
 ��� ������� ���� �� � ������

������ ��)��� ��� ������ �
 ���� ������ ������ "8�@E#� �� ��� ������� ��
��� ���������� �
 ��� ��
�������� �'�������  � ���� ���� �� �� ���������� ��
��)��� �� 	�
����

τ = t, ξ = x− x(t), "8�@/#


��� ����� ��� �	����� "�
��� ������� τ = t#

∂

∂x
=

∂

∂ξ
,

∂

∂t
:=

∂

∂t
− u ∂

∂ξ
. "8�@-#

<��������� ��� ��B������ ��������

ũ = u− u(t) "8�@8#

���� ��� �������� �'����� "8�68# ��� �����
������ 
��� ��� (x, t) ������%
����� �� ��� (ξ, τ) ������������ �� �	����� �� ���� "8�@.#� ��� ��
��������
�'������

∂h

∂t
+

∂

∂ξ
(hũ) = 0,

∂ũ

∂t
+ ũ

∂ũ

∂ξ
= − (μ− μ) cos ζ − β ∂h

∂ξ
.

"8�@6#

=��������� �'������ �
 ������ "8�@.# ��� "8�@6# ��� ������ ��������� ���
������� ���� �� ������� ����������  ��� ������� ��� ����� 	����� μ ���
������ �� u �� ���� ��� ��
�������� �'������ "8�@6# ������ �� ��� ������
�
 ���� ������� �� μ �� "8�@6# ��� ���� ��� ���� �� ������� �� �����	���
������������� 	� ��� ��
�������� �
 ��� ����� ��� �B������ ��� ������ �
 ����
�������  �� ������ �
 ���� ������� ���� 	� ������ �� ��� ��������� �
 ����
������� ��� ��� ����������� �
 ������ ��B����� 	���� ������� �����

5������	 .������ "��	�� <� �� ��� �����	�� �� ������ ��� 	�� 
�������
����� �� � ������ ������� ����� 	� �� �� ��$��� ���� ��� 	�� 
������� �����
��� ���� �� � 
������ �
 �������� ��� 	� ������� �� ��� ���� ���� ���� �� ���

���� ���� ������ �
 �� ���������� <� ���� ����� ���� ���� ���� )��� ��������
�� ��������� �� ��� ������ ������ �
 ��� 	���� ����������� �������� � ��������
�
 ��� 
��������� ���������� 
��� ��� 
���� �� ��� ���� ������� 1������ �����	��
��������� ��� 	� �������� ��C� ����������� ���� ����� ��������� �� ��� 
����
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��� ������� ���� �� ��� ����� <� ��� ����� �� �� ���������� �� ��� ��� ���
���������� �B��� ��� '��������� �������� �
 ��� ������ �
 �� ����������

�� ��� ���� �� ����� ��� �	��� �'������ ���� ��� 	�� 
������� ���5������ μ�
����� ���� ���� �������� "������ ���� <#� �������� "������ ���� <<# �� 	���
"������ ���� <<<#� <�  �	�� 8�E ��� 
������� ������ ������ ��� ��	���� 
���
1 �� 8 ��� ��������� �� ������ ��������� �� ����� ����� �� ������� �����
��B����� ����� 	����� �� ���� ��� �� ��� ������ ���� �	��� ��B������� �� ���

��������� ���������� ���� ��� ���� ������ �� �� �������� ��� ����� �����
'��������� ������������ ��B������� �
 ��� �������� ��������� �������

• <� ����� < ��� 	���� 
������� ����� ������ �������� 	������ ��� 
���� ���
���� ������� ��� ���� ��� 
���� ��� ���� 
������� ���5������ μF ��� μR�
��� ���� ��������� <� �� ���� ������ ���� μF ≥ μR� ���� μR = μF ������
�� ��������� �
 μ ������ �� ���� ����� ��� ��� ������ ��� ����� ������� ��
����� 5.2.1� ���� μF > μR� ��� ����� ��� 	� ���������� ����������� �� ���
��B����� ����� �� ��� ����$ �
 ��� ����� �� ������ 
�� ������� �������
	:	��
� ����� �� � ��������� ��������� 
�� ���� ����������� �� �� ���
��������� ��� �������� �
 ��� 	�� 
������� ����� 
��� ��� 
���� �� ��� ����
������ �� � 
�������� �	�����
� �� �� ���� ��� ���������� �
 ���� )��
���������  ��� ��� ���� ���� �� ���� ����������� 	� �� ��������� �B������
�� ��	��� >����
• (���� 2 �� ���� �������� <� ��� � )��� 
������ ����������� μF � ��� � ������
�������� �� ��� ����� 	��$������ 	� ���� ��� �������� �� )��� ��� ���
��� ���� μR�
• <� ����� 3� μ ������� �������� �� ��� ����� ��������� ?����� ��� �������� �

��� 
���� �� �������� �� 	� ������ ���� 
����� 	��$� �� ������ ��� �����
�� ���� ������� 
������ �� ������ 1 ��� 2�
• (����� 4, 5, 6 ��B�� 
��� ����� 3 �� ��� 
��� ���� μ ��� ���� ��� ������
�� ��� ����� �������� 	� �� ���� �
 ��� ������ �
 ����� R���������� 	�
�� '��������� ��B������� �� ��� 	������� �
 ��� ����� ��� ���������
• *������� ������ 7 ��� 8 ��� ���	�������� �
 ��� ������ ���� < ��� <<� <�
����� 7� μ �� 
����� �� ��� ������ �
 
������� �
 ������ 1 ��� 4 "��
8 ��� 6# ��� �� ����� 8 ���� ������ �� 
����� ���� ��� 
������� 
���
������ 2 ��� 4 "�� 8 ��� 6#�

<� �� �5����� �� �������� ����� ������ 	� � F�����������G �������� ��������
���� ��� ���� �������� �� ��������� ��� ��>���� �
 ��� �������� �����������
<� ���� 	� ����� ���� ����� ��B������� ��� ���� ����� '��������� ��>������

��������� �������� �� �	 �	�������� *,������ ��� ��6	�	�
"��	�� �� ���� ��� ����	���� ��� ��������� �'������ 
�� ��� ���������
���� 
�� ���� ������ <� ����� ������ �� ���� ������ ���������� �������� 
��
� ������� ���� ���� ����	���� ������ �������� ����$���� ��� ���������� ��%
������ �� ��� ����� 
�� ��� �	��� ������ 1, 2, 3, 7 ��� 8� *�� ����� ����%
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���� ���� ��������� )������� -��� $��! ������ �� ���� -������� x(ξ = 0) ��	 ���)��
-�������� xF (ξF ) �� �!� ����� ��	 xR (ξR) �� �!� ���� ��	� ������	 �� ���� �!� ���)���
�� �!� ��	 �������� ��)�� ��� ��	�� 1� &A��� ;84�<�(

����� � 
����� ��������� ��� �� 	� ����$���  �� ����� ������� ���5%
����� Kact/pas ��� 	� ����������� �
 ��� �����	��� ξ �� ũ ��� ��� ����
������ �� � 	�� 
������� ����� ���� ��� 	� ��������� �� � 
�������� �

� ��
������ ���� �
 ξ� ��� ��� ����%������� g ���N�� � ��
������ ���������
��� ��� ������ �
 ���� �������� u : K = K (μRef(u, g))� ��� ����������
��� ������������ 
�)���� 
�� ������ 4 �� 6� 4�������� �� ������ ��������
���� ����� ��������� �� �������� μRef %����� �� ����� ������  ��� ������ ���%
����������� �� ����� ���������� �
 μ�  ��� �� ���������� ���� ��� ������� ��%
������� �� "8�69#3� �� ����� ���� ������ ���� ��� ����� ���)�� �� ���%
������ ��� ��� ��B������ �������� �� �$��%��������� ���� ������� �� ξ = 0�
�����

h (ξ, t) = h (−ξ, t) , ũ (ξ, t) = −ũ (−ξ, t) , "8�@@#

����� ��� ������� ��� �������� ����� �
 ��� ���� ��� ������ �������������
	�

ξF = −ξR = g(t). "8�@9#

���� ����� ������������� �� ��� ��� �� � �������� �� ������ ��� ��������
�'����� 
�� g(t) 
�� ���� �
 ��� �������

• "��	� � &��

μ = μc =
μF + μR

2
, Δμ = μF − μR. "8�@;#

 ���� ����  �	�� 8�E� �� 
������ ���� μ − μ = Δμξ/ 2g� ���� �	��������
����� �� ���� �� ��� �����C
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ũ = ηg′ =
ξ

g
g′ =

g′

g
ξ "8�97#

���� ��� ��
�������� �'������ "8�@6#� �� �	�����

∂h

∂ξ
= − 1

εK cos ζ

(
g′′

g
+
Δμ

2g
cos ζ

)
ξ, "8�9E#

�� ����� �� ���� ��� ������������� ���

K ≈

2
(
1∓√

1− (1 + μ2
c) cos2 φ

)
cos2 φ

− 1,

{
g′ > 0,

g′ < 0.
"8�9.#

1 ����� ������� ��B����������� ���� ������� �� ����� ���� ��� �������������
"8�9.#� "8�9E# �� ������	�� ��� ��� 	� ����������� ?� ��$��� ��� ������ �� ���

���� ��� ���� ������� �� 	� C���� ��� ����������� ������

h =
1

2εK cos ζ
1
g

(
g′′ +

Δμ

2
cos ζ

)(
g2 − ξ2

)
. "8�9/#

<
 �� )����� ������ ��� ������� ������������ �'�����
∫ g
−g hdξ = V = ���%

������ �� ��� ��� �� ��� �������� �'����� �
 ��� ����%������ �
 ����� 1

g′′ =
3
2
εK cos ζ V

1
g2
− Δμ

2
cos ζ. "8�9-#

4'����� "8�9/# ������ ���� ��� ���)�� 
�� h �� ����	���� �� ξ�  �� 
��%
��� �� 
���� �� � 
������ �
 t ����� ��� ����� ��� ����������� 	� ��� ��
%

�������� �'����� 
�� ��� ����%������ g �� ����� �� "8�9-#� <� �� ���� ����
��� ���)�� h �� ����� ����������� �������� ��� ��������� ������ ��� ���
�������� �
 ��� ����	��� ���� �� ����� ?����� �� ����� ����� �'������
��$� "8�9-# ���������� ��� ����� ��� ��������� ��� �������� ��������
�
 g�

• "��	� � ���� �� ���

μ = μF − ag "8�98#

��� ��� ���� μ − μ = aξ� �������� � �����	�� 	�� 
������� ������ �����
a = dμ/dξ� 
���  �	�� 8�E� �� � ��������� ���� �	�������� "8�98# ��������
���� "8�97# ���� "8�@6#2 �� ����� �	���� �� �'����� ������� �� "8�9E#�  ���
�'����� �� ������	�� ���� �������� ���� K �� �������� �� ������ � 
��%
���� �
 g� +���� ��� ������
���� ���������� ��� �������� �'����� 
��
g �����

g′′ =
3
2
εK cos ζ V

1
g2
− a cos ζ g, "8�96#
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)

μ
=

⎧ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎨ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎩μ
F
,

ξ F
<
ξ,

μ
F
−μ

R

ξ F
−ξ

R
ξ

+
μ
R
ξ F
−μ

F
ξ R

ξ F
−ξ

R
,
ξ R
≤
ξ
≤
ξ F
,

μ
R
,

ξ
<
ξ R
,

$
!
��
�

μ
F

��
	

μ
R

��
�
��
�
��
��
��

��
	
�-
��
	
��
�
��

ξ

2
)

μ
=
a

(ξ
−
ξ F

)
+
μ
F
,

ξ R
≤
ξ
≤
ξ F
,

a
=
d
μ d
ξ

=
μ
F
−
μ
R

ξ F
−
ξ R

,

$
!
��
�

μ
F

��
	

a

��
�
��
�
��
��
��

��
	
�-
��
	
��
�
��

ξ

3
)

μ
=
μ

0
(1

+
cu

),

$
!
��
�

μ
0

��
	

c

��
�
��
�
��
��
��

��
	
�-
��
	
��
�
��

ξ

��
	

u

μ
=
μ
(u

)
=
f
(u

)μ
0
,

$
!
��
�

f
(0

)
=

1

H
��
-
��
��
��
��
�"

4
)

f
(u

)
=

1
+
c
u
,

5
)

f
(u

)
=

1
+
c
u

2
,

6
)

f
( u

)
=

1
−
μ
∞ μ
0
e−
|u
| +

μ
∞ μ
0
,

$
!
��
�

c,
μ

0
,μ
∞

��
�
��
�
��
��
��

��
	
�-
��
	
��
�
��

u

��
	

ξ

7
)

μ
=
f

(u
)⎧ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎨ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎩μ

0 F
,

ξ F
<
ξ,

μ
0 F
−μ

0 R

ξ F
−ξ

R
ξ
+
μ

0 F
+
μ

0 R

2
,
ξ R
≤
ξ
≤
ξ F
,

μ
0 R
,

ξ
<
ξ R
,

$
!
��
�

f
(u

)

��
)�
��
�
��
�
�	
��
�
�(
"
�(
"
��
 (

8
)

μ
=
f

(u
)[ a 0

( ξ−
ξ0 F

) +
μ

0 F

] ,
ξ R
≤
ξ
≤
ξ F
,

$
!
��
�

f
(u

)

��
)�
��
�
��
�
�	
��
�
�(
"
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"
��
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�����

K ≈

2
(
1∓√

1− (1 + μ2
Ref) cos2 φ

)
cos2 φ

− 1,

{
g′ > 0,

g′ < 0.
"8�9@#

1� �� ������� 
��� "8�98#� ����������� ����� 
�� μRef ��� μF ��� μ� ������%
�������  �� 
����� �� ��������� ��� ������ �� � ������ 
������ �
 g� �� �����
������ ���� μRef = μF �����

• "��	� ' 1� �� ������� 
���  �	�� 8�E� �� ���� ����

μ = μ0 (1 + c u) , "8�99#

�� ���� μ − μ = μ0cũ� ����� ũ = u − ū� ������	�� �������� �
 �� �'�����
������� �� "8�9E# ����� �������� ���� K �� ������������ 	� K ≈ K (μRef) ��
����� μRef �� ��������� �� ���� ������� �� u� 1� �� ���� 
��� "8�99#� ���
������� ��� ������� μRef = μ0 ��� μRef = μ0(1 + c u)� � ���������� �� g
���� ��� ������ *�� ������ ����� ���������� �� 	�
��� �� ���� �	����

g′′ =
3
2
εK cos ζ V

1
g2
− cμ0 cos ζ g, "8�9;#

��� �� ����� 
��� ��������� �� ��� ���� μRef = μ0�

• "��	�� (;- ���� μ �� ��������� �� ��� �������� �
 ��� ������ �
 �����
����

μ = μ = μ0f (u) . "8�;7#

 ��� ��$�� ��� ��
�������� �'������ "8�@6# ����������� ������� 	�����
μ− μ = 0 ��� ����� �� ��� �������� �'����� 
�� g(t) �� ��� 
���

g′′ =
3
2
εK cos ζ V

1
g2
, "8�;E#

�� ����� �� ������������� ��K ����� �� 	� ���������� ����� μ ���� �������
�� u� �������� �� ��� ������ �
 ��� ������� ��������������� �� ����� ���

K (μRef) = K (μ0) , "8�;.#

����� K �� ����� �� "8�9@#�

• "��	�� 1 ��� 3  �� ��������� ������ ��� ��� � ���	������� �
 ���
������ �
 ���� < ��� ���� <<� *�� ����� 7� ��� ���

μ = f (u)μ0
c , μ− μ =

f (u) Δμ 0

2g
ξ, "8�;/#

� �!�� ������� ��#�� �� -����������� ����� �!�� Kact/pas ��� �� ������	 �� �
�������� ����� ε∂K/∂ξ $���	 �� O (εγ) , γ > 1�
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����

μ 0
c =

μ0
F + μ0

R

2
, Δμ 0 = μ0

F − μ0
R. "8�;-#

1���������� �
 ��� ���� ����������� �������� �� 	�
��� ��� ������

g′′ =
3
2
εK cos ζ V

1
g2
− f (u) Δμ 0

2
cos ζ, "8�;8#

�� ����� K = K(μRef)�  ��� �� ���� �������
� �� ���� �� μRef �� ������ �
�������� �� � 
������ �
 u� �� ����� ������ μRef = μ0

c �

*������� 
�� ����� 9 �� ����

μ = f (u)
(
μ0
F − a0g

)
"8�;6#

��� μ− μ = f (u) a0ξ� <� ���� ����� �� ��� �����

g′′ =
3
2
εK cos ζ V

1
g2
− a0f (u) cos ζ g, "8�;@#

����� ����� K = K (μRef) ��� μRef = μ �� μRef = μ0
F � �� ����� ���� ����

���� ���� ������ �����

������� �� �	 "��	�� �� ��� �������� ��� �	��� ����������� ����
��� 
�������� ��� �'������ ���� ������ ��� ������ ��� ��� ������ �
 ���
������ �
 ����A

g′′ =
3
2
εK (μRef (u, g)) cos ζ

V

g2
− F (u, g, g′) cos ζ,

u ′ = sin ζ − μ (u, g) cos ζ.
"8�;9#

������� ��� 
������� F (u, g, g′)� μRef(u, g) ��� μ(u, g) ��� ������� ���5%
������� <
 F ��� μRef ��� ����������� �
 u� ���� ��� �������� �
 ��� ���������
������ �� ����������� �
 ���� �
 u� 	� ��� ������ �
 ���� ������ ��� �����
	� �B����� 	� ��� �������� �
 ��� ������ ������ � ���������� �
 μ �� g�
1������������� �
 μ ���� ��� ������ �� g� ��� ������ �
 ���� ������ �� �%
�B����� 	� ��� �������� �
 ��� �������  �	�� 8�. ����� ��� 
������� 
�� ���
����� ������� <� ��� 	� ������ 4 �� 6 ��� ���������� �������� ��� �������%
����� 	����� �� ����� ���� 
�� ��� ����� ������� ���5����� ���� 	� ����
<� 
���� �� ���� ������� ��� �����	�� ����� 
�� μRef ��� ��������� <� �����
������������ ���� ��� ������� ���� μRef = �������� ���� ��������� *�� �����
������ �� ��
�� ��� 
�������� 
���  �	�� 8�.A

E� <� ������ 1 ��� 3H6 ��� ������ �
 ���� ������ ��� ��� ��������� ���
���������

.� <� ����� 2 ��� ������ �
 ���� ������ �� ��>����� 	� ��� �������� �

��� ��������� ����� ����� �� ����� 7 ��� ��������� ���� �� �B����� 	� ���
������ �
 ���� ������ ��� ��� ���� ������ 1 
�� ���%����� ������� ����
������ 
�� ����� 8�
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��	
� ���� *�����-���� �� �!� ���������� 	�-��	���� �� F, μ ��	 μRef �� 	�+��	
�� &��30( ��� �!� ������� ��	���� �!� �������� f(u) ��� ���! ��	�� �� 	�+��	 ��
����� ���� �� ��� ��� ��	��� 476 �!� ����! -������� ���K����� �� ��������	 �--��5%
��������

��	�� F (u, g, g′) μ(u, g) μRef(u, g)

1
Δμ

2
=
μF − μR

2

μF + μR
2

μF + μR
2

2 ag μF − ag
{
μF − ag
μR

3 cμ0
dg

dt
μ0f(u)

{
μ0 (1 + c u)

μ0

�7 0 μ0f(u)

{
μ0f(u)

μ0

7
Δμ 0

2
f(u) μ0

cf(u)

{
μ0
cf(u)
μ0
c

8 a0f(u)g
(
μ0
F − a0g

)
f(u)

{(
μ0
F − a0g

)
f(u)

μ0
F

/� 1� ��� 	� ���� 
��� ��� )��� �
 "8�;9#� � ����� 	��� ������ ��� ���� �����

�� F (u, g, g′) �= 0� 1�� 	� ������ 4H6 ������� ��� >���	����� 
�� ���� �����
	��� �������

-� 1 �������� ������ ����� 
�� ��� ������ �
 ���� ������ ���� ������ ��������
���� ��� �����%���� ���� �
 "8�;9#2 ��� �������  ���

μ (u, g) = tan ζ, ���� g′ = 0 "8�;;#

������	�� ����� ������ ������� *�� � �������� μ �� μ(g)� ���� �'����� ����
��� ��)�� � ��������� � )��� �������� ������ ���� ��� ����� "������ 1 ���
2#�� *�� ������ 3 �� 5� ��� �	��� ��������� ����� 
������� ��

u =
{

1
c

(
tan ζ
μ0
− 1

)}1/p

, p = 1, 2, "8�E77#

�
 f(u) = 1 + c up "������ 3 �� 5#� 1�������������

u = ln
μ∞

μ0 + μ∞ − tan ζ
"8�E7E#

� �� μ = μ(g)" �!�� &��33( 	�+��� g = gsteady" ��� �!�� ����� ��" �� )������" ��
���=��� $��! &��30(1�
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�� ����� 6� <
 μ ������� �� 	��� u ��� g �� �� ����� 8� � ������ ������
�
 ���� �������� ���� ������ �������� ���� � ����� 	��� ������ �
 ��� �����
1 ������� �
 ���� �'���	��� ����� �� �	������ 	� ������� ��� �����%����
����� �
 "8�;9# ������������ �� C��� ��� �������� ��� ��������� g′ = 0�

<� ������ � �	��	������	 ���	� �����
 � 
�	��� 
���	 ����� ���� ������ �
� ��������� ��� ���� �� ������	� �	� �� ��	 
���	� �����2������� ���� � ��	
�	� ������� ����	 ����	
 ���� ���� ��
����� ��� �	��������

����������� �	����  � �������� �������� �������� �
 ��� ���������
�'������� �� ����� "8�;9# �� �������� 
��� ��

dg′

dt
=

3
2
εK (μRef (u, g)) cos ζ

V

g2
− F (u, g, g′) cos ζ,

dg

dt
= g′,

d u

dt
= sin ζ − μ (u, g) cos ζ,

d x

dt
= u,

"8�E7.#

��� ������ 	� � 
����%����� ���"������ ������ �	D��� �� ��� �������
����������

x(0) = 0, u(0) = u0, g(0) = g0, g′(0) = g′0. "8�E7/#

<� ��� 	� ����� 8 ���� ������� ���� ���	��� �������� ��� ���� ��� �'������
�
 ��� ������ �
 ���� ������ ��� 	� ������ )��� ��� ����� 
�� ��� ���������
�
�������� �� ���� ������  �� ������� ���������� ���� 	��� ������ �� ������� ��
����� �� �	���� � 
�� �������� �
 ��� ���
	 ����	 (g, g′) ���� � 	���� ����� �

����������� �����	�� ���������� ���� ������ ��� �'������ ���� �������������

��� �� ��� ��������� ���� ��� ������ ����� L ���� 	� ������)�� ���� ���
����%������ �� ����� �������� g0 = 1� ���� ���������� �
��� ����� �� ������
����� ���	� ��� ���� 	���$ �
��� ������ ������� � )���� ������ 1� ���� ������
����� ������� ����� ��� 	� ����� �� � ����	���� �	������ ����� ��� ��� ����
g0 > 1, g′0 �= 0 ��� u0 �= 0�  �� ������� �
 ��� �'������ �
 ������ 
�� � �����
�
 ������� ���������� "8�E7/# ������� ����������� �
 ��� ��������� ������ 
��
� ������� �
 ����������� �������� �����������

• $��	� E >!	� ������� ����	 ��
�������	�	��	��AF  �	�� 8�. ��������� ����
��� ������ �
 ��� ������ �
 ���� ��� ��� ��
�������� ��� ����������� �

���� ������ 3�������� ��� ������� Δμ �= 0 �� Δμ = 0 "���� �� ��� ��B��%
���� 	������ ��� 	�� 
������� ���5����� �� ��� 
���� ��� ���� �������#� ���
��� ������ ����	�� ��B����� '��������� 	�������� *���� 8�@ �������� �����
����� ��	���� g ����� g′� 
�� Δμ = 0 ��� ���������� ��������� ������ �� ���
)��� ��������  � ��������� ���� )���� �������� �� ��������� �������� 
���

� �� ���� ���!����� �� �� ��������� ������	 �!�� �!� �������� ��)�� �� ��������
��	 �!� ��	 �������� ��)�� ��� -�������%	�-��	���� �!�� �����-���� ��� ��
���������	 !��� �� � 	�-��	���� �� μ �� ξ� �� ����	������ �����$� �!�� $��!
�!�� -��������������� �� ����	� ��)�	 ������ ��� �� )�������	�



1�1 � E5��� ��	 ���%E5��� �������� �� �!� ��	�� E6�������

���� ��#� �!��� �-��� ������ g ������ g′ ��� � -�������� ��- �������!� ���	��) 	�$�
�� �������	 -���� $!�� �!� ��	 �������� ��)�� �� ��������" ����" μRef = μ� �!� �����
��	����� �!� 	�������� �� $!��! �!� ���S�������� ��� ��������	 $!�� �!� �������!�
����� 	�$� �!� ���	�-��!� C ��-������� � -���� $!�� �!� -��� ����!�� �5���	� ���
���������� D �� � -���� $!�� �!� �������!� �� �� � ����� �� �5�������� &A��� ;84�<�(

g = g0 ��� g′ = g′0� 1� ��� ��������� ����� ���� ��� ���������� ��� �����%
�������� ����� �� ����� ����� ����� ����� �� ��	���� ���D������ �� ��� �����
�� ��������� 	� ��� ������� <
 ��� ������� ��������� �� g0 > 0, g′0 < 0� ��� ����
����� �� ��� ��
� ���
 ������ ��� g ���� ��������� �������� �� ��� ���D������
�� ���������� ��� ������� ���� ���� �������� ��� ������� �������� ���� 	�
����	������� <� ��� ����� ���
 ����� ���� g′ > 0� g ���� ������������� ���������
���� ��� >�� �� ��������� ��� �� ������ ����� �
 ������ �� ����	������� +���
������� ���������� ����� 
��� � ����� g′0 = 0� ����� ����� C �� ��� ������  ���
������������ �
 ��� �������� �
 ��� �������� ����� ����� ��� ���� g′ = 0� ���
������� ��������� ���� ������ ������ ������ �� t ����� �� ��)����� ����
Δμ �= 0� ��� '��������� 	������� �� '��� ��B������ *����� 8�9��	 ����
����� ����� ���D�������� 
�� ������ ��B����� ������� ���������� ��� ��� ����
���)������� ��� �������� ���������� �� �� *��� 8�@� 	� ��� ��B����� ��������

������� ������ "φ = 15◦ �� ����� � ��� φ = 25◦ �� ����� 	#�  �� �������
��������� ��� ����� �� �������� 
��� ��� ����� C �� ��� ���� g′ = 0�  ��D��%
������ ��� F����G ���������� ����� ��� �������� ���� ��� ��� ��� ������ ���
�������� [A,B]� ����� ����������� �� � ����� 	��� ������ �
 ��� ����	����
����� <������ 
��� "8�E7.#1,2 ���  �	�� 8�. �� ��� ����� � ���%��
������
������ ���� g′′ = g′ = 0� �� �'��������� ����

g′′ =
3
2
εK cos ζ

V

g2
− Δμ

2
cos ζ = 0, "8�E7-#


��� ����� �� �	����



��1 '��%*���������� ��������� �������� 1�8

gact =

√
3εKact V

Δμ
< grigid <

√
3εKpas V

Δμ
= gpas, "8�E78#

��� gact ��)��� ����� A� ��� gpas ����� B�

<
 ��� �������� ����� C �
 ��� ��������� ���� 	���� A� ���� ��� ��������� ��
��������� �� ���� ���� ��� ��	�� �� ����� ����� ����� ������� ��� g%���� ��
g′ = 0� <
 ���� ������������ ���� �	��� ��� �������� [A,B]� ��� ��������� ����
�	��'����� �������� ��� 
����� ��� ���D������ �� ��� ��
� ���
 ����� �
 (g, g′)
���� �� ����� ���������� ��� g%���� �� g′ = 0�  ��� ������� �������� ����
� ����� ������ ��� �������� [A,B] �� �������� <� ���� ������� ��� ���������
���� ������ ������� ��������� ��� ����������� ������� ���� � ����� ������
[A,B] �� �������� �� ��� ������ 	� ����� ���� ��� ��� �
 "8�E7.#1,2 ���� �������
��������� ��� ����������� >�� �� �����	��� <������ 
�� � ����� 	������ A ���
B ��� �����%���� ���� �
 "8�E7-# �� �������� "��������# ���� K = Kpas "Kact)
�� ���� g′′ > 0 (g′′ < 0)� ����� ����� �� ����������� "�����������# >��� �
������������� �� ��� ������ K = Kpas(Kact)U  ��� ��� ����	���� ���� ���
���� ���� �� � ����� 	����

 �� ��������� �
 ��� ����� 	��� ������ �� � ��� ��� ��������� 
����� �
 ����
����� ��� �� �� �� (i) ��� �����	����� �
 ��� 	���� 
������� ���5����� ��� (ii)
��� 
��� ���� Kact �= Kpas� ���� Kact = Kpas� �� ��� 
��� "8�E78# ���� ���
������ A ��� B ��������� �����'����� �� ����� 	��� ������ ������ �� ����
���� ������ ���� g = gact = gpas�  ��� ������� ���� δ = φ�  �� ��B�������
	������ *���� 8�9� ��� 8�9	 ��>��� ��� 
��� ���� φ− δ �� ������� �� *��� 8�9�

���� ��$� �!��� �-��� ������ g ������ g′ �� �� A�)� ��/ ��� ��� � ��	 �������� ��)��
�!�� ������ $��! -������� &Δμ �� � ��������" μ ������ �������� ��	 μRef = μ(ξ = 0)(�
�!� �������� [A,B] ��-������� ������ (g, g′ = 0) ������-��	��) �� ��)�	 ��	� �������
�� �!� -�������� -���� !���  !��	� ��� �� �������� ��)�� �� �������� �� φ = 15◦ ��	
���� � ��� φ = 25◦� L!�� Δμ = 0" �!� �������� [A,B] ����� �� ��+����� &A���
;84�<�(



1�� � E5��� ��	 ���%E5��� �������� �� �!� ��	�� E6�������

���� �� �� �� *��� 8�9	� �� ��� ����� ����� �� ��� ���� ���$ �� ��� �����
μF → μR �
 ��
��� ��� �������� 	���� 
�������� <� ���� ����� Δμ → 0� ���
	��� ������ A ��� B ���� ���� �� ��)���� ����� ��� g%����� <� ���� ����� ���
�������� �
 *��� 8�@ �� ����������

���� ��� ����� V �� �������	�� ��� ��� ����	���� ����� �� ������ ��� ������

�� ��� ����� 	��� ������ �� ��� �������� �
 ��� ������ �
 ���� ��� 	� �	������

��� "8�E78# �� ��� ������ ��� ��������

1
4

√
3ΔμV
εKpas

≤ hrigid ≤ 1
4

√
3ΔμV
εKact

. "8�E76#

?� ���	����� "8�E78# ��� "8�E76#� ��� ����� �
 ���� ������ �� ��� ������ 2g
��� �����
� ��� ���'�����

Δμ

8εKpas
≤

(
h

2g

)
rigid

≤ Δμ

8εKact
. "8�E7@#

 ��� �������� �
 ��� ������ ����� �
 ��� ����� 	��� ������� ���� �� ������������
�� Δμ ��� ����������� �
 ��� ����� ����� V �

*������ "8�E76# ��� "8�E7@# ��� ����
� 
�� ���� ����������  � 	� ��
��
�������� ��� ���� �
 ��� ��������� ����%������ g �� ��� ����� 	��� ������
��� 	� $�����  ��� ���� ������� �� ��� ������� ����� �
 ginitial ��� g′(= 0)�
'	�"�
�� �� ��� ,/7E0 ������ grigid �� � 
������ �
 ginitial "g′initial = 0# ���
���� ���� �� �� ��������	 �� �	��� � ����� 
�	��� ������- �� ��� ���	 �� ��
������� 
	�	��� 	2�	�
����� ��� ����������� ������ ���
	
�  ��� ���� �����%
������ ��� �� ��������� ��������� ���� ���� �� ��������� �
 ���	� ���	 1
��� H ������������� H ������ ���� ����� ���� ����� 	��� ������� ����� ������
����� ��� ������� ��� ��� ����� *���� 8�; �������� ��� �������� �������� �

g 
�� � ��	�� �
 ������� ������� ��� ���� ����� 	��� ����� �� �������� 1� ���
	� ����� �� ��� ������ ��� ��������� ��� �� ������ ������� ���������� ���
���������� F������G 	�
��� ���������� �� � ����� 	���� <� ��� )��� �� ����
������� ��� ���� �������� ���� ��� ������������� ����� ���� �����������

• $��	� GF  �� ������ �
 ���� ����� ��� ������� �� ����� �
 ���	� E� �� ��
��������� ���� 	� 	���
�  �� �������� �'������ "8�E7.# �� ���� ���� 	�����

dg′

dt
=

3
2
εK cos ζ

V

g2
− a cos ζg,

dg

dt
= g′,

d u

dt
= sin ζ − (μF − ag) cos ζ,

d x

dt
= u, "8�E79#

��� ���������� ���� ���� ��� ������ �
 ���� ������ ������� �� ��� ������ g�
������� ��� ������ �� ����������� �
 ��� ������ �
 ���� ������� 2���� �����
���D�������� ��� '����������� ��� ���� �� ����� ����� �� *��� 8�9 ��� ����



��1 '��%*���������� ��������� �������� 1��

���� ��%� ���-���� ��������� �� �!� ����%�-���	 g �� �� �������!� ��� ������� �������
������ ginitial" ��� φ = 15◦ ��	 ���	������ �� ��	�����	 �� �!� ������ �!� ���� ��������
�� $!��! ��-���� ���� �������!�� ����� �� �!�$� !���!�	� i ��	������ ���������) ��	
d 	��������) �-���	��) �� �!� ��	�� &A��� ;84�<�(

�����
��� ��� 	� �������� ����� ����� 	��� ������� ��� ������������� 	� ���
�'���	��� ������ �
 "8�E79#1,2�  ��� ������

gact =
(

3
2
εKactV

a

)1/2

≤ grigid ≤
(

3
2
εKpasV

a

)1/2

= gpas. "8�E7;#

*���������� ���� ��� ����� V ������ ��� ������ 
�� ��� ����� 	��� ������
�� ��� �������� �
 ��� ������ �
 ���� ���� ������ ��� ��������

(
9
32

aV 2

εKpas

)1/3

≤ h ≤
(

9
32

aV 2

εKact

)1/3

. "8�EE7#

*��� "8�E7;# ��� "8�EE7# �� ��� ����� ���� ��� ������ ����� �
 ��� ���� ��
��� ����� 	��� ����� ���� �� ��� ��������

1
4

(
3
2

a2V

ε2K2
pas

)1/3

≤
(
h

2g

)
rigid

≤ 1
4

(
3
2

a2V

ε2K2
act

)1/3

. "8�EEE#

�������� �� ��� ����� "8�E7@#� ��� 	�������� �
 ���� �������� ������ �� ���
����� �
 ��� ��������� ��� �� ��� ���� �
 a�

• $��	� HF  �� �������� �'������ 
�� g ��� x 
�� ���� ����� ���

dg′

dt
=

3
2
εK cos ζ

V

g2
− cμ0 g

′ cos ζ,
dg

dt
= g′,

d u

dt
= sin ζ − μ0 (1 + c u) cos ζ,

d x

dt
= u,

"8�EE.#
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���� ����� �!��� -���� g(g′) �� (g′, g) ��	 ��-���� ��!������ �� � -!��� -����
����� g(g′) ��� ��	�� 3� "����� ��	����� �!� 	��������� �� $!��! �!� ���S�������� ���
��������	�

�� ����� K = Kact ��� K = Kpas� ��������� �� ������� g′ > 0 �� g′ < 0�
 ��� ���� ���� ��� ������ �
 ���� ������ ��� ��� ��������� ��� �����������
�
 ���� ������  �� ������ ���� �� ��� �����%���� ���� �
 "8�EE.#1 ����� ���
���� �
 � ���������� ������� ��� ��������� �
 ��� ����� <� ����� �
 ����� �� �����
	��� ������ ��� ������  ��� ��� 	� ��������� �� 
������ "��� *��� 8�E7#�
 �� �����	��� �� ���� )��� ���������� ����� ����� �
 g ��� g′ 
�� ����� ���
�����%���� ���� �
 "8�EE.#1 ��������� 1���� ���� ���� dg/dg′ =∞� ����� 0 =
dg′/dt = (dg′/dg)(dg/dt) ��� dg/dt �= 0� �����'����� ��� ����� ��	��� g(g′)
����� ���� ���� ���� � �������� ������� �� ��������� 	� ��� ������ (��������
�� g′ = 0 �� ����

0 = g′ =
dg

dt
=

dg

dg′
dg′

dt
=⇒ dg

dg′
= 0, "8�EE/#

	����� 
�� g′ = 0 �� ���� dg′/dt �= 0� ��������� �� "8�EE.#1� ����� �����
���D�������� g(g′) ��������� ��� ���� g′ = 0 ���� � ����C����� �������� ����
��������� 	� � ����$ ������ <� ��� ��������� �������� ��� ������� ���������
�� �� ��������� 	� ��� ������� ��� 
�� g′ < 0 ��� ������� ���� �� ������������
������� �� �� ��������� 
�� g′ > 0� 4��� ����� ��� ����� ��	�� 	���� �������
��� g%���� �
��� �������� ��� �����	���� ��� ���� g′ = 0 �� ���� ����������
�������������� �� g ����� �� ��)����� <������ �� ��� ����� �	��� ���� ���
����� ����� ���D�������� ��� ����� ��� �����	��� ���� � �������� ��������
�	������� ��� � ������ �������� �� ���� �����	�� �� g →∞�  ��� ������ ���
���%��������� �
 � ����� 	��� ������

• $��	�
 ?DIF  �� ��������� �
 ��� ������� ���� �� ����� ������ �� '�����%
������ ��� ���� �� 
�� ���	� E ���� Δμ = 0 ��� �� ���������� �� *��� 8�@�  ��
������ �
 ���� ������ ������� �� ��� 
��� �
 ��� 
�������� �������� μ (u)�
 ���� ������ ��� ����	�� �
 ��������� � �������� �������� "��� "8�E77# ���
"8�E7E# 
�� ����� ���������������#� 	� �� ���������� ������ ������ �������
 ��� ��$�� ����� ������ ���������� ���������� 
�� ��������� ���

• $��	�
 J ��� KF 4��� ����� �� ���	� K ��� ������ �
 ���� ������ ��� ���
��
�������� �
 ��� ����	���� ���� ������ �� ���� ������ ������� �� ���	� J
��� ������ �
 ���� ������ �� ����������� �
 ��� ��
��������� ��� '���������



��1 '��%*���������� ��������� �������� 1�/

���� ����� *����� �� �!� ����%�-���	 grigid" $!��� � ��)�	 ��	� ������ �� �!�
)������� -�������� -��� -������� ��� ����� #" ��	�����	 �� �!� �
��� ��� C�)����
�� �!� ������ �� ���� ������" $!��� �!� �--�������� �� �!� ��	�� �� 	������� ��� ����
��	�����	 &!���!�	(� �!� �
��� ����� ����� �!�$� �!� ��������� �� �!� �-���	��) $!��
g0 = 3� 9 ��)�	 ��	� ����� �� �����$�	 �� � ����������� ��	 �����6������ ����!��
��)�	 ��	� ������ &A��� ;84�<�(

	������� �
 ��� ��� ������ �� �������� *�� ���	� J ��� �'����� 
�� ���
��������� ���� ��

dg′

dt
=

3
2
εK cos ζ

V

g2
− f (u) Δμ 0

2
cos ζ,

dg

dt
= g′, "8�EE-#

���� � ����� 	��� ������ 	���� �����	�� �� ��� ��������

gact
rigid =

√
3εKactV

f (u) Δμ 0
< grigid <

√
3εKpasV

f (u) Δμ 0
= gpas

rigid "8�EE8#

"��� �����%���� ���� �
 "8�EE-# ��������#�  ��� ��������� �
 ����� 	��� ������
������� ��� �������� �
 ��� ������ �
 ���� ������ f(u)� *���� 8�EE ��������
���� ���������� ���� f (u) = 1 + c u "������ �����	�� 	���#� ���� c = 0.1
��� u > 7� | cu | �� ��� ���� ��� ������� ���� 1� ��� ��� �����'������ �
 ���
����� ��� �� ������ 
�)�����  ��� ����� ���� ������ �� ������� �� *��� 8�EE�
 �� �������� �������� �
 ��� ����%������ g ��� �
 ��� �������� �
 ��� ������
�
 ���� u 
�� ������� ������� �
 ��� ������� ������ g0 �� ����� �� *��� 8�E.� *��
g0 = 1� ��� ������� ���� )��� ������� ��� ���� ������� � ����� 	��� �����
���� � ���� �
 grigid ����� �� 2� ���� g0 = 4� ��� ������� ����� �
 ��� ������



1�0 � E5��� ��	 ���%E5��� �������� �� �!� ��	�� E6�������

���� ����� �( -���	��) g -�����	 �)����� ���� ��� ������� 	�,����� ������� ������ g0�
	( E�������� �� ���� �� �!� �������� �� �!� ������ �� ���� $!�� ������	 ���� ����
��� ����� #� &A��� ;84�<�(

�
 ��� ���� �� � ������������ 
������� 	� � ����� 	��� ������� �� ��� �����
����� ���� g0 = 3 "������� ���� *���� 8�EE ��� 8�E.#� ��� ���� ������ ����
� ����� 	��� ������� ���� ���������� ��� ���� ������ ������� ����� 	���
������  �� ������ �
 ��� ������ �
 ���� �� ��� ��>����� 	� ����� �����������
 ��� �� ��� ������ ��� �� *��� 8�E.	 ���� ��� ����� ����� �� ����� 
�� ���
����� �� ������  ��� �� � ������ �	��� 	������� ��� ���������� ���	� J ��
� ��������� 
�� � ��������� ��������� ������  ��� �� ��� �� �� ���	� K�

������$ �	���/� �� ���� �� �
 ��� �����%�������� ��%�'������ �
 ��%
���� ��� �	������ ���%����������� ����������� ���������� �������� 
�� ���
������ �
 � )���� ���� �
 �� �����������	�� ������������ ������� ��������
������ ���� � ���� �������� ������ ?���� ���������� ��� ��������� �� �
&	���	��	��%���� 
������� ��� ���� � 
������� ���5����� ���� ���� ��%
���� �� ��������� �������� �� 	���� �� ��� 	���� �
 ���� ���� �� ����������
������ ������
���� ���������� ��������� ��� ���������� �
 ��� ����� ����%
��� ���5����� �� ��� 	���� 
������� ������ ��� ����� ���)��� �
 ��� ������
��� ��
������ ����� ���� 
��� �� ���� � ����	���� ��� ����� ��� ��� ��
%

������ �������� "�����%�������� �������� ���� ��� ������ �
 ���� ��������#
��� 
��� �� ���� �������� ���� ��� �������� 
��� ��� ������ �
 ���� �
 ���
������ ����� *�� ��� ������������ 	���� 
������� ���� ��� ��������� �'������
���� 	� ������ �� � ��� �
 �������� ��B�������� �'������ ������	��� ���
������ �
 ��� ������ �
 ���� ��� ��� ��������� �� ����������� �
 ��� �����



��1 '��%*���������� ��������� �������� 1�3

 �� 	������� �
 ����� ��B����� 
������� ������ ��� �������  �� ��������
������ ���� ��� ���������� �
 ��� 	�� 
������� ����� �� ��� �	��	��%����
	���� ������� ��� �� ����� )��� �����	��� �� ������� ��� � ���
���� �	� �������
����	 �� ��� ����� ���� ��	 �	���	 � ��

 ������ � � �������� ��

 �	�
�
�
�	���� ���	�	���	
- ��� ��
 �	�������� �
 ������������� 	2�	������ 1 ������
���������� �
 ��� 	�� 
������� ����� �� ����� "�����# )��� �����	��� ������
����� '��������� 
������ �� 	� �������� R������������ ��	� �	� �	
�
����	
�
 ����	 �� ��	 ���� � ��	 ��������	 ��� 
����	� �� ��
 ����- ��	 �	�����
���� �
 �� ����	� ������������� 	2�	�����- ��� ��	 ��������	 ��� �� �������
���
	
 �� ��
 ������ �� ����� 	2�	�����- ����������� ��� ���������� 
���	

��	 ��

���	�  �� ����� ���
������� �� �����%���������� 	� ��� �����	�����
�
 �� �������� ���� � 	����� ������ ��� 	� �������� 	� ������ ��$���
��� ������� �
 ��� 	�� 
������� ����� �������� �� ��������%���������� �� 	����
*���������� ��� ������ �
 ���� ������ ���� �� ������ ���� �� ����������
����)������ ����� ��� ��)������ ���� �������� ������ <� ����� ��	� ��	 �	�
������� ����	 �	�	��
 �� ��	 �	������	���	� �	������- �  ���	 �	������ �	����
��� � ��	 �	���	 � ��

 ����� 	2�
�� ��� ������ ����� ����������� ��������
�� ��� ����� 
�� ��� ������������ ������� �
 ������ �� ������������ �����	���%
���� �
 ��� ��������� �
 ��� ������ ����� ���������� ���� 	� ���������� 	�
�� �� ������ �����	��� !������������ ��� ����������� �
 ��� �������� �� ��%

� 	����� ��� '��������� 	������� ����� ��� ����������� ��� ���������
������ F���������G ������ �� �	��� ������� �� ��� 
������� ����

 �� �������� ���� ������ ���� ��	 �	�	��	��	 � ��	 �	� ������� ����	 ��
�	������ ���L�� 
��	�� �
 ������� �� ��	 	2�
�	��	 � 
�	��� 
���	 ���������
�
1 ����� �� ����� ��� ������ �
 ���� ������ �� ����	�� �
 �������� � ������
����� 	� ��� ������� ��� ���� �� ���� ������ �� ��$��� �� 	� ���������� �%
���������� *������� ��� �������� ��� 	��� ����������� ����
�� �� ��� ����� �

��� ����� ������ ���� ���� �
 ��� ������ �
 ���� ��� ��� ��
�������� ����
� ����	���� ����� �
 ��� ������ ���� ���� ��� �� � ������ ��� �
 ��������
��B�������� �'������ 
�� ��� ������ �
 ���� ������������ ��� ��� ����%������
	� ����$��� �� ��� ����������� �
 ������ � ������������ ����
 �� �������

�
 ��� ������� ���������� 
��� ��� �������� �'������ ���� 	� � ����������
���������

):�:) 5������	 ?	� .������� ����	� ?	� ��� ������� ���$

<� �� ������� �� ����������� ������� �������� �
 ��� �	����� ���� ����
'����������� ����� ����������� �
 ��� ������ ������� �� 
��� #����� ��� '	,
�"�
�� ,E@/0 ���$�� �� ��� ����� >�� �
 � ������� �������� ���� � �����
	�� �
 ����� ��� 	���� 
������� ��� ��������� �
 � �	��	�� ���� SC ���
� ��������%��������� ���� SV ��� ���� S = SC + SV ���� � '�������
���������� �
 SV �� ��� ��������� �������� u "��� ���� ����� /�8�E#A

SV = ρ q (| u| , | N | ) | u| u, "8�EE6#



1�4 � E5��� ��	 ���%E5��� �������� �� �!� ��	�� E6�������

����� u �� ��� 	���� ��������� N �� ��� �������� ������ �� ��� 	��� ρ �� ���
������� ��� q � ������������� ���������������� ���5����� ���� ��� ����
������ �� u ��� N� �	����� ������

SV =
ρ g

ξ
| u| u, "8�EE@#

����� ξ �� ������ F���������G� ���� ����� �� ��� ��� ��������� �
 �� �������%
������ �	�������

q =
g

ξ
. "8�EE9#

<
 x �� ��� ��������� ���������� ��� t ��� ����� ���� ��� ������������� �����%
���������� ������������ ���� �
 ���� ��� ������ ������� ��$� ��� 
����

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) = 0,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= sin ζ(x) −

(
μ cos ζ(x)+

qu2

εh

)
−εKact/pas cos ζ(x)

∂h

∂x

"8�EE;#

��� ��� 	� ������ �	D��� �� ��� 	������ ����������

h (xF (t)) = 0, h (xR(t)) = 0,

����� x = xF (t) ��� x = xR(t) ��� ��� ��������� �
 ��� 
���� ��� ����
�������� �������������

3�)���� �������� )��� '�������� �� 	�
��� 	�

f =
1
V

∫ xF(t)

xR(t)

hf dx, V =
∫ xF (t)

xR(t)

h(x) dx, "8�E.7#

��� �'������ �
 ������ 
�� ��� ������ �
 ���� ��$� ��� 
���� "��� "8�@.##�

d u

dt
= sin ζ(x)− μ cos ζ(x)− 1

ε

(
qu2

h

)
,

d x

dt
= u, "8�E.E#

�������� ���� u > 0 
�� ��� t > 0�  � ����� ��� ��������� �'������ 
�� ���
��
��������� �� ���

ũ = u− u(t), ξ = x− x(t), τ = t, "8�E..#

��� ���� ��� ������ �� � ������ ������� �� 	�
���

∂h

∂t
+

∂

∂ξ
(hũ) = 0,

∂ũ

∂t
+ ũ

∂ũ

∂ξ
= cos ζ(x)

dζ

dx

∣∣∣∣
x=x

− (μ− μ) cos ζ(x)

−1
ε

{
qu2

h
−

(
qu2

h

)}
− εKact/pas cos ζ(x)

∂h

∂ξ
,

"8�E./#



��1 '��%*���������� ��������� �������� 1��

������	��� ��� ��
�������� �
 ��� ����� <� "8�E./#� ζ(x) ��� 	��� �������� ��
)���%����� �	�� ��� ������ x �� ������ 
�� ��� ������� �B���� �
 ��� 	���
(dζ/dx)

∣∣
x=x

�  ��� ������� ���� "8�E.E# ��� "8�E./# ��� ����� ���� 
�� >���
���� �������� ������

 �� ���� �
 �������� �'������ "8�E.E# ��� "8�E./# ��� ��� �� � 
��� ����
�� �������	�� 
�� ��� �$����� x, u, h ��� ũ�  � ���� ���� ��� �	�����
���� ����� 
����� ������)������� *�� ����� ��� 
�������� ��������� ��� 	�
�������A

(
qu2

h

)
=
q u2

h
+O (εα) , α > 1,

qu2

h
−

(
qu2

h

)
= O

(
εβ

)
, β > 1.

"8�E.-#

 ���� ���������� ��'��� ��� �������� ���)��� �� 	� ������ ��
��� ���
��������� ��� ����������� ����� �� 	� �������	�� �� ��� �	����� �����  ���
��������� ����� �� �����)���� '���������� ��
��������  �� )��� ������ �

�'������ ���� 	������

d u

dt
= sin ζ(x)− μ cos ζ(x)− q u2

εh
,

d x

dt
= u,

∂h

∂t
+

∂

∂ξ
(hu) = 0,

∂ũ

∂t
+ ũ

∂ũ

∂ξ
= cos ζ(x)

dζ

dx

∣∣∣∣
x=x

− (μ− μ) cos ζ(x)−εKact/pas cos ζ(x)
∂h

∂ξ
.

"8�E.8#

4��������� ��� �	����� ���� ���5����� �������� �B���� ���� ��� ������ �

���� �������

���� ��� ���������� ������ �� ��� ������� �������� �� �� ��� ��������
������
�� �������� ���������� �������� �
 ��� ����	���� ��� �����  � ���� ���� ��� �
������ q = �������� ���

μ =
μF − μR

2g
ξ +

μF + μR
2

=
Δμ

2g
ξ + μc,

g = ξF = −ξR, ũ = ηg′ =
ξ

g
g′ =

g′

g
ξ =

1
g

dg

dt
ξ,

"8�E.6#

����� g �� ��� ����%������� μc ��� ���� �
 ��� ������� �
 ��� 	�� 
�������
����� ��� Δμ ��� ������ ��������� 
��� ��� 
���� �� ��� ���� ������� (��������
ũ ��� 	��� ������ �� 	� �������� ������	��� ���� ��� ���� ������� ����
�'������ "8�E.6#� "8�E.8# 	�����
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dX

dt
= u(t) cos ζ(x),

dY

dt
= u(t) sin ζ(x),

d u

dt
= sin ζ(x)− μc cos ζ(x)− 2q

ε

u2

V
g,

d x

dt
= u,

dg′

dt
=

3
2
εKact/pas cos ζ(x)

V

g2
− Δμ

2
cos ζ(x) +

dζ

dx

∣∣∣∣
x=x

cos ζ(x) g,

dg

dt
= g′,

"8�E.@#

����� Kact/pas = Kact/pas(xRef) ��� ��� )��� ��� �'������ ���� 	��� �����
�� �������� ��������� ��� ����C����� (X) ��� �������� "��������� Y # �����%
����� �
 ��� ������ �
 ���� ���������

 �� �������� ��B�������� �'������ "8�E.@# ����	�� � ���%����� �������A ���
������ �
 ���� ������ �� �B����� 	� ��� ��
��������� �� ��� ����� ����� ���
������ �
 ���� ������ ���� �B���� ��� ��
�������� ��� ��� �	����� �����
�������� �� �� ������� 
��� ��� �����%���� ����� �
 "8�E.@#3,5� ����� 	���
������� ��� �����	��� �� ��� ����������� ��� ������������� ������ ������� <�

���� ��� '��������� 	������� �
 ��� �������� �� ������ ���� �� 	� �� 
������A

(i) ���� ��� �����%���� ���� �
 "8�E.@#5 �� �������� 
�� 	��� Kact ���
Kpas� dg′/dt < 0� �� g′ ���� �������� ��� ����� ����� ���D�������� ����
	� ��������� 
��� ����� �� ��
�� �� ��������� �� ��� ��
� ����� �
 *��� 8�E/�
��� � 	������� ������ ���������� �� � ����� 	��� ������ ��� ���
���� ���� ���������

(ii) ���� (dg′/dt)
∣∣
K=Kact

< 0 < (dg′/dt)
∣∣
K=Kpas

� ��� ��� dg′/dt < 0 
��
g′ > 0� ��� dg′/dt > 0 
�� g′ < 0� 2���� ����� ���D�������� ��� ���������
��� ���� ���� ���� ������� ��� �������� 	��� 
��� ��� ��
� ��� 
���
��� ������ ����� � �������� ������ g �� ����������� ������������� �� �
����� 	��� ������� �� ���������� �� ��� ������ ����� �
 *��� 8�E/�

(iii) ���� ��� �����%���� ���� �
 "8�E.8#5 �� ��������� dg′/dt > 0� �� g′ ����
�������� ��� ����� ����� ���D�������� ��� ��������� 
��� ��
� �� ������
�� ����� �� ��� ����� ����� �
 *��� 8�E/�  �� ���� �� ����������

2���� ����� ��	��� ���$ '����������� ��� ���� �� ����� �� *��� 8�9�  �� ������
�� *��� 8�E/ ���������� �� ��� �����	������� �
 ��� ���������� ���� 	����
����� A� ������ ��� �������� [A,B] ��� �	��� ����� B� �������������
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dg′
dt

∣∣
Kact

< dg′
dt

∣∣
Kpas

< 0 dg′
dt

∣∣
Kact

< 0 < dg′
dt

∣∣
Kpas

0 < dg′
dt

∣∣
Kact

< dg′
dt

∣∣
Kpas

���� ����� *��������� �� ��������� �� -!��� �-��� ������ &��	�����	 �� �����( �� �!�
���)!����!��	 �� g′ = 0 ��� ����������) &left(" ��)�	 ��	� &middle( ��	 �5���	��)
&right( =�$� &A��� ;�/8<�(

*�� "'
0(������
��� ���������� �
����
��

 ��%����������� ���������� �������� ���� 	��� ������� 	� #����� ���
)��!� ,E@60 
�� ��� ����������� ������ �
 � )���� ���� �
 ������� ����
�	��	����	�	��	�� ��� �	��������	�	��	�� ��������� �	
�
����	 
�� � ����%
��� ���� ���� ���������� ����� �� ����� ���� ��� ����	���� ������	����� �
 ���
������ 	��� �� ��� ����>�� ��� �����>�� �����������  �� ������ �� �����%
����� ���� ���� �
 ��� ������ �
 ���� ��� ��� ��
�������� �������� �� ���  ���
������������� �� �����	�� �������� ���� ��� �B��� �
 ��� �	����� ���� ��
��� ��
�������� �� �������� ���� ��� ��� ����� ��� ���������� �������� �� �����
�
 ��� ������ �
 ��� ���� �
 ��� ������ ���� ��� 	� ���������� �������������
*�� ���� ������� �� �������� "/�@;# �
 ����� 3.5.3 ������	��� ��� ��
��������
��� ������ �
 � ������� ���� ���� �� �������� ������ *��� "/�@;# ����%
������ �������� ������ 	� �������� ���������� ���������� ��� �������  ����
��� ������ ����������� 	���� "/�@;# ��� ������ ��� ���������� ���������%
����� "/�97#� ���� ��� ����� ����������� ��� ��������� �
 ���������� ��������
��� 	� �������������  ���� ���������� �������� ���� ���������� ���� ���
�	��	�� 
������� ������ φ ��� δ ���� $��� �������� ,E@6� E@@0� ���� ��
�������� ���������� ����� �'�������  �� 	���� �� "/�9E#� ����� ��� ��� ���%
�����C�� 
�� ��� ���� ���� ��� ������ �
 ���� ���� �� � �������� ����� ��)����
��� �������� ���������� *�� � ������ 
��� ���� ����� �� �������� ����� ����
�� ����������� ��� <� "/�9E#� �� ���� ���� vc = 0 ��� yc = 0 �� ���� "/�9E#���
����� �� ��� �'������ 
�� uc ��� xc� ������ "/�9E#��� ��� 	� ��� ������
��� ��������

1� �� ��� ���%����������� ���� �
 ������ 5.2.1 ��� 5.2.2� �� ���������� �
������� �� ����� ��� ����� ��� ��B������ �������� ������	����� ��� ����������
��� ��� ���)��� ��� ������ ��������� �� ���������� �� ��� ���������� ���
������� ����������� <� ���� �
 ����� �� ������ ��� ���������� �����	��� ���� ���
���������� 	� ��� ���
 ������ �
 ��� ���� �� ��� ��� ��������� >�� �����������
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ν =
ξ

g(τ)
, μ =

η

f(τ)
, t = τ. "8�E.9#

*��� "8�E.9#� �� ����� ��� 
�������� �������� �
 ��� ��B�������� ���������
	������ ��� ��� ��� ��� �����	���

∂

∂ξ
=

1
g

∂

∂ν
,

∂

∂η
=

1
f

∂

∂μ
,

∂

∂τ
=

∂

∂t
− g′

g
ν
∂

∂ν
− f ′

f
μ
∂

∂μ
,

"8�E.;#

����� ������ ������ ��������� ��B������������ �	�������� ��������� "8�E.9#
��� "8�E.;# ���� "/�9E#��� ��� ���$��� �������� 
�� ��� ��B������ �������� ��
��� 
���

ũ = g′ν, ṽ = f ′μ, "8�E/7#

������ ��� 
�������� ��� �
 ��
�������� �'������A

∂h

∂t
+
h

g

∂ũ

∂ν
+
h

f

∂ṽ

∂μ
= 0,

∂ũ

∂t
= −B

g

∂h

∂ν
− 2
| uc |
Ξ h

g′ν, "8�E/E#

∂ṽ

∂t
= −D

f

∂h

∂μ
− | uc |
Ξ h

f ′μ− C f ′

| uc | μ,

�� ����� τ ��� 	��� �������� 	� t� 1���� ��������� ũ ��� ṽ 	� "8�E/7#� ���
������� 	������ �'������ "8�E/E#2,3 ����� ��

∂h

∂ν
= − ν

B
g

{
g′′ + 2

| uc |
Ξ h

g′
}
, "8�E/.#

∂h

∂μ
= − μ

D
f

{
f ′′ +

(
C

| uc | +
| uc |
Ξ h

)
f ′
}
,

����� B,C ��� D� �� ��)��� �� "/�89#� ���

B = ε cos ζKx, C = cos ζ tan δ, D = ε cos ζKy, "8�E//#

��� Ξ �� ��� �	����� ���� ���5������ ��� "/�8@#� ?��� �'������ ������ ��
������	�� 
����  �� �����%���� ����� �
 ���� �'����� ��� � ������ �
 ν "���
μ� ������������# ��� � 
������ �
 ����� <� ����� �� ����� ����� �'������� ��
����� ���� ��� ������� ���� ��������� ��� � ������� ����	������� ����� ����
�� ��� ����� �
 ������ ��
���� ���� �� �������� ���� ������� ��� ����������
�
 ��� ���� ���� �������� ��� ������� �	������ �� ��	������� ����������� "���
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���� ����� *�,����� ����	����� �������" -���� ���$ �� �!� )������� -���� ��	 �5%
-�������� �� ���������� ��������D �( ������� �������� -��S������ �� �!� )������� -���
��	 )������ -������� �� ����-��� ����� 	( A�5�	 	����� ��������������" �)��� ���� �
�������� �����

*���� 8�E@ ��� 8�E9#�	 <� ��� ������� ��������������� ��� ����%������ 
�������
g ��� f ��� ����������� �� ��������� ����%���� �
 ��� ��������  ����
���� ���
�����
�������� �
 ��� ����������� ��� ���� ��� "ν, μ#%����� 	� ��� ��� "8�E.9#
���� ��� ���������� ������ ���� ��� �������� �
 � )��� ������ ���� ��� ������
�� ����� �� *��� 8�E-�

��� �����
���� ����� ��� ��������� �������� �� ���� ��� 
���

h(ν, μ, t) = H0(t)
(
1− ν2 − μ2

)
, "8�E/-#

����� H0(t) �� ��� ��������� ����� �� ��� ������ �
 ��� �������� �	��������
"8�E/-# ���� "8�E/.# ������

	 E���-����� -��� �!�-�� $��� ����� �������	 �� ��� ���������� �5-��������� �!��
��� �� �� ��	������� �!�� �!� �����-����� ���	��) ���� &8�/3( �� &8�0�(
��	 �!�� �� &���8�( ��� ��� ������� �!� ���������� ��������� �� �!� ���-��+�	
�6�������" !�$����" ����� )��� ����)!� ���� �!� 6���������� ��!������ �� �$�%
	���������� �	������	 �������" �� $��� �� 	����������	 ������
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H0(t) =
g

2B

{
g′′ + 2

| uc |
Ξ h

g′
}
,

"8�E/8#

H0(t) =
f

2D

{
f ′′ +

(
C

| uc | +
| uc |
Ξ h

)
f ′
}
.

 ���� �'������ 
��� ��� ������%����� �������� ��B�������� �'������ 
��
��� ��������	 	2���
��� ��	;��	��
 g(t) ��� f(t)� ������������� ������	� ����
H0(t) �� � $���� 
������ �
 ����� 1 ���������� 	������ ����� ���5������
��� H0(t) ��� 	� ����	������ 
��� ��� ������������ ��� �
 ��� ����� �
 ���
����������� ����� �� ��� ������� ��� ����� ����� V

V =
∫∫
A
h dξdη = H0(t)

∫∫
A0

(
1− ν2 − μ2

)
g(t)f(t) dνdμ

= H0gf

∫∫
A0

(
1− ν2 − μ2

)
dνdμ = H0gf

∫ 1

0

∫ 2π

0

(
1− r2

)
rdθdr "8�E/6#

= 2πH0gf

∫ 1

0

r
(
1− r2

)
dr =

πH0

2
gf,

����� A0 �� ��� ��� ������� ����� ����� ��� ������� ����� �� ����������

H0 =
2V
πgf

. "8�E/@#

�� ��� �����

h =
2V
πgf

(
1− ν2 − μ2

)
, "8�E/9#

��� ��� ���� ������ �� ����� 	�

h =
∫∫
A
h dνdμ =

∫∫
A

2V
πgf

(
1− ν2 − μ2

)
dνdμ

=
2V
πgf

∫ 1

0

∫ 2π

0

(
1− r2

)
rdθdr =

2V
πgf

2π
∫ 1

0

r
(
1− r2

)
dr

=
4πV
4πgf

=
V

gf
. "8�E/;#

4'����� "8�E/9# ��������� ���� ��� �������� �������� �
 ��� ������ ���)�� ��
$���� ���� g ��� f ��� ����������� �	�������� ��� ���� �
 H0 ��� h 
���
"8�E/@# ��� "8�E/;#� ������������� ���� "8�E/8# �� �	���� ��� ������%�����
�������� ��B�������� �'������ 
�� g ��� f �� 
������A

g′′ +
(

2
| uc | πgf
ΞV

)
g′ =

4BV
πg2f

,

"8�E-7#

f ′′ +
(
C

| uc | +
| uc | πgf
ΞV

)
f ′ =

4DV
πgf2

.
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���� ������� �� �� �����	����� ��� ���� 	������ "8�E/E#1 ���� ��� ��)������
�
 ��� ��B������ �������� "8�E/7#�  ��� �� ��� ��5��� �� ����� <������ 
���
"8�E/7# ��� "8�E/9# ��� �������� ����

∂h

∂t
+
h

g

∂ũ

∂ν
+
h

f

∂ṽ

∂μ

=
∂

∂t

{
2V
πgf

(
1− ν2 − μ2

)}
+

2V
πgf

(
1− ν2 − μ2

) {1
g

∂ (g′ν)
∂ν

+
1
f

∂ (f ′μ)
∂μ

}

=
2V
π

(
1− ν2 − μ2

) {(
− f ′

gf2
− g′

g2f

)
+

1
gf

(
g′

g
+
f ′

f

)}

=
2V
π

(
1− ν2 − μ2

) 1
g2f2

(−gf ′ − g′f + g′f + gf ′) = 0.

 ��� ����� ���� �� ��� ���������� �� �� ������������

%��	����� ��	$�����  � ��������� ��� ������ �
 ��� ������ �
 ���� ���
��� "����������� ��� �����������# ��������� ����� �� ��� ����� �'������
"/�9E#1,3 ���� vc = 0 ��� "8�E-7#� ������������ ��� �������� �'������ ���

d xc
dt

= uc,

d uc
dt

= sin ζ − C uc
| uc | −

| uc | ucπgf
ΞV

,

dg

dt
= g′,

"8�E-E#
dg′

dt
= −

(
2
| uc | πgf
ΞV

)
g′ +

4BV
πg2f

,

df

dt
= f ′,

df ′

dt
= −

(
C

| uc | +
| uc | πgf
ΞV

)
f ′ +

4DV
πgf2

.

 �� ����������� �
 ����� �'������ ��� 	� ���
����� �	D��� �� ��� 
��������
������� ����������A

xc(t = 0) = x 0
c , uc(t = 0) = u 0

c ,

g(t = 0) = g0, g′(t = 0) = g′0, "8�E-.#

f(t = 0) = f0, f ′(t = 0) = f ′0,

������������� �� � ���� ���� ������� ������ 2g0 ��� ������� ����� 2f0� !�����
���� �� ������� "8�E-E# ��� ���� �����	�� t �� ��� ������� �
 τ ��� ��������
V = hgf �� ��� 
��� "8�E/;#�

 ���� ��� ���� ������� ���������� �
 ������ "8�E-E#� ���� �
 ���� ��� ������
	�����
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; <� �������� ��� ������ �
 ���� ������ ��� ��� ��
�������� ��� ������
�������  ��� �� �� �� ��� 
��� ���� ��� ���� (| uc | ucπgf) /ΞV �� ��������
�
 uc ��� gf �

; ������ ��� ������ ������� ���� "Ξ → ∞#� ��� ������ �
 ��� ������
�
 ���� �
 ��� ���� �	�����	
 
��� ���� �
 ��� ��
���������  ����
����
"8�E-E#1,2 ��� "8�E-E#3−6 ��� 	� ������ ���������� 
�� ��� ������ �
 ����
������ ���� ���� �� ���������� 
�� ��� ��
�������� ��� >��� �������������

; *��� "8�E-E#4,6 �� 
������ ���� ����� ��� ����� 	� � ����� 	��� ������
"
�� ����� g ��� f ��� ��������# ���� 
�� )���� Ξ� 1 ����� ������ ����
��'��� g′ = f ′ = dg′/dt = df ′/dt = 0� 	� ��� ���������� dg′/dt = 0 ���
df ′/dt = 0 ��� ��� �����	�� 	����� 
�� g′ = 0 ��� f ′ = 0 ��� �����%����
����� �
 "8�E-E#4,6 ��� �������� �� ���� ���� �� �� ��� �������� �
 ��� �����
4BV/πg2f ��� 4DV/πgf2�

; ����� g ��� f ��� ����� 	� ��������� �� 
������ 
��� "8�E-E#2 ���� ��� ������
�
 ���� ��� ����� 	� ������ 
�� )���� Ξ� *�� Ξ →∞� C = sin ζ �� ��� ����
������ �������� ����� �� ���������� ���� ��������

�� 
�� �� ���� ����� ���� ��� ����� ���� ��� � ����	���� ��� ����� ���
������ ����� ��� �����������  �� ����%���� ��� ��� �������� ��� �������� �

��� ������ �
 ���� ��� ��������� �����������  ��� ������ ��	 ����	2� �

��������� 
�������
� #����� ��� )��!�� ,E@60 ������ ����A

• ��� �������	�
����� 
��	�����- � ����� ���� ������ ��	
 ��� 	2�
�- �� ����
�	� ���� ��	 ����	
 � ��	 �	� ������� ����	 ��� ��	 ��	;��	�� � ��
���

���� ��	�
• , 
�	���  ��� �	������ � ��	 �	���	 � ��	 ��

 ������ �	 ��������	�- ���
��	 ������ � ��	 �	���	 � ��

 �	�	��
 �� ��	 ����	 � ��	 �	�����
��	;��	���
• 5�	 �
�	�� ����� � ��	 ������ ���	 �	�	��
 �� ��	 ��������� � ��	 �	�
������� ����	 ���� ��
�����- �
 �	�� �
 �� ��	 ����	 � ��	 ��	;��	�� � ��	
��
���
 �����

 ���� ���������� ��� ������� ��
������� 
��� "8�E-E#�  �� �������� ������%
����� ����� �������� ���� ��� ������ �
 ��� ������ �
 ���� ��� ����� ������
������ ���������� ��� ��� ������������� ����������� ��� ���������� ������%
���� ��� ������ ��������� �� ���� F�B������ ����� ������ ������G �� ������
�	������� *����� 8�E8 ��� 8�E6 ���� ���� 
�� ���������� �� ��������� �� ���
������ *���� 8�E8 ����� �������� ��������� �
 g ��� f ���� ��� �	�����
���5����� Ξ �� ���� �������� 	� Δδ = δfront− δrear ������ ��� ���� ������ <�
�� ���� ���� 	��� ����������� ��� �������� ���������� ��� �B����� 	� �����
����������� ��� �� ��� ����� ������ ���� Ξ ≥ 103 ������ ������ ����� ����
�� 	� ���������� ���� t 	������ ������  ��� ��������� ���� ��� �	�����
���� ��� ���������� �
 ��� 	�� 
������� ����� ��� ���� �B������ �� ���������
����������� 	��������
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���� ����� ���-���� ��������� �� �!� ����%�-���	� g(t) &����� ����( ��	 f(t) &��
��
����(" ���������	 ��� φ = 35◦ ��	 �!� -!������ -��������� �!�$� �� �!� ������ �� �!�
���� ����� Δδ = δfront − δrear �� �����	 $!��� Ξ �� !��	 +5�	" �� �!� ���
� ���� �� ��
�!� �--������ (εx, εxy) = (0.5, 1) &top( ��	 (εx, εxy) = (0.5, 0.5) &bottom(� 9��� ����
�!�� εx = [H ]/[Lx] ��	 εxy = [Ly ]/[Lx]" $!��� H �� �!� ��-���� �������!� !��)!�"
��	 Lx ��	 Ly ��� �!� ��-���� �5����� �� �!� �������!� �� �!� x% ��	 y%	���������"
���-��������� &A��� ;�/ <�(

 ���� ��� ���� 	� � ������ ���������� �
 ��� ������ �
 ���� ������ �� ���
�	����� ���5������ *���� 8�E6 �������� �������� 
�� ����� <� ��� ��� ���
������� ��� ������ �
 ���� ��������� xc� �� ��� ����� ������ ��� ������ �
 ����
��������� uc� "	��� �������������# ��� ������� ������� ������������� ����� t�

�� ������ ����� �
 ��� ��������� Ξ� *�� ���� ����� Ξ ����� "Ξ > 1000#�
��� ������ �
 ���� �������� �� ����������� ������ �� ���� ��� ��� �������� �����
'������������  ���� ������ ��� �� ��������� �����	������� �
 �� ������� ���%
��������� ����� ���� ���
����� ������ ��� �	����� ����� ���� �������
��������� "���������� Ξ �����#� ��� ������ �
 ��� ������ �
 ���� �������� ��
���� ��� ���� �������  �� 
��� ���� ��� ������ 
�� εxy = 1 ��� εxy = 0.5
������ ��B�� �� �� ���������� ���� ��� ������ �
 ���� ������ �� ���� ���������
�B����� 	� ��� ����� �
 ���������� �� ��� ����� ����� ���� ��� �����
�
 ��������� �������� ������� �� 	��� ��� ��� ��� ������ ���� 	��������
������������ ��� ���������� �
 ��� ������� ����� ���� ��� ��������� ������
�� �� �	������ ���� ��� �������

 �� '��������� ������ ������ 	� ��� �������� �
 ���������� �������� ���
���������� ���� ���������� ��� ����� �� ���� ���� � �	��	�� ������� ���
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���� ����� ���-���� ��������� �� �!� ������ �� ���� -������� xc ��	 ��� �������� uc
���������	 ��� φ = 35◦ ��	 �!� -!������ -��������� �!�$� �� �!� ������" $!��
�!� ������ ���K����� �� �����	� ���-�������� !��� ���� 	��� ��� (εx, εxy) =
(0.5, 0.5) &left( ��	 (εx, εxy) = (0.5, 1) &right(� &A��� ;�/ <�(

����	����� �������� 
������� ������� � ������ ����� ������� �� �� ��������
����� ������ 	� ��������  ��� �� ��������� ��$�� �� �� ������� �� F��D���G
��� �	��	�� 
������� ���� ������� �� F���������� ��������	��G ����� ������
� ��������%��������� ������	���� ������������ ��%����	������ ��� ���������
�
 ��� ������ ������� �������� �� �����	����� ��� � ������ ����� ������� �

� ��� ��������� �
 ����	���� ����� 	� ���������� ��� ����� 	��� ������
���


��� �� ��� )��� ��� � �����	������� �� ������ ���������  ��� ��'������
� ������ ������	���� �� ��� ���� ��� ��� 	� �������������� �	�����������
<� ���� ������� 	� ����������� ����� �� �������� ���� >���	����� �� ��������
��� ����� ���� )��� �����

1� 
�� �� ��� ������������ ����������� �
 ��� ���������� ���������� ���%
����� ��� �� �������� ���� ����� 	��� ������
�� <� ���� >��� ������� ���
����	���� ��� ��� (%���� �������� ���� ������� �	������� ���� ������ �����
���$��� ��$� ����	���� ���� ���� �	������� ������� ���� ������ 	���$��� ���
�������� �� ��� �����%���� ���������� *�� ���%����������� ����������� �����%

�
 �� �!�-�� ��7�1 �!� ������ �� ���	 	�$� �������	 -����� �� �5-�����������
���	��	 ����) ������� ���� ������������ �!��� ��� ��	�������� ��� ���� ���)
�!���� �� ���������� ����� ����������� ��)��� �!�� � ����	� ����� =�$ ��� ��
��������!�	 ��� 	�$�������� L!��� �!�� ��������� �� ��#���" �� �� !�$����" ���
���-������ ���������)�
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���� ���#� �6����� �� -!���)��-!� �� � �����) ���� �� 6����. ���	 	�$� ��
�������	 -���� �� � 45◦ ����������� ��)�� �����) �� � �����! ��������� ��������
�!� ���)�� ��� �� �!� ����# �� �!� ����� ���� ������ -������� ��� ���������� -��
�����	" �� �!� ������ ��#�� ����� �4 ������ -�� �����	� �!� ������ ��������� ����
� �!����� �� �-!������ ��- )������� �� ����� �!� $��� ������� �!�$� �!� )�������
���� ����	������ ����� �!� ��- !�� ���� �����	 �� �������) �� ����� � !���.�����
�5�� �� ��� �--�� ��	" �!�� ��������� ������) �!� )������� ����� �!� ���� 	�����-�
���� � 	��-��� �!�-� ��	" �� ���� -�����	�" ������� ����)���	 $��! � -��)���������
���)�� ��-��� �����" L/B� �!� 	�������� �� ������ �� ���� ��� �� ������� &��������
�� $� ������ ��	 �� ������(�
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���� ���$� ��� �� A�)� ���/ ��� ��� � �����) ���� �� -������ ���	� &��������( ��
� ���	 -�-�� ������) �� �!� �������	 -����� ���� �!� ���! ���� 	�,��� ���)��� 	��
�� ����������� -������� �������) ������� �� �!� ���)�� ��	 �������� ��)�� ���$��� �!�
-������ -�������� ��	 �!� ���	 -�-�� ��	" ��	 �!� !�)!�� ���K����� �� �����������
��	 � ������ ���-������ �� �!� �������� �!�� �� A�) ���/� ��������" �!� ��-���
����� �� �!� 	��-���� �� ���)�� �!�� �� A�)� ���/� &�������� �� $� ������ ��	 ��
������(�
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��� 
��� � ������������ ��������� ����	���� ����� ���� ����%��$� ���������
���������� �������� ��� *���� 8�E@ ��� 8�E9� ����� 	���$ ��� ��	�� �����%
��� �
 ��� �������� 1 ��$��� ������ 
�� �� ���	����� �� �������� ��� ��������
����	���� ���� 	� � ���������� �
 ��� 	�� 
������� ����� ��� ��� ��������
������ ��� ��������� ������� *����� �������� �� ������ �� ����� ���� ������



/ ,-��� ��������	 
�� *��$ ���������	

�� �������& "��	

 �� >�� �
 ������� ��������� �� �������� ���� �� � ������� ������� �
 ���%
��� ��� �������� �� ������� ����������� ���������� (��� ����������� ��� ����%
������� ��������� ��������� ��� 	� �	������ �� ��� >����  �� 	�������
�� ��B����� ��������� ��� ������� ��� ��� �� � ���� �������� ���������
���� ���� �������� ��������� �� ������� �� �� ����� ���� 
������ � ����� ���
	������ ��� ������� ���$��  �� ��������� �
 ��� �������� ������������� ����
������� ��� ������� ��� �����	���� �� ������������ �� �������������� ���

����� 
������ ��� ��� )����� ��� ��� �������� �� �	����� �
 �� ������������
>��� 3�� ������� >��� �
 ����� ����� ��� ����� ��������� �� ���� ��������
����C����� ��������� ���� �� �������� 	� ��C� ��� 
��� 	����� ���������� �����
��� ����� ����������  �� >�� �
 ��� ������������ ��������� �� ��� ����� ���
	������ ��� ��%�������� ���$� ��� ��������� �� ��� ����������� ������ ���
��� ��	������ �
 ��� ��������� �� ��� ������� ���� ���� ���
���� � ����� 	���
������� <
 ��� ����������� ������ �� ������������ �� � F�� ��� ���� ������G�
���� � ��������� ����� �B��� �� ��������� �� ����� �� *���� .�E7��	��� <
 ���
�������� �
 ��� �������� �� 
����� ��� ���� ��� ����������� >�� �� ��� 
���
��
��� �� ��������� ���� ��� ���������� ��������� � �������� ��������
	������ ��� ����� ��� ����� ��������� �� ����� �� *��� .�E7��

?����� �
 ��� �����)����� ��� ����� ������ ������ ���������� ��� >�� �
 ����%
��� ��������� �� �������� ���� �� ����� ��������� ��� 	��� ��������� ��������
���� ��� ���� .7 ������  ���� ������ ����������� �� ���� �� ����� ���������
��� �� �������� ����������� ������ �� ���������� 
��� �������� ������
�� ������������ >�� �� ����� �������� ������ 1���� ��� ���� �������� ��%
���������� ������ �
 >�� �� � �������� �������� ���� �� ������������� 	� �
�������� ��� ������ ��
��� >�� �
 ��������� ��� ��� ���$� 	� #����� �� ���
,E-;0 ��� '���"��� �� ��� ,.;E0� <� ��� ������ ���$� ��� ������� ��� ��������
)���� ���� �������������� ���������� 	� ���� ����	�� ����	��� �	
�����	
��������  �� ������ ���������� ��� ������� ��� �������� )���� ������ ���
����������� ������ �� ����� ����� �� ���� �� ����� 6�-� <� ����� ������������
������� ��8
�����
� ,/8/0 
��� ��	 ������� ����	 � �	��
	 �� �	 ����

� ����	��-���� -������� ������� ��� -������� ��������)�� �� $!��! -�������� $��!
	������� -��-������ ��� -������H �� ����	��-���� ������� ��� -�������� !��� �!�
���� -��-������D ��.�" ���� ��	 �����������
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��������� �� ��	 
����	 � ��	 ������� �	������� ������� ����� ��� �����
,..E0 
��� �� �� ���� ���� ��	 
����	 ���� � ��	 ���	�	������ ��	 �� �������
�� ������ ������� ������������ 1�������� �� ������� �� ��� ,.E9� .E;0 ���
6�5� ��� ������� ,/7@0 ����� �	���������� ��� ������� �����������

���������� �
 ���������� ����������� >�� ���� 	��� ������� �� 	� ����	�
��� .���� ,-/@0 
�� ������� ��� .�
��	��4 �� ��� ,8-0 
�� �	�� ����������
?��� ������ ������ ��B����� ������������ �
 ��� ������� ����� �
 ������ ��
�������� ������ ����� �������� 
������� ��� �������� ������ <���� �
 ����������
������ �� �������� ���� ���� 	��� �������� 	� #	"" ��� �+�������
,E8-0� �������" �� ��� ,.-;0 ��� 2�	�� �� ��� ,E960� (����� �� ���� ����������
������ �� ����� ��� ��������� ������ �� ������������ ��� ���� 	��� ������
	� &��
��� �� ��� ,.9E0 ��� &
������ �� ��� ,.660�

<� ���� �������� �� ���� 	� �������� ���� �������� F����� ���G ��������%
��� >���� �� ���� ����������� ��� ��� ��������� ������ ��� 	� ������� ��
����������� ��� >�� ��������� ��� ������ 	������� �� � ������ ��������
��������� )���� ���� 4���� �������� 
�� ��� ��������� ������ �������� �����
��� ������ ���� ��� ���������� 	� �������� ��� �B���� �
 ���� 
�������� ���
������� ��� ���������� ��������� ��� ������ ��������� �� ���� �������  ��
	���� ��������� ��������� ��� )��� �'������ ���� ������� 	��� ��������� ��
������ 3.6 ��� 3.7�
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����� ��� x%���� �������� ��� 
����� xr� ��� ��� ���� ������� −xr� ��� ���
��� ������ ���� �� ��� z%�����  �� ������� 
��� �
 ��� ��� ������ ���

�������� 	���� ����������A
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���� ���� ����% �#���! �� � ��������� ����	����� ������ ��	 ������ �� � )�������
�������� �� +���� ���� �� � �������) 	���" $!��� L �� �!� ��	��� �� �!� 	���" H0

�� �!� 	������� �� �!� 	��� ������" Od" �� �!� ����	����� ���)��" O" ��	 xr �� �!�
!��� ���)�! �� �!� ���# ��	�� �!�� ����	����� ������ �� �������	 $��! ��)�� ζ ��
�!� !���.������ �!� ���� ������� -��+�� ��	 �!� ����� ��-�)��-!� �� �!�� ����	�����
������ ��� 	�������	 �� s(x) ��	 b(x)" ���-��������� �!� ��)!� -������ �� �!� ����
��	������ �!� �������!��) -���" $!���� �!� 	��# -������ �� &�--��5�������( � ��)�	
��	� -��� &$��! ����� ���- ����) �!� ����� ������(� &��
�% 	������������ �� �!� �����
��-�)��-!� b(x)�

(H0 − b(x))2 + x2 = L2 =⇒ b(x) = H0 −
(
L2 − x2

) 1/2
, "6�E#

����� L �� ��� ����� �
 ��� ��� ��� H0 �� ��� �������� �
 ��� ��� ������
�� ��� ���������� ������� ����� �� ��� �����
��� �
 ��� ��������� ��� ��� �����
������� �
 ��� ����� !��� ���� b(x) �� ���������

-:�:� ��������	 �	�� �		����	� @���� @��� .������

<� � ������ ��������� ��� ��������� �
 ���� �������� ��� ����������� ��%
���� �� � �������� ��� ��� 	� ������	�� 	� ��� ��������� ������ �������
�
 ��� ��!�"� ��� #����� ������ ,/@80�  �� ������ 
�� ���� �� �� 
������A
*��� �	���������� �
 ��� 	�$ �� ����������� �� �� �������� ���� ��� 
���
��
��� ��� �������� )��� ��� ��������� ����� �� ������������ ����� �� ��%
����� ,-E.� -E/0� �� ������ ���� ��� ������� 	������ ��� "���%�����������
������N��������# 
�� ��� ��������� ������ ������� �� ����� 	�

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= sx − βx ∂h

∂x
, "6�.#

����� sx� ��� ��� ������� ������������� ��� βx� ������������� ���

sx = cos ζ (tan ζ − u/ | u | tan δ)− ε cos ζ
∂b

∂x
, βx = ε cos ζKx. "6�/#

!����� ���� ��� '�������� ��������� �� ��� �	��� �'������� ��� �����
�����
��� �� ����� �������	�
����� ���
� 1� ������� ������	�� �� ����� 3� h ��
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��� ��������� ����$���� �� ��� z%���������� u �� ��� �����%�������� ���������
��������� ζ �� ��� ����� ����� �
 ��� x%���� ���� ��� ����C����� ��� Kx �� ���
����� ������� ���5����� �� � 
������ �
 ��� ��������� φ� ��� 	����� δ� �����
�
 
������� "��� ����� 3.4.3#

Kxact/pas = 2 sec2 φ
{

1∓ (
1− cos2 φ/ cos2 δ

) 1/2
}
− 1. "6�-#

�� ����� � �������� ������ �������� �
 ��� ���� <� ���� ��������� ���
������ �
 ��� ������� �������� ��� 	� ������ �� �� ������ ����� "����� u = u0#
��� u/ | u | = 1�  ��� ∂u/∂x = 0� ��� ���� ������� ���� �� ��� ��	�� �� ������
Kxact ��� Kxpas � ����� Kxact < Kx < Kxpas �  �� ����� ������� ���5�����
Kx ������� ������������ ������ � ���� ������� 	������ Kxact ��� Kxpas �
<� ������ ����� h = h(x)� ����� ������� ∂h/∂x = dh/dx� ��� ∂b/∂x = db/dx�
+���� ����� ���������� "6�.# ��� "6�/# ����� ��

ε

(
Kx

dh

dx
+
db

dx

)
= tan ζ − tan δ. "6�8#

 ���� �������� ���� ��� 	���� ���������� "6�E#� ������

εKx
dh

dx
= tanζ − tan δ − ε x

(L2 − x2)1/2
. "6�6#

�	D��� �� ��� 	������ ��������� h(xr) = 0� ��� ������� h(x) �
 "6�6# ��
����� 	� "���� ���� ,-E.0#

h(x) =
1

εKx

{
(tanζ − tan δ)x+ ε(L2 − x2)1/2

−(tanζ − tan δ)xr − ε(L2 − x2
r)

1/2
}
, x ∈ [−xr, xr].

"6�@#

 ��� �'����� ������������ ��� ��������� ����	���� 	� ��� ������ �
 ������%
���� ������ ��� ��� ��� 	� ������)�� �� � ����� �������  �� ����� ���)��
h(x) ��� 
�)� ��� ���� ������ ��������� h(−xr) = 0� ����� ����������� ��%
����� ���� ζ = δ�  ��� ���� ��������� ��� �����	����� �
 �������� ��� 	����

������� ����� 	� �������� ��� ������������ +���� ��� ���������� ���������
���� ζ = δ� "6�@# ������ �� � ���� ������ 
���

h(x) =
1
Kx

{(
L2 − x2

) 1/2 − (
L2 − x2

r

) 1/2
}
, x ∈ [−xr, xr]. "6�9#

 ��� �'����� ��� ��� ������� 
������� *������� �� �� ����������� �
 ��� �����
��������� ζ ��� ��� ���������� ��������� ε� ��������� ���� ������� ���� ���
����$���� �
 ��� 	�$ 	��� �� ������������ �� 1/Kx�  �� 
��� ��
��� ���)��
�� ���� ����� 	� s(x) = h(x) − b(x)� ���� ��� ���� 
������� �� ���������� ���
���)�� �� ��������� ���� ������� �� x = 0 ��� ��� ������ ������ �
 ���
��������� ����� �� ��� ������ �
 ��� ����  ������� ���� ��� �������� �
 ���
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���� ���� �!��������� -��	������ �� �!� �������!� �!��#���� �� � +���� ���� ��
)������� �������� �� � $��� ��������%���� �������) 	���� �!� ������ �� ��������	 $��!
�!� ���-�����) ���	����� ζ = δ = 31◦" $!��� �!� -�������� ������ ��� �!���� ��
ε = 1" Kx = 0.82" L = 4.75 ��	 H0 = 4.6� &A��� ;��8<�(

���������� ��������� L2 − x2
r = H2

0 � ��� ����$���� �� ���� ������� x = 0� ��
���� ����� 	�

h0 = h(0) =
1
Kx

{
L− (

L2 − x2
r

) 1/2
}

=
1
Kx

(
L−H0

)
. "6�;#

*���� 6�. ������������ ��� ����� ���)�� �������� 	� "6�9# �� ��� ����������
������ ��)��� 	� L = 4.75 ���H0 = 4.6� ����� ��� ����������� ����� �� �'��
�� ��� 	���� 
������� ����� ζ = δ = 31◦� ��� ��� ����� ������� ���5����� ��
Kx = 0.82�

��������� ��������� ������� �� ��� ���� ��� �����	����� �
 �	������� �
���������� ������� �������� �� ���� ������� �� ����� 5.2� 	� 
�� � ������
>�� ���)�������� *�� ���� �� ���� � ���� ����� ���� ���� ��� ���������
xr � L� ����� �� �����)�� 	� ��� ��������� λ = O(εα), 0 < α < 1� �

����� 3 ��� ���� � 	������� ������ ���������� "6�9# ��� 	� ������������
��

h(x) =
L

Kx

{
1− x2

2L2
− 1 +

x2
r

2L2

}
=

x2
r

2LKx

{
1−

(
x

xr

)2
}
, "6�E7#

����� 
���� � ����	���� ����$���� ���)�� ,-E.0� ��� �� ������� �� ��� ����	����
���������� ������� �	������ �� ,/@/� /@80�  �� 
�����

(
x2
r/2LKx

)
�� ���

�����%���� ���� �
 "6�E7# ��������� ���� ��� ������ ���)�� �� ������������ ��
��� �'��� �
 ��� ���
 ������ �
 ��� ��������� 	� ��������� ������������
�� ��� ����� �
 ��� ����  ��� �� � ������ ������� ��������� 	����� �
 ���
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���� ���� �!���)��-! �� �!� �������) 	��� �5-������� $��! 3.5 � �� ��������� �!�
	��� �� ������	 $��! �� ��)���� �������� �� �--��5������� 10−1 I.� �!� 	���������
�� �!� 	��� ���D ����� $�	�! ��� �� ��	 ��	��� �/� ��� &A��� ;��8<�(

)�� ����� "
�� ��� ��)������ ��� ����� 6.2.2# �
 ��� ������� �������� �� 	�%
��� ��� ������ �
 ��� ���� xr ��������� �� L ����������  �� ���������� ��%
���� �������� �� ���� h(x) �� "6�E7# ������� �� Kx� (������� h(x) ���
��� ����� ������������� �
 Kx�  �� �������� ��� ���������� ���� /�8 � �

:������� "� ���� �
 ������� ��������� �
 ����%��$� �����# �� ����� �� *��� 6�/�

-:�:' ��������	 �	�� �		����	� �� ��������$
@��� .������

<� ���� ����� �� ���� �� ����������� ��� ���� 
�������� ����� �� ������ ��%
������	�� 
�� ��� 	�$ �����  ��� $��� �
 ���� ��� ��� ���������� �� ���
���� �������� 2������� ���� ��� ���� 
������� ����� �� �'�� �� ��� 	���� 
���%
���� ����� ��� ���� ��� �����
����� ��	

��	 �� ��	 ���� "����� ������	���
�� ���������� ���� −Kx cos ζ tan δ h/2 �� ��� �����%���� ���� �
 "6�/#1#� ���
������ ����� ������� �
 "6�.# ���� ��� ������� ������������ sx� "6�/#1 �� ����
����� 	�

0 = (tan ζ − (1 +Kxh/2) tan δ)− ε db
dx
−Kx

dh

dx
. "6�EE#

 ���� ���� "6�E#� ������ ��

εKx
dh

dx
= tanζ − (1 +Kxh/2) tan δ − ε x

(L2 − x2)1/2
, "6�E.#
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����� ��� �	�� ��� 	������ ���������� h(xr) = 0 ��� h(−xr) = 0� 4'�%
���� "6�E.# ��� 	� ������� �� ��� 
�������� �������� 
���A

dh

dx
+ Ph = Q, "6�E/#

�����

P =
tan δ
2ε

, Q =
tan ζ − tan δ

εKx
− x

Kx

√
L2 − x2

. "6�E-#

����� P �� � �������� ��� Q �� ���� � 
������ �
 ��� ����������� �����	�� x
��� ���� ��� ������� h� ��� ���	�� �������� ��:	�	����� 	������� "6�E/# ���
��� ������� "���� ������� �� ������� ���� ��� $�������� ������ �� ��� �����%
������ ����� �� �������� ��B�������� �'������#

h = A exp
(
−
∫ x

−xr
Pdt

)
+ exp

(
−

∫ x

−xr
Pdt

)∫ x

−xr

{
Q exp

(∫ t

−xr
Pdt′

)}
dt, "6�E8#

����� A �� � �������� �
 ������������ �	D��� �� ��� 	������ ���������
h(−xr) = 0� �� ��� ���� ���� ����� �
 ��� ��������� ��� ��� ����� �����
����
A 	������ ����������� C���� ��� ����� P �� � �������� ���� ������� ��� ���

�������� ������ �������� 
��� "��� ���� ,-E/0#A

h(x) =
{∫ x

−xr
Q exp (P (t+ xr)) dt

}
exp (−P (x+ xr)) . "6�E6#

3� �� ��� �������� �
 ��� 
����� 1/Kx �� Q� �� �� ��� ������� ���� ������
���� 
�������� ��� �������� �
 ��� ����� ���)�� �
 ��� ��������� ����������
������� �� ��� ���� �
 ��� ����� ������� ���5������  �� �������� �������
�
 h(x)� �	D��� �� ��� ���������� h(±xr) = 0� �� ���������� �� *��� 6�-� �����
Kx = 0.82 ��� ��� ���������� ���������� ��� ��� ���� �� �� *��� 6�.�
L = 4.75 ��� H0 = 4.6�

����� ��� ���� 
������� �� ������ �� ���� ��� ���� 	��$� ��� ����������� ����� ζ
�� ������� ���� ��� 	���� 
������� ����� δ�  �� ������ �
 ��� ����������� ����
�� ��� ���
��� �� ��� ��
�� �� ��������� ��� ������� �� ��� ���� ���� �
 ���
	�$ �������� �� ��� ���� ������ ����������� ��� �B��� �
 ���� 
��������

1 ���� �������� ������������� �
 ��� ������ ����� �������� �
 �� ��������� �

� )���� ���� �
 ������� �������� �� � ������ �������� ��������� )���� ����C��%
����� ������ "�������# ����������� ��� ��� 	� 
��� �� ,-E.� -E/0� ����� ��
%

����� ����� �
 ��� ����� ������� ���5������ ��� ����������� <� ����� �������
�� �� ������������ ���� ��� ��
��� ������� ������� ��� ��� ��������
����� �
 ��� ����� ������� ���5������
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���� ���� 9��������� -��	������ �� �!� 	�-�! -��+�� �� �!� �������!��) ���# �� �
+���� ���� �� )������� �������� �� � �������) 	��� $��! $��� ��������" $!��� ε = 1"
Kx = 0.82" L = 4.75" H0 = 4.6� �!� ���� ������ �� �!����	 �� �!� ���� ��	 ������	
�� �!� ���� -���� &A��� ;��1<�(

,�� �� 1%��� �
����
� �
� ������ &�
' �� � ��
'��
!
�����+ (��� '��� 1�
��
� ��� (�$
����
�

-:�:� � �	��� .��! ��������	

<� ���� �������� ��� ������ ������ ����� �������� �� ��� ����������� ������
�� � �������� ��� ��� ��������������  ���� �������� ���� ���������� 	�
)��� ,E.-0� <� ���� ������� ��� ����� 6�/ �� ���� 
����� ��� ���������  ��
����� �'������ ���� ������� 	��� ������� ��� �������� �� ������ �� ������
3.6 ��� 3.7� <� ��� �����
���� ������ ���� ��� ����� ���� ������� ��������
������� ���� �������� ������ �������� Ω0� ��� ���� ��� ����������� ���� ����
��� C���� (∂/∂t) (·) = 0� *���������� ��� 	���� 
������� ������ δ� �� ������
�� ���� � �������� ����� δ0� *�� ��� ��������� ����� ��� ���������� ������
oxz �� ������ "��� ���� ����� 3.7 ��� *��� /�E/# �� ���� ��� ����� �
 �����������
�� ζ = δ0� <
 ��� �������� �
 ��� ��������� �������� �� ������� ���� | εΩ0l | �
����� ( | u | > | εΩ0l | ����� ������� ��� (u− εΩ0l) = 1)� ���� ������ 
�� ��� ��%
������� ������	����� ε cos ζ∂b/∂x� ��� ��� ������� ������������ ��)��� ��
"/�EE-# �� ����������� �'�� �� C����  ��� ����� ���� ��� ����������� ������
�� ���%������������ �� ��� ��������� ��������� ��� ��� ������������� ���	�	���
���� 	:	�� �
 ����	��	� ��� �� ��	 ��
�� ������� ���	� *�� ��� ��������� ������
�������� "��� ������������ 
��� �
# ��� ������� 	������ "/�EE/# ��� 	�

����� ������)�� ���� ��� ���� �
 ��� ���� 	������ �'����� "/�EE.#� ���
��� ������ ���������� ����� "/�E7;# ��� "/�EEE#� �� ����� ��� 
�������� ������
����� 	������ ����A

� �!� ���	�� �� ��#�	 �� ������� ����� 8� ��	 8�/ -���� �� ���	��) �!�� ��������
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∂

∂x
(hu) = Ω0

(
ρ−/ρ+

) (
εl
∂b

∂x
+ x

)
, "6�E@#

hu
∂u

∂x
+ ε

∂

∂x

(
Kx cos ζh2/2

)
= −εh cos ζ

∂b

∂x
, "6�E9#

����� ρ− �� ��� 	�$ ������� �� ��� ���������� C��� ��� ρ+ ���� �� ���
���������� +������ ��� ����� �'������ "6�E@# ��� "6�E9# ��� ������ 
�� ���
��������� ����$����� h� ��� ��������� u� 
�� ����� 	���� ����� �
 
�������� δ� ��%
������ 
������� ������ φ� 	���� ����������� b� ��� ����	�� ������� ��� 	������
�����������

%�	  �� "�����������# ��������� ρ−/ρ+ �� ������� �� ��� ����� �'�%
����� "6�E@#H"6�E9# �� ������ 
�� ��� 
��� ���� ��� ����� ������� 	�$ ��%
������ ��� ������ 
�� ��� ������ �� ���� ���� ���� ����� �� ��� >�� �������
!������������ ��� �������� �
 ���������� �� ��� ������� �B����� 	� ���� ��%
��������  ��������� ��� ����� �
 ���������� �� �
 ��� ����� �
 5H10%� ����
����� ,E.-0�

-:�:� �� *+�� �������

����� � ������� ����� �
 �������� �� ���������� �� ����� ��� ���������
��������� ��������� u� �� ������ �� 	� ���������

u = u0, "6�E;#

��� ��� ��������� �'������ "6�E@# ��� "6�E9# ��� ������ 
�� ��� ���������
����$����� h� ��� ��� 	���� ����������� b� �������� ��� ����	�� 	������
���������� ��� ��������� ������  ��� ��������� ���� ����� ������� �������
���� ���$ ����� �
 ��� ��������� ����$����� h� ��� 
��� ��
���� s� ��� ���
�������� ������	����� u� ��� ������� ������ ��� 	� ���������� �� � F����%
�������G ������'� �
 ��������  �� ����� ������� ���5������ Kx� �� ��)���
�� ����� �
 du/dx� ��� "-�97#� 1� 
�� ��� ������� �������� du/dx = 0� Kx

�� �'�� �� � �������� ���� K0 ������ ��� ��������� �������  ����
����

�� �������� Kx = K0� ��� ����� �'������ "6�E@# ��� "6�E9# �������� ����
"6�E;# ����� �� "��� ,E.-0#

Λ
dh

dx
+ εl

db

dx
+ x = 0, "6�.7#

K0
dh

dx
+
db

dx
= 0, "6�.E#

����� Λ �� �� ����� ���� �������� ��)��� ��

Λ := − ρ
+u0

ρ−Ω0
, "6�..#
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���� ������������ ��� �B���� �
 ��� ������� ������� 
��� ��� ���� ����� ρ+�
�� ��� ����� ����� ρ−� �
 ��� 	���� �����
���� ��� �������� �������� ���� �
 ���
����� ������� 	���� Ω0� �� ���� �� ��� ������ ��
��� ��������� ���������
��������� u0� <� ���� 	� ����� ����� ���� 
�� � ������� ���� �������� ���������
����$���� ��� ��������� Λ �� ��������� <� ��� ���� 	� ������ ������ ����
�
 ���������� ���� ��� �������� ��������� �������� �� ��������� u0 > 0� ���
����� ��� �������� ������ �������� �� ��������� Ω0 < 0�

 �� ����� (−a, l) �� ��� ����� 	��� ������ �� ��� �������� ����� �
 ���
������������ 	������ ��� ��� ���� ��� ��� ��������� 
��� ��
���� �� ��)���
��� ��� �
 ��� �������� C��� �
 ��� ����������  ��� ���� ��� 0 �� �	�	�1 l =
L − H0� a =

√
L2 − l2 "��� *���� /�E/ ��� 6�E#� <���������� "6�.7#H"6�.E#

�	D��� �� ��� 	������ ���������� h = 0 ��� b = 0 �� x = −a �������

Λh+ εlb− 1
2
(
a2 − x2

)
= 0, "6�./#

K0h+ b = 0. "6�.-#

*��� ����� ��� �'������� �� 
������ ���� ��� ��������� ������ ��� 	����
���������� ���

h = h0

(
a2 − x2

)
/a2, "6�.8#

b = −K0h0

(
a2 − x2

)
/a2, "6�.6#

����� ��� ��������

h0 =
1
2
a2 (Λ − εlK0) "6�.@#

�� ��� ��������� ����$���� �� x = 0� *�� �������� ����� ���� ����� �
 Λ� ���
�������� h0 �� "6�.@# ��� ����� ��� ��������� ����$���� h �� "6�.-# �� ���������
�������� ���� Λ > εlK0�  ��� ���
���� ���� ��� ��������� ���� Λ �� �
�������� ��������� 
�� �������� ���� �������� ����$���� �
 ��� ��������� ,E.-0�

 �� ������ �
 �'������ "6�.8#H"6�.6# ��� 	� ��� �� ������� ��� ���������
����$���� h ��� ��� 	���� ���������� b� �������� ���� ��� �		 �����	�	�

Λ� l ��� L ����� ���� � ����������� ����� 
�� K0 ��� $�����  �� ��������
�������� 
�� 	��� ��� ����������� �� ���� �� ��� �������� ������� ��� �������
�� *��� 6�8�

%�	 �� 	���� ���������� �������� db/dx = 2K0h0x/a
2 ������� ���� � �����

��

 "��������# �� ����������� �� ��� ���� ���
 "����� ��� ��������� ��������
C���� x < 0# ������ ��� ����������� �� ��� ����� ���
 "����� �� ��� ���������
���������� C���� x > 0# ������� ���������� ��� ��������� ����$���� ��������
dh/dx = −2h0x/a

2 ����������� ��� ��������� �� ��� ���� ���
 ������ x < 0
��� ����������� �� �� ��� ����� ���
 ������ x > 0� 1� ����� 	������ 	������



 �8 ��5��) �� � C������) *��� 1/�

���� ���� #���!�� �� �!� ����	� ����� ��������� ��� �!� =�$ �� 	�� ���%��!����� )���%
���� �������� �� � -�������� +���	 ��	 ���$�� �������) 	��� ��� ��)����� ��	 -�������
+�� !��)!��� �� ���! �����" �!� ���� -��������� L,K0" ���-��������" ��� �!���� �� ��
1 ��	 2.0" ��� ;�1�<� �!� ����� ��	����� �������� ������� �� �� �� �!�$ �!� ��������
�-��	 ��	 	�������� �� �!� =�$� 9��� �!�$� ��� �!� -������� �� �!� �������!� ����
������� ��	 �!� ��������� ���$��� �!� �������!��) ��	 ����	 ��)����� &A��� ;�1�<�(

����� ��������� ���������� ������ ���� ����� �� �� ���%C��� ��� ��������%
���� ��� ��� ��������� ��������� �������� �� �������� ����� ��� ������ ������
�
 ��� ����������  �� ������������ ����������� �
 ���� ����������� �� ��%
>����� 	� ��� �'����� b = −K0h�  ��� ���������� �� �������	�� ���� ���
��������� ���� 	�
��� �	�� � ���%������������ ��������� ������ �� ���
�������� ��� ,E.-0�

�

,�� ��%��+ �� � !
�����+ (���

 � ����������� ��� ������ ���������� �
 � ������� ������ �� � ��������
���� �� �� ��������� �� $��� ��� ��������� ����� ��� ��� ������ ���� �
 ����
�������� �� ��� �������� <� ���� ������� �� ���� ���� ���� ����� ��������

-:':� ������	 ����

 �� �������� ���� �� ��� ����� 	��� �������� �� ��������� ������� ���� ���
�������� 
��� ��� ������ �
 ��������� �� ��������� �������� ��� �������������
�
 ��� �������� ���� ������ ��� ����������� >�� �� ��� ��������
������ ���
����� � �������� ������������� �
 ��� 	������ ����� $�������� ����������� ��
���� �� �����
����� �����������  �� �������� ����� ������ ��� ����������� >��
��� 	� ���������� 	� ����������� ��� ������ �
 �������� ��B�������� �'������

� �!� ���� N-�������O !��� 	��� ��� ���� N)����O ��� �!� ��������� ���!������
-��������
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dx

dt
= u(x, z, t),

dz

dt
= w(x, z, t), "6�.9#

�	D��� �� ��� ������� ���������� ���� x = x0 ��� z = z0 �� ��� ������� ����
t = 0� !����� ���� ��� ���� ���������� d/dt �� ��� ���� �
 ������ �� �	������
���� ������ ����� � )��� ���D�������

����� ��� ������ �� ���%������������ ��� ��� ��������� �������� �� ��������
"u = u0#� �� ��������� 
������ 
��� "6�.9#1 ����

x = u0t+ x0; "6�.;#

���� 
����� ����� ��� ������������ �� ���� t �
 ��� �������� �� ��� ��������
����������

 ���� �� �� ������ ����� �
 �������� ��� ������������ �
 ��� �������� ���%
��������� �� ��� x%����������  �� ������ �������� ��������� w ��� 	� ��%
�������� 
��� ��� �����������	����� �������� ∂u/∂x + ∂w/∂z = 0 �	D���
�� ��� �����
����� ���� D�� ��������� "/�E7E#� ����� ��� ��������� �����%
��� ��������� �� ��������� ��� ��������� ���� ��� �������� )��� �� ����������
������� ���� ∂w/∂z = 0� ������ ���������� ���� ������� �� z� �������

w = wb+, "6�/7#

����� wb+ �� ��� ������ �������� �� ��� 	��� �
 ��� ��������� "����� �� ���
���� ���� �
 ��� ������� ��
���# ������ 
��� "/�9/#� "/�E7;# ��� "/�EEE#� 	�

wb+ = u0
db

dx
+

(
ρ−/ρ+

)
Ω0

(
εl
db

dx
+ x

)
+O

(
ε1+γ

)
. "6�/E#

���� ��� ���� �
 "6�..#� "6�/7# ��� "6�/E#� ��� 	� ���� "6�.;#� ��� ������ �

�����	�� t = (x− x0) /u0 �����
���� ��� ��B�������� �'����� 
�� ��� ������
�������� ��������� "6�.9#2 ����

Λ
dz

dx
= Λ

db

dx
−

(
εl
db

dx
+ x

)
+O

(
ε1+γ

)
. "6�/.#

*������� ����������� ���� ���� ������� �� x ������ ��� ������ �
 ��� �������� ��
� 
������ �
 ��� �������� x

z = z0 + b− 1
Λ

(
εlb+

x2

2

)
+O

(
ε1+γ

)
, "6�//#

����� z0 �� ��� ������� ������ �
 ��� ���������

+� �� ��� �� ���� ���� ��� ��� �����������	����� ���������� ��� ���� D��
���������� ��� $�������� ��������� ��� �������� 	� ��� ��� ������� 	��%
���� 
�� ��� ������������� �
 ��� �������� ����� !��� �� ���� ���� ��� ���
��%�'������ ��� 	� ��� �� ��������� ��� �������� ����� ��� ��� ���
��� ������� 	������ ������ ����� ��������������� *�� ���� ������� �� ���
��� ,E.-0�
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�����		������� �� ������	 ���� 3� �� ��� �������� �
 ��� ������%
��� ���)�� �	�� ��� z%����� ��� ������ ������ �
 ��� ��������� �� ��������
�� x = 0� ��� �����
��� ��� ��������� �������� ����� ����� ��� z%�����  ��
������� �
 ����$��� ��������� ��� 	� ������������ 	� ���������� � ��� ��%
������� ℘�  ��� ��������� ��	��� ��� �������� ����� ���� ���� ������ ���
����������� �������  ����
���� ��� ℘ 	� ��� �������� ������ �
 ��� ���������
�������� ���� �� ��� ������ ��������� ������� h0� �� �� ������� ��� z%�����
���� ���� ��)������� �� 
������ ���� ℘ �� �'�� �� C��� �� ��� ��������� 	���
��� ���� �� ��� 
��� ��
��� ��� ���� �� �� ������ �� z� ,E.-0�  �� ���� �

℘ ��� ��'��� ��	��� ��� �������� ����� ���� ���� ������ ��� ���������
�������

�	�������� ��� ��)������ �
 ℘ ���� "6�//# �� 
������ ����

z = b+ h0℘− 1
Λ

{
εl (b− b0) +

x2

2

}
+O

(
ε1+γ

)
, "6�/-#

������ ��������� �� "6�.-#� b0 = −K0h0 �� ��� �������� �
 ��� 	���� �����
���
�� x = 0� �	�������� 
�� ��� 	���� ���������� 
��� "6�.6# ��� "6�.@#� "6�/-#
��� ����� 	� ������)�� �� �����

z = b + h0℘− h0

(
x2/a2

)
+O

(
ε1+γ

)
. "6�/8#

� ����	� ��� <� ����� �� ���� ���� ��� ����������� ����� 
��� ������
����� ���� ���� ������ ��� >��%��$� ��� �����%��$� �������� �� �� ���������
�� ������ ��� ������ �� ����� ��� �������� ������ ���� ��� ��������� C���

��� ��� ����� 	��� ��� ����� 	��$ �� ��� ����� ������� 1 �������� �������
��� �����
��� 	������ ��� ��������� ��� ��� ����� �������� ������� ��������
���� ��� ������ �� �'�� �� ��� ����� ������ �
 ��� 	���� ����������� �����
���� z = b� 4'����� "6�/8# �� ���� ���� 	������ � '������� �'����� 
��
��� ������������ ��������� ��� ��� ��� ���� ��� �������� �����

xb1 = a
√
℘ =: xb, xb2 = −a√℘ = −xb. "6�/6#

 �� ��������� �
 ����� ������ ��� ���������� �� *��� 6�6 ����� ���� ��� ��
�'�� ��������� �������� �� ������ ���� �
 ��� z%�����  �� �������������
������������ ������ �
 ��� ������ ������������ �����
���� ��� ����� 	�

zb1 = b (xb1) , zb2 = b (xb2 ) , "6�/@#

������������� ����� b �� ����� 	� "6�.6#� ?����� �
 ��� �������� �
 ���
��������� ������ �	�� ��� z%����� �� ����� ������ ����� ��� ������������ ������
��� �� �'�� ��������� �������� �� ������ ���� �
 ��� ������� ��� ����� ���
	���� �����
���� b� �� �� ���� 
������ �
 x� ��� ������������ ������ ���� ���



1/0  E5��� �������� ��� A��$ 9������!�� �� C������) *����

���� ���� ������������ �� � �����	 -������� -��! ��� ����	� )������� ������ ����	�
� -�������� +���	 	���� �!� -������� ������ ���� �!� �������!��) ��)��� �� (rb, θb2)
��	 �� ��-�	�� �����-����	 	�$� �� �!� $��� �� �!� 	��� �� �!� �������!�� �� �!��
��%������ �!� ����	 ��)��� �� (rb, θb1) ��	 -������� � ����	 ��	� �������� ��	 �����
���# �� ��� ���)���� -������� (rb, θb2) ���-�����) � �����	 �������� Δθ �� �!� ��)��
���$��� θb1 ��	 θb2 �������	 �!���)! �!� ��)��� �� ����	 �������� �� ����#$���
	��������� �!� ���� �� �!� �������!� �� X = 0 ���� �� B0� A�� B0 > 0" � ����	 ����
	�����-� �� �!� ������ �� �!� 	��� �� �!�� �!� -�������� �� �!�� ��)��� ����� !���
������� $��! �!� �������!� ��	 ��� �������	 ���� ����) =��	���	� &C�	��$� ����
;�1�< $��! �!��)���(

���� ������ ���������� zb1 =zb2 � �� ������ ���� ���� ��� ������ ���� zb�
2������� ���� ��� ��������� �������� u0 > 0� � ������� �������� ���� �����

��� ��� ����� �� ��� ��������� ������ �� (xb2 , zb) ��� ���� 	��$ 
��� ���
��������� �� ��� ����� ������ �� (xb1 , zb)� <� ��� OXZ ���������� ������ �����
������ ���������� �� (Xb2 , Zb) ��� (Xb1 , Zb)� ������������� ����� Xb1 = xb1 �
Xb2 = xb2 � ��� Zb = l + εzb� 3� �� �������� �	�� ��� Z%����� 	��� �

����� ��������� ��� �� �'�� ��������

rb =
√
X2
b + Z2

b , "6�/9#


��� ��� ���� �
 �������� �� ��� ������ �
 ��� ����

����� ��� ��������� �� ��� ����� ������� �������� ��� �� ����� ���������� ������
���� � �������� ������ ������ Ω0� �	�� ��� ������ "����� ���� �� ��� ����
�
 ���������#� ����� ����� ��� ����� 	� ��� ������� �
 ��� ��� �
 ��������
��B�������� �'������

dX

dt

−
= −εΩ0Z

−,
dZ

dt

−
= εΩ0X

−, "6�/;#
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�	D��� �� ��� ������� ���������� ���� X− = X−0 ��� Z− = Z−0 �� t = 0.
 ����
���� ��� ��������� ���� �� ������� ���� ���� ��� ������������� 	�

X− = r cos θ, Z− = r sin θ, "6�-7#

����� ��� �C������ �����

θ = εΩ0t+ θ0, θ0 = tan
(
Z−0 /X

−
0

)
. "6�-E#

1� ��������� �������� ���� ���������� ��� 	���� �����
��� �� ������ (Xb1 , Zb)
��� (Xb2 , Zb)� <� ����� ����������� ����� ������ ���� ����� ���������� ����%
����� �� (rb, θb1) ��� (rb, θb2)� ����� ��� ������

θb1 = cos−1 (Xb1/rb) , θb2 = cos−1 (Xb2/rb) . "6�-.#

<� 
������ ���� �
��� ��� �������� ��� ������� 
��� ��� ��������� �� ��� �����
������ �� (rb, θb1) �� ������	�� � ������� ��� ���� �� ������� (rb, θb2)� ����� ��
��%������ ��� ��������� ������� ����� 	��� ��� �������� ��� ��%����� ���������
��� �� ��� ��� ��� ������ �
 ��� ���� ������� ���� �� 
������ ���� ��� ��������
����� �� ��� �������� ��� 
��� ������ ������� ���� ������ ������ 	���
��� ����������� ��� ����� �������� 4��� �
 ����� ������ ����� ��� ��'���
������)�� 	� ��� �������� ������ ℘ �� �� ������� ��� z%���� �� ��� ����������
 �� ����� �������� ��� ��� ������������ ������ ��� ���������� 
�� ��������
��� �������� )�� ������ �� *��� 6�@ ,E.80�

%�	 1 ����������� ����������� 
����� �
 ��� ������ �� ���� �
 ��� ������
�
 ��� 	���� ���������� ���� �	��� ��� ���� �
 �������� �� x = 0� � �����
������� ���� �������� ����� ��� ��������� ����� ����� ���� ��� ���������� ,E.80�
 �� ��� ������ �
 ������� ��� ��� ������������ 	� ��� ������ �
 ��� 	����
�����
��� B0 = l + εb0 �� x = 0A

� ����� ���� ��������� �
 B0 > 0,
�� ����� ����� �
 B0 ≤ 0. "6�-/#

*�� B0 > 0 ��� ����� �
 ��� ������� ���� �� B0 = l−εK0h0�  ����
���� �� ���
)�� ����� ���������� ��� ��C� �
 ��� ������� ���� 	������ ������������� �������
 ��� ������ ���� ���� ��� ��	������� ������������  ��� �������� �� ����������
�� *��� 6�@� ����� ����� ��� ���� ���� �������� �
 � ��� ��������� )����
���� 	���$ ��� ����� ����� ������ <� ��� ���� ��� ������ ��� ������ �

��� 	���� �����
��� B0 < 0� ����� ������� ���� ��� ��� �������� ����� ���������
���� ��� ����������� ������ ����� �� ��� 
��� ��
���� <� ��� ����� ��� ������
��� ������ �
 ��� 	���� �����
��� B0 > 0� �� � ����� ���� �������� ����� ���
��������� ��� ������ �� ����� ���������

�
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���� ��#� E5-�������� ��	 -��	������� �� �����	 -������� -��!� �� ���) ���� �5-�����
��� ��)����� ��	 -������� +�� !��)!��� A�� B0 ≤ 0 ��� �!� -������� -��!� -��� �!���)!
�!� �������!� &����� ����(� I�$����" ��� B0 > 0" ���� -�������� �� �!� ����	
�������) ��)��� 	��������) �������� ���� ����� ��������� $��! �!� ���� ������� �� �!�
�������!� &����� ����(� �!� 	������� �� �!� ����	 �������) �������� 	��# 	�-��	�
�� �!� +�� ����� ��	 �������� �-��	 �� �!� 	���� &A��� ;�1�<�(

-:':� ������ #��	

 � ���� � �������� ������ 
�� ������ �� 
����� ���� ��� ����� ���� �
 �
������ ������� 
��� ��� ��������� ������ ��� ����� ��� 	��$ �� ��� ���������
������ <� ���� �������� �� ����������� ���� �� � ������ �
 ��� �������

 �� ���� � �������� ��$�� �� �������� � ������ ����� ��� ��� "�� ��� �����
	��� ��� ��� ����������� ������# ��� � ���� ��������� �����'���� 
�� ���
������ �
 ��� ������� �������� ��� �� ��������� ��������� �� ��� ��������
����� ℘� ��� ��� )�� ������ l� �
 ��� ���� ����� ��� ��������� �������� u0 �� �
��������� � �������� �������� ��� ��������� �� (−xb, zb) ��$�� � ����

ta = 2xb/u0 "6�--#

�� ����� ��� ����� ��� �
 ��� ��������� (xb, zb)� 1� ��� �������� ������ ���
����� ������ �� ������� ����� � ������� ��� 
��� (rb, θb1) �� (rb, θb2) �� ��� ����



 �8 ��5��) �� � C������) *��� 10�

ts = Δθ/ (−εΩ0), "6�-8#

�����
Δθ = ��� (θb1 , θb2) "6�-6#

�� ��� ����� 	������ ��� ������������ ������ ������� ������ ��� ����� ������
�� ��� ����$���� ������ ����� ���� �� ��� ����� 0 ≤ Δθ ≤ 2π�  �� 
����� ε−1 ��
"6�-8# �� ��� ����
�������� �
 ��� 
��� ���� ��� ���� ����� �� ��� ����� ������ ��
��� ������ ���� ��� ���� ����� �� ��� ���������� ����� ������� ���� ta � ts�
*�� ����������� ��� ��� ��� ��� ������ ����� �� 	� EAE� ����� �� �������� 	�
������� ε = 1 �� ��� ��������� >�� ������� �� �������� ��� ������������ *��
����������� ��� ������ �������� ��� 	� ������ �� ���� ��� ��� ���
���� ���
�������� ��������� �� � ������ ���%����������� ���� ���� ����� Ω0 = −2π�
<� �� ���� ������� ���� ��� ��������� ������ ������ ��� ��������� �� � ����
ta � 1� ,E.80�

*������� ��� ����� ���� tt ��$�� 	� � �������� �� ���
��� ��� �������� �����
������ �� ��� ��� �� ��� �� �
 ��� ���� ����� �� ��� ���������� ta� ��� ���
���� ����� �� ����� �������� ts�

tt = ta + ts, "6�-@#

����� �� �'�� �� 2xb/u0 + Δθ/ 2π 
�� ��� �
������������ ������)�� ��������
���� ��������� ����� ε = 1 ��� Ω0 = −2π�

���������� �
 ��� ����� �������� �
 ������ 6.2 ��� 6.3 ���� �����%����� ��	%
������� ����������� ��� ��������� 	� )��� �� ,E.-� E.80 ��� ������������
��� ������ ��������� �
 ��B������� ������� ������������� ������� ���%
������� <� �� ����� ���� ��� ����������� ����������� ����� '��� ���� ���� ���
��	������� )�������

 � ��������� ���� ������� �� ���������� �� �������� ����� ����������� ���� ��
���� �������������� ����� �� ��� ���� ����� �
 ��������� ���������  �� �����
������� �
 ��� ������ ������ �
 � )���� ���� �
 ������� �������� �������
�� � �������� �������� ��� ��� ��� �� �� 	� � ������� ���� ���������
���������� "∂u/∂x# ���������� 
�� ����� ��� ���� �
 ��� ����� ������� ���
%
)����� �� ��� $�����  ��� >�� ����� �� ������� ������ ��� �������� 1 ����
���
���������� ����������� ������ ���� ��� ���������� �������� ��� ������� �
����� �
 ����������� ��� ����� ������� ���5����� �� C��� �����������

 �� ����� ������ ������� 
�� ��� �������� ��� ���� ������� ��� ����������
�� �� �������	�� ������ �������� 
�� ����� ������� ��� ���������� ���������
������ 4��� ����� ������� ��� ���������� ��������� ��� ��������� ��5��� ��
'������� ��� �������� ���� ��� 	��� ����� �� 	� ������ ����
��� �� �� ��	�
���	��������� ���
��	 
���	�	�� �		�
 �� �	 �������	�= "��� ���������
 �
��

 ��� � 
���	�	�� � �������� ��� ��	 �	��
��	� ���	���� �� ���� �� ���
���� ��	 
�;��	���  ��� ������� ���� ��� ������ �
 ��������� �� ���������� ���
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������� 	� ������ ���� ��� ���������� ������ ����������� �������� ����
����� �����
���� ������������ ���� ���� ��� ����� 
�� ������� ��� ����� �'�%
����� �
 ����������� >����

,�� �� ����������� �
��� (�����	��+
��� "��������� &�
' ��� ��%��+ 
� ������� ��������
�� � !
�����+ #�������

<� ��� ������� �������� ��� �������� ��%�'������ ���� ��� �� ������	���
��� ��������� >�� �
 ������� �������� ���� ��� 
��� ��
��� �
 � ������ )����
�������� ��������� ��� ��������� ��� ���� ��� ��������� �������� �����%
���� ������ ��� ��������� �� ���
���� ������ ��� ������ ��� � �����'���� �

��� �������� ������ �'������ H ������ ������������ ��� 	� ������ ������� H
��� ���� ���� �����%�������� �������� ��� ���� �������� �� � 
������ �
 ���
��������� ����������� �� ���� ��� ���� ��� ������ �
 ������ ���������� 	�
���� ����� ������ ���� �� ���� ���� ��������� ���� �	���������� �
 �����%
������� ��� )��� ,E.-0� �������� �� ��� ����������� �� ���� ������� �� ����
�������� ����������� 	� '���"��� �� ��� ,.;E0� ����� �� ��� ������ �����
)������� ������� �� ��� ,.E90 �������� ����� �� 
������A

% F �� �������� ����� ����� ����� 
������� ��������� ���� �������� ������ ���
��������� ������ ���� ��� ������ ������� �� ��� 
��� ��
����

%  �� ��������� �������� ��������� �������� ���� ��� �������� ������ ��� ������
������ ���� ��� 	������ 	������ ��� 	�� ��� ��� ����� ����� ����� �� �
���� ����������

%  �� �������� ���� ������ ����� ��� ����� ��� ����	��� � ������ ���� ���
�������� �
 ��� ������

%  �� ����� ����$���� �� ������ ���� ��� ��������� ��� ��� ����$���� ��
��� �������� ��������� ���� ���������� ������ ��������� � �������� ����
�� ���� ���������� �������G

�
 ����� �	����������� ������ ��� )��� ����� ���������� ��� 	���� ����������
������� �� ��� ��%�'�������  ��� �� �� ����������� �� ��� ��� ��B����� ���%
������� �������� �� � ��B����� ������� ���� ���� ����� ������������ )�������
<� ��� ������ ������������ �� 
����� ������� �� ���

-:(:� "��	�

������� �� ��� ,.E90 ����� ��� �����%���������� 	������ �
 ���� ��

dQ

dx
=

d

dx
(ρhu) = ρbEb, "6�-9#

�� ����� Q �� ��� ��������� ���� >�� ρu �� ��� �����%�������� ���������
���� >� �� ��� x%����������
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���� ��$� ���$ �� �!� =�$ ��)��� �!�$��) �!� ����	����� ������ ��	 )����������
-��������� �� �!� ������� ���� �!�� �!� ���� ������ ������" n" -����� ���� �!�
�������!� ��)����

ρu =
1
h

∫ 0

−h
ρvxdy =: 〈ρvx〉, "6�-;#

��� h �� ��� ��������� ����$����� *���������� ρb �� ��� ������� �
 ��� �����
���� ���� ��� Eb ��� ����������� ����� ���� ��
������ �� *��� 6�9 �� �� ����
�� ��� ���� ��� �������� �
 ��� ��������� �� ��� 	�� ��� ��� ��� ������ �������
������������ �� �� ���

vb = −ω(H + h)êx − ωxêy,

n̂ =
h′êx + êy√

1 + h′2
,

(
h′ :=

dh

dx

)
,

"6�87#

�� ����

Eb = vb · n̂ = −h
′ω(H + h) + ωx√

1 + h′2
. "6�8E#

?����� ��� ��������� ������ �� ���� ��� ����� �� ��� ����� ���� | h′ | � 1�
 � ������ ������ Eb ��� ��$�� ��� ����������� 
���

Eb = −ωx+O(h′ω). "6�8.#

�����'����� dQ/dx = −ρbωx� �� �
��� �����������

Q =
1
2
ρbω

(
L2 − x2

)
, "6�8/#

� 
����� ������� ������� 	� 1� )����� ,EEE0�  ��� ����� ���� ��� ����
>� �� ������ �� ��� ������ "����� ������ �
 ��� ���������� ������# ���
�������� �� ��� ������� 	�������� �� ��� x%����������  �� ������ ����� �����%
���������� ������� 	������ �'����� �� ��� ��������� ��������� ��� 	�
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������� ���

d

dx

(
ρ〈v2

x〉h
)

= ρgh sin ζ0 − ρbEb[[v · êx]]− τ. "6�8-#

����� 〈v2
x〉 �� ��� �����%�������� x%��������� �
 ��� �������� �'��� ��� ζ0 ��

��� ����� ����� �
 ��� ���������� ������� �� ��� �����%���� ���� ��� )��� ����
�� ��� ������� 
���� �� �� ��� ������������ �� �� �������� ��� ������ ����
���������� ��� ������ �� �� ��� �������� D�� ������ ��� 	���� ��
��� ���
τ �� ��� 
��������� ����� �������� �� ��� 	���� <� "6�8-# ������� �� ��� �����	
��� ������	���� ���������� ���� ��� ����������� ������� ����������  ��� ��
���������� ���� ��� ������� ��������� �
 �������� O (h′ω) ����� �� ��� ����
	������� 	� ��� ��������� ���� ���������� ������� ��� ������	���� �� ���
��%�'������ �� 	� 
���� �����  ��� ���� ����� �������� ��� ����� �������
���5������ <� 
������ ���� ��� &	���	��	�� ������� 	������� ������ 	�
������	�� �� ���� ������

 �� �������� D�� �� ��� 	���� ��
��� �� ��� ��������� ���������� [[v · êx]]�
��$�� ��B����� ����� 
�� x < 0 ��� x > 0� *�� x < 0� �������� �� ���������

��� ��� 	�� ��� [[v · êx]] �� ������� �� 	� �	�������	 	� ��� 
�������� ���%
����A F���� ��������� ����� ��� �����
��� �� ����� ��� ������ ���� ����������
�� �	��� ������ �� ����� ���������� ��������� �� ��������� �	����  �� ���%
������� ��������� �
 ��� ������� �
 ��� ��������� �������� ��� ����� ��
��� ��5��� �� ��������� �������� ��� �������� �
 ��� �������� �������
�� ����� "�� �� �������� 
��� ��� ������������ ������ �
 '���"��� �� ���
,.;E0#� ��� ����� �� ����� ���� [[v · êx]] = 0G ,.E90� 1������������� ��� ��%
������ D�� �� x > 0 �� −[[vx | x=−h − ω(H + h)]] + O (h′ω) � −[[vx | x=−h]]� ��
������������� ���� �� �����	��� ����� | vx | x=−h | � | ω(H + h)| �
 ���� ��� ������� ��� ���������������� �
 ��� ����� ������ τ � ������� ��
��� ,.E90 
����� %	���	� ��� %�
��	� ,.7E0 ��� �����

τ = τf + τc "6�88#

�� ��� �� �
 � 
��������� ��� ����������� ������	�����  ��� ����� 
�� τf

τf = ρghμs cos ζ0, "6�86#

����� ��� ���5����� �
 
�������� μs �� ������� �� ��� ������ ����� �
 ������� ζ0s
	� μs = tan ζ0s � ��� ��� ζ0 = ζ + Δζ ���� | Δζ | = O(h′)�  ���

τf = ρghμs cos (ζ + Δζ ) = ρghμs

⎧⎪⎨
⎪⎩cos ζ cos Δζ︸ ︷︷ ︸

1

− sin ζ sin Δζ︸ ︷︷ ︸
∼tan Δζ =h′

⎫⎪⎬
⎪⎭

� ρghμs { cos ζ − (sin ζ)h′ } . "6�8@#

� ���� �!�� $������ �� ��� ;1�0< ����� ρ �� � ��������" ���� �!��)! �!�� �����
�� �� �� � ���������



 �� ���������� A��$ ��	 ��5��) �� � C������) �����	�� 10�

 �� ����������� ������ τc �� ������� �� ��� 
��� ������� 	� .�"�	�� ,.70

τc = mλ2

(
∂vx
∂y

)2 ∣∣∣∣
y=−h

, "6�89#

�� �����

m = AρPD. "6�8;#

A �� � ��������� ρP �� ��� ���������M ��� �������� D �� ����� �������� ��� λ
� ������ �
 ������������� �������� ���� ��� ����� ������)������� ��� 	������
�
 ������ ������� "6�8-# ��$�� ��� 
���


�� x < 0 :

d

dx

(
ρ〈v2

x〉h
)

= ρ (a+ a1h
′)h−mλ2

(
∂vx
∂y

)2 ∣∣∣∣
y=−h

,

"6�67#

�� x > 0 :

d

dx

(
ρ〈v2

x〉h
)

= ρ (a+ a1h
′)h− ρbωxvx

∣∣
y=−h −mλ2

(
∂vx
∂y

)2 ∣∣∣∣
y=−h

,

�����

a := g (sin ζ − cos ζ0 tan ζs) =
g sin (ζ − ζs)

cos ζs
,

a1 := g sin ζ tan ζs, "6�6E#

μs := tan ζs.

����� ζs �� ��� 	�� 
������� ������ <� �������� "6�67# ��� "6�6E#� ζ0 �� ���
�����%���� ���� �
 "6�8-# ��� 	��� �������� 	� ζ "���� �� ����� �
 O(h′)# ���
μs = tan ζ0 ��� 	��� �������� 	� tan ζ "����� ���� �� ����� �
 O(h′)#�  ���
"6�67# ��� "6�6E# ��� ��� ���������� �� ����� h′%����������

4'������ "6�67# ��� ��� ��� �������	��� �� ���� ���� 〈v2
x〉� vx | y=−h ���

(∂vx/∂y)| y=−h ��� )��� 	� ��������� �� ����� �
 ��� �����%�������� ��%
������ vx ��� ��� ��������� ����$���� h�  �� �������� ��$�� �� ���� �

$	�������� ,/.80 
�� ��� �������� �
 	������ ����� >����  �� ��������
���)��� ���������� �� �������� 
�� ������ ������������� >�� ���� �� ��%
������ ������ ��� ������� �� ��� ,.E90 ������ ��� >��� >�� �
 � .�"�	��
>�� ��� ������ ���������  �� �������� ���)��� vx ��� ��� ���������� �����	���

〈v2
x〉, vx

∣∣
y=−h,

(
∂vx
∂y

) ∣∣
y=−h "6�6.#

������������� �� ����� >��� ��� ����� ��  �	�� 6�E� <
 ��� ����������� �
 ���
� $������ �� ��� ;1�0< !��� �� ����� �� �!� �����	 ���� �� �!� ��)!�%!��	 ��	�

�� & � 4(H �!�� $���� xvx
∣∣
y=−h ������	 �� ρbωxvx

∣∣
y=−h�



10  E5��� �������� ��� A��$ 9������!�� �� C������) *����

��	
� ���� �������� -��+��� vx ��	 ������-��	��) ������ ��� 〈v2
x〉, vx

∣∣
y=−h ��	

(∂vx/∂y)
∣∣
y=−h ��� -��) =�$" ������ =�$ ��	 ������ �!�����)�

A��$ vx 〈v2
x〉 vx

∣∣
y=−h

(
∂vx
∂y

) ∣∣∣∣
y=−h

���) u u2 u 4

������ 5
3
u

(
1−

∣∣∣ y
h

∣∣∣3/2
)

5
4
u2 0 5

2

u

h


����� 2u
(
1 +

y

h

)
4
3
u2 0

2u

h�!�����)

��	
� ���� �������� -��+�� 	�-��	��� ���K������ ��� �!� �������� �6������
& � �( ��� -��) =�$" ������ =�$ ��	 ������ �!�����) �� )���� �� �����  ���
αB := λm/(ρbL

2)" αs := λ2/[(ρbL
2)h∗]� �!��� �$� -��������� ��� ������	 �� +����)

-���������" !��	 ���������

A��$ x∗ < 0 x∗ > 0

C1 C2 C3 C1 C2 C3

���) � � 4 � 4 4

������ 4
5

� 5αB
4
5

� 5αB


����� 3
4

� 3αsh
∗ 3

4
� 3αsh

∗

�!�����)

��	�� ��� �	������� ���� ��� ������� �'������ "6�67# ��� ��� ��������
�'������ ��� ���%��������������� 	� ���� ��� ������ L, ρb, ω ��������� ��

x→ Lx∗, h→ Lh∗, Q→ ρbωL
2Q∗, a→ ω2La∗,

u→ ωLu∗, ρ→ ρbρ
∗, H → LH∗, a1 → ω2La∗1,

"6�6/#

�� ����� ��� �����	��� �������� �� �������$ ��� �������������� ���� ��� ��B��%
������ �'������ "6�67# ��$� ��� 
����

u∗
∂u∗

∂x∗
= C1

(
a∗ + a∗1h

∗′
)

+ C2
x∗u∗

2

Q∗
− C3

ρ∗
2
u∗

5

Q∗3
, "6�6-#

����� ��� ����� ��� ����� d/dx∗ ��� ��� ���5������ Ci(i = 1, 2, 3) ���
����� ��  �	�� 6�.�  �� )��� ��� ������ ����� �� ��� �����%���� ���� ���%
������ ��� ��� 	��� 
���� ������ �� ��� ����� �� ������������� 
��� "�����
������������� 
���� ��� 
��������� ����������#� ��� ����� ���� ������ �� �� ���
>�� �
 ��������� ���� ��� �� �
 ��� ����� ��� ��� 
���� ���� ���������� ���
������������� ����������� �������



 �� ���������� A��$ ��	 ��5��) �� � C������) �����	�� 10/

 �	�� 6�. �� ��
��������� *������� ��� ��� >�� ����� ���� ��� ������ �
������	���� �� �� ��� ����������� ������ (C3 = 0)�  ��� ��� ���������� ��
>�� �� �� �� 
������� ����� ��� �� �� ����������� �
 ��� �������� "������� ���

��������� ���������� �� ��������� �� C1#�  ��� ��������� ���� ��� ������ 
��
��� ����� �������� ���)��� ����� ��� ����������� ���������� ��������� �������
���� ��� ������� ��������� ��������� ��� �'������ 
�� ������ �������� ���
.�"�	�� ���)��� 	����� '����������� ���� ����������  �� ���5����� C1 ���
����� �� ��� ��� ����� ���� �� ��� ��B�� ��� 
��� ��� ������� ��� ����� αB
��� αs� ������������� ��� ��D���	�� ����������� ��B������� �� ��� ��������
����� �
 C3 ��� ���� �����)�����

4'����� "6�6-# �� ��� �������� �������	�� ������ ����� 
��� u∗� �� �������� h∗
′

��� Q∗� �������� 	��� ��� $����� �� ����� �������������� Q∗ 
������ 
���
"6�8/# ��� h∗

′
��� 	� �������� 	� ��B����������� h∗

′
= Q∗/(ρ∗u∗)�  ���

������

Q∗ = 1
2

(
1− x∗2

)
,

h∗
′
= − x∗

ρ∗u∗
− Q∗

ρ∗u∗2
du∗

dx∗
.

"6�68#

!��� ���� �� ��� ��������� �
 "6�68#2 ρ∗ �� ������� �� � ��������� ���� "6�68#�
�'����� "6�6-# ��$�� ��� 
���

(
1 + C1

a∗1Q
∗

ρ∗u∗3

)
u∗
du∗

dx∗

=

{
C1

(
a∗ − a∗1

x∗

ρ∗u∗

)
+ C2

x∗u∗
2

Q∗
− C3

ρ∗
2
u∗

5

Q∗3

}
. "6�66#

1��������� �������� 
�� ���� �'����� �� ������� ������ 	� 
���� �������
�������� ����������� ����� �� 	� ��������
������� ���� u∗ �� �����������
h∗ 
������ 
��� h∗ = Q∗/(ρ∗u∗)�

-:(:� *+�	���	��

������� �� ��� ,.E90 ���
����� ������������ �� '��� ��� ����������� 
���
����� ����� �� 
������A F ��������� >�� ��� ������ ��� ������ ��������������
���� � �������� ���� ����� ���� ������ ��� ����� ����� ��
��� �� ��������
	� ����� ����������  �� �������� ����� �� 6�; �� ��� ��� ������ �� E�8 ���
1 ����� ������ �� ��� ������ �� 
��������� ��� ���� �
 >�� ��� ������A ���
������� ������� �
 ��� ������ ��������� �� ������)��� ��� ����� ���������� ���
�����������  �� ������ �	������ ����� 	� ���� ������� �� ����� 
�� ������
���������� 	����� ��� 
��������� 
����� ������� 	� ��� ������ ����� ����� ���%
�
� ��� >�� ���� ���������  �� ��� �� ������ 	� � ������� ���������� �������
����� "���������# ���� � �5������� ����� ����� �� ���� ��� �������� �
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���� ��%� ���� �5-���	 -!���)��-! �!�$��) ���������� �� =�$ ��� ��-���� �����"
��� 	�,����� ���������� �!� 	���������� �� �!� ����� ����	 �� �!� �����#����� �� ����
�!�$� �� ����� �� ��
�� ������ &A��� ;1�0<�(

��� ��� �� ��������� ���������� ��� ������� 1 ������� ������ "P���$ (���
2��# ���� � ��������� �
 1024 × 1024 ������ ��������� �� ��� ������� ��
��� �� �	���� ������� ������ �
 ��� ���� �
 ��� ����  �� ������ ��� ����
�������� �� ������� ��� ��'���� �����

 �� ���� �	D������ �
 ��� >�� ����������� �� �� ������ ��� ����� ����$����
���)�� 
�� ��B����� ��������� �� ��B����� ������ �������  ��� ������� �������
������ �
 ��� �������� ��� ��� ��$�� �� �5������� ��� ������ ������ ��
�� �� �	���� �������� �����$��  ������ ����%������� ����������� 
�� ��B�����
��������� ��� ����� �� *��� 6�;� �����$����� �� ��� )��� 	�� ��� ���� �
 �������
��� ����� �� � ������ ����������� >�� �� ��� ������ ����� �	���������� ����%

���� ��� ���������� �
 ��� �������  �� ����� ����$���� ���)�� �� �	������

��� � ����%������� ���������� 	� D������ ��� ������� �� ��� �����$������
����� ��������� ��� ���������� 	������ ��� )��� 	�� ��� ��� ��������� �����
>��� *���� 6�; ����� ��� ����� ����$���� ���)�� �	������ 
�� ���� ���� ����
���� ��������� 4��� ��� ���)�� �� �������� ���� ��� �������  �� ��������

�� ����������� ��� �����%	�� 	������� � ����� �������� �	D������� �����
���� ���������� ������� *�� ���� ����������� ��� ������� ����� �
 ������ "��%
��� �
 ��� 
��� ��
��� ���� ��� 	�� �������# ��� ��� ������ ����� �
 ������
"����� �
 ��� 
��� ��
��� �� ����� ��� ��������� ���� �� ���� �
��� �������� ��
�������# ��� ������� 
��� ��� ������� �������  �� ������ �
 ��� 
��� ��
���
�� ���� ������� 
��� ��� �������  �� ������� �
 ��� ��������� ��� �� ���
����������� ��� ����� ��  �	�� 6�/G�



 �� ���������� A��$ ��	 ��5��) �� � C������) �����	�� 103

��	
� ���� -���+������ �� �!� )������� ��������� ���	 �� �!� =�$ �5-���������Dp
�� �!� -������� 	�������" ρb �� �!� ���# 	������ �� �!� �������� ��	 ζs �� �!� ������
��)�� �� ��-����

�������� !�-� Dp(mm) ρb(g/cm
3) ζs(deg)

�)�� ����� -!������ ��0 ��� 14� 

GG� -!������ ��� ��� 1�� 

�)�� �������� 9�)���� ��4 4�0� 13��

-:(:' �	���� ��� ����������

 �� ��B�������� �'����� 
�� ��� ��������� ��������� "6�6-# �� "6�66#� �� �

)���%����� ��� ��� ������ ��� �����
������ �
 ���� ��� �������� �
 �������%
�����  ��� �� ���������� 	� �������	��� ��� 	������ ��������� u∗ = 0 ��
x∗ = −1� 1 ������ ��������� 
�� ��� �������� u∗ �� x∗ = 1 ������ 	� ���%
����	��� �� ��� ���� �� ������ ��� ������ �
 ��� ������������ 1� �� �������

���  �	�� 6�.� ����� �� �� ��D���	�� ��������� 
�� ��� >�� ���� ���� ��>%
���� ��� �������� �� ��� ����� ����� 
�� ��� .�"�	�� ��� ������ ��������
���)��� ��� ������� �
 ��� ��B�������� �'����� ��� 	� ��>����� 	� ���%
'����� ��������� αB ��� αs� ������������� ������� �� ��� ,.E90 ��� ���� 	�
�������� ��� ������ �������� �
 ��� ��������� ������ ����� �������������
������ �� x∗ = 0� :������� ����������� 	� '���"��� �� ��� ,.;E0 ��������
���� ��� �������� �� ����� �� ��� ������ ������� �
 ��� ��������� >��� 	�
���������� ����� ������� ��� ��� ����� ��� �� �� ���������� ���� h∗ = 0 ��
x∗ = ±1�  ���� ��� ��� ��'�������� ���� ��� 	� ��� 	� ��� ��B��������
�'����� "6�66#� ��� �� �� ��$��� ���� 
�� ������ �������� ��� .�"�	�� ���)���
	����� ������ ��� 	� �	�������

 �� ������������� �������� u∗ ��� ��� ������������� ����� ����$���� h∗


�� ��� ����� ��B����� �������� ���)��� ��� ����� �� *��� 6�E7�  �� ��%
������� ����� ��� ����� �� ��� ����� ��� ���������� �� ������� �����

�� ��� ��������  �� �������� 
�� ��� ��� >�� ���� ��������� ��������%
����� ���� ���������  �� ������ �� ���� ��� 
��������� ���������� �� >�� ��
�������� ��� ����������� �
 ��� �������� �� ��� ������ ?� ��������� ���
>�� 
�� ��� ������ �������� ���)�� �� �������� ������ 	� ��� �����������
�������� ��� �������� � ������ ���� ���� ��� �������� �
 ��� �����
x∗ = 0� *���������� ����� �� ���� � ����� ��B������ �� ��� ���������� ���%
������ 	� ��� ������ ����� >�� ��� .�"�	��M� ���)���  �� ������� �����%
��� �� �����)������ ������ 
�� ��� ��� >�� ���� �� �������� �� ��� �����
����  �� ����� ����$���� �� �����'����� ��� ������� 
�� ��� ��� >��

� L� �!��# �!�� �!��� ������ ��� � ��� ���)��
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���� ����� ��������� �� �!� �����)� �������� u∗ ��	 ����� �!��#���� h∗ $��! 	�������
����) �!� ����� x∗ ���������	 ����) �!� 	�,����� �������� -��+���� &A��� ;1�0< $��!
�!��)���(

���� 
�� ��� �������� >���� 1��� ���� ���� ��� ����� ����$���� ���)�� 
��
��� ��� >�� �� ����������� �� �� ��� ��������� �������� �� ��� �����%
����

1� �������� �
 ��� ����$���� �
 ��� ����� �� ��� �������� �� �	������ 	�
����������� ����

du∗

dx∗
≈ 0, ���

dh∗

dx∗
≈ 0, �� x∗ = 0. "6�6@#

+���� ���� �� "6�6-# ������

[
C1a

∗ − C3
ρ∗

2
u∗

5

Q∗3

]
x∗=0

= 0, "6�69#

��� ����� u∗ = Q∗/(ρ∗h∗), Q∗(0) = 1/2 "
��� "6�68#1#� ρ∗ = 1� ��� �	�����%
��� 
�� C1, C3 ��� ����� 
���  �	�� 6�.� �� ���



 �� ���������� A��$ ��	 ��5��) �� � C������) �����	�� 13�

���� ����� ���-���	 ������� ��� �!� ��������� �� �!� �5-����������� �������	
����� �!��#���� �� �!� ��	-���� h∗0 = h(0)/L $��! ���������� �-��	 �� �-� ��� �!�
	�,����� ���������� E5-��������� -��������� ��� ��#�� ���� ;1�0<� E5-��������
$��� -�������	 $��! ��)�� �����" GG� ��	 ��)�� ��������� &A��� ;1�0<�(

h∗0 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(αs
a∗

)1/4

, ������ ��������,
(

25
16
αB
a∗

)1/5

, .�"�	�� ���)��.
"6�6;#

*���� 6�EE ����� ��� ����� 
�� ��� �������������� ������� ����� ����$����
�� ��� �������� h∗0 �� � 
������ �
 ��� ���������� ������ 1����������� h∗0
����� �������� ���� ��� ���������� ����� �� ��� ����� �
 ��� "�������� ���
�����# 	� �� ��� ≈ .7 ������� ��������� �� � ���� �
 h∗0 = 0.25�  ����
������ �� ��� 
�������8
�����
�M� ,/8/0 �������� ���� ����� (ζ−ζs) ∝ ω2�
�������� ���� h∗0 �� ����������� �
 ω ,.E90�

*���� 6�E. ����� � ���������� �
 ��� ����������� ��� ������������ ����� �

h∗0 
�� ������ �������� ��� .�"�	�� >��� *�� ���� �������� ��� ����������
αs ��� αB ��� ��D���� �� ���� ��� ������� ����� ����$���� ���)��� �����
��� ������������ ���)��� �� ��� ������ "/HE7 ���# ���������� ������  � ����
���� ���� ��� ������������� ������������� ���������� a∗ ��� a∗1 ��� �������
3������ ��� ����� �� ,.E90�  �� ����� ����� �� *��� 6�E. ��� ��� ������ �	������

��� "6�66#� ��� ��� ������ ����� ��� �	������ 	� ���� "6�6;#1 �� "6�6;#2�
 ���� �� ���� ��������� 	������ ����������� ����������� ��� ������������
*������� *��� 6�E/ ����� � ���������� 	������ ��� ��������� ��� ���������%
��� ����� ����$���� ���)��� 
�� ��� ��B����� ��������� 
�� ��� �������� ����%
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���� ����� ���-������ �� �!� �!����������� -��	����	 ��	-���� �!��#���� ��� ���-��
�!��� =�$ ��	 ������ =�$ $��! �5-��������� ������� '������ ��-������ �!�
�5-��������� 	���" �!� ����� ����� ��� -��	������� ����) & �  ( ��	 �!� ��
�� �����
��� �!� -��	������� ����) & � 3(� &A��� ;1�0<�(



 �� ������	��) C����#� 138

���� ����� ���-������ �� �!� �5-��������� ��	 �!��������� ����� �!��#���� �����%
���� $��! 	������������ 	������� ����) �!� ����� x∗ ��� �!� ��$��� ���������� �-��	
&�� )���� �� �!� �����( ��� ���! ��������� ������������ ��� ��� ���-�� �!��� =�$
����) & �  (� ���� �!�� �!� �5-��������� ������ &E( ��� ���� ����������� �!�� �!�
���-���	 ������ &T (� &A��� ;1�0<�(

������ ����� �� ���� �����  ���� �� ���� ���� ��������� 	������ ������ ���
������������ ���� 
�� ��� ���� 	���� ��� ��� ??�� ��� ��������� 	������
����������� ���������� ��� ������������ ���� 
�� ��� ���� �������� ��� ���%
����� ��� �� ����� ���� ��� ����$���� ���)��� ������� ������ �����������

��� ���������

,�* #
�������+ !������

<� ���� �������� ��� ��B����� ������ ���� 	��� ������� ���� ��� ����	�� �

������	��� ��� ��������� >�� �
 ��� ������� ��������� ���� ��� 
��� ��
���
�
 � �������� ����������� ���� <� ��� ����� ��� ��%���� ����� ��� ��� 	����
�
 ��� ����������� 
���������� �������� 	� ����������� ����������� +��
���
������	���� �
 ��� �������� ������ ��� ������ ����� ��� ������ ��� ��%
��� �������� �� ��� ��������� �'������ ���� 
���� �� ����� ��� ���������
�������� ��������� ��� ��������� ������ ����������� �
 ��� ��������� ����%
������� ������ ����� ������� ���� 
��� �� 	� ������������� ������	��� ���
����	���� �� ��� ��������� �����	��� ���������� ���� ����������� �����
�� �� 	� ���� ����� 	� �� �������� ����������� ���� ����� �� ���� ���
��������� �
 ��� ��������� �������� ���� ��� 	� �����	������ �� ����������
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 �� ������� �
 ��� ������ ����� ��� ��B������ ���� !(� "������ ��������
���������# ����������� ���� ������� ��� ��������� ���� ��������� ������%
���� ���� ��� 	� ������ �� 	� �������� ������ ��� ����� ����� �� �� ���
��������� ���������� ?������� �
 ���� ��� ������� ��� ��� �����������
������� ���� ������� ���$�� 	� �������������� ���� ���� ������� ���� ��
��� )��� ����� ����
�� �� ��� ������ ����� �� ��� ����������� ��������� ����
������� ,����� ��� ��� ����� �
 O(h′)0�  ��� ������� ���� ��� �����������
������� ������	���� "��������� 
�� ��� ����� ������� ������ ������# ����
��� 	� �������� 
���  ����
���� � ��B����� ������ ������ ��� �� 	� �������
 �� 	���� ����� ������ ��� ���������� ���������� �� � �	��	�� 
���������
��� � ����������� ������	���� 
�� ����� ��� ��� >��� ������ �������� ��� ���
.�"�	�� ��������� ���� ���� 4�������� � ���������	�� ������	���� �
 ���
��������� �������� ��������� ������ ��� ��������� ����� ��� ��������� ���
$	�������� ������ �� ����� ��� �����%���������� ������� �'������ ��
�������� ��B�������� �'����� ���� 	� ������ 
�� ��� ����� ���������� �����%
���� �������� ���������� 1������� ���� ������ �� ��� >��� .�"�	�� ���
������ �������� ���)��� ������ ���� ��� ��� >�� ����� ��������� ����������
����������� �������� ������	����� "����� ����	�� ��������� ������#� ������
������ 
��� ��� ����� ��� ���)��� ���� ���'����� 	� 	����� ��������
���� ������������ ����� <� ��� ����� ���� ��� ��� 	������� �
 ��� ��� >��
���� ��� 	� ������ 	��$ �� ��� �	����� �
 ��� ����������� ������ ������	�����
&�$������ �� ��� ������� 
��� ��� ��������� �
 ��� ��������� �������� ���%
������ �� ��� )��� ����� ���� ��� ���>�� ��������� ��� ��� ��� �� �������
��������	�� �������  �� ����$���� ������	���� �
 ��� ��������� ������ ��
������� �� ���� �� ���� ����� ,������ ���� �� �� 
��������� h∗ = K(1− x∗2)�
����� K �� � ��������� ��� "6�E7#� ������� �� ��� ������� �� ��� �����
Q∗ = (1− x∗2)/20��

�� ����� �������� ���� ����� ���� �� ������������� ���� �� ��� ����� ������
"����� ������ �� O(h∗

′
)# ���� ��� ������� �� ��� ������ *���������� �� ���

� 
�� &	���	��	�� ������ �������� ��� ���� � ��� >�� ���������
��� ����� �������	�� ������� ?� ��������� ��� ������� �� ��� ����� �� ����
������� ��� ���� �����
���� �������� ����������� ������ ������	����� ���
����� ��� >�� ���)���� 3������ ���� ������� �� )�� �� ����������� ���� � ���
>�� ��������� �� ���� ���� ��������� ��� � ���������� ������� 	��������

� L� ��������� �!� �		 ��!������ �� �!� -��) =�$ ��	�� �� �!� $������ ��
��� 	�����-���� �� � ���� �� ��� 	��������� �� �!� 	�,�������� �6������ ��	 �
������-��	��) ���� �� � -�������� �� �!� ��	�� �	S������� �� ��� ����	����
�!�� ���)������� 	��� ��� ����� �� ��� ��	���



���� ���

����0 ��������& �������� %�����	

��� ���������	 �
 *��� ���
��� *��$	

�
 ������$ ���������	 ������& 1��� ������

��� �$�	��� �������	



2 ���		���� ��� 3�&� ��	�������

����0'��������& �������� %�����	

�� ��� ������� "���	���

!������� ������� �� ����� ��� ��������� ��������� �'������ ���� 	���
��������� 
��� ������ �� ������� ��� ����� ������� ��>���� �� ��� ���
�������� ���������� �� ���� �
 ��� ���������� �
 ��� �'������ �����������
4���� ������ ����� ���� ����� "����# >���� ����� �������� ���)������ ���
�������� ���%����������� >�� ��� �������� ��� ����� �'������ 
�� ��	��������
����� ��� ������� �������� ���� ������� ��� ������ ����������� +����������
�������� ����������� �
 ��� ��������� �'������ �� ��	������ ���������� ��
������

<� ���� �������� ������ ������� ���%����������� >�� ���� 	� ��������� 2���%
������� ��� ������� ���� ��� ���� ���� ��� >�� �
 � ������� ���� ���� �
������ ���� ���)��� �� ������ ����� �� ���� �������� ���������� �
 ��� �����
��� �������� ��� 	� �������� �� ���� ��� ������ ������� ���� >��� ���� �
����������� ��
��� ���� � ���� ���� ��
��� >� 
��� �	��� "��� *��� @�E#�
4���� �������� �
 ��� ����������� �
 �������� �������� �
 ��� ���������
���%����������� ��������� ����� �'������ ���� ������ ����� ��� ���� 
���
� ����� ��	�� �
 �������
� ��������� ��!�"� ��� #����� ,/@80 ���%
������� ������%����� ������� �������� ��� ��"���"��� )���� ��B������
������� ��� ���� �	�� �� ������� ��� ���)��� >�� �
 � )���� ���� �
 ����%
��� �������� ���� �� �������� ����� �����  �� )���� ��B������ ������� ����
���� ������������� ���	�� ��� ��'���� ���� ���������� �������� ��B���� 	�
������  �� ��"���"��� ������ ����� �� �� 	� ���
���	�� ����� �� �����%

���� #��� -������� ���%	���������� =�$�� �( �����$ �!��� $��! -������� $����"
	( =�$ 	�$� � $�	� �����	����� ������� $��! � ������� =�5 ���� ������
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���� ��� ����	���� ��� ������� ������� �������� ������ ��� �������� ������
��� ���� 1 ����� ��	�� �
 ��������� ���� 
�� ��������� ���%����������� ���%
������ ��� �����������  ���� ���� 	� �������� �� ������ �� ������ E7�

 ���������� ������� �B�� 
��� ��� ������������ �
 ��� 	���� �	�� �� ������
�����	�� ����$� ���� 
��� ������ � ������� ���� ���� �� ��� ����� ������ 
���
�� ��������� �� � ����������� ������� (����� �������� ������� ��� ����	��
�
 �������� ��� ����� ��������  ��� ���� �� 	� ������� �� ���������
�������� �� �������� ������� ��� >��� <� ��� ������ ������������ �� �����
)��� ��������� ��� ��� ����������� �������� ������'�� ���� �������� ���
��"���"��� )���� ��B������ ������� ��� ���� �
��� ����� �� ����� �������
������ �������� ������� ���� ����� ��������� ����������� ����������� <�
���� �������� ���� ��������� ���%����������� ���)�������� ��� ��������� �����

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) = 0,

∂

∂t
(hu) +

∂

∂x

(
hu2

)
+

∂

∂x

(
βxh

2/2
)

= hsx − εh cos ζ
∂b

∂x
,

"@�E#

����� sx = cos ζ (tan ζ − (u/ | u | ) tan δ) �� ��� ��� ������� ������������ ���
βx = εKx cos ζ� ��� ����� /�-�/�

-�� #�������� ����	��� ��� 
��	����� �$$�
�����

 �� ��������� �����%���������� �'������ ��������� �� ������ 3 ��� 4 ��
����� ���%����������� ��� ���%����������� ��������� 
�� ��� ������������
���� �
 ���� ��� ������ �������� "@�E#� ��� 	� ������ ���������� 	� ����
)���� ��B������ �� ����� �������� ������� 
�� ������� ������� ���������� ���
��������� ������ 1������ ����� �'������ ���� �� 	� ������� �� ��� ���%
������ ������� ����� �'������� ����� �������� ������������ �� 
���� ���� ��
�� 	� '��� ���	�������  ���� ��� ������� ������� 
�� ����A

• ���� � ���� �
 � ������� �������� �� �������� 
��� ���� �� � ������ ���
�������� ���� ��� ���� ��� �
��� ����� �� ��������� ���� � ��� ������ ���%
������� �� ��� ���������� �� ��� ���� ��� �������� �� ����� ����������� ���
��������� ����� �
��� ����� �
 ��� ���� �� ��� ���� ��� ����� 	��$�����
	�
��� �� ����� �� � �����
• ?����� ��� ������ �� ���������� ��������� ��� ��� ����������� �������%
����� ����� ���������� ������ �	�� ��� ���	����� �
 � �������� �������
�� ��� 	� ����
� �� �� ����������� �������� "�� ��� �������� )����
��������������# �� ����� �������� �����	��������
•  �� ��������� ����� �'������ ��� ���� ����� �� ������� �� ��� �������
����� �'������� 	� ��� ���������� �
 ��� ���������� ��� ��B����� 
���

� L� ��� �!� ����� N�	�������O ��	 N����������O �������������
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����� �
 ��� ��� ����� ���� ���	���� +���$� ��� �������� ����� ����
���	���� ��� �������� �� �� ������� ���� ��� 	�� ���� � ����� �������� ���
��� ����� �� C��� ���������� ����� ��D�� ������������ ��� ���������� ��
%

������� 	������ ��� ������� ����� �'������ ��� ��� ��������� �'������
���� 	��� ��������� �� ������ �� ����� 3.4.4.
•  �� >�� �
 � ������� ���� ��� 	� �������� �� � ������ �����
��� ��� ��
��	����� ��� ��� ���������� ��5������ �
 ��� ���	�����

?�
��� ��������� ��� �������� ������'�� �������� �� ��������� ���� �� ��
���� �����)���� �� ������� ���� ��� ����� ��� ����� �
 �������	����� �
 � �������
��
����� ���� ���������� ��� ��������� �'������ ������� ��� ����� �'�%
����� ��� �� 
��� ����������� 
�� �������� ����� �� ������������ 
��� "/�//#H
"/�/8# �� ����� ������ 
��� ���� 	� ��B����������� ��� �	�������� �
 ����
	������ "/�//#� "/�-/# ��� "/�--#� �	������� ��� ������ �
 ����� ���� ��� ����
���$ ���� ��� ��������� �������� ��� ����$���� ������	���� ��� ��B�������	��
������ ��� ������ ������ �
 ��� ���������� ������� ���� ���� ��� 	� �� 
��
�'������ �� ������������ 
���� ����� ��� �	�� �� ������ ���������� ����$��
*�� ������ ��������� ��� ����� �������� ��� ��"���"��� ������� ���
�������	��� ����$ �������� ������'�� ���� 	� ����� ���� ������

��!�"� ��� #����� ,/@80 �������� ��� �������� )���� ��B������ ��������
��� �
 ��"���"���� ��� ����� �
 �������� ����� �� ����� ��� ��������� ���%
����������� �'������ �
 ������ ������	��� ��� >�� �
 �� ��������� �
 � )����
���� �
 ������� �������� ���� � ���� �������� 4'������ "@�E# ���� ��� ���
�������� 	� �����
����� 	� ��B����������� ���� ��� �������
	������	 
���

∂h

∂t
+

∂

∂x
(hu) = 0,

∂u

∂t
+ u

∂h

∂x
+ βx

∂h

∂x
= sx − ε cos ζ

∂b

∂x
.

"@�.#

 �� �������� ������ ��� �	�� �� �������� ��� ������ �
 ��� (%���� ����%
������ ������� '��� ����� �������� ���� ���� ��� ������� ���)�� �� ���������
����� ���� �� (%����� ���� ������ ��������� 
����� ��� ���)�� ���� � �����
���� �� ����������� �
 ��� (%���� �������� ��� � 	������� �� ��� �����%
��� �� ��� ��	������� ������������ �� ��� 	� � �������� �	���������  ���
��� ��� ������� ���� ��� ��"���"��� ������'�� �� ����� ��� ���� �� ��%
������ ���� ��� �������� ���������� �� � ������ ������ 
�� ���� ���	����  ��
��"���"��� ������ ��� 
��� �� 	� ������� �5����� ��� �	�� �� ���'�����
������� ��� �	������ ������������ 	�������� <� ��� 
�������� ����������� ��
���� ������ ����� ��� �������� ������� 
�� ��� ������ �
 "@�.#�
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1:�:� 
������� ��������

1���� ������� �������� ��� �������� ������� �� ����� �����	���� ��������

"���� ����� &
1	���� ��� 3���	����	 ,.@70#� ��!�"� ��� #����� ��� �
������ ������� �� ���� �
 &�
�	���
� ,.670 ���������� � ���%���� ��������
)���� ��B������ �������  ��� ������ �������� �� ���$ 	��� ����� ��� �����
���� ���� ������ *��� ��� $���� ������� �� ���� t = nΔt � ��� ��� �������
��� ����� �
 h ��� u �� ��� ��� ���� t = (n+ 1) Δt 	� ���� ���%�����
����� ��B������� �� ����������� ��� )��� ������������ ����������� ��� ����
�� ��� ������ ���� �� ������� ����� ���� �������� ���%����� ��B������� 
��
��� )��� ������������  �� ������ �� ������%����� ������� ��� ���	�� 
�� ���
����������� ����������

 � ��������� h ��� u� ��� ����)���� ��B���� ����� μ∂2h/∂x2 ��� μ∂2u/∂x2�
������������� "���� ��������� μ# ���� ��������� �� ��� �����%���� ����� ��
	��� ��� ���� ��� ������� �'������ "@�.# �� �� �� ������ ��� �����������
�B���� �� �� ����� ���������� <� ��� ������� ���������� �� � )��� ���� ���
)���� ��B������ 
���� �
 ��� ����������� 
�� h ��� u �� ��� ��� �������� ���
��������� ��

hn+1
i =hni −

Δt

2Δx
(
uni+1h

n
i+1 − uni−1h

n
i−1

)
+
μΔt

Δx 2

(
hni+1 − 2hni + hni−1

)
, "@�/#

un+1
i = uni −

Δt

2Δx
uni

{
S
(
uni+1 − uni

)
+ S

(
uni − uni−1

)}

+ Δt (sin ζ − ��� (uni )TC)− βΔt

2Δx
(
hni+1 − hni−1

)
"@�-#

+
μΔt

Δx 2

(
uni+1 − 2uni + uni−1

)
,

����� S = (1− ��� (uni ))� TC = tan δ cos ζ� β = εKact/pas cos ζ�

 �� ����������� 
�� h ��� u �� ��� ��� ���� ��� ��������� �� ��� ������
���� 	� ��� 
������

hn+1
i =

1
2

[
hni + hn+1

i − Δt

2Δx

(
un+1
i+1 h

n+1
i+1 − un+1

i−1 h
n+1
i−1

)

"@�8#

+
μΔt

Δx 2

(
hn+1
i+1 − 2hn+1

i + hn+1
i−1

)]
,

� �!� ���%	���������� +���%��	�� (��������� ������ �� -������ 	�,�������� �6��%
����� �� �!� ���� ∂w

∂t
+ ∂f(w)

∂x
= 0" $!��� w �� �!� ������ �� ������������ ����%

�����" �� ���	 �� �� 
��������� �� �!� ���,��� �����5 f ′(w) �� �!� =�5 ��������
f(w) !�� �!� �����$��) -��-����D ��� ���! ����� �� w �!� ��)�������� �� f ′(w)
��� ���� ��	 �!� �����5 �� 	��)����������" ����" �!��� �� � ���-���� ��� �� ��������
��	�-��	��� ��)����������
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����

un+1
i =

1
2

[
uni + un+1

i − Δt

2Δx
un+1
i

{(
1− ���

(
un+1
i

))(
un+1
i+1 − un+1

i

)

+
(
1− ���

(
un+1
i

))(
un+1
i − un+1

i−1

)}
"@�6#

+ Δt
(
sin ζ − ���

(
un+1
i

)
TC

)
− βΔt

2Δx

(
hn+1
i+1 − hn+1

i−1

)

+
μΔt

Δx 2

(
un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

)]
.

<� ��� �	���� ��� ���������� n ��������� ��� n%�� ��������� ������ ��� �	%
������ i ������� ��� i%�� ���� ������ �������� ���� ��������� Δt ��� �����
��������� Δx ��� ��������� *���������� �� ��� �����%���� ���� �
 "@�/# ���
������ ���� �� ���  ���	 ��:	�	��	 "*3# ������������� �
 ∂(hu)/∂x� ������
��� ���� ���� �� ��� ������%����� *3 ������������� �
 ��� �������� ��B����
����� ���������� ��� ������ ���� �� ��� �����%���� ���� �
 "@�-# �� ��� ������
����� ����� *3 �������������� �
 ��� ���������� ������������� ��� ������
���� ����� ��� *3 �������������� �
 ��� ������� 
������ ������ ��� ����� ����
�� ����� ��� *3 �������������� �
 ��� �������� ��B���� 
�� ��� ���������
 �� ����������� 
�� hn+1

i ��� un+1 ��� )��� �������������� ���� ��� 
�����
��������� �� "@�8# ��� "@�6# �� ����� ��� )��� ����� hn+1

i ��� un+1� :��%
�� �
 μ �
 �	�� 0.01 ���� 
��� �� 	� �5����� �� $��� ��� ������� ����
��� �������������� ����� ������ �����)������ �������� �� ��� ������������
�����
� *���� @�. ����� � ������ �
 ����������� 
�� ��B����� 	�� 
������� ��%
���� δ = 22◦� δ = 16◦ ��� δ = 10◦ 	� ��� �� ��� ���� 	�� ����� ζ = 32◦�
 �� )��� ������� ���� ���������� ��� 	�� 
������� ����� ��������� ��� ��%
���������� �
 ��� ���� ���� ��� ������ 	� ��� ���� �
 ������ �
 ��� ������
�
 ��� ���� ������� ��� ��� �����  �� ������� �������� �� �������� 
���
���� �� ���� t = 0 ���� �� ������������ ����� ����� 	� "E7�-# �� ����� E7�
 ��� ��������� ���)�� ��� ������ 
�� ���������� ���� ��� ��	������� �����%
������ ���
����� 	� #���� ,E670 ����� ���� ��� ���� ���� $���� �� ����
�����

�����	�� �� �	 
������� ��������  ���� ��� ������� ��5������ ����
��� �������� ��� �������� ��������� ���� �
 ���� ��� �� 
������A

•  ��� ������ ��� � )��� ������� ���� ���� ������� ������� ��� ����%
������ �
 ��� ������ �����
• 4��� �� ����� ����� �
 ��� 	�� ����� ����� �� �� �������� ��� ��� �����
�� C���� ��� �'������ �
 ������ "@�.# ����� )���� ���������� ������� ���
���������� �
 ��� �����  ��� ����� ����� ������� �� ��� ���������� �����%
�������� �� ��� 
���� ��� ���� �
 ��� ����� � �����	������� �B��� �� ��������
�������������

� �!��� �� � ��)� �����#� �� ����� �� �)� �� �!� +��� ���� �� &/� ( �� �!� �����%
�-��	��) �6������ �� !�*��� ��	 ������ ;8/�<�
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���� #��� C������ �������	 ���� '��������M� �5-����� +������� +���� 	�,��%
���� ��!��� ��� �!� ��������� �� �!� ������ �� � +���� ���� �� )������� ��������
�������) ���� ���� �� � ��	 $��! ����������� ��)�� ζ = 32◦" �������� �������� ��)��
φ = 29◦ ��	 	�,����� ��	 �������� ��)���D &�( δ = 22◦" &	( δ = 16◦" &( δ = 10◦ ��	
ε = 0.3218� &A��� ;8/�<�(
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• 1������� ����)���� ��������� ��� ��� �� ������� ��� �����	�������� ��
��� �������� ����������� ��� ���������� �� ��� ������� ������ �
 ����
������� 	� ��� ���� 	���� �� �B��� ��� ������ �� ��� ������ �
 ���
���� �����
�  ��� ��� ���� 
����� ��� ���� �� ������ ������� ��� (%
�����

 ���� 
���� ������ ��� ��!�"� ��� #����� �� �	����� �������� �������
��� �� ��� ��"���"��� �������� <� ��� �������� ���� ��� ����� ���� ����$
�������� �������� ����������� ������� ���� ������ �� �	���� ����������
������� �������

1:�:� �������� ��������

1 ��"���"��� ������ ��� ������ �� 	� � ���� ������ ������ �� ����%
���� ��� ��5������ �
 ��� �������� ���������  �� $�� ���� �� �� ��
� �������� ��� ���� 
������ ��� ������ �
 ��� ����������  ��� ������ ��%
������ ��� ������������� �
 ��� �������� �
 ��� ������ ������� 1� �����
�� *��� @�/� ��� ������� ����� ���)�� �� ������� ���� � ��	�� �
 ������ ���
	�������� �
 ����� ��� ��������� ���� ��� �����%�������� �������� �
 ���
������� ��������� �� � 	���� 
�� ��� 
��������� �
 ��� ���������  �� ����
���� 	�������� ��� �������� ���� ��� ����������  ���� �� ����� ��������
�� ���%� ����� i ����������� �� ��� ���� ���� ������� ��� j �����������
�� ��� ���� ���� 	������ �������  �� ���� 	������ ������ ��� ��)��� ��
����� n− 1 ��� ��� ���������� �� xn−1

j �  �� ���������� �
 ��� ���� 	������
������ "��� *��� @�/#� ��� ��)��� �� ��� ���
%��������� ��� ��� ������� ��
u
n−1/2
j �

1���� ���� ��� �������� ��� �������� ������	���� �� ����������� 
��� ��
$���� �� t = (n − 1)Δt �  � ��������� �� �� t = nΔt �� ������� �� 
�������
*������� ��� ��� �������� �
 ��� ���� 	�������� �� ����������

xnj = xn−1
j + u

n−1/2
j Δt (j = 0, 1, 2, ..., N), "@�@#

���� #��� *�+������ �� ���! ���� �������� ��� �!� %��������� ��������� ��!����
�!� i ��	���� ����� �� ���� �������" j �� ���� ����	������
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��� ����� ��� ��������� �
 ��� ���%������ �
 ��� ���� 
����� ��

xni =
1
2
(
xnj + xnj+1

)
(i = 1, 2, 3, ..., N). "@�9#

<���������� "���� ������4M ��� ��� )����M ���������� �������# ��� ����
	������ �'����� "@�.#1 ����� ��� i%�� ���� ������

d

dt

∫ xi

xi−1

hdx− h (xi)
∂xi
∂t

+ h (xi−1)
∂xi−1

∂t

+h (xi)u (xi)− h (xi−1)u (xi−1) = 0.

"@�;#

����� u (xi) = ∂xi/∂t� �� ������� �����

d

dt

∫ xi

xi−1

hdx =
dFi
dt

= 0 (i = 1, 2, 3, , ..., N), "@�E7#

����� Fi �� ��� ���� �
 ��� i%�� ����� <� ����� ������ ��� ���� �
 ��� ����������
�������� ���� �� ����������

1������������ Fi 	� hi (xi − xi−1) , i = 1, 2, 3, ..., N � ���� ������������
�������� �������

hni
(
xni − xni−1

)
= hn−1

i

(
xn−1
i − xn−1

i−1

)
, i = 1, 2, 3, ..., N, "@�EE#

����� ���������� hni ����� ��� ����� '�������� ��� $�����

*������� ��� �����%�������� ������� �'����� "@�.#2 �� ��� �� ����� 
��
��� ��� ����� �
 ���������� �� ��� ���� 	������ ������� ����� ��� ��
�%����
���� �
 ���� �'����� �������� ∂h/∂x� ��� 	������ ����� ��� 	� �������
����������A

u
n+1/2
j = u

n−1/2
j + Δt

[
sin ζ − ���

(
u
n−1/2
j

)
cos ζ tan δ − εKact/pas cos ζPnj

]
,

"@�E.#
�����

Pnj = hn0/(x
n
0 − xn1 ), 
�� j = 0,

Pnj =
(
hni − hni−1

)
/
(
xni − xni−1

)
, 
�� j = 1, ... ..., N − 1, "@�E/#

Pnj = hnN−1/
(
xnN − xnN−1

)
, 
�� j = N,

���

xni =
1
2
(
xnj + xnj+1

)
, "@�E-#

Kact/pas = Kj,n
act/pas =

⎧⎨
⎩
Kact, 
�� uj+1 − uj > 0,

Kpas, 
�� uj+1 − uj < 0.
"@�E8#



/�� ��������� +������� ��	 %��������� 9--����!�� 84�

1� ����)���� ��������� ���� μ∂2u/∂x2�

μ
∂2u

∂x2
= μ

(
u
n−1/2
j+1 − 2un−1/2

j + u
n−1/2
j−1

)
/
(
xnj+1 − xnj−1

) 2
"@�E6#

�� ����� �� ��� �����%���� ���� �
 "@�E.# 
�� ��� ���������� �� ������ �����
���� ��� ������� ��� �������� ���� �������  �� ����)���� ���������� μ� �������
� �����	�� �����)������ �
 ��� �������� ��������� ��� ��� ������ ��� �%
������� ������� ���� ���� �� ������� ���� ������� ����������� (��� �������
��������� ��� D���)������ �
 ��� ����������� �
 ��� �������� ��B���� ���
	� 
��� �� 3�����	� �� ��� ,;0�  �� ����� 
�� ��� ����)���� ��������� μ 	�%
����� 0.01 ��� 0.03 ��� ����������� 
�� ��� ������ �
 "@�.# ,/@80�  �� �	���
�������� ����������� �������� ����� �������� ����������� ��� ��	�� �

������ N � ��� �������� ����������� ����� Δt � "��� ������� ���� �� ������� �� Δt
��������� �� "@�@## ��� ��� ����)���� "�������������# �������� ���������� μ�
 �� ������� �
 ��� ��"���"��� )���� ��B������ ������ ������� �� ���
����� �
 ����� ����������� )��!� ,E.@0 ��� ����� � �������� �������� �	��
��� �� ������ ��� ����������� ������ �� 
��� ���� ��� ������ ��� ���� ����%
������ ��������� ��� ����� �
 μ ��� �������� ���� N = 40� Δt = 0.002�
��� μ = 0.05 ��� ����������� ����� 
�� ������ ������������ *���� @�-
����� ��� ���)�� ������ �� ��� ��B����� "�������������# ����� 
�� ��� ����
������� ���������� �� 
�� ��� �������� ������������ ����� �� *��� @�.� <� ���
������ ��� 
����� ������ ����� ��� ���� ��� ���������� ��� ������ ������� ���$
������� ������ ������� ��� ������ 
��� ��� �
 #����M� ����������� ,E670�
1�������� �� ��� ������������ 	� �� �� ���������� <� 
���� ��� �����������
�������� �������� ���� � ������ ���)�� ���� �� ����������� �
 � ����	����
��� ��� ��� �� (%�����

!��� �� ��� ������� �� 
������A ����� �������� ������� 	���� ��� &�
,
�	���
�M� ,.670 �������� ������ ��� �	�� �� �������� ��� (%���� ����%
������ �������� ���� ���� ������	�� ������ 
�� ���� ������� ������� �����������
1 ��"���"��� �������� �� ����� ��� ������������ ���� ��� �������� ����
��� �������� ��� 
��� �� 	� ������� �5����� ��� �����	��� �������� �� ����
��� ������ ������������� ����� �� ��� ��$��� ������ ��� ��� (%���� �������
���� ��� 	� 
����

��!�"� ��� #����� ,/@60 ����������� ��� ���������� ���������� ��� �'�%
����� �
 ������� ������� �� ���������� ������������ 
�� ��� �������� �

���������� �
 ������� ��������� 
��� ���������� �� ��%�� ����� � �����
	�� �� ��� 
��� �
 � ��"���"���%���� )���� ��B������ ��������������� �����
��� ���� �� �������� ���� ��� �������� ����������

���� ������� ���� � ����� 	�� ��� ��������� ��� �'������ �
 ������ 	�
���������� ������������ ���������� ����� ������� ������ �� ��� ������ ��%
����� �'������ ������ λκu2� ��� ��� ����������� ����� ζ �� � 
������ �

��� ��������� ���������� x� ����� ζ = ζ (x)� ��� ,E@80�
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���� #��� �!� !��)!� h �� -�����	 �)����� 	������� x ��� %��������� ������������
�� �������!� -��+�� �!�$� ��� ��5 	�,����� ������ L��! ���������) ���� �!� -��+��
���	� �� ������ ���� -��������� 9��� �!�$� �� �!� ����� ��� �!� �����" ��		�� ��	
���� ��	 ����������� �!� -����� ��	����� ���-���	 ������" $!���� ������� ��� 	�	���	
�� !�*��� ��	 ������ ���� ��,��M� �5-������� 106b ;� 4<� ���-�������� $���
-�������	 ��� ζ = 32◦, φ = 29◦, δ = 22◦ ��	 ε = 0.3218� &A��� ;8/�<�(

)��!� ���#����� ,E.90 ��� ���� ��"���"��� ������ 
�� �������� ���%
�������� �
 ��� ��������� ������� �������� ������	����� ��� 
����� ���� ���
�� ��%	������ �������� ������������� �� ��� ������ ������� ��� ������
������ �
 ��� ��������� 
�� ��B����� ��������� �� ���� �� �������� ���������
����� 
�� � ������ �
 � ������� ��������� �� � ������ ��� ������� ���� "���
*��� /�6#�  ��� 
��� ���� �� ��������� �������������� 	������ �����������
��� ��� ������� (��� �� ���� ���� 	� ���� �� ����� 10�  ��� ��"���"���
����������� ������ ��� ���� 	��� ��� �� ��� ����������� �
 �������� �� ���
��� 	���$ ���	��� ���� �	��	�� 
������� 	� �������� ,.E80�
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������� �
 ��� �������� ����������� �������� "@�EE#H"@�E6# ����� ���� ���
������� �'����� �� ���������� �� ��� ���%������������ 
���� ����� �����

��� �	������ 	� ��B����������� ��� ������������ 
��� �
 ��� ������� 	��%
���� �'������  ��� ����� )���� ��B������ �'������ ��� ��� ���������� ����$%
��������� ����� ��������� ��� ������ ������������ �
 ��� )��� �����	��� ���
	� ������� ���� �������� ��B����� ���� ��� ������ D�������� ����� �����%
	����� ����� ������������ �����  ��� ��� 	��� �������	�� ������
�� 	� �� ��
������
������ ��� ����� 
�� 	����� ��������  ��� ���� ��� 	� ����������

-�� �
�� "������
��� ��������� ����
��

<� ���� �������� �� ���� ������� ���� ����������� �������� ������� ��� ��
��B����� �������� �� ��� ��������� �� ����� �����	���� ������� �
 �'�������
�� ���� ���� ����� �� ��� ���� �
 ����� ������� ��� ��� ����������� �� ��
���� ���� ����� �� ��� ����������� �
 ����%����� ����$%�������� ��������
��������

1:�:� .���&0��	� ���	�	�

�� ����� ���� ��� ���� ������ ���� �
 � ���%����������� ������������ �'�%
����� *�� ����������� ��� x%t%����� �
 ����� ��� ���� ���� 	� ����������� 	�
�������� �� ��
��� ��� ���������� ���� ����� �x ��� � �������� �t� ���%
����� ���� ������� ��������� �� ���� 	��$ ��� �������	�� �� �����	�� ����
������  �� �������� �	
� �����
 ���� 	� ������� 	� (xj , tn) ��� ��� ��)��� ��

xj = j�x, j = 0, 1, 2, . . . ; tn = n�t, n = 0, 1, 2, . . . , "@�E@#

����� ��� ���� ���� xj �� 	����� 	� ��� 	�������� xj−1/2� xj+1/2 ���
xj+1/2 = xj +�x/2�
*�� � ���������� ����������� �
 �������� �������� �� ����� ���� ��� �����
�	�	��
 ���	�� 
����� ���	������ ���	����	 ���
	������� ���

∂w

∂t
+ a

∂w

∂x
= 0, "@�E9#

����� a "��� �������������� ���� �����# �� � �������� ���������  �� ������
���� a∂w/∂x ���������� � #�2 �	�������	 ∂f/∂x = a∂w/∂x� ���� ��� ���
����
#�2 f = aw� ����� w �� � ���
	������	 �������	� 4'����� "@�E9# �� �����������
	� ����������� �� ���� ��� ����� ���� ��������� [xj−1/2, xj+1/2]× [tn, tn+1] ��
�	����
xj+1/2∫
xj−1/2

w(x, tn+1) dx =

xj+1/2∫
xj−1/2

w(x, tn) dx−
tn+1∫
tn

{
f(xj+1/2, t)− f(xj−1/2, t)

}
dt.

"@�E;#
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1�� ������� ��������� �� ��� 
�������� ��� ��������� �� ����� �
 ��� 
������
��� �	������ �	�� ����	
 �
 ��� ������������ �����	�� w ��� �������� >�

������ f � *�� ���� ������� �� ��)�� ����� ���� ������ ������������� ��

������A

Unj =
1
�x

∫ xj+1/2

xj−1/2

w(x, tn) dx, F(U ; j + 1/2) =
1
�t

∫ tn+1

tn
f(xj+1/2, t) dt.

"@�.7#
���� ����� ��)�������� "@�E;# ������ �� ��� 
�������� �������������� �� �������

���A

Un+1
j = Unj −

�t
�x {F (U ; j + 1/2)−F(U ; j − 1/2)} , "@�.E#

����� F(U ; j ± 1/2) ������ ��� ���	����� #�2 �������
 ���� ��� 
�������
�
 ��� ���� �������� �
 ��� �����	����� ����� �� ��� ���� 	�������� �� xj+1/2

��� xj−1/2� ������������� �� ���� ���� �� ��� 
�������� ���� ��	
	 ���	�����
#�2	
 ��� ���	 ��:	�	�� ���
 �	�	����� �� ��	 ���	� � �������� ��� ���	

� ���	���������� <
 ��� ���� �������� �� ��� �������� >� 
������� ��� ��$��
�� ��� ���� ����� tn� ��� �	����� �� 	2������ ���	����� 
��	�	�  ��� ������
� �� ��������� Un+1 ���������� ������� ���� ���� �������� �� ���� �����
tn+1 ������ �� �� �������� �	����� 1������ �������� ������� ��� ��
� ��
������� ����� ����� �
 ������� ��B�������� �'������� ���� ��� ������ ��� 
��
����%��������� �����	���� �'������� <� ���� ������� �� ���� ���� ��������
�������� �������� <� ��� 
�������� ����������� �� ���� ��� a �� 	� ���������
����� ��������� ������ ����������� *������� �� ������ � )���%����� �������

8�!��� "	��� *��� ��� ������� ���� w0(x) = w(x, t = 0) �� ��)�� ���
���� U0 
�� ��� ����������� ������� ��

U0
j = w0

j (x). "@�..#

1������������� ���� ���� ��� ���� 	� ��)��� 	� ���� �������� U0
j = w0

j(x)� ��
���� �� � ���	��������� ����	���	 �� �������� ��� ������������� Un+1


��� Un ��� �� ��� �� � ������� ������ �������  ���� �� � ���� ������� �

)���� ��B������ ������� ���� ��� 	� ���� <� ���� ������ ��� �����������
�������� �� "@�E9# ��� ������ 	� �������� 	� ����������� )���� ��B������
��������������� 
�� �������� �������� ��� �������	� ������ #�2 ���������%
�����

FUW (U ; j + 1/2) = aUnj , FUW (U ; j − 1/2) = aUnj−1. "@�./#

*�� ����� �������� >� 
������� "@�.E# ������ �� ��� 
�������� "���# )���%
����� ������ ������

Un+1
j = Unj − ν(Unj − Unj−1), "@�.-#
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�����
ν = a�t/�x. "@�.8#

(��� �
 ��� ����%��������� ������� 
�� ��� ������������� �
 ��� ���%
����������� ������ �
 ������������ ���� ��� 	���� �� ����� ��B��������� <

��� ������������ ��� �� ���%������� � ���� ������� �������� ������ ������%
����� ���� ����� �� � ������ �
 	��� �����%����� ��� ��
�%����� ������ <� ����
����� �� ���� �� ������
� ��� ��������� �
 ��� F����G�  �� ����� ������ ���
��� ��������� ���� �� ���� ��� ����� �� ��� ������ ����������� ���� � ������%
������ 	� �� �� ���� �
 )���%����� �������� 1� �� ���� ��� ������ ���������
������������ �� �������� �������� �� �	������ ���� ������� ��B������� ���
��� 	� ���������� ���� ��� ����� ������� 	� ��� ������� ���� �� �����
�������� ��B���� �� ����%��������� ���	�����

1:�:� �	����&0��	� ���	�	�

#�	 ����������� "	��� 1 ����� ��	�� �
 ������%����� ����%
��� ��� 	� ��������� �� ����� ��� ������ ������ "@�E9# 	� ���� ��B�����
)���� ��B������ ��������������� (��� �
 ���� ��� �������� 	���� �� )����
��B������ �������������� �
 ��� ����� �'������ ���� ��� ��������� �
 ���
��������	�� �������  ��� ������ �� 	���� �� ��� (���	� ������ ��%
������� �
 ��� ������������ �����	��� ����� ��� �������� >��� ��� �����
	�

F(U ; j + 1/2) = aU
n+1/2
j+1/2 , F(U ; j − 1/2) = aU

n+1/2
j−1/2 . "@�.6#

1������� (���	� ������ ��������� �� ����� ��������� ���� ��� )���%�����
����� ��� ���� ��� ������������ ��� "@�E9# ������

w
n+1/2
j+1/2 = wnj +

�x
2

(∂w/∂x)nj +
�t
2

(∂w/∂t)nj

= wnj +
�x
2

(∂w/∂x)nj −
a�t
2

(∂w/∂x)nj .
"@�.@#

?� ����� �
 "@�.@# ��� ���� ������� ��B�������� ��� ���� �
 Un+1/2
j+1/2 
�� ���

�������� >� "@�.6# �� ������������ 	�

U
n+1/2
j+1/2 = Unj +

1
2
(
Unj+1 − Unj

) − a�t
2�x

(
Unj+1 − Unj

)

=
1
2
(
Unj+1 + Unj

) − ν

2
(
Unj+1 − Unj

)
.

"@�.9#

�	�������� "@�.6# ��� "@�.9# ���� "@�.E# ������ ��� ��������	�� ������
�� ������� ��B������ 
����

Un+1
j = Unj −

ν

2
(
Unj+1 − Unj−1

)
+
ν2

2
(
Unj+1 − 2Unj + Unj−1

)
. "@�.;#



8�4 / ��������� ��	 I�)! C��������� !��#%��-�����) ��������� ���!�	�

 �� (���	� ������ ��������� �
 ��� 
��� "@�.;# �� xj ������� ���� ��� ���
�����	�� ������ �� �
 ������%����� ������� �� ������  ��� 
��� "@�.6#
��� "@�.9#� ��� �������� >� �� "@�.;# �� ������ �� ��� ��������	� ���
�����	�� #�2�

FLW (U ; j + 1/2) =
a

2
(Unj+1 + Unj )− aν

2
(Unj+1 − Unj ). "@�/7#

8�!��� ?	��&@�����$ "	���  ��� �� � ���%����� ������� �
 ��� ���
�����	�� ������� <� �� � ���� "������#%����� ������������� ������ ����

Un+1
j = Unj − ν

(
Unj − Unj−1

) − ν

2
(1− ν) (Unj − 2Unj−1 + Unj−2

)
, "@�/E#

����� ��� �������� >��� ��� ��)��� �� ��� ���� ��� �� �� "@�.6#� 	� ���
���� �
 Un+1/2

j+1/2 �� ������������ 	� ���� "@�.@# ���� �� ����� "���%�����#
������� �����

U
n+1/2
j+1/2 = Unj +

1
2
(
Unj − Unj−1

) − a�t
2�x

(
Unj − Unj−1

)

= Unj +
1
2
(
Unj − Unj−1

) − ν

2
(
Unj − Unj−1

)
.

"@�/.#

1�� ������� �������� �� 
�� ��� ���%����� �������� *�� ����%��������� ���%
��������� ����� ���%����� ������� ��� ���������� ���� ������%����� �������
������� ���������� ��5������� ��� ,.870�

�����	�� !�� #��������� ���	�	� <� �� ����%$���� ���� �����������
������%����� ������� ��B������ ������� �������� ���������� �B���� ���� ����
�� ��������� ������������ �� ��� �������� ������� 
�� �������� ���	���� ����
����� ��������� �
 �����	���� *�� �����	���� �'������ �� �� �
��� ��� ���� ����
��� �������� ������������ ��� �� ����� ���� � ���	�� ��������� ��� ��� 	�
�������� *�� ��� ������ �� ����� �� ����� �����	�� "��������# �����	������� ��
�� ������� �������� ������������ �� �� F�������	�� �����G� � ������� ����)����
��B���� ��� 	� ������������� <� ����� �� ����� ��� �	��� ���	���� ���%
������� ������� ��B������ ������� ��� 	� ���� �������� ���� ���������
����������� ��5������ H �������� �������� ��B�����

-�� �$$�
$����� ��������� �
������+

<� ��� �������� ��������� �� ������ / ��� -� ��� ��������� �'������ ��������
� �����	���� ������ 
�� ��� ��������� ����$���� ��� 	�� �������� ���������
����� �� ���� ��������� ���%����������� �������� �� ��� ��������� ���������
<� ��� ��������� ��� �'������ ��� ���� ��������  ��� ������ ��������� ��%
��������� ������� ��� ���� ��������� 	� ��� 
�� ���� <� ��� 
�������� ����%
����� �� ����� ����������� ���� 
�� ��� ��B����� ���������� ���������� �� ���
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������� �������� �� ���� �� 
�� ���� ��� ��������� ���)��������� <� ���
���� �������� �������� ������'�� ���� 	��� ��������� �� ����� ��� ��%����
��������� �'������ 
�� ������� ������ 	������ ���� ���	���� �
 �������
>��� �� ���������� �� *���� /�@� /�9 ��� /�;�  ���� ������'�� ��� 	���� ��
��"���"��� ������ �	
�  ���	 ��:	�	��	 
��	�	
� <� ����� ��"���"���
�������� 	2������ ���� ���� ���	����� ��:�
��� ��
 ����������	� �� ��������

�������� ��� �� ���	 
����
 ��:�
��	� <� ����� ��� ��� '����� �
 �����%
���� ������������� <� 
���� ��� ���'��� �
 ����� �������� �������� ��� 	�
F����������G 	����� �
 ����������� ��������� �� �� ���� ��B����� ������
������ ����� ����)��� ��B����� ��� 
�������� �
 ��� ����$ ������� �� ����%
���� �����	������� �
 ��� ��"���"��� ������ ���� ������'� ,..@� --80�  ���
���� ����� 
�� ��� �������� ����������� ������'� �
 ��� ������� ��B������
������ �� �������� ,--70� ����� ����������� ����%����� ��B������ �������
���� ��� �������� �������������� ��� ��$����� �������	�� �� �������� ��%
���	������� ��� ���� ���%�������� ������������ �� ������� �
 ����� ��������� �

��� �����	��� ,-/;0�  �� ��� ��� �� ���� ���� ����� ����� �
 �����	�������
��� ������������ �� ���� �� ����������� ����)���� ��B���� ���� ��� ��������
������� �������� �
 ���� �� ������� ��
����� ���� ��� ���	��� ������� ���
�5����� ��B���� �� ����� �� ������ ������ ������������� ���� ��� ���%
���� �� ������� �� ���������� 1������ ����������� )���%����� )���� ��B������
�������� ����� ������� �������� ��� ��������� ��� ���	�� �� �� ��������
�������� ��B����� ���� ��� �������� ������������ ������ ��� ������� �� ����
	����� ������� �� ��� �
��� ������� ����������

������
� ��������� �
 �������� ���������� �����	���� �'������ �� ��� �

��� ���� ����������� ���	���� �� ������������ >�� ���������� ������%
����� ���� ����� ��������� �
 ��� �������� �����	��� ����� ����� 
�� � ������

���� �� �����	�� ������� ����$ ����� �� � ������� ���������� ����$ 
��%
������ �� �� ��������� ��������� �� ������� >��� �� �� �������� ��
���
������� ���� � ����C����� ��%�� C��� �� ����������� �� �	������ ���� ���
�������� 	������ �	�������� 
��� ��� ������������ ������ <� ��� �����
���� ���%
��� �� ����� ������������ ����%��������� �������� ������'�� ���� ��� �	��
�� ������� ��� ����� ��������� ��� ������ 
������ �
��� �	������ �� ������%
����� ��� )��� ������ 	� ��� ������� 	� ��� ��"���"��� )���� ��B��%
���� ������ ��� ����������� �������� )���� ��B������ ��������  �� �����%
������ �
 ����%��������� ����$%�������� ������� ��� � ���� �������� ����
����� ,..9� .87� -E.� -E8� -.-� -.8� --7� --60� �� ������ � �������� ���������
����%��������� ��������� ������ ��� ���%����������� ������� "!��# �������
)��� ��������� 	� '������� ��� (���	� ,.;-0� �� ����� ��B����� ����
������������� ������'�� H ��� ����� ��������� ����������� " :3# ��������
,.870 ��� �� ����������� ���%����������� "4!�# ���� ������������� ������
,E-/0 H ��� �������� �������������  �� �������� ������ �	������ ���� ���
����%��������� ������� ��� �������� ���� ��� ��� ����������� )���� ��B��%
���� �������� �
 ��� �������� ������� ���� ������������� ����� ��� !��
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������ ���� ��� ������ ������� �� ������������ �� 	� ��� ���� ����	�� 
��
�������� ��� ���	��� �
 ��������� ���������

<� ���� �������� �� ���� ������� ���� ����%��������� �������� ������� ����
��� ����������� ������ ����$ ��������� ���������� �� ����������� >���
��� �� ���������� ��� ��	��� ��������� ���� ������ ����� ����� �� ���
��	������� �� ���� �� ���� ������� ���%������� ������ ���������

-�� �
���� ��������� ����
���

1:(:� #��� 5������� ����������$ "	���

1������ )���%����� )���� ��B������ ������� ��� ��������� ��� ���	���
���� ��� ���� �������� ���������� ��B����� ������ ��� ������� �� 	�����
������� ��� ������%����� �� ������%����� ������'�� ��� ���� ������������ 	�
�������	�� �� ���%������� �������� �����	������� ���� ���� �������
���� �
����
������
� 5�	 ������	
������� �	����
 ��	 � ��������
	 �	��		� ��	 �����������
 �
�����	� ��� ����	�����	� ��:	�	��	 
��	�	
�  ���� ������� ���� ��� �� ���
��� ����� �� ����� ��� ����������� �
 ����%������ ��� ����%������ "����%
���� �����������#� ��� �� ��� ����� ����� �� �������� ��	 ���	����� ��:�
���
�
 
���� �
 ��

���	� ����� �� �
��� �������� 	� ��B����� ���� �������������
������'���

<� �� ����%$���� ���� �� �������� ����������� ��������� ��� )���%�����
"�����# ������ ����� �	���������� ������� ��������� ����� ��� ������%
����� ������ "��������	�� �� 	���%�������# ����� ������ �������%
������ ��� ����� ����9�� ,.870� <� ����� �� ������� � ������ ���� �� �

������%����� ��� �� ��� ���� ���� ���%����������� ��� ����	�� �
 �����%
��� ����$�� �� ���� �� ��)�� ��� �����
� ������� ������ ��� ����� ���������
������
���� " :3# �������

�� ��)�� ��� ����� ��������� " :# �
 ��� ���� ���� Un ��

TV (Un) =
N−1∑
j=0

| Unj+1 − Unj | . "@�//#

 �� ������	���� | Unj+1−Unj | �� ��� �����%���� ���� �
 "@�//# �� ����� �
 �����
�
 Unj+1 ��� U

n
j ��B�� �������� 
��� ��� ��������  ��� ��� ����������� �� ���

������� ����� ��������� ��� ����� ����������  ��  :3 ���������� ��'�����

TV (Un+1) ≤ TV (Un), "@�/-#

� �� $�����) �!� ��5� �� �!�� �������" $� -��+��	 ���� 2���� ���M� 	�����������
;��1<� ��� -���� �� �!�� ������� ���� ������� �����$  �������� ;88�<�
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�������� � ������ ���� ����� � ������� ������ ������ ������������ ����
��� ��������������� 1�� �������� ������ ���� 
�)�� ���  :3 ���������
"@�/-# 
�� ��� ���� 
������� Un �� ������ �  :3 �������  ����
���� ���  :3
������ �� ������������ ������������ ��	
	������  ��� ������ �� ����������
���� ������������ �
 ��� �������� '�������� ��� �� �������� D��� ��� �����
����� ��������� ������ ����� ���� �� �������� ����������� ������������� 1�
�� ���� ��� ������ ������� 	����
� 
����� �
 ���  :3 ��'������� �� ���� ��
�� �����	�� �� ������ ������%����� ������� ������� ���� ���� �����
� "@�/-#�
<� ��� ���� 	� ����� ���� ��� ��� "����� ���������� �������� ���$# ������� ��
� ������ ������������ ��� ��������� ����  :3 ��������� ��� ,.870�

�	�	��� ���	���� ��� �	 #5� "	��� &�� � �������� � ������� ���%
����� �������� ������ �
 ��� 
���

Un+1
j = Unj − Cj−1/2

(
Unj − Unj−1

)
+Dj+1/2

(
Unj+1 − Unj

)
, "@�/8#

�� ����� Cj−1/2 ��� Dj+1/2 ��� ����%��������� ������������  �� ������
"@�/8# �� �  :3 ������ �
 ��� 
�������� ���������� ��� �����)��A

0 ≤ Cj−1/2, 0 ≤ Dj+1/2, 0 ≤ Cj−1/2 +Dj+1/2 ≤ 1, 
�� ��� j. "@�/6#

*�� � ����
� ��� #������ ,E-/0� *�� �������� ��� ���%����� ����� ������
"@�.-# �� �  :3 ������ ���� ��� �	������������
����!� "�*&#
���������� | a�t/�x| < 1 � ��� ,66� 690� ����� �� �� ����� ������ Cj−1/2 =
ν = a�t/�x ∈ [0, 1) ��� Dj+1/2 = 0� ����� �����)�� ���������� "@�/6#�

1:(:� �	����&0��	� #5� ���	�	�

<� ��� 
�������� �� ������� ���� �������� ������� ���� ��� ������%�����
������� 
�� ������ �������� ��� ��� ���� ����%��������� ���%����������� ���%
������������  �� ��D�� ����� ��� ������ 	� ���  :3 >� �������� ���  :3
����� ���������

.��+ <���	� "	���� <� ����� �� ������� � 	����� ��������� �
 ��� ���%
����� �
 �����	���� ������������ �'������ �� ��� ����� � ����%����� >� FH
"����� ���� ������� ��B������ �������# ���� ���$� ���� �� ��� ������ �������
��� � ���%����� >� FL "����� ���� �������� �������# ���� 	������ ���� ��
� �� ��	�� �� -������ �!� ���$%�- �� �!� ��������� ��!��� �� �� ��$��� �����%

���� �� ��-��� �!� �A
 ���	�����" | a�t/�x | < 1" �� �!� �������-� �!��" �!�
�A
 ���	����� �� �� ��-������ ��������� �� 	�������� �!� ��������� �� � ����%
	�-��	��� ��������� ��!���� �� )������" � ������� �������- ���	� �� � ����
������ ��������� ��!���� I�$����" �!� ������ �� �������-� ��� ������� Δt $���
��������" ��6�����) ���� ���-��������� ���� ��� �!� ���� ����������� �!���%
����" �� �� ��-������ �� ������ �� �--��-����� �������- �� ������ � ������ ��!���
��	 �� �K����� �����������
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��� �������� �
 ���������������  �� ������� �
 ���� ��������� ��� F � ����� 	�
��� ���� F ������ �� FH 
�� ��� ������ ���� �
 ��� ������� ��� �� FL 
��
��� ����������� ���� �
 ��� �������� <� ���� �������� �� ����� � "���# )���%
����� ����� ������ ���� ��� "����# ������%����� ��������	�� ������
���� ��� ��� �
 � >� ��������

 �� ��������	�� ������ "@�.;# ��� 	� ��������� ��

Un+1
j = Unj − ν

(
Unj − Unj−1

) − ν

2
(1− ν) (Unj+1 − 2Unj + Unj−1

)
, "@�/@#

����� ������������ ���� ��� ��������	� ��������	�� #�2� FH � ��� 	�
������ �� ���������� �
 ��� ���%����� ����� >�� FL ��� � ��������	��
����	����� (FH −FL)

FH = FL + (FH −FL) . "@�/9#

 �� )��� ���� �� ��� �����%���� ���� �
 ���� �'������ FL� ����������� ��
��� )���%����� ����� ������ "@�.-# ��� ��� ������ �� ���� ��B���� ��%
������� ������� ��� ���������� ����� (FH −FL)� �� ��
����� �� �� �� ����%
��B���� >� "����� ,-7;0#� ����� �� ���� 	� ������� �� ��� �� �� ����� ��
������ ���������������  �� ���%����� >� FL �������� ��� ��� ��B�����
����� ��� 	� ����������� 	� ��� ���������� ���� (FH −FL)� 	� ����
���������� ��� ������� 	� ��������	� ����������� ����� 	� �  :3 >� ���%
�����

����� ��� ����� ������ ��������� ���  :3 �������� �� ��������������� 	�
����� �
 "@�/9# ��� ��� ��)�� � ������ ���� ��� ���  :3 �������� ��
�������������� ��� ��� ������%����� ������� �� ������ �������� 	� �����%
����� � #�2 �����	� φj � ���� ���

F = FL + φj {F H −FL } . "@�/;#

 �� >� ������� φj = φ(U ; j) �� ������ ���� ���� �
 ��� ���� U �� ������ ����
Uj ��� ����� �� C��� ���� ����� �� � ����� ������ �
 ��� ���� ����� Uj �  ���
����� ���� ��� ���� �
 φj �� ���������� ���������� 	� ��� ���������� �
 ���
���� 
�� ��� '����)�������  ���� ��� ������� ���� �� �� ����� ��� �����	�����
�� �� �	����� ��� 	������� �
 ��� ����� �
 ��� ���������� ���������� θj �

φj = φ(θj), θj =
Unj − Unj−1

Unj+1 − Unj
, "@�-7#

����� θj ��� 	� ���� �� � �	�
��	 � ��	 
������	

 �
 ��� ��������  ���
��)������ �� � ������ ������ �� ������� �� �����������  :3 ���������� ��
�� ���� ����������� ��� 	����� !����� ���� ���� ���������� 	���$� ����
���� ��� ������� ������ �
 U ���� ��� ����������� �� ����� �� C��� ��� ����
θj 	������ ��	�������� ����� �� �������� ���� �
 ��� ������� �� �������



/�� ��	��� ��������� ���!�	� 8��

�	���/  ���� ��� ���� ������������� �
 ���  :3 ������� ��� �
 ���� ��
���� ��� ������ �������� ������%����� ������� �� ������� ������� 1� �����
������ ��� ������ �� ���� )���%����� ��������  ���  :3 ������� ���
���������� �� )���%����� ������� �� ������� �������

2����������� ?	!		� 8�!��� ��� ����������� "	����
!��� �� ���� ����	���� � ��������� �� ��� >� ������� φj ���� ��� 	� ���%
��)�� �� ���� � ��	��� �������� 	������ ��� ����� ��� ��������	��
������� ������ ���� ���  :3 ��'������� "@�/-#� &�� � �������� ��� ���%
	������� �
 )���%����� ����� ��� ������%����� ��������	�� ����%
����  �� ������� >� ��� 	� ������� �� ���	������� ���� ��� >� �������
��

F (U ; j + 1/2) = aUnj +
1
2
a(1− ν)(Unj+1 − Unj )φj , "@�-E#

����� φj = φLWj = 1 ��������� ��� ��������	�� ������ "@�/7#�
?� ���������� �
 "@�/E# ��� "@�-E# �� 
������ ���� φBWj = θj = (Unj −
Unj−1)/ (Unj+1 − Unj ) 
�� ��� 	���%������� �������  ��� �� ��� ������ ���
�� ���� ��)��� ��� >� ������� 	� "@�-7#� �	�������� "@�-E# ���� "@�.E#
������

Un+1
j = Unj −ν

(
Unj −Unj−1

)− ν
2
(1− ν){(Unj+1 − Unj

)
φj−

(
Unj − Unj−1

)
φj−1

}
= Unj − Cj−1

(
Unj − Unj−1

)
+Dj

(
Unj+1 − Unj

)
, "@�-.#

�����
Cj−1 = ν − ν

2
(1− ν)φj−1, Dj = −ν

2
(1− ν)φj . "@�-/#

*����� "@�-.# �� �  :3 ������ �
 �� �����)�� ���  :3 ���������� "@�/6#�
�������� ���� �� ��� ��� ���� ���� ����� Dj < 0 
�� φj > 0�  ����
���� �� ���
)�� ���� ���������� �� φj ��� ���� ��� ����������� �� "@�/6# ��� �����)��
���� ���� ����������� �
 "@�-.#� *�� ���� ������� �� ������� "@�-.# �� ��
�'������� 
���

Un+1
j = Unj − C′j−1(U

n
j − Unj−1) +D′j(U

n
j+1 − Unj ), "@�--#

����� ��� ���5������ �
 ��� ������ ��� ����� 	�

C′j−1 = ν +
ν

2
(1− ν)

{
(Unj+1 − Unj )φj − (Unj − Unj−1)φj−1

Unj − Unj−1

}
, D′j = 0. "@�-8#

 ��  :3 ��������� "@�/6# �� �����)�� 	� "@�-8# ���� ��� ������������

0 ≤ C′j ≤ 1, 
�� ��� j. "@�-6#

��������� "@�-6# �� �����)�� �������� ���� ��� 
�������� ����� �������� ����
��� �*& ��������� | ν | ≤ 1A



8� / ��������� ��	 I�)! C��������� !��#%��-�����) ��������� ���!�	�∣∣∣∣φ(θj)
θj
− φ(θj−1)

∣∣∣∣ ≤ 2, 
�� ��� θj , θj−1. "@�-@#

 �� ��'������� "@�-@# �� �����)�� ���� �
 ��� 
�������� ��� ���'�������
����A

0 ≤ φ(θj)
θj
≤ 2 ��� 0 ≤ φ(θj) ≤ 2, 
�� ��� θj . "@�-9#

�������� ��� �������� ���$���� �
 ���  :3 ������ �� ��� 
��������� <
 φj ≤ 0�
���� ��� ������ �� �����	����� ������ ���� �������� ������  ���� �����%
'������ ������� ���� ��� ���� ��� �� ������� ���� Uj �  �� ����� ���������
��������� ��������� �
 ��� ����� �� ��� ������ ��� �������� 
��� *�� ����
������� ��� ���������

φj = φ(θj) = 0, 
�� θj ≤ 0, "@�-;#

�� ������� �� 	� �� � ��
� �������� ��� ���� ��� ����� ������ �� ����

�	���/ <� �� �������	�� �� �����
� 	��� ��� ������%����� ������� ��� ���
5*� ��'������� �� ��� �������� ���� ����� ����� φj < 0�  �� ���� ��� ��
�� ���� ��� ������ "������#%����� ������� ��'������� ��� 	� ����� � ��
����� �������� ���� ������ �������� ��� ��B������ ������ ���� 
����� ������
"������#%����� ������� �� ��� 	� ����� �������� ������ ��� 	� ��������� ��
������ ������ "������#%����� ��������� �� ��� ����� ���� ��� ����� ���������
����� �� �
 ����� O (Δx )3 ������ ����������� ��� ��� ������� ������ "������#%
����� ������� ���� ��� ���� �� 	� �������� �� ����� ������ �� ����� �� ���
L1%������ "��� ,.;-0�#

�� ��� ����� ����� ���� �� � ���$ ����� �
 ��� 5*� ������ ������ �
 ���
���� �� ������ ���� ��� �������� ��� �� ������ ������� �� ��$� ��� ����
�
 ��� >� ������� �� 	� ���� �� ����� �� �� � ����%����� ������� ��������
�� ����� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� ���������

�

*���� @�8� �������� ��� ������ 
�� ��������� "@�-9# �� 	� �����)���  �� ����
φ(θ) = 1 ����������� �� ��� ��������	�������� ��� φ(θ) = θ ���������
��� ������%����� ����� 	���%������� ������� ���� � ���� �
 ����� ���
����� ���� �� ���  :3%������� �� ������� ��� ��������	�� ��� ��� 	���%
������� ������ ������� ���  :3%��������� �� ��������

 �� 	��� ������ 
�� φ �� ��� ������ ���	������� �
 ��� φLW 
�� ��� ���
�����	�� ������� ����� �� ������ φ = 1� ��� ��� φBW 
�� ��� 	���%
������� ������� ����� �� φ = θ �� 
������A

� �!� L1%���� �� � ������ V $��! ���-������ V = [v1, v2, v3, ......, vn]T �� 	�%
+��	 �� | V | 1 =

∑n
r=1 | vr | �
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���� #��� �( C�)��� &shaded( �� ������ �!�� φ(θ) ��� ��#� �� -������ �!� ��*
-��-����� 	( C�)��� �� ������ φ(θ) ��� �!� �����	%��	�� ��* ���!�	� $!��� �!�
��-����� ������� &����� ����( �� �� �!� �--�� ����	���" �!� �����	 ������� &��
��
����( ���� �� �!� ��$�� ����	��� ��	 �!� L��	$��	 ������� &��
��������� ����( ����
���$��� �!���

φ(θ) = (1− ψ(θ))φLW + ψ(θ)φBW

= 1 + ψ(θ)(θ − 1), 
�� 0 ≤ ψ(θ) ≤ 1. "@�87#

���� ���������� "@�-9# ��� "@�87# ����� ,-7;0 ������ ���� 
�� ������%�����
 :3� φ(θ) �� ���)��� �� ��� �� ��� ������ ����� �� *��� @�8	� !��� ���� ���
��������� φ(1) = 1 �� ������������ �������� ����� ��������� ���� ��� ������
�� �
 ������%����� ������� 
�� θ = 1� ����� ��� ���� �� �������

���	 ��	���� <���	��  ���� �� �� ���� ��� 
�� ��� '���������� ���������
�
 ��� >� ������� φ(θ) ��� �� ������� �� ��� ��������� ���	��� �� �����
!������������ ��� ���� ��� ��� �� � ������� ������ �
 ��� θ − φ �������� <

φ(θ) �� ��)��� 	� ��� ����� 	������ �
 ��� F������%�����  :3 ������G�
���� ������ �� ��� ��%������ $����� ��������

Minmodφ(θ) = max(0, min(1, θ)), "@�8E#

������ ��� ���	��		 �������

Superbeeφ(θ) = max(0, min(1, 2θ), min(θ, 2)) "@�8.#

�� �	������ �
 φ(θ) �� ��)��� 	� ��� ���� 	������ �
 ��� ������%�����  :3
�������  �� B������� ������� ���� 	������ ���� ��� �� ����� 	�

Woodwardφ(θ) = max (0, min(2, 2θ, 0.5(1 + θ))). "@�8/#

*���� @�8	 ���������� ��� ����� �
 φ(θ) ������� θ 
�� ����� ����� ���������
����� φ(θ) ���������� ��� ���� �
 ��� �������:�
��� #�2� ��B����� ��������
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����� �� ��B����� ��B�����  �� ����	�� ������� ����� ���� �� ��� ����
	������ �
 ��� ������%�����  :3 ������ ����� ��� ����� ��B�����  ��
������ ������� �� ��� ���� ��B�����  �� �������� ������� ���� 	������
����� <� 
���� ��� ����	�� ������� �� ��� ���� ��� ����� ��B����� �� �� �
���
����%��B���� ��� ����� ��� � �������� �� ������� ��������� �
 )��� �����	����
�� �� ���� ��� �� ��� ������������� �������� ������ �� ����� 9�  �� �����%
������ �
 ����� ����� �������� ��� ��������� ������� ������������ ��� �����
������%����� ������� ������������� 
�� ��� ������ �������� ���� ��� ����
"������ ���� �������� ������#� ��� ���� �����
���� ������� ����%����� �����%
���� ������� ������ ������ ������������� 	� ���� ��� �	����� �� ������ �
�����	�� �������������

 ���� �������� ����� 	� �������� ��������� �� ��� �������� ��B������ �
 ���
���	���� *�� �������� �
 �� �������� � ������ ��������� �����	���� �������
���	��� ���� �������� ���5����� "���� �� ���	��� "@�E9##� �� ��� ������ ���
���� ����%��B���� >� ������� 	����� 
��� ��� ����� ���������� ������� ��
$��� ���� ��� ������� �������� �� ��������� ���� ���� ����� ��� ��������������
��������������� ��	 ��
���������� ����
����	�� 1� �� ���� ��� �� ����� 9 �����
������� ���� ��� ������������ ������� �����%����� ����������� >��� ��� ��
���������� ��� ��	��� >��� ������ ������ ��� ������ ��� ����� ��������
�� �� ��� ���� �
 ��� �
������������������� ���	���� !������������ �� ���
������ ��� ���� ��B���� >�� ����� ������� (��� ����� ��B����� �������� ���
	� 
��� ��� ����� *�� ,--60� 	� �� ����� ��� ������ ���� ����

1:(:' �	�� �	���������� !�� ����	 <���	��

�� ��)�� ��� � ��%������ F����� ������� G ����� �� �� ������� �
 ��� >�
������� ��)��� �� "@�-7#�  ���� ����� �������� ��� �������� �� ��� � ���
���� ������� �������� ������� 
�)� ���  :3 �������� ���� �����������
��������� ������ ���� ���������������

<� ��� �	��� �������������� �� ������ a > 0� *�� a < 0� � ������� ������
��� 	� ��)��� 	� ����� ������� ��� ��������	�� ������ �� � ����)��%
���� �
 ��� ����� ������� ����� �� ���� ���%����� �� ��� �������� ����������
1 �������������� �������� �������� �� ���� �� ��� ��
� ����� ��� �������
���� � ������ 
������  ���� �� � ����� ������� ����� �� ������������ ��� ������
�� ������ ������� �
 �'������ ��� ���%������ ���	����� ?����� �� ���� ���%
���� ����� 	��� �������� ��� �������� ���� ������ ��� ����� �������������
�� ��� ����)�� ��� ���� �
 a�  ��� 
�� a �
 ������ ����� ��� >��� �
 ���
����� ��� ��������	�� ������� ��� 	� ������� ��

FUW (U ; j + 1/2) = 1
2a(U

n
j+1 + Unj )− 1

2 | a | (Unj+1 − Unj ), "@�8-#

FLW (U ; j + 1/2) = 1
2a(U

n
j+1 + Unj )− 1

2aν(U
n
j+1 − Unj ). "@�88#
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<��������� ��� >� ������� �� �� "@�/;#� ���  :3 >� 
�� ��� ���
�����	�� ������ �� ����� 	�

F (U ; j + 1/2) = FUW (U ; j + 1/2) + 1
2φj′a(���(ν)− ν)(Unj+1 − Unj ). "@�86#

 ��� �� �������� �� "@�-E#�  �� >� ������� φj′ �� ��� �� ��������� ��� ����
�
 F �� xj+1/2 ��� θj′ ������� �� ��� ���� �
 ��� �������������� ����� a� *��
	��� ����� �
 a �� ��� ��)�� φj′ ��

φj′ = φ(θj′ ), ���� θj′ =
Unja+1 − Unja
Unj+1 − Unj

, ja = j − ���(a). "@�8@#

*�� a > 0 ��� a < 0 ������������� ���  :3 >� "@�86# ��� 	� �������� ��

������A

F (U ; j + 1/2) = a

{
Unj +

1
2
(Unj+1−Unj )φj− ν2 (Unj+1−Unj )φj

}

= a

{
Unj +

�x
2

(Unj+1−Unj )
�x φj− ν�x2

(Unj+1−Unj )
�x φj

}
, "@�89#

F (U ; j + 1/2) = a

{
Unj+1−

1
2
(Unj+1−Unj )φj′− ν2 (Unj+1−Unj )φj′

}

= a

{
Unj+1−

�x
2

(Unj+1−Unj )
�x φj′− ν�x2

(Unj+1−Unj )
�x φj′

}
. "@�8;#

 �� ������������ ������� �� ��� ��������	�� ������ ��� 	� �����������
������������� �� 	���� ����� 	� � ���� ������ �
 ������ 	������ ��� ����
������  ��� ��� ���� �� � ��������� ������ ������������� ũn (x, tn) ����
���� ����	� ����� ��������� ���� �� ��	 ���	� ���� Un�  ��� ��� 	� ��������
	� ��)���� � F
���	 �����	� G� &�� � )��� �������� � ������������� �
 ��� ����
����� 	� � ��������� ������ 
������ �
 ��� 
���

ũn (x, tn) = Unj + σj (x− xj) , �� ��� ���� [xj−1/2, xj+1/2]. "@�67#

 �� ����� σj �� ���� �'����� �� 	���� �� ��� ���� Un� <� ��� 	� ������ ����
���� 
�� ��� ������ �
 ��� ����� σj � ��� ���� ���� �
 ��� ���� ������� ũn (x, tn)
���� [xj−1/2, xj+1/2] �� �'�� �� ��� ���� ����� Unj �  �� ���� �����)����
'������ �� ��� ������ �
 �� ����������� ����� σj � ����� ���� ������� ��>����
��� �������� ������ �
 ��� �������

 ��� ��$�� �� �����	�� �� �������� ��� 
���	 �����	�

σj =
(
Unj+1 − Unj
�x

)
φj . "@�6E#
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���� ����� ��� �������� >� "@�86# ��� 	� ��������� ��

F (U ; j + 1/2) = aUnj1 +
1
2
| a | σj1�x−

a

2
νσj1�x, "@�6.#

����

j1 =
{
j, �
 a > 0,
j + 1, �
 a < 0. "@�6/#

 ��� ����� ���� ��� >� �� xj+1/2 �� ������������ 
�� a > 0 	� Uj ��������
���� σj ��� 
�� a < 0 	� Uj+1 �������� ���� σj+1�  ����
���� ���� ���
��)������ �
 ��� ����� ������� "@�6E#� �� ��� 	� ���� ���� � ��������� ������
������������� "@�67# ���� ��� ���� x ∈ [xj−1/2, xj+1/2] �� ��)��� 	� ��� �����
�������� 1��� ���� ���� "@�6.# ������ �� ��� ��������	�� >� �
 ��
�� "@�6E# �� ������� σj1� ������� ���� σj1 ≡ 0� "@�6.# �������� ��� �����
�������  ��� D���)�� ��� ������ �
 ��� ��)������ "@�6E# �� � ����� ��������
 �� ����� ������� ���� ���� � ����� ���	 �� ��� ��������� �������� �������
�� 	� ����������  ��� �� ��������	�� 
�� ��� ����� �
 ��� ��������� ��� ���
������ ������ �
 ��� ��������

 ��� ��� �
 ��� >� �������� ��������� �	��� ��� 	� ��������� ���� ��� �����%
�������� ����� ������� ��� "@�6E# ��� ���� ������ 1��� ���� ���� 
���	 �����	�

��� �	��	���� 	����	
 ������� #�2 �����	�
 ��� ����� ���	����� ������������
*������� ��� ����� �������� ��� 	� ������ �� �� �B������ ���� �� ��$� �� ��%
��������� ��������� ������ ���� ������������� �� ��� ��� �������� ������ ����
���  :3 ���������

1:(:( %��&<��	�� ����	������ <�! ��� #5� "	����

!��� �� ���� ������� � ������%����� �������  :3 ������ 
�� ���%������
�����	���� ������������ ����� �������� ��� ���������� ���%������ ������
�����	���� ������������ ���

∂w

∂t
+
∂f(w)
∂x

= 0 ��
∂w

∂t
+ a(w)

∂w

∂x
= 0, "@�6-#

����� a(w) = ∂f(w)/∂w �� ��� �������������� ���� ����� ���� ������� ��
��� ������������ �����	�� w� ?����� �
 ��� ���������� �
 a� ��� ���	��� ���
���� �� �� 	� ���� ����������� ���� 
�� ��� ������ �����

<� ��� ����� ������� ��� �������� ���� �� ��� ���� 	������ Uj+1/2 ��
������ �� 	� ��� �
 ��� ��D����� ���� ��������� ������ Uj �� Uj+1�  ��� ��
�'������� �� ���� � ��������� �������� �������������� ����� σj = 0� �� ���
>� 
������ ���� ��� ���� �� ��� ������� <�� �����
���� ���� ����� )���%�����
�������� ��������� ����%����� ��������� ������� ������� 
�� ������������
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���� #��� �!������ 	��)��� ��� �!� ���� �����)� -!������ ������ Uj &��
�� �����(
��	 �!��� ������ -����$��� ���� ��������������� &����� �����(� A�� ���! ��������� &��)�"
���$��� Uj ��	 Uj+1( �!��� ��� �$� ������D ULj+1/2 = Uj + U ′j/2 ���� �!� ���� ��	�
�� �!� ���� ��	 URj+1/2 = Uj+1 − U ′j+1/2 ���� �!� ��)!� ��	� �� �!� ���� $��! �!�
������-��	��) �--��5����� 	���������� U ′j ��	 U ′j+1" ���-���������

���� "(+��&# ��� ��������� 	� �������� ��� )���%����� �������� >� ���
��������� ��� �������� Uj ��� Uj+1 	� ULj+1/2 ��� U

R
j+1/2� ������������� ��

ULj+1/2 = Unj + 1
2U
′
j , URj+1/2 = Unj+1 − 1

2U
′
j+1, "@�68#

����� U ′j ������� ��� ����� ������� ���������� ���������� U
′
j = �xσj "���

*��� @�6#� ����� ��� ������ ��������� ������������� �� ������%����� ��������
(+��& �� � ��������� ������%����� ������� 	� �� ��'���� ��� $�������� �

��� �������������� �����	����

1:(:) #5� ������������� "	���

 � �	���� � ��������� ����%����� ��B�������� ������� � 	����� ���� ���������%
���� �� ���������� ��� �����	����� �� �� ����� ���  :3 �������� �� �	���� ���
������ ��������� ��������������  �� ����������� �
 ��� ����� �������� ��� ����%
����� ������� ������������ ��� ����� ������%����� ������� �������������

�� ������ �������� "������ ���� ��� �������� ������# ���� ��� ����� ��� ����
�����
���� ������� ����%����� ��������� ������� ������ ������ ������������
	� ���� ��� �	����� �� ������ � �����	�� �������������

 �� ���� ��������� �
 ���� ������ �� ��� ����������� !� ������� ���	����
���� �� 	� �������  �� ����������
�� ������ �� ��)��� 	�

Un+1
j =

1
2
(
Unj+1 + Unj−1

) − �t
2�x

{
fnj+1 − fnj−1

}
, "@�66#

����� fnj = f(Unj )�  ��� ������ ��� ������������� 	� ������� ��

Un+1
j = Unj −

�t
2�x

{
fnj+1 − fnj−1 −

�x
�t

(
Unj+1 − 2Unj + Unj−1

)}
. "@�6@#
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 ��� ��� 	� �������� �� � ������ ���� ��� �������� >��� �
 ��� $���

FLFj+1/2 =
1
2

{
fj+1 + fj − �x�t

(
Unj+1 − Unj

)}
,

FLFj−1/2 =
1
2

{
fj + fj−1 − �x�t

(
Unj − Unj−1

)}
. "@�69#

 ��� ������ ��� � ��

������� ���� �
 ��� 
���

φLFj+1/2 =
�x
�t

(
Unj+1 − Unj

)
=
�x
�t�U

n
j+1/2. "@�6;#

��������� Uj+1 ��� Uj 	� ��� ������%����� ������� URj+1/2 ��� ULj+1/2


��� "@�68# "����� �������� ��� ����� ������� ���������� �����������# �������
��� )���%����� ����������
�� ������ ���� � ������%�����  :3 ���
�������
�� " :3&*# �������

Un+1
j = Unj −

�t
�x

(Fj+1/2 −Fj−1/2

)
, "@�@7#

���� ��� >�

Fj+1/2 =
1
2

{
f
(
URj+1/2

)
+ f

(
ULj+1/2

)
− �x�t�U

RL
j+1/2

}
, "@�@E#

����� ��� ��

������	 �����	� �
 ���  :3&* ������ �� ����� 	�

φTV DLFj+1/2 =
�x
�t

(
URj+1/2 − ULj+1/2

)
=
�x
�t�U

RL
j+1/2, "@�@.#

�� ����� URj+1/2 ��� U
L
j+1/2 ��� ��)��� �� "@�68#�

1:(:- "���
	� #5�<. ���	�	

1������ �� �������� �� ��� (+��& ������� ���  :3&* ������ ��� 	�
������� �� ��� ������ �
 ������������ ���� ������ $�������� �
 ��� ������%
�������� �����	���� ��� ����������� ������� "@�@.# �� ���  :3&* ������ ������
�� ����� ��B����� (:�� ��� 6����
̆�� ,-.60 �������� ���� ��� �����������
������� ����� 	� ��������� 	� ��� ������ �	����� ��	�� Cmax

j+1/2 ��
�	���� � ���� 	� ��

������	 �����	�� �����

φMLF
j+1/2 = Cmax

j+1/2φ
LF
j+1/2 =

(
Cmax
j+1/2

�x
�t

)
�URLj+1/2 = amax

j+1/2�URLj+1/2, "@�@/#

����
amax
j+1/2 = max

{
amax(URj+1/2), a

max(ULj+1/2)
}
, "@�@-#



/�� �'� �!���� 818

����� amax
j+1/2 �� ��� ���������� ������ ���� ����� �
 ��� �����	���� �'�%

�����  ����
���� ��� ����)��  :3&* "( :3&*# >� �� ��������� 	�

FMLF
j+1/2 =

1
2

{
f(URj+1/2) + f(ULj+1/2)− amax

j+1/2�URLj+1/2

}
, "@�@8#

����� ��� ���������� (&* ������ 
�� ��� ��

������	 �����	� �
 ��� ����)��
 :3 ����������
�� �������

+� ���� ��� �� ���� �������� ��� ������� ���� ��� ������%����� ���� ��
������ �� ��� ������� ��� �������� ����� 
����� 	� ���� ��� #��
	
�
��	������ 
�	�� ��� ����� ,-.60� ����� ��� 	� ��� �� �������� �� ���	��	����	

���	 FUn+1/2

j G �� ����� �� �	���� � ������ ���� �� ������%����� ������� ��
����� �� ���� �� ����� �����������

U
n+1/2
j = Unj −

�t
2�x

{
f
(
Unj+1/2

)
− f

(
Unj−1/2

)}
, "@�@6#

�� ����� ��� >� �������� ��� ��$�� �� 	� Unj±1/2 = Unj ±
�x
2
σj �  �� 
��

������ "����	���� 
�	�# ���� ��$�� ��� 
���

Un+1
j = Unj −

�t
�x

{
FMLF

(
U
n+1/2
j+1/2

)
−FMLF

(
U
n+1/2
j−1/2

)}
, "@�@@#

����� F �� ��)��� �� "@�@8#� !��� ���� �� ����������� ������� ������� �� ���

��������� ���� "@�@6#�  �� ��
� ��� ����� ������ Un+1/2
j+1/2

L
��� Un+1/2

j+1/2

R
�������

�� "@�@@# ��� 	� ������� 	� )���%����� (���	� ������ ��������� �� ��� ����
����� (xj , tn) ��� ������������� ������������ ���

U
n+1/2
j+1/2

L
= Unj +

�t
2

(∂U/∂t)nj +
�x
2
σnj = U

n+1/2
j +

�x
2
σnj ,

"@�@9#

U
n+1/2
j+1/2

R
= Unj+1 +

�t
2

(∂U/∂t)nj+1 −
�x
2
σnj+1 = U

n+1/2
j+1 − �x

2
σnj+1.

"@�@;#

 ��� �� ��� ���� ��� ���� ���� �
 ��� ( :3&* ������ �� �� ����� ���
����������� ������� 	� ����� �������� ������%����� ��������

-�* �2# �������

'������� ��� (���	� ,.;-0 ��������� ��� ���%����������� ���%�����������
������� ��B�������� "!��# ������� ����� �� � 
	��������	� �������	 �����%
���� �
 ��� ��������� ����������
�� ������ ,.-60 	� ���� ����%���������
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"������%�����#� �	����� ���  :3 ��'�������� <� ���� ������� ���  :3 ���%
���� �� ��� 
�� ��� ���� ��������������� <
 ��� ���� ������������� �� ��������
�������� ������������ ���� ��� !�� ������� ��� 	� ��������� 1 ���� ���%
���� �
 ��� !�� ������� �� ��� �� �
 � 
����	�	� ����� ����� �� � ��	������
����	���� �	���� ��� �������� �
 ��� ������ 1� ���� tn+1 = tn + Δt � ���
���� �������� Un+1

j+1/2 ��� �������� ���� ��� 	����� ������ [xj , xj+1] "���
*��� @�@#� 1� � �����'����� ��� ��������	
 �
 ��� ����� �� ��� ��� ����
����� ��� ��� �	���	
 �
 ��� ����� �� ��� ��� ���� ������ 1� ����� 	������
������� ��� ��������� ���������� ������������� �
 ��� ���� �������� �� ���
��� ���� ����� tn �� ������� ��� �� ������� �� 
�� t < tn+1 ���� �� �����%
������ ����������� �
 ��� ���������  ����
���� ��� >� ������ ��� 	��������
�
 ��� ����� �� ��� ��� ���� ����� ��� 	� �������� 	� (���	� �������%
������� ���� ��� ��B�������� �'����� ��� �������� '������� ����� ����
�� �� ��� �������� ���	 �� ���� �� ������� ���������� ������%����� ���%
�����

&�� � �������� ��� ������� ���%����������� �����	���� ��B�������� �'�����

δw

δt
+
δf(w)
δx

= s(w), "@�97#

����� s(w) �� ��� ����� ����� <���������� "@�97# ���� ��� ��������� [xj , xj+1]×
[tn, tn+1] �����

∫ xj+1

xj

w(x, tn+1) dx =
∫ xj+1

xj

w(x, tn) dx−
∫ tn+1

tn
(f(xj+1, t)− f(xj , t)) dt

+
∫ xj+1

xj

∫ tn+1

tn
s(x, t) dt dx.

"@�9E#
 ��� �� ����������� 	�

�xUn+1
j+1/2 =

�x
2

(
Unj+1/4 + Unj+3/4

)
−�t

(
f
n+1/2
j+1 − fn+1/2

j

)

+
�t�x

2

(
s
n+1/2
j+1/4 + s

n+1/2
j+3/4

)
, "@�9.#

����� Uj+1/2 �� ����������� �� ��� ���� ������� ���� [xj , xj+1]� 3������� 	�
Δx � ���� ������ �� � ������ �
 ��� ����

Un+1
j+1/2 =

1
2

(
Unj+1/4 + Unj+3/4

)
− �t�x

(
f
n+1/2
j+1 − fn+1/2

j

)

+
�t
2

(
s
n+1/2
j+1/4 + s

n+1/2
j+3/4

)
, "@�9/#
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���� #�#� *��)��� �� �!� �'� ��!���� �( 2��	 -����� ���-���	 �� �!� �'�
���!�	� 	( �'� ���-��������� 	��)���� • ��	����� �!� )��	 -����� �� ���� ����� n"
n+1 ��	 n+2� � ��-������� �!� -�������� $!��� �!� =�5�� F �� ���� ����� n+1/2
��� �--��5�����	" � �!� ������ ����� s ��	 � 	������ �!� 6������ ��	 �!���%6������
-�����" ��)�" Unj+1/4, U

n
j+3/4�

�� ���������� �� *��� @�@	� +���� ���  :3 ����� ������� σnj 
�� ��� j%th ���� ��
���� tn� ��� ����� �
 Unj+1/4 ��� U

n
j+3/4 ��� ���������� 	� ��� �	���
��������

���� ��� j%th ��� "j^E#%th ����� �����

Unj+1/4 = Unj +
�x
4
σnj , Unj+3/4 = Unj+1 −

�x
4
σnj+1. "@�9-#

 �� �������� �
 ��� ��������� >� f �� ������������ 	� ��� �������� �����
�� (xj , tn+1/2) ��� (xj+1, t

n+1/2)� �����

f
n+1/2
j = f

(
U
n+1/2
j

)
, f

n+1/2
j+1 = f

(
U
n+1/2
j+1

)
, "@�98#

�������� ���� ��� 
�������� �������������� 
�� ��� ��������A

U
n+1/2
j = Unj +

�t
2

(∂U/∂t)nj , U
n+1/2
j+1 = Unj+1+

�t
2

(∂U/∂t)nj+1 . "@�96#

���������� ��� �������� �
 ��� ����� s �� ������������ �� (xj+1/4, t
n+1/2) ���

(xj+3/4, t
n+1/2)� ������������� 	�

s
n+1/2
j+1/4 = s

(
U
n+1/2
j+1/4

)
, s

n+1/2
j+3/4 = s

(
U
n+1/2
j+3/4

)
, "@�9@#

��� ���� ����� ��� ������������ 	� ��� ���� ��������������

U
n+1/2
j+1/4 = Unj +

�t
2

(∂U/∂t)nj +
�x
4
σnj ,

U
n+1/2
j+3/4 = Unj+1 +

�t
2

(∂U/∂t)nj+1 −
�x
4
σnj+1. "@�99#

*������� ��� �������� ���������� (∂U/∂t)nj �� "@�96# ��� "@�99# �� ����������
	� ���� ��� ������������ ��� "@�97# �� 
������A
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(∂w/∂t)nj = − (∂f/∂x)nj + snj = −anj σnj + snj , "@�9;#

�����

(∂f/∂x) = (∂f/∂w) (∂w/∂x) , a = ∂f/∂w, σ = ∂w/∂x. "@�;7#

#�	 �.< �������� �	�������� ���  :3 �	�� �	���
�������� 	� ��� ����
����� ���	 ��� ���� ��� ���%���� ������� "@�9/# ������ "���� s = 0# ��

Un+1
j+1/2 =

1
2
(
Unj + Unj+1

) − �t�x
(
fnj+1 − fnj

)
, "@�;E#

����� �����)�� ���  :3 ��'������� "@�/-# ���� ��� �*& ���������

�t
�x

∣∣∣∣ fj+1 − fj
Uj+1 − Uj

∣∣∣∣ ≤ 1
2
, =⇒ �t

�x | a
max | < 1

2
, 
�� ��� j, "@�;.#

����� amax �� ��� ������ ���� ������ '������� ��� (���	� ,.;-0
������ 	� ���� �������� �������� ���� ���� ��� �*& ��������� "@�;.# ���
!�� ������ "@�9/# ��������� ���  :3 �������� 
�� � ���������� ������
������������ ��� ∂w/∂t+ ∂f(w)/∂x = 0�

-�, ����������� ��������� �������

<� ���� ������� �� ���� ����� ���� �������� )���� ��B������ ���������������
�
 ��� ��������� ���%����������� ��������� �'������ "@�.#� �� �'���������
"@�8#H"@�6#� �� �������� ��� F����������G� ���������� ��� ����� ��������
��� ��"���"��� �������� ������
���� ���� ���� ��� ��5������ ��� ������
�
 �����'��� ����������� ��� ���� ������ �� ������ ����$%�������� )����
��B������ ��������

 �� �������� ������ ������� �� ��� ���%������������ 
��� �
 ��� �����
�'������ ��� ���������� 
�� � )���� ���� �
 ������� �������� ������ ����
�� �������� ����� ���� ��� ��������� �������� ���� ���� ������ �����������
 �� �	��'��� ��"���"��� ����������� ������ ��������� �������� 
�� ���
���� ���	���� ����� ���� ������ �� ��� ������ �
 ��� �������� ������� ������
?��� ����������� ������� ��'���� ������������� �
 ���������� �������� ��
%

���� 
�� ���	������  �� ��"���"��� ����������� ������� ��������� �� 	�
��� ���� ���������� ��� �
 ��� ���� ��� �	��'����� ��� 
�� � ��	��
�
 ����������� >��� ���� ��������� ��� ����� ������ ��� ���� ����� E7�
	� � �������� ������ 
�� ��� ���
������ ���� ��� �������� ������ ��� ���
������)���

 ��� ���� ���� ���� ��� ����������� �
 ����� ��������� )���� ��B������ ����%
��� 	� ��� ������ �������� )���� ��B������ ������ ��� ��� �������%
���� ���� ��� �'������ ���� �� 	� ������� �� ������������ 
��� ��� ���%
����������� ����� ��������� ����������� ������� ����� 	� ����  ���� ����%
��� ��� ��� 
�� �����	���� ������� ��B�������� �'������� 	����� ���� ������
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����$� �
 ��� �������������� ������� ������ ��� ������ �
 � ������ ����%
��� ����� �� ��������� ���%����������� ������� ��B������ ������� ���� �	��
��� ����� ��������� ����������� ��������� 	� �� ��� ��� �� ��� ���� ����
���� ������� ������ �
 ��� ���
�������� �
 ����� �������� ��� ������ ����
	��� ��������� 	� (�� ,-E.0 ��� ��� �������� ��������� 	� ����� ��� )%
���� ��B������ ������� ��� ����� ����� ���� ������ ����������� ��� ���	�����
����������� ��� �������� ������ ��� �����������

 ���� �� ��� ������� ��5���� ���� ��� ��������� ���� ������� ���� )����
������ ������ �������� ����	 �����	�
� ��� �� ��� ������ �
 � )���� ����
�
 ������� �������� ���� ��������� ������ �� ��� 
���� ��� ���� ��������
 ��� ��'���� ������� �������� �
 ��� 	������ ����������� ����� �� � ��,
������ ����������� ��� 
���� ��� ���� ������� ��� ��� ��� �� ���� �������
 �� 
�	���� )���� ��B������ �������������� �� ����� 	������ ��������� ���
������ 
���� ����$��� �������� *�� ��� ��������� ���%����������� ����� ����
���� ��������� 	� (�� �� ��� ,-E80� ��� ���� ���� ���
������� ��� ����
�������������

 �� ������ �������� ������� 
�� �����	���� ������� ��B�������� �'������
�
 ���� ������� ��� 	���� �� )���� ��B������ ������� �� ���������� �����%
���� 	� '������ ��� ��
������ ,.;80 ��� ��� ��� �����	�� ,.-@0�
��� ���	��� ��� )���� ��B������ ������������ >� ������ 1� �����������
������������� ��� �������� 	� )	���	! ,EE8� EE60� <� ��� ������ �����
�������� �� ��� ���� 	�������� ��� ������� 
�� ��������� �������� �������
����� ���� ��� �	��'����� ������� ���� ���� �����  ���� ������� ������� ����
���	���� ��� ��� ��%������ ������� ���	����� ��� ���� ��� ������ �������
�� ��������������  �� ���������� �������� ���� �� ������� 	� ��� �	�����
��!��������
�� "�&*# ���������� ����� ������ ���������� �
 ����� ����
��� ��������� �� ��� 	��������� #����� �� ��� ,E-80 ��� �	��	�	! ,/8;0
�������� �� ��� ������� �
 ��� )	���	! ���������

��� � )	���	! ������ ���� ������%����� �������� ���� � ��"���"���
���� ��� 	��� ��� 	� �	�
��	� ��� �
�A��� ��� �	�
��	� ,..9� ..;0
��� ��� �������� ����� ������� �� ��� ���%����������� ��%�'������� 1� ���
��������� ���� ���� 	� (�� ,-E.0� ��� ���������� 	������ �������� ���
����� �������� ��� ������������ 
�� ��� ����	���� ��� �������� ��� ����� 8�
��� ��� ��� 	���$ ���	����  �� ������� 
�� ��� ����	���� ��� ������� ��
�	�� ��� ���� 
�� ��� ��� ����������� �������� 	� ��� ������ 
�� ��� ���
	���$ ���	��� ���� 	����� ���� (��M� ����$%�������� �������� �����������
������'��

1� � )��� �����$ �� �������� ������'�� �� ���� ���� ��$� �� ������� �%
������� ����������� ��������� ��� 	� ����	��� ��� .������ ��� �����,
��� �� ��� 
��� 4<�&*� 3���� ,6E� /690�  ���� ��� ��� ��������� ��������
������� 
�� ��� �������� �
 ����� ��� ����� )���� ��B������ ������� 
��
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����� ���� ��������� >���� ������������� *�� �������� ��������� ���� �� ���
�������� �	����� ������

+���� ����� ������ ���� �'������ ���� �	��	�� 	���� 
�������� ��� ��
�	��	�� �������� 	�������� 	� � ������������ ��������� >�� �������
������ ��� 	���� .	�
��� �� ��� ,/90 ��������� � ����������� �������������
������� ?� ���'����� ���	����� ��� ������������ ���� �
 ���� ��� ��%
����� �� ������%���� 	������ ��� ��� �������� ������ 
�� ���$ ��������
	������ �� ���'����� ���� ��� 	� ��� �� �� ������� ���'����� �� ������
��� ���������� �������	�� ��������� &��"���� �� ��� ,.6-� .680 ��� ����
$������ ������ �� ������� ��� ��������� �
 � ������� ����������� ���� �� �
����C����� ������ 1 ������ �
 � ����� ��	�� �
 	������� ������� �� �����
	� .	�
��� ,/;0�

-�- �������

<� ���� �������� �� ���� ��������� �������� ������� 
�� ��������� �� ����
�� ������ ������������ ������� �� ����� ���%����������� ��������� �'�%
����� ��� ���� ���� �� �������� �������	�� �� ��� �����	���� ������������ �����
1� 
�� ��� ��������� ������� �� ���� �������� ���������� ��� �������������
�
 	��� �������� ��� ��"���"��� )���� ��B������ �������� 1 �������
�������������� �
 �����	���� "���������# �'������ "������� ��B�������� �'�%
�����# �� ���� ���� ��� ���������� ���� �������� ����$ 
�������� ���� ��� >��
������� 
��� ��� ������������ �� �	�������� ������  ��� ����� ���� ��� )���
�����	���� ����� ��� ����� ��� �������� ���)���� ������� D�� ��������������
�
 ��� >��� ��� �	������� �� ����� ��� �� �
 ���� �������� ����� �������
�� ��� ���������� ���� ����� ��� ������ ��$� ������  �� ��������� ��������
������ �� ��� �	�� �� ������ ��� ���������� ��� ����������� �
 ��� ������%
��������� ������� ��� ��"���"��� ������ �� ��� ��B���� 	����� �� �����
����)���� ��B���� �� 	� ������� �� ���������� ������ ���%�������� �����%
������� <� ����� �� ������� � ������ ����$%�������� ������� ����� �� 
���
�� �	�� �� ������� ����� ���	����� �� ���� �������� )���%����� ��� ������%
����� ����������� �������� ��� �� )���%����� ������ ��� ������%����� ���
�����	�� ��� ����� 	���%������� ��������  ���� ������� ��� ������
���������� ��B���� �� �����	�� ��� ���� ���%�������� ������������� 1 ����
��������� ������ �� � ���������� 	������ ����� 1 ����� ��������� �����%
������ ���� ��������� ����$%�������� �������� ������ ���� ��B����� >�
�������� ��� ���������� ����� �������� ���� �������� 
�� ���� ��������������
*������� ���%����������� ������� ��B������ �������� ������� ���� ��B�����
�������� ���� ����������� ����� ��� 	� ��� �� ����� ������� ��� ��	���
>��� �'������� <� ����� 9 ���� ������ �������� ������ ���� 
����� 	� ��%
������ �� ���%����������� ��������� �'������ ������� �� ����� ���� �������

����� �� ���� ���� ��������� � ��������� �� ������� ����������� ��������
������� ���� ��� 	� ������� �� ������� �����	���� ������������ �����
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�� ����������& *��$

<� ���� �������� �� ������ ��� ��������� ���� ���� ������� �� ��� ���� ����%
��� �� ��������� ���%����������� >��� �� ��� ����������� �� ��� ����� �%
������� ������� ��������� ���� ������%����� ��"���"��� )���� ��B������
������� ��� ��� ��� ��� ���� ����� ��������� ����������� ���������� ���
��'���� �������� ���������� �������� ��B�����  ��� ��� $��� �� ����� ��
�����	�� ��� ���� 	����� �	�������� �� ��� ���������� ������ 
��� ��������
�� ����������� >�� ���)�������� "�� ���� �����#� <� ����� 9�E� �� ����� 	���>�
���� � ����� �
 ��� ��������� �
 ���� ��"���"��� ����������� ������� 	�
��� ��� ������ ������� 	����� ����� ���� ����	�� ����$%�������� �������
��� ���� ������� 9�. ����� ���� ���%����������� )���� ��B������ ������� ��
��� �������� ������������ ������ ����� 9�/ ������� ����� �� ��� ��������
���������%�'������� �� ���� ������ 	���>� ����� ����$%�������� �������%
���� ������'��� <� ��� ����� 9�- � ������ �� ����������

.�� "�� "'
0(������
��� 
��	����� "�����4���

 �� ��"���"��� ����������� ������'� �� ����������� ���������� 
�� ���%
����������� ��������� ���	����� 	����� ��� ���� �� ���������� ����� ��$��
��� �������� �
 �������� ������ ����� ����� ��� ��������� ����$���� ���
������� ����� (�������� ��� ��"���"��� ����������� ������'� ���� ������%
����� ������� �� ��� ������� )���� ��B������ ��������� ��� ����
��� ����%
������� �������� �� ���� ������ ������� ������ �������� ���� ���������� ��
���� ������������� >�� ���������� ��������

 �� �	���%��������� �������� ����������� ������ ��� ��������� �� ���
��������� ������� 	� �	
� �� ��� ��� ������� �� ��� ,..@� --80� 1 )����
��B������ ������������� �� ��������� ���� ������� ���%����������� ���	����
���������� ���������� <� ������� 
�� ��� ����� �'������ �
 �%���)��� >��
�
 ������� ���������� ����� � ������ ����� ��
��� ���� �� >�� ���������
"��� *��� /�9#� <� ��� ������ �
 ,..@0 ��� ������� �������� �� ������� ����
��������� ������ ���� >�� ����� *�� ���	����� ��� ���������� ���� ��������
��� ��� ��� �������� ������� *���� 9�E �������� � ������� ��������������� <�
����� �� ����� ��� ������������ ������� ���� �������������� �� )� �� ��� �������
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���� $��� �����)������� �� � )������� ���� $��! �����	����� �����)���� ��������
&prisms( !����) �������� !��)!��� &A��� ;11/<�(

���� $��� �!� ������� �������� ������� �� �!� )������� �������� $��! �!� �������	
��	 �� +���	 $��! � ������ �� �����)���� �������� &prisms(� &�( �����)������� $��!
00 �������� �����)�	 �� ���� ���)� �� �--��5������� �6��� $�	�!� &	( ��� ��
�� &�( ��� �!� ����� ���)� ��� ������� �!�� �!� �������� ���)� �� ������ �������
��� �--��5������� �� �!� ����- ��	��� )��	���� �� �!� !��)!� �� �!� ���)��� &(
�����)������� $��! �4 �������� �����)�	 �� �!��� ���)�� &�( ��� �� �� &( ���
$��! 04 ��������� &A��� ;11/<�(


��� �
 ��� ������������ ������� ��������� *���� 9�. ����� ��� ���D�������
�
 ��� �������� ���� ���� ��� ��������� ������ �� ��� ��� ����� �� ���� ����
���� �� ������ 	� ���� ���� �� ������� ���� ������ ������� 	� ���� �������
*�� � �������� ���� ��� ������ �� ��B���� �� ,..@0�

)��� �� ��� ,E./0 �������� ��� �������� ��� ���%����������� ��"���"���
�������� ������ �
 �	
� �� ��� ,..@0 �� ����� ��� ������ �
 �'������ ��%
����� �� ����������� ��� ������ �
 
��� ��
��� >�� �
 ������� ����������
���� ������� 	���� ����������� ������� �� ��� ,--80 ����������� � �����%
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���� )����%����� )���� ��B������ ������� �������� �� ���� ��� � ���������
���%����������� ��"���"��� ������ �� ����� ��� �
������������ �����%
�������� �'������ �
 ������ �������� 	� )��� �� ��� ,E./0�  �� ���������
�� ����������� ���� � )���� ��	�� �
 ��������� ��������� ����� 
��� � ����
���� ����� ��� ��
���� ���� ��� ������ �
 ��� ��������� �� ����� �� ���
*��� 9�/�  �� ��� �
 ������ ��� �� �������� ���� ���� ��>���� ��� ������� �����%
������� ���)������� �
 ��� ����������  �� ������ ���� ���������� ��������
��� �������� ������ ��� ������ ���������� ��������� ���� ������� ��B�����
��	������� ����������� ���� ���� 	� �������� ����� �� ����� E7�

.�� "�� "'
0(������
��� �2# �������

 �� )���� ��B������ ������ ��������� �� ��� ��������� �
 ���� ������� ����
	� )��� ��������� ���� �� ��� )��� ��������� ������� ����� �� ���� �������
��"���"��� ������'���

3:�:� �	��������

 �� ���%����������� ���%����������� ������� ��B�������� "!��# ������ �

'������� ��� (���	� ,.;-0 "�� �������� �� ��� ������� �������# �� �
������%����� ������� ��������� �
 ��� ��������� ����������
�� ������
,.-60� <�� ���%����������� ������ ��� )��� �������� 	� %���" ��� (���	�
,.770 ��� ��� ���� ����)�� 	� ��� ��� '	���� ,.8E0�  ��� ������ ���
������� �� �������� ���������� �
 ������� ��������� >��� 	� (�� ,-E.0�
(�� �� ��� ,-E80� )��� �� ��� ,E.60� ���" �� ��� ,--70� ���	� �� ��� ,670 ���
$�������� ��� ������ ,//-� //6� //;� /-7� /-E� /-.� /-/0�

����� �� �������� ������� ���� ����� �
 ��� ���� �������� ��� ������	���
���� ��� ������� �
 ����%��������� ������� ��� ������	���� �
 ��� ��������
�����	��� ���� ��� ���� �� ������������� 1� �� ��� ���%����������� ����� ���
���%����������� !�� ������ �� � ��	������D����	���� ������ ���� �������� �

��� ������ (i)  �� ���� ����� ��� ��������� ��������� �� ��� ���%�����������
�������������� 
��� ��� ����� ���� ��������� (ii) 1� ��� ������ ���������
����� � 
����	�	� ��	������ �� ���������� �������� ���� ��� ��������� ���%
������ �� ��������� ��� 
�� �������� �
 ����� ���������  ��� ������ �� �
����%������ ���%����������� ������� �������  �� $�� 
����� �
 ���� ������
�� ���� ��� ��������� �������� �� (xp±1/2, yq±1/2, t

n+1) ��� ������� 	� ���
���� �������� �� (xp, yq, tn)� ��� *��� 9�-�� �� ���� ��� �� ���� ������� �� ��
������ ���� ������ �� � ������ �
 ���%���������� ���%����������� �������
��������� �'�������
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���� $��� *������������ 	����������� ��	 	��-��������� �� � ���%���) ���������
)��	 ���	 �� �������� �!� �������!� �5-������� �4� &��������(� �!� =�$ �� ���� ����
�� ���
�" �� +��� 	�$� �� �� �������	 -����" �!�� &������� �
� ��
�� ������� �����(
���� �!� !���.����� -���� �� �
� ���
�� �!� ���)� ��6����� �� �!�$� �� 	������������
����� t = 3.1, 4.1, 5.1, 6.0, 7.0, 8.0, 9.1, 11.1, 13.2, 15.2, 17.2� �!� ������� ��
�� �����
�� x = 17.5 ��	 x = 21.5 ��	����� �!� ��)�����) ��	 �!� ��	 �� �!� ���������� .���"
$��! � 400 �������	 �!����� �� �
� ���� ��	 �!� !���.����� ���%��� -���� �� �
� ���
��
&A��� ;���<�(



0�1 �!� �$�%*���������� �'� �!���� 888

&�� � ����� ���� ��� ������� ���%����������� ������������ ���

∂w

∂t
+
∂f(w)
∂x

+
∂g(w)
∂y

= s(w), "9�E#

�	D��� �� �������	�� ������� ����� w(x, y, t = 0) = w0 (x, y)� &�� Cp,q 	� ���
"p, q#%�� ����%������� �������

Cp,q =
{

(x, y)
∣∣∣∣ | x− xp | ≤ �x2 , | y − yq | ≤ �y2

}
. "9�.#

(�������� ��� Unp,q ������ ��� ���� ������� ���� ���� ������ �� ���� t
n� ���

w̃p,q(x, y, tn) = Unp,q + σxp,q(x − xp) + σyp,q(y − yq), 
�� (x, y) ∈ Cp,q, "9�/#
	� � ��������� ������ ������������� ���� ��� ����� ����� σxp,q ��� σ

y
p,q ������

��� �������� ������ �
 U �� ��� x% ��� y%����������� ������������� ����� ���
���������� 	� �  :3 ������� ,.870� �� � �������� ����������� ���%�����������
"4!�# ���� ������������� ,E-/0� <� ���  :3 ������� ���� ��� ���  :3 �����
�������� ��� �� ��� 4!� ������� ���� ��� ��� ���� ������ �
 ��� ����%�����
�������������� ���� ��� ������

 �� ��������� ������ ���� �������������� ��� �� ���� �
 ������%����� ��%
������ ���� ��� ���� �
 4!� ������� �� �� �����	�� �� �������� � ����%
������ ������������� ���� ��� ���� ���� �� ������� ��������� �� ������%
������  �� 4!� ������� ���� )��� ��������� 	� #����� ,E-/0� ��� ��%
���������� ��� ���� �������������� 	� �� ����������� ���%����������� ����%
����� ������� ���������� ������������� �
 � ��������� ������ 
������

��� ��� ���� ���������  ��� �� �� � �������������� �
 ���  :3 ������
�
 ��������� ������ ���� ���������������  �� ������%����� 4!� ������ ��%
���� �� � ��������� ������ ���� �������������� �'������� �� �  :3 ������
���� � ���� ������������� ���������� 	� ��� ������ �������� <� ���� 
��%
����� ��� �����%����� '������� 4!� ���� ������������� �� ��������� 
��
������� ��� ,E-/� -E.� --70� &�� Up+1/2, q+1/2 ������ ��� 
����	�	� ��	��
��	 ���� Cp+1/2, q+1/2� <���������� �
 "9�E# ���� Cp+1/2, q+1/2 × [tn, tn+1]
������

Un+1
p+1/2, q+1/2 =

1
�x�y

∫ xp+1

xp

∫ yq+1

yq

w(x, y, tn)dx dy

− 1
�x�y

∫ tn+1

tn

∫ yq+1

yq

(f(xp+1, y, t)− f(xp, y, t)) dy dt

− 1
�x�y

∫ tn+1

tn

∫ xp+1

xp

(g(x, yq+1, t)− g(x, yq, t)) dx dt

+
1

�x�y
∫ tn+1

tn

∫ xp+1

xp

∫ yq+1

yq

s(x, y, t)dx dy dt. "9�-#
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���� $��� �( �!� �$�%	���������� �'� ��!��� ��	 �!� ���))���	 )��	� �!� ���)%
)���	 �����)�� �� (xp ± 1/2, yq ± 1/2, t

n+1)" 	�����	 �� ◦" ��� ���-���	 �� �!� ����%
�)�� �� (xp, yq, t

n)" ��-�������	 �� •� 	( �!� �$�%	���������� �'� ��!��� ��	 �
=��� -��� �� �!� ���))���	 )��	� �!� ���� Cp+1/2, q+1/2 �������� �� ���� �����������)
����� $��! Cp,q, Cp+1,q" Cp+1,q+1 ��	 Cp,q+1" 	�����	 �� CSWp,q , C

SE
p+1,q" C

NE
p+1,q+1

��	 CNWp,q+1" ���-��������� • ��	������ �!� ���-���	 ���� ������ ��	 � 	������ �!�
������ �� �!� �����������) ����� �!� ��������� =�5�� ��� �����	���	 �� �!� ������
������ �!� ������-��	��) �����" ���� &E(" ����! &�(" $��� &L( ��	 ����! &(" ��%
�-���������

 �� )��� �������� �� ��� �����%���� ���� �
 ���� �'����� ��� 	� ����� ����

�� ����� �� 
������A

∫ xp+1

xp

∫ yq+1

yq

w(x, y, tn) dx dy =
∫∫
CSWp,q

w(x, y, tn) dx dy +
∫∫

CSEp+1,q

w(x, y, tn) dx dy

+
∫∫

CNEp+1,q+1

w(x, y, tn) dx dy +
∫∫

CNWp,q+1

w(x, y, tn) dx dy. "9�8#

 ���� ������	����� ���� 
��� ��� 
�� ������������ ������ ��C�� CSWp,q , C
SE
p+1,q�

CNEp+1,q+1 ��� C
NW
p,q+1�  ���� ����� ��� ��)��� ��

CSWp,q := Cp+1/2,q+1/2 ∩ Cp,q,
CSEp+1,q := Cp+1/2,q+1/2 ∩ Cp+1,q,

CNEp+1,q+1 := Cp+1/2,q+1/2 ∩ Cp+1,q+1,

CNWp,q+1 := Cp+1/2,q+1/2 ∩ Cp,q+1,

"9�6#

������������ "��� *��� 9�-	#�
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�������� ���� ��� ������������ ���� CSWp,q �� ��� ���� ���� ������� ���� ���
������������ ���������� �� "9�/# �������� ���� ��� �������� ������ σxj,k ���
σyj,k �
 U �� ��� x% ��� y%����������� ������������� �� ��� ������

1
�x�y

∫ xp+1/2

xp

∫ yq+1/2

yq

w(x, y, tn)dx dy

=
1

�x�y
∫ xp+1/2

xp

∫ yq+1/2

yq

(
Unp,q + σxp,q(x − xp) + σyp,q(y − yq)

)
dx dy

=
1
4
Unp,q +

�x
16

σxp,q +
�y
16

σyp,q. "9�@#

*�������� ���� �������� ��� ��������� �� � ����������$���� ���������� ��

������ ����

1
�x�y

∫ xp+1

xp+1/2

∫ yq+1/2

yq

w(x, y, tn)dx dy

=
1
4
Unp+1,q −

�x
16

σxp+1,q +
�y
16

σyp+1,q , "9�9#

1
�x�y

∫ xp+1

xp+1/2

∫ yq+1

yq+1/2

w(x, y, tn)dx dy

=
1
4
Unp+1,q+1−

�x
16

σxp+1,q+1−
�y
16

σyp+1,q+1, "9�;#

1
�x�y

∫ xp+1/2

xp

∫ yq+1

yq+1/2

w(x, y, tn)dx dy

=
1
4
Unp,q+1 +

�x
16

σxp,q+1 −
�y
16

σyp,q+1. "9�E7#

!���� �� ������ ��� 
�� �������� >��� ������������� �� ��� ������
xp+1, xp, yq+1, yq �� "9�-# �� ��� ���� ��� ���� ��
���� "���������� ���� ���
>� 
������ f#� ��� ����� ��� ���� "���������� ���� ��� >� 
������ g#
��
����� ������������ "��� *��� 9�-	#�  ��� ��� ������������ 	� ��� ��������
���������	 ���	 
�� ������%����� ������� �
 ��� �������� �������� ��� 
	�����
���	� �	��������� ���	 
�� ��� ������� ����������� ������ ��� �������������

����  �� >� ����� ��� ���� 
��� �� ���� ����� 	�

1
�x�y

∫ tn+1

tn

∫ yq+1

yq

f(xp+1, y, t)dy dt

=
1
2
�t
�x

{
f(xp+1, yq, t

n+1/2) + f(xp+1, yq+1, t
n+1/2)

}

=
1
2
�t
�x

{
f
(
U
n+1/2
p+1,q

)
+ f

(
U
n+1/2
p+1,q+1

)}
. "9�EE#
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1���������� ��� ����� ����� >��� �� � ����������$���� ��������� ���� ��%
����������� ����� 	�

1
�x�y

∫ tn+1

tn

∫ xp+1

xp

g(x, yq+1, t)dx dt

=
1
2
�t
�y

{
g
(
U
n+1/2
p,q+1

)
+ g

(
U
n+1/2
p+1,q+1

)}
, "9�E.#

1
�x�y

∫ tn+1

tn

∫ yq+1

yq

f(xp, y, t)dy dt

=
1
2
�t
�x

{
f
(
Un+1/2
p,q

)
+ f

(
U
n+1/2
p,q+1

)}
, "9�E/#

1
�x�y

∫ tn+1

tn

∫ xp+1

xp

g(x, yq, t)dx dt

=
1
2
�t
�y

{
g
(
Un+1/2
p,q

)
+ g

(
U
n+1/2
p+1,q

)}
. "9�E-#

3:�:� ��	����� �	�

 �� ������������ ��� "9�E# �� �������� �� ������� ��� ����� �
 Un+1/2
j,k 
��

j = p, p+ 1, k = q, q + 1 �� "9�EE#H"9�E-#A

U
n+1/2
j,k = Unj,k +

�t
2

(
∂w

∂t

)n
j,k

= Unj,k −
�t
2

(
∂f(w)
∂x

)n
j,k

− �t
2

(
∂g(w)
∂y

)n
j,k

+
�t
2
s
(
Unj,k

)

= Unj,k −
�t
2

(
σf

)n
j,k
− �t

2
(σg)nj,k +

�t
2
s
(
Unj,k

)
, "9�E8#

����� σf ��� σg ��� ���%����������� �������� ������ �
 ��� >��� f ��� g
�� ��� x% ��� y%����������� ������������� ����� ��� ���������� 	� ��� ���%
�����������  :3 �������� �� 4!� ��������������� 1������������� ���� ��� ����
	� ����������� 	� ��� ������������� %�
	������

(
σf

)n
j,k

=
(
∂f(w)
∂w

)n
j,k

σxj,k, (σg)nj,k =
(
∂g(w)
∂w

)n
j,k

σyj,k, "9�E6#

����� σxj,k ��� σ
y
j,k ��� ��� �������� ������ �
 U �� ��� x% ��� y%����������� ��%

����������� ��� %���" ��� (���	� ,.770� !������������ ������ �� ���� ������
���� ��� %�
	������		 �������� ,.;-0�



0�1 �!� �$�%*���������� �'� �!���� 88/

 ���� ������� ��� ��� ����������� �
 ��� ����� �����  ��� ����������� ����
���	���� ������	����� 
��� ��� 
�� ������������ ������ ��� �� �� ������������
	� ��� ����	
 �� ��	 �	���	
 �
 ��� 
�� ������������ ������ (xp+1/4, yq+1/4, t

n+1/2)�
(xp+3/4, yq+1/4, t

n+1/2)� (xp+3/4, yq+3/4, t
n+1/2) ��� (xp+1/4, yq+3/4, t

n+1/2)�
��� *��� 9�-	�

1
�x�y

∫ tn+1

tn

∫ xp+1

xp

∫ yq+1

yq

s(x, y, t)dx dy dt

=
�t
4

{
s(xp+1/4, yq+1/4, t

n+1/2) + s(xp+3/4, yq+1/4, t
n+1/2)

+ s(xp+3/4, yq+3/4, t
n+1/2) +s(xp+1/4, yq+3/4, t

n+1/2)
}

=
�t
4

{
s
(
U
n+1/2
p+1/4,q+1/4

)
+ s

(
U
n+1/2
p+3/4,q+1/4

)

+ s
(
U
n+1/2
p+3/4,q+3/4

)
+s

(
U
n+1/2
p+1/4,q+3/4

)}
. "9�E@#

1 (���	� ������ ��������� �� ��� �� ������� ��� ����� �
 Un+1/2
p+1/4,q+1/4 ��

��� �������� ������������ ����

U
n+1/2
p+1/4,q+1/4 = Un+1/2

p,q +
�x
4

(
∂w

∂x

)n
p,q

+
�y
4

(
∂w

∂y

)n
p,q

= Un+1/2
p,q +

�x
4

(σx)np,q +
�y
4

(σy)np,q , "9�E9#

����� Un+1/2
p,q � ��)��� �� "9�E8#� �� ��������� ��������� �� � ����������$%

���� ��������� ��� ��������� ��� ���� �'������ �� 
������ ����

U
n+1/2
p+1/4,q+1/4 = Un+1/2

p,q +
�x
4

(σx)np,q +
�y
4

(σy)np,q , "9�E;#

U
n+1/2
p+3/4,q+1/4 = U

n+1/2
p+1,q −

�x
4

(σx)np+1,q +
�y
4

(σy)np+1,q , "9�.7#

U
n+1/2
p+3/4,q+3/4 = U

n+1/2
p+1,q+1 −

�x
4

(σx)np+1,q+1 −
�y
4

(σy)np+1,q+1 , "9�.E#

U
n+1/2
p+1/4,q+3/4 = U

n+1/2
p,q+1 +

�x
4

(σx)np,q+1 −
�y
4

(σy)np,q+1 . "9�..#

3:�:' ����	��� �	�

���������� ��� ��� ������ 
��� "9�@#H"9�E7# ��� "9�EE#H"9�E-#� �� ��� ��%
������ �� 
�������  �� ���%����������� !�� ������ �������� �
 ���  �
��
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���	� ��	������ ����� "9�E8#� "9�E;#H"9�..# ��� ��� 
	��������	� ����	����
������

Un+1
p+1/2, q+1/2

=
1
4
{
Unp,q + Unp+1,q + Unp+1,q+1 + Unp,q+1

}

+
�x
16

{
σxp,q − σxp+1,q − σxp+1,q+1 + σxp,q+1

}

+
�y
16

{
σyp,q + σyp+1,q − σyp+1,q+1 − σyp,q+1

}

− �t
2�x

{
f
(
U
n+1/2
p+1,q

)
+ f

(
U
n+1/2
p+1,q+1

)
− f

(
Un+1/2
p,q

)
− f

(
U
n+1/2
p,q+1

)}

− �t
2�y

{
g
(
U
n+1/2
p,q+1

)
+ g

(
U
n+1/2
p+1,q+1

)
− g

(
Un+1/2
p,q

)
− g

(
U
n+1/2
p+1,q

)}

+
�t
4

{
s
(
U
n+1/2
p+1/4,q+1/4

)
+ s

(
U
n+1/2
p+3/4,q+1/4

)

+ s
(
U
n+1/2
p+3/4,q+3/4

)
+s

(
U
n+1/2
p+1/4,q+3/4

)}
"9�./#


�� ��� ���� ���� ���� �� (xp+1/2, qq+1/2, t
n+1)�  ��� ������ �� � ����%�����

������� ���%����������� ������� 1� �� ��� ���%����������� ����� ��������� ��
����� 7� ��� ���%����������� 	������� �
 ���� ������ ���� �������� �������
�� ��� ������������ �������� ������� σx� σy� σf ��� σg�

#�	 �.< �������� 1 F���������G ��������� �*& ����������� 
�� ��� ������
����� 	� "9�E8# ��� "9�./# ��

max
(�t
�x

∂f

∂w
,
�t
�y

∂g

∂w

)
≤ 1/2. "9�.-#

 ��� ��������� ��� ���)���� 	� ��� �������� ����� 	� %���" ��� (���	�
,.770 ���� ��� ������ ������ ��������� �'������ ∂w/∂t+∂w/∂x+∂w/∂y = 0�

.�� "'
0(������
��� ��
��0#�$�����+ ����
��
�$$���� �
 ��� 1%������ ��������� 14����
��

<� ���� �������� �� ���� ����� ��� ���%����������� !�� ������ ��������� ��
����� 8.2 �� ��� ���%����������� �������� ����� �'������ 
�� >�� ����������
���� ����� ��� ������� �������� ������� 	� $�������� ��� #����� ,//80
�� � �������������� �
 ��� ��%�'������� *�� ���� ������� ��� � ��������
��� ����� �'������ "-�9;#H"-�;E# �
 ����� - �� ������������ 
����  ����
�'������ ��� 	� ������� �� ������� ��������� 
��� "��� "-�;9##� �� 
������A
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∂w
∂t

+
∂f (w)
∂x

+
∂g (w)
∂y

= s(w), "9�.8#

����� w ������� ��� ������ �
 ������������ �����	���� f ��� g ��������� ���
��������� >��� �� ��� x% ��� y%����������� ������������� ��� s ������� ���
����� �����  ��� ���

w=

⎛
⎝ h
mx

my

⎞
⎠, f =

⎛
⎝ mx

m2
x/h+ βxh

2/2
mxmy/h

⎞
⎠, g=

⎛
⎝ my

mxmy/h
m2
y/h+ βyh

2/2

⎞
⎠, s=

⎛
⎝ 0
hsx
hsy

⎞
⎠,

"9�.6#

����� ��� ����� ����� �� ��� ������� 	������ �'������� sx ��� sy� ���
���������� βx ��� βy ��� ��)��� �� "-�;.#H"-�;-#� ��� ��� �'������ ���
������� �� ��� ������������ �����	��� h� mx = hu ��� my = hv�

?� ����� �
 "9�./#� ��� ���� ������� wn+1
p+1/2, q+1/2 ��

(
xp+1/2, yq+1/2, t

n+1
)
��

����� 	�

wn+1
p+1/2, q+1/2

=
1
4
{
wn
p,q + wn

p+1,q + wn
p+1,q+1 + wn

p,q+1

}

+
�x
16

{
wx
p,q −wx

p+1,q −wx
p+1,q+1 + wx

p,q+1

}

+
�y
16

{
wy
p,q + wy

p+1,q −wy
p+1,q+1 −wy

p,q+1

}

− �t
2�x

{
f
(
wn+1/2
p+1,q

)
+ f

(
wn+1/2
p+1,q+1

)
− f

(
wn+1/2
p,q

)
− f

(
wn+1/2
p,q+1

)}

− �t
2�y

{
g
(
wn+1/2
p,q+1

)
+ g

(
wn+1/2
p+1,q+1

)
− g

(
wn+1/2
p,q

)
− g

(
wn+1/2
p+1,q

)}

+
�t
4

{
s
(
wn+1/2
p+1/4,q+1/4

)
+ s

(
wn+1/2
p+3/4,q+1/4

)

+ s
(
wn+1/2
p+3/4,q+3/4

)
+ s

(
wn+1/2
p+1/4,q+3/4

)}
. "9�.@#

����� wx
j,k ��� wy

j,k 
�� j = p, p + 1 ��� k = q, q + 1 ��� ��� ���� ��������
��������� "�����������# ���� ��� ���� �� ��� x% ��� y%����������� �������������

wx
j,k = σσσxj,k, wy

j,k = σσσyj,k. "9�.9#

1������� ��� ������������ ��� "9�.8#� ��� ���� ������� �� ���� ����� tn+1/2�
�� �� "9�E8#� �� ����� 	�

wn+1/2
j,k = wn

j,k +
�t
2

(
∂w
∂t

)n
j,k

, "9�.;#
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����� ��� �������� ���������� �� ������������ 	�
(
∂w
∂t

)n
j,k

= −
(
∂f
∂x

)n
j,k

−
(
∂g
∂y

)n
j,k

+ s
(
wn
j,k

)

= − (
σf

)n
j,k
− (σg)nj,k + s

(
wn
j,k

)
. "9�/7#

���� σf ��� σg ��� ��� ���%����������� �������� ������ �
 ��� >��� �� ���
x% ��� y%����������� �������������

*�� �� ���	���� ��� ����� ������� ���5������� Kx ��� Ky ������� �� ���
>��� "��� f ��� g# βx = −εgzKx ��� βy = −εgzKy� ��� 	� ����������
	� ��� ���������� �� ��� ��D����� ����� ���� ��� �� ��� ��)������� "-�97# ���
"-�9E#�

(Kx)p,q = Kx(up+1,q, up−1,q), "9�/E#

(Ky)p,q = Ky(up+1,q, up−1,q, vp,q+1, vp,q−1). "9�/.#

���� u ��� v ��� ��� ���������� �� ��� x% ��� y%����������� ������������� �����
��� ���������� 	� ��� ��)������ �
 ��� ������������ �����	����

up,q = (mx)p,q/hp,q, vp,q = (my)p,q/hp,q 
�� hp,q �= 0. "9�//#

�	���/ 4'������ "9�//# �������� ���� ��� ������ ����� 	� "9�.@# �B���

��� ��� ������� �������� 0 = 0� �� h = 0 
�� ��� ������� 	������ �'������
 ���� ��� ��� �������� �� ���� ���	���� "�# 1 )��� ������ �� ��� ��������
�
 � ���� ���� ����� �
 �������� ���� ��� ������ ������������ ������� "��#
1������������� ��� ��� ��� ��� ��� �������� �����	��� �'�� �� C��� ������ ���
��������� �������

�

+���� ��� ���� �������������� ��� ��� ��������� ����� "9�.;#� ��� ��������

�� ��� ����� ���� �� "9�.@# ��� ����� 	�

wn+1/2
p+1/4,q+1/4 = wn+1/2

p,q +
�x
4

wx
p,q +

�y
4

wy
p,q,

wn+1/2
p+3/4,q+1/4 = wn+1/2

p+1,q −
�x
4

wx
p+1,q +

�y
4

wy
p+1,q,

wn+1/2
p+3/4,q+3/4 = wn+1/2

p+1,q+1 −
�x
4

wx
p+1,q+1 −

�y
4

wy
p+1,q+1,

wn+1/2
p+1/4,q+3/4 = wn+1/2

p,q+1 +
�x
4

wx
p,q+1 −

�y
4

wy
p,q+1.

"9�/-#

 ��� ��� �������� �� "9�E;#H"9�..#�



0�� ������ 8��

#�	 �.< �������� 1� �� "@�;.#� ���� !�� ������ ��� �	�� ��� �*&
��������� �t

�x | c
max | < 1

2
, 
�� ��� p, q, "9�/8#

���� ��� ���	�� ������ ���� �����

cmax = max
all p,q

(
| up,q | +

√
βxhp,q , | vp,q | +

√
βyhp,q

)
"9�/6#

���� ��� ������ ������������ ������� *�� ������� ��� �� ������ ��� ����
������� �� ��
�� �� "-�E78#�

<� ����� 9� �� ���� ��������� ��� �������� ������ �
 ���� ������� �� �����
��� ���%����������� ��������� �'������ "-�9;#H"-�;E# 
�� � ��	�� �
 �����A
(i) ��B����� ������������� (ii) ��B����� ��������� ������ (iii) ��B����� �%
������� ������� ��� (iv) ��B����� ���� ���������������

���������� �� ��	�����	 %��	����� ���	�	� 1� ���� ��� ���%
������ ���%����������� ����� ���������� ����������� ����$%�������� ��� ����$%
����$��� ������� ���� 	��� ��� ��� ����� 	���� ��������� �� ��� ������ ���%
�������  �� ��������� ��������� ���� 
������ ����������� ���� �
 ���� @�6�
(���%����������� �������� �
 )	���	!%���� ������� ���� ���������� ���
$������ ������� ��� ������	�� �� .	�
��� ,/;0�  �� ������ �
 ��� ��������
���� ������ ��� ����������� �
 >��� �� �����	�� �������� �������� )	���	!
��������� ��� ������ �� ������ ����� 	� ���'����� ������������ ��� �����%
�������� ������������ ���� ,EE60� 1 ��	�� �
 �	��������� ����� ���� ���
������ �
 ��� ���� ������ � ����� )���� ����� ������� �� ���� 	����� (�	���
��� �	����� ,-.70 ��������� ����� ��������� ������������ ���� ����� ��%
�������� ��� ����������� �
 ��� ����������� ����� ���� �� ��������� 	� ���
������� ������ �� ��� ,;60 ������� � ����������� 
��� �
 ��� ������������
��� �� � ������ ���� ���� ������ ���� ���� �
 )	���	!�  �� �������������
�������� ������� ���� ������%����� ������� ��� ��������� 	� .������ ,.;0
��� 34����	� �� ��� ,E90� �	�
��	� ,..;0 ��������� ������ �
 �������
>��� ���� �� �������� ������� ������� ���� � ����C����� ����� ��� ������
���� ��� ������ ����� ���� ���� ��� ����������� �
 ������� �� ��� ,--80�
���������� �	���B���� �������� ��� ���� ����������� ������ �� �������
��� ���� >�� ���� �������� ,-/E0�

.�� �������

1� ��� 	�������� �
 ���� �������� �� 	���>� �������� ��� ���%�����������
��"���"��� )���� ��B������ �������  ��� ��� ��������� 	� ��� 
��� ����

�� ���%����������� ��������� ���	���� ��� ��� ������ ������ ��� ���������
������ �
 ��� ��������� ����� ����� ��� ����� ��� ������� �������� ����
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������'� �� ���� ����%����� 
�� ���������� �� ������������� >�� ����������
	� ��� ���� ��� >�� �������� ����� ������� �� ����� ��� �������� ���)���
����� ��� ������� <� ��� ���������� ��� ������ �� ����������� ��� �������
���%�������� ������� <� �� ��������� �� ��� �������� ��B���� ���� ��� �����
�'������ �� ����� �� ������� �����	��������  � ��������� ����� ��� �����	����
����� �'������ ������	��� ��� ����������� ��	��� >���� � ����$%��������
������ �� ������� *�� ���� ������� �� ��������� �� ������ !�� ������� ����
����������� ����� �������� 
�� ���� ���������������  ��� �� � ���� ���������
����$%�������� ������ ��� �����)�� ���  :3 ��'������� �
 ������������
�����	���� � ������ ���� ����� � ������� ������ ������ ������������ ����
��� ���������������  ��� ������ ������� � ���%���� ������� ��������� 	�
��� ��������� ��������� ������ *������� ��� �������� ��������� �'������ �

����� - ��� �� ���� � ���%����������� ����$%��������  :3%!�� �������



5 ��������� ���������	 ���� ������

��� �$�	��� �������	

<� ���� �������� �� ���� ��������� ��� �������� ������� ��������� ��
����� 8 ���� � ������� ���� �� ����� �� ������� ����������� ������� ��
���� ��$� �� �
 ��� ���%����������� ��������� �'������ "-�9;#H"-�;E# ���%
����� 	� $�������� ��� #����� ,//80 
�� � ��	�� �
 �����A (i) ��B�����
�������� �������� (ii) ��B����� ���� ��������������� (iii) ��B����� �������%
������ (iv) ��B����� ��������� ����� ��� (v) >�� ���� � 	���� ��
��� ����
�����

6�� )���
������ 
� 3���
�� ��������� �������

<� ����� �� ������
� ��� 	��� �������� ������ ���� ������� )�� ��� ���	���
�
 ��������� ��������� �� )��� �������� � ���� ������ ��������� ��������
�� ����� ��� 	���� ���������� ������ ���� �� ��� �������� ��������� 	� ��
��������� >��� &�� � �������� ��� ����� �'������ "-�9;#H"-�;E#� ?� �������
θ = 0◦ "����� θ ������� ������ η ��� ζ ��� ��� ��� ������� 
���� ����������
"-�;/#H"-�;-#� ��� ��� 
������ βx ��� βy �� "-�;.##� �� �	���� � �������%
���
������ ����� <������ �
 �� ��� ��� ��������� θ = 0◦� �� �	���� � �������%
��� ���� ������ ���� �� ��� �������� ��������� ��� �� >�� �� ��� �����%�����
����������

<� ���� �������� � ��������� ������� �
 �� ��������� �
 )���� ������� ����
������� ���� �� �������� ����� ��� ������� ���������� ���� � ����C�����
����� �� ���������� 1 ������������� ����� ������� ��� �������� �������� ��
��� ���� ��� �
 ��� ���� �� ������� �������� �� ���� ��� 	�$ ��������
��������� �� ����� �� �� �������� >�� ����� �� 35◦ ���� � ����C����� ��%��
����� ��������� 	� � ������ �����������  �� ������������ ������ �� ���
��������� x ∈ [0, 30] ��� y ∈ [−7, 7] �� ������������� ������ ����� ����� ���
�������� ������� ���� �� ��� �������� x ∈ [0, 17.5] ��� ��� ����C����� ������ ����
����� x ≥ 21.5 ���� � ������ ������ �
 ��� ���������� �� ��� ����������
C���� x ∈ [17.5, 21.5]�  �� ����������� ����� �� �������	�� ��
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ζ̃(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ζ̃0, 0 ≤ x ≤ 17.5 ,

ζ̃0(1− (x− 17.5)/4), 17.5 < x < 21.5 ,

0◦, x ≥ 21.5 ,

";�E#

���� ζ̃0 = 35◦�  �� ��������� �� ���
����� ���� �� �������� ����� �
 
�������
φ = 30◦ ��� � 	�� 
������� ����� δ = 30◦�  �� �������� �� ������� ��������
�� t = 0 
��� ��� ������������� ����� ���� �� ������� ����� �
 r0 = 1.85
�� ������������� ������ �����  �� ������ �
 ��� ��� �� ��������� ������� ��
(x0, y0) = (4, 0)� ��� *��� ;�E�  �� ������ �
 ��� �������� ���������� ���� 	�
������ ������� ��	������� ��������� ����������� �� ������ E7 ��� E.�

4:�:� %��	����� �	��������	�

*����� ;�. ��� ;�-H;�9 ��������� ��� ����$���� ������� �
 ��� ���������
	��� �� ���� ���� ��������� �� ��� ��������� ������ �� ��� �������� ����� ����
��� ����C����� ��%�� C���� �	������ ���� ��B����� �������� ������� "
��
���� ������� ��� ,//-� --70#� <
 ��� ����������� �	����� ��:	�	��	 
��	�	 ��
������� �� ������� ��� ��������� >��� ���	�� �������� ���������� ������
	� ���
������ *�� ��� ������ �� ����� �� ������� ���	����� �
���������
 ���
����� �����	�� �������� �����	�������� ���� ���� ��:�
������ 	� �������������

*���� ;�. ����� �������� ������ �	������ ���� ��� ������� ��B������ ������
����� ��� ����)���� ��B���� ���� μx∂

2w/∂x2 + μy∂
2w/∂y2 �� ����� �� ���

�����%���� ����� �
 "9�.8# ���� ����������� μx = μy = 0.02� *�� ������� �������%
���� ��� ��������� 	������ ����	���  �� ������� ��B������ �������� �� ����
�� ���� ����� ����������� ������%����� ��B������ �������� �������� ��
�	��

��	 	:	��
 ���� ��� �������	�� �� �������� �����	������� ��� ���� �� �����%
���� ������������ �� ��� �������� ��������  ���� ��� ����� ������� 	�����
��� ��������� 
���� ��� ��� ������ ���� ������� �������� 
��� ��� 
����
"
�� t = 3 �� t = 12 �� *��� ;�.#� ������� 
�� ���� ���� ������� ����)���� ��B%
���� ��� 	��� �������������  �� ������������� �����%����������� ��������
�
 ��� ��������� �������� �� ����� ��B����� ������������� ����� t = 6, 9, 12
�� ����� �� *��� ;�/�  �� ��������� ������������ 	����� ��� ������ 
����
��� �	����� <
 �5������� ����� ����)���� ��B���� �� ����� �� ������ ���
������ ������������� � ������� ������ ����������� �������� ������������
��� 	� �������� �������� �� ��� ������ ��� ������������� ������� ���� 	�
������ ��B����� ������� �� ���� �	������ ���� ��� )���%����� ������� �%
������ ������ "*��� ;�-#� �� ����� ���������� ��B���� �� ��������� 1������
����������� )���%����� )���� ��B������ �������� ����� ��� )���%����� �������
������� ��� ��������� ������ �������� ������������ ��� ���	��� ���� ���
�������� ������������ ������ ��� ������� �� 	����� ������� �� ��� �
���
������� ���������� 3� �� ��� ����������� ����� �
 ��� ������� ��B������
������� ��� �������� ������� >�� ������� �� ���� � ��� ����� ���� ����
���� ���� ����%����� ��B������ �������� 1� ���� ���� ������� ����� 
�� t = 9
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���� %��� TopD 
��������� �������!� �!��� ���������) �� �--�� �������	" ��		��
���������� ���������� ��	 ��$�� !���.����� -����� 9� �!� ��- �� �!� �������	 -���"
� !����-!������ ��- �� ������	 �� !��	 �!� ������� )������� ����� BottomD �	�%
�����	 ������ ��-�)��-!� �� ���� �!� ������� ��������� ��!���� $��! ������)� ��
	������������ �����

��� t = 18− 24 �� *��� ;�-� ��� ������� �
 ��� ������� ���� ������ ��� ���%
��������� �������  ��� �� ���� ��� �������� ������� �
 ���� ������ ����
������� � ���������� ����� "�������# ������������ ������ ����� 	� �������

 �� �������� ������ �	������ 	� ��� �� �
 ��� !�� ������ ���� ��B�����
���� ������������� ������� H �����  :3 ��������A ����	��� �������� ���
������ H �� ���� �� ��� �����%����� 4!� ���� ������������� ��� ����� ��



8� 3 9������!� ���������� ���� �����	 ��	 �$����	 �!������

���� %��� �!��#���� �������� �� �!� �������!� �� ���� 	�,����� 	������������ �����
t = 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24" �������	 $��! �!� ��������� ������ ��)������
��
���� �!� ���������� .��� ���� �!� �������	 -���� �� �!� !���.����� -���� ����
���$��� �!� �$� ������ ������ �� ��	�� �� ��!���� � ������ ����������" �!� ����+%
���� ��������� 	�,����� ���� μx∂

2w/∂x2 + μy∂
2w/∂y2 ���� �� �����-�����	 ��

&0�1�( $��! ����������� μx ≥ 0.018" μy ≥ 0.018� I��� $� �!���� μx = μy = 0.02�
������!�����" ���)� ��������� ������������ ����� �5���� &A��� ;��4<(�

���� %��� �!���%	���������� )��������� �� �!� �������!� �� �!��� 	�,����� 	����%
�������� ����� t = 6, 9, 12" �������	 $��! �!� ��������� ������ ��)������ ��
���
�� �� A�)� 3�1� �����	������ ��������� ������������ ��� �� �������	� &A��� ;��4<�(

*���� ;�8H;�9� ?����� ��� ����	�� ������� �� ��� ����� ��B���� ����� ���
������%�����  :3 ��������� ��� ������� ���� ���� ������� ����� ����	��� �����%
������� "
�� t = 9 ��� t = 12 �� *��� ;�8#� <� 
���� ��� ����	�� ������� �� �
���
����%��B����� ����� �� ��� � �������� �� ������� ����������  �� ���������� ��
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���� %��� �!��#���� �������� �� �!� �������!� �� ���� 	�,����� 	������������ �����
t = 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24" �������	 $��! �!� ��������� $��������� �������
��)������ ��
���� �!� *��� ������� �
� ��� ������ ����� �� �!� ���������� .���
���� �!� �������	 -���� �� �!� !���.����� -����� �!� ��!��� �� ��������� ����
	�,������ &A��� ;��4<�(

���� %��� �!��#���� �������� �� �!� �������!� �� ���� 	�,����� 	������������ �����
t = 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24" �������	 $��! �!� +,- ��
��� ��	 �!� ������
��� ������� � �!� *��� ������� �
� ��� ������ ����� �� �!� ���������� .��� ���� �!�
�������	 -���� �� �!� !���.����� -����� G������ �!� ��-����� ������� �� �!� ����� 	��%
������ �� ���� ����%	�,�����" ���� ��������� ������������ ����� ����� ��	 ���� ���)�
)��	����� ��� �����	�	� &A��� ;��4<�(
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���� %��� �!��#���� �������� �� �!� �������!� �� ���� 	�,����� 	������������ �����
t = 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24" �������	 $��! �!� +,- ��
��� ��	 �!� .������
������� � �!� *��� ������� �
� ��� ������ ����� �� �!� ���������� .��� ���� �!� ��%
�����	 -���� �� �!� !���.����� -����� L��! �!�� ��* ������� ������������ ���������
������� ��� �� ��!����	" ���!��)! ���� ����� ������������ ����� �5���� &A��� ;��4<�(

*��� ;�8 
�� t = 18−24 ��� � ��������� 	����� �� ���������� ���� ��� ������
�� *���� ;�6H;�9� �	������ ���� ����� ����%��������� ��������

 �� !�� ������� ���� ��� ��������  :3 ������� "*��� ;�6#� ��� 4!� ����
������������� "*��� ;�@# �� ��� ������  :3 ������� "*��� ;�9# ���� 
�����
������� ������� ����� 
�� �������� ������������ ���� ��� ������������ �%
������� ����������� �� �������	�� ������ �������� �� ��������� �����������
�
 ��� !�� ������ ���� ��� ������  :3 ������� �� ������� ��� �������
��������� >�� ������	�� 	� ��� �������� ��!�"�#����� ������� 	�����
�� ���� ����� ���� ��������� ����� ���� � ������ �������� ����� �
 ��� ����
������ ���� ����� �������� ������������ ��� ���� ����	�� �� ��� �������� �	%
������ ���� ��� �������� ������� ��� ��� 4!� ���� ��������������

*��� *���� ;�6H;�9 �� ��� 	� ���� ����� ���� ��� ��� �� ������� ��� ���������
����������� ��������� �� �� ������� ��� ������� ���� ��� 
���� ������� ���
����C����� ��%�� C����  �� 
���� ����� "������# �� ���� ���� t > 9� 	�
���� �
 ��� ���� ����������� 
����� ����� ��� ��� ��������� 	��� ����������
���� ��� �������� ������� 
��� ������������ �� �	��������� � ����$ ����
�������� ����� ��� ��� �
 ��� ���������� C��� �� x = 21.5 
�� t = 12� ����
��� ����������� ���� 
��� ��� ����� ��� ����$ ���� ���������� 	��$�����

��� t = 12 �� t = 24� 1� t = 24� ��� ����$ 
���� ������� ������ ��� 	��������
�
 ��� ���������� C��� �� x = 17.5� ��� ��� )��� ���������� �
 ��� �������
���� �� ������ ���������
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���� %�#� �!��#���� �������� �� �!� �������!� �� ���� 	�,����� 	������������ �����
t = 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24" �������	 $��! �!� +,- ��
��� ��	 �!� �
���������
/+, ���� ��������������� �!� *��� ������� �
� ��� ������ ����� �� �!� ����������
.��� ���� �!� �������	 -���� �� �!� !���.����� -����� �!�� ��!��� ��� -����	� ������
������������ ��������� �������� &A��� ;��4<�(

*���� ;�; ���������� ��� ����� ���)��� �
 ��� ������� >�� ����� ��� �������
���� y = 0 �������� 	� ��� !�� ������ ���� ��� ������ ������� 
�� ���
���� ����� �� �� *��� ;�9�  �� ������� ���� �������� 
��� ��� ��� ������� ��
��� �������� ����� ���� ��� 
���� ������� ��� ����C����� ��%�� C���� �����
��� 	���� 
������� �� �5������� ����� �� 	���� ��� 
���� �
 ��� ������� >��
�� ����� 1� ���� ������ � 
���	 ���	 �� ������� �� t = 12� ����� ����� � �����
�������� ������ �� ��� ������� 	� ���� 	� ��������� ��� ���� 
�� t = 12
�� t = 24� 1 ���� ������ �������� �
 ��� ������� ��������� >�� ��� 	�
�	������ 
��� ��� �������� �
 ��� �����%����������� ��������� ����������
��������� �� *��� ;�E7�

�����	 �� %��	����� ���	�	 �� ���� ���� ���� ��� !�� ������ ����
��� ������  :3 ������� ������������ ��� 	��� �������� ���
������� 
��
��������� ��������� �������� ����� ��� ����� �������� ��� ��� 4!� ����
��������������� *�� ���� ������� �� ��� ��������� �
 ���� 	��$� �� ���� ��%
������� ���� ��� !�� ������ �������� ���� ��� ������ ������� 
�� ���
�������� ���������� �
 ���������� ���� ��B����� 	�� ������������ ��� ��%
������� ������
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���� %�$� ��� �� �� A�)� 3�/ ��� $��! �!� +,- ��
��� ��	 �!� ������ ������� �
�!� ��!��� �� 	����������	 �� �� �!� ���� ���������� �� �������) �!��� !�-��%
����� �������!� �6�������" �����	��) �!� ����� $��! ������� ��!�� -���������� &A���
;��4<�(

6�� 19���� 
� "
$
+��$��� 3������
��

4:�:� ������ �����&����	 �������	

<� ����� �� 
����� ���� ��� ����� �'������ "-�9;#H"-�;E# �
 ����� 4� ��
�������� �� ��������� ������� �	������ �� ����� ��� ���%������� ������ ��
��)��� 	� ��� ����� 
������

ζ̃(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ζ̃0, 0 ≤ x ≤ xl,

ζ̃0

(
xr − x
xr − xl

)
, xl ≤ x ≤ xr,

0◦, x ≥ xr,

";�.#

����� ζ̃0 = 45◦ �� ��� �������� ���� ���� �
 ��� ������ ���� ������ ���� �
����C����� ��%�� ����� �� ����� �� *��� -�E/�� ��� xl = 11.5 ��� xr = 14.5
��� ��� "���%�����������# ������� ��� )��� ������ �
 ��� �������� ������%
�����  �� �C������ ����� θ "����� ������� ��� �����%����� �������# ��
���)��� �� ��� �������� [−14.32◦, 14.32◦] ��� ��� ���%����������� ��������
�
 ��� ������ ���� �� ��� ������ �� ��� �'�� �� zT = 20� ������������� ��
y ∈ [−5, 5]� ��� *��� -�E/	� 1 ������������� ��� ���� ���%����������� �����
R0 = 0.98 ������� ��� ������� �������� �� �� �� ������ �� (x0, y0) = (3.0, 0.0)
�
 ��� ���� ��� ������� ���������  �� ����� �
 ��� �������� ���������� ���
������ �� δ = 33◦ ��� φ = 43◦� ����� ���������� �� �����	 ����
 �
 ����
�������� .H- ���



3�1 E,���� �� ��-�)��-!�� ���������� 8��

���� %�%� 9������!� �!��#���� ����) �!� ������� ���� �� �!� =�$" y = 0" �� 	�,�����
	������������ ����� �������	 $��! �!� +,- ��
��� ��	 �!� ������ ������� � ����
�!� 	�-�����	 !��)!� �� �!� �������!� �� ���� ����� ���-���	 �� �!� ���)�!" �!�
!��)!� �� ���� ����� �5�))�����	� 9� �!� ����� ����!�� �!� ���%��� .��� ��	 �����
�� ����" �!� ���� -��� �� �!� �������!� ����������� ����!�� ��	 �!� �������!� ��	�
���������� L!�� ��-���������� =�$ ���)�� ���� � ��)��� �� ����������� =�$" � �!��#
$��� 	�����-�" $!��! ����� �-$��	� I��� $� 	� ��� �5-������� ��� �!� ������
-��������) �� �!� �������� ����� $� !��� -�����	 ���� �!� ������� ������� �� �!�
�������!� �� �!� �������� -���� �!�� �������� �!� ���$�)� &A��� ;��4<�(

*���� ;�EE ������� ��� ����$���� ������� �
 ��� ����������� 	���� �� ���%
���� 	� $�������� �� ��� ,/-70� �� ��� ���%����������� ���� ����� �� � ������
����	� �����	� �� ��� �������� ��������� "��� *��� -�E/#�  �� 	�$ 	��� ���%
������ �� ����� ��� ��
��� ���������� ����� ��� ���� �� ���� �� ��� 	��

������� ��������� 
���� �� ������� ���� ��� ��������� ��������� �
 ��������
 �� )��� 
�� ������ �� ���� )��� ������� ���� ����� ���� ��� ��� �� �������
��� ��������� ����������� ��� ������� ������� �� ��� ��������� ��������� ��
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���� %���� �!���%	���������� )��������� �� �!� �������!� �� ��5 	�,����� 	����%
�������� ����� t = 3, 6, 9, 12, 15, 18" �������	 $��! �!� +,- ��
��� ��	 �!� ����
��� ������� �� �� A�)�� 3�0 ��	 3�3� &A��� ;��4<�(

�� ��� ����������� �B��� �� ��� �����%����� ����������  �� ��������� �������%
���� ������� �� ���� �� �� ������ ��� ��%�� C���� 
��� ��� 
���� ����� 
��
t > 4.5� 3� �� ��� �������� ���� >� 
��� ��� ����� ��� 
���� �� ���� �	��
�� ������ �� ��������� �� ���� �� ������ 8H@ 
�� t = 6.0, 7.5, 9.0�

1
��� t = 7.5� �� �� ��� ����������� �B��� �
 ��� �����%�������� ��� ���� �

��� ��������� ������ �� ������ 	� ��� ���� ������� �� ����� �� ��� ��%
�� C����  �� ������� �
 ��� ���������� C��� ������ � ����$ ����������
���� ��� ������ �
 ��� ��������� ���� �� ������ ������� 
��� ���� t = 9.0
�������  �� ��������� ����� �� ���� �
��� t = 13.5�  �� )��� ����� ������ �

*��� ;�EE �������� ���� �� �� ��� ����������� ��� ������� 	��� �� ��������� ��
��� ����������� ������� ������ �� ��� �������� ���������� 1������ ��� 
����
�� ���������� �������� ��� ���� ����� ����� �� ��� 	�������� 	����� �
 ���
����� �������� 1� t = 4.5� ��� 
���� ������� ��� ���������� C���� ����� ��� ����
���� ������ �� ���� ��������� 1� t = 6.0� ��� 
���� ���� �
 ��� 	��� ��� 
���
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���� %���� 9 ��6����� �� ��������� ���-�!��� �� �!� �������!��) ������ �� � )���%
���� �������� $��! �������� ��	 ����� �������� ��)��� φ = 43◦ ��	 δ = 33◦" ���
	�,����� ���� ������� �������� �� �6��� �!��#���� ��� -�����	 �� ��� ���� ���������
����) N�������	O -��S����	 ���%	���������� ����������� ����	������ (x, y)� �!� ����%
������ .��� ���� ���$��� x = 11.5 �� x = 14.5� �!� 45◦ �������	 ������� ���� �� �!�
���� ��	 �!� !���.����� -��� ���� �� �!� ��)!� �� ���! -����� �!� ���$�) �� �!� ���%
��� �� ��	�����	 �� �!� ���� y = 0� �!� -����� �!�� 	���������� �!� 	����������
��	 �������) �� �������!�� �� 	����� �����	 &���! �� �!� 	�$����-� ��	 �����%���-�
	���������( �!������� &A��� ;8�4<�(
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������� ��� ���������� C����  ����
���� ��� ���� �� ��� 
���� �� �����������
�� �� ��� �B��� �
 ��� ������� ����� ������� ���5������ 	� ��� ���� ��
��� ���� �� ����� ���������� 1� t = 7.5� ���������� �
 ��� ���� ������ ���� ���
�������� �
 ��� ����� ��� �
 ��� ���������� C���� ����� �� ��� �B��� �
 ���
�������� ��� >����� 	��� ������ ����������� ������������� 	� ���������
���������� 1
��� t = 9.0� � ����� ��
��� "������# �������� ������ �� �������
�� ��� ���� ���� �
 ��� ���������� ,������� ��	 ���� � ��	 ���� �
 ����
� ��

����
����- ��	 ��

 ��� ��	 ���� �
 ���������
�� #����� ���� ��� �
 �	��
��	�
�� ��	 ���� 
��	 � ��	 ����� 5��
 �
 ��	 ���� �	�����
� �� ��	 �	�	����	��
� ��	 
���� ���� ������ ��
��	���  �� �������� ����������� 
�� ���� �� ����

��� ��� 
���� ����� �� � ������ ��������� 
���� 
��� ��� 	�� ���� ��������
��� 	��� 
��� ������� 
������  ��� ���� �������� 
��� ��� ���� ���� �

��� ������� ��� 	� ��������� �� ��� 	��$ �
 ��� 	���� �����'������ ���
������� 	��� ��� ������ ������  �� ���� ����� ������ ���� ��� ��������
����������� �
 ��� ����� ������ ����$� 1� ��� ���� ����� ����� �� ������
�� ������ �� ��� 
����� 3� �� ��� ������� ������� ���)������� ��� ���������
�
 ��� 	��� �� ��� �����%����� ��������� �� ������ �������	���

1� ���������� 	� $�������� �� ��� ,/-70� *��� ;�E. ������� ��� �����������
�B���� 
�� ��B����� ������� ������� 2�������� ����� ��� �� �� *��� ;�EE�
 �� ������� ��������� ��� )��� �������� �
 ��� ���������� 
�� 
�� ��B�����
������� ��������� 1� ��� ���� �
 ��� ��������� θ "�C������ �����# ��%
�������� ��� ������� ������� ��������� ��� ��� ����� �
 ��� ������� ����������
 �� ����� �
 θ = 0◦, 15◦, 25◦ ��� 45◦ ���������� �� ��� ���%�����������
��������� "������������ ��� ����� �
 ������� �
 ��� ������� 	�� ���)��#
∞, 19.1, 11.46 ��� 6.4� ������������� ����� ��� ����� �
 y �� $��� )��� ��
	�
���� ����� y ∈ [−5, 5]� �����'������ ���� ��� �������� �
 θ� ��� �������
��������� ���� �� �������� ����� ��� ����� ��� ������ �
 ��� ��������
��� ���������� �
 ��� ��������� ����� ������� ��� 	��� ��� ���� ������� ���
��� ��%�� ��������� �������� ���������	���  ��� �B��� �� �������� ����������
���� ��� ������� ��������� �
 ��� ������������� ������������ "gy#� ����� ��%
����� �� ��� ������� ������� "���� ��� ������ C��� �� ������� ����������
�
 ��� ������#�

����	����� �� �	 "���	� <� ����� �� ������� ��� ���������� �
 ���
����������� ���� '������������� �� �������� ��� ����� ����� �
 ��� �������
	��� "V =

∫
h(x, y) dx dy# ��� ��)�� ��� ������ �
 ���� �� 
������A

(x, y) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1
V

∫
xh(x, y) dx dy,

1
V

∫
y h(x, y) dx dy

︸ ︷︷ ︸
= 0 by symmetry

⎞
⎟⎟⎟⎠ . ";�/#

 �� ���������� �
 ��� ��
����	�� ������� 	��� ��� ���� 	� ������� 	�
��� 
�������� �������� ��������� 
����� "����� F���G ������ 
�� ����������#A
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���� %���� -
�������� �)����D ��������� ������ ��� �� �� A�)� 3���� �!� ��������
��-������ �!� +��� 	�-����� �� �	������� �������!� ������ ��� ���� 	�,����� �!�����
$�	�!� ������-��	��) �� �!� -�������� θ� 9� �!� ����� �� �!� -�������� θ &*����
�
����( ���������" �!� $�	�! �� �!� �!����� 	��������� �����6������" �!� )�������
��������� ���	 �� ���������� �����	 ��	 ����) �!� ���$�) �� �!� �!�����" �!�
)��������� �� �!� 	�-�����	 -���� ��� �!��)�	" ��	 ���! �!� -��� !��)!�� ��	 �!�
���%��� 	�������� ��������� &A��� ;8�4<�(

(xdis, ydis)=

(√
1
V

∫
(x−x)2

h(x, y) dx dy,

√
1
V

∫
(y − y)2

h(x, y) dx dy

)
.

";�-#

 �	��� ;�E ��� ;�. ��������� ���� ���� 
�� ��� ������ �
 ���� ��� ��� ������%
���� �
 ��� ������� ��� ��
������ ������� 	��� 
�� ��B����� ���%�����������
���� ����� ��� �C������ ������� ����� ��������� ����� ��� �� �� *��� ;�E.�
1�������� ����� ��	��� �� ���� ��� 
�������� ����������A (i)  �� ������ �

���� �� ������ ����������� �
 ��� �C������ ����� θ �� ��� ������  �� ���%
������� ����� ��� �������� ��������� )��� ��������� ���� ��������� 	� ���
���������� �� ��� ��������� ��������� ��������� ������������� 
�� ��� �����
�
 θ� (ii) <� �������� ��� ���������� ����� ��� �������� ��������� ��������� ��
θ ���������� 	� ���� �������� �� �������� 
�� ��� ���������� �� ��� �����%�����
���������� �� ��������� (iii) ����� ��� ������� �� >����� ����� ��� ������ ���
��� ������ �����%����� ��������� �� ��� ���� ���� ����� ��� �������� ���������
���� ���������� ���������� ��������� �� 	��� ���������� ��� ���� ���������
�� ��� ��� ������ �� ��� )��� ��� ���� �� ��� ��� ������ �� ��� ���� ��� �

*��� ;�E.� ���� �� ������� ���� �� '������������ ����� ��  �	�� ;�.�
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��	
� %��� �!� ������ �� ���� �� �!� �������!��) ��	� �� 	�,����� ���%	����������
���� ���-� t ��	 �.����!�� ��)��� θ� �!� +��� ��	 �!� �����	 ����	������ �� ���!
������ ��-������ �!� ������ �� ���� �� �!� x% ��	 y%	���������" ���-��������" ��
-��	����	 �� &3�8(�

θ = 0◦ θ ∈ (−15◦, 15◦) θ ∈ (−25◦, 25◦) θ ∈ (−45◦, 45◦)

t U 8�4 &��/" 4�4( &��/" 4�4( &�� " 4�4( &��/" 4�4(

t U  �4 &0�0" 4�4( &0�/" 4�4( &0�/" 4�4( &0�0" 4�4(

t U 3�4 &�8�4" 4�4( &�8�4" 4�4( &�1�3" 4�4( &�8�4" 4�4(

t U �1�4 &���8" 4�4( &���8" 4�4( &���8" 4�4( &���8" 4�4(

t U �8�� &����" 4�4( &����" 4�4( &����" 4�4( &����" 4�4(

��	
� %��� ��� �� �� ����� 3�� ��� ��� �!� 	��-������ �� -��	����	 �� &3��(� &A���
;8�4<�(

θ = 0◦ θ ∈ (−15◦, 15◦) θ ∈ (−25◦, 25◦) θ ∈ (−45◦, 45◦)

t U 8�4 &�� 4" 4�/�( &�� 4" 4�/1( &���3" 4�/4( &�� 8" 4� /(

t U  �4 &1�33" 4�3�( &8�44" 4�0�( &1�30" 4�/ ( &8�4�" 4� 3(

t U 3�4 &1��8" ��43( &1���" 4�03( &1��/" 4�01( &1��3" 4�/8(

t U �1�4 &4�3/" ���0( &��4�" 4�3/( &��4�" 4�3�( &���4" 4�0�(

t U �8�� &4�0 " ��14( &4�3�" ��44( &4�3�" 4�3�( &��41" 4�03(

4:�:� 5������	 �����&����	 �������	

+���� ���� ���� �������� ������ �
 �� ��������� �
 )���� ������� ����
������� ���� �� �������� ��
��� ���� 	��� ������������� ����� ����� ������
�� ��������� �
 ���������� �� ��� �����%����� ����������  �� �����%���������
	���� ��
��� ��� �������� <� ������ ���������� �
��� ���� �� � ������� 
��
��� ����� ������� ���������� �
 ��� ���������� ����� 	� ����������� <� ���
������� �������� �� ���������� ��� ���� ����� ��� 	�� ���������� ��� �
�������� �����%����� ������� 
������ � ��
��� ����������� �������� <� ����
�������� �� ���� ���� � ���� ������� ���� ����� ��� 	�� ���������� ��������
�����	�� ������� ���� �� ��� �����%����� ����������  �� �����%����� �������
��� 	� ���� �����	�� 	� ��)���� ��� ��������� θ �� � 
������ �
 x ��� y�
&�� � �������� � 	�� ���������� �
 ����� ���� ���� �� � ����������� �������
������� ���������� ���� �� ���� >�� ��%�� C��� ��������� ��
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θ(x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

y/zT , 0 ≤ x ≤ xl,

(y/zT )f(x), xl ≤ x ≤ xr,

0◦, x ≥ xr.

";�8#

����� zT �� ��� �������� 	������ ��� ������ ���� ��� ��� ������ �� ��� ����
�������� ���� �
 ��� ������� "����� � ��������#� ��� f(x) = sin ζ̃(x)/ sin ζ̃0�
����� ζ̃0 �� ��� ����������� ����� �
 ��� ���� ���� �
 ��� ��������  ��� �������
���� f = 1 �� xl ��� f = 0 �� xr �  ��� ��� �������� ���������� �
 ���
��������� θ 
��� ��� ������ ���� "y/zT # �� ��� ���� ���� �� ��� C��� ����
�� ��� ���� ��%�� C��� ���������� � ���		����	�
����� �����	� ���� ���
�����	�� ������� 	��� �� ��� ����������� �� ���� �� ��� ������� ����������

*�� ��� �������� ��������� �� ������ ��� ��������� ����� �� 
������A
xl = 15 ��� xr = 20 ��� ��� "���%�����������# ������� ��� )��� ������ �

��� �������� �����������  �� �C������ ����� θ "����� ������� ��� �����%
����� �������# �� ��� ���� ���� �
 ��� ������� �� ���)��� �� ��� �����%
��� [−45◦, 45◦] ��� ��� ���%����������� �������� �� ��� �'�� �� zT = 7.6�
������������� �� y ∈ [−6, 6]� ��� *��� -�E/	� 1 ������������� ��� ���� ���%
����������� ����� R0 = 1.75 ������� ��� ������� �������� �� �� �� ������
�� (x0, y0) = (5.0, 0.0) �
 ��� ���� ��� ������� ���������  �� ����� �
 ���
�������� ���������� ��� ������ �� δ = 27◦ ��� φ = 37◦� ����� ���������� ��
*	
���	�� � ���� �
 ������� �������� �
 ����%��$� ����� ��� 4 �� ��������� ��
������� ���	��  �� ����������� ����� �
 ��� ���� ���� �
 ��� ������� ��������
�� ��� ����C����� �� ζ̃ = 50◦�

<� �� ����������� �� ��$� � ����������� ���� �
 ��� ����������� ������
����� ��� ����� ��������A (i) � ����������� ������� ������� ���� ��� ��%
�� C��� ����������� �������� �����%����� ������� "����� �������� �������
�����#� (ii) � ������� ���� ���������� ������� �����%����� ������� �����
	� ";�8# �� �� �� 
��� �� ���� ��������� ������� ���������� �����������
�� ��� ����C����� ��%�� ����� ��� (iii) � ������ ��
��� "��� *���� /�9� -�E
��� ;�E# ����� ��������� �� 	�
��� 	� �������� >�� ���������� 1� �������
	� $�������� ,//-0� ��� �������� �
 ��� ��������� �� ��� ������� ����
� �������� �����%����� ������� �� ��������� �� *��� ;�E/� ����� ����� �� �
������ ������� ������� 
������ � ������ �������� ��� ������� �������� ��
��� �	�� �� ������ ���������	�� �� ��� �����%����� ���������� �������� ��� �
������� ������ �� ��������� � 	�� D�� �
��� ��� ������� "���%����������� �����
t = 1.5, 3# ��� D�� 	�
��� ��� ������� "���%����������� ����� t = 10.5, 12, 15�
�� �� ��� �B��� �
 ��� �������� �������# �
 ��� 	�$ ���������  ����
����
��� �������� �� ������ ��������� 	� ��� ��������� ��� ����������� �
 ���
����������� ��� ��
������ 	��� �������� �� ��� ��������� �
 ��� ������ �
 ���
��������

?� ��������� ��� �������� �� ���������� ��B����� 
�� ��� >�� �� ��� ����%
��� ���� �����	�� �����%����� �������� ������ ��� ��������� �� *��� ;�E-�
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���� %���� 9 ��6����� �� ��������� ���-�!��� �� �� �������!��) ������ �� � )���%
���� �������� $��! �������� ��	 ����� �������� ��)��� φ = 37◦ ��	 δ = 27◦" ���
	�,����� ���� -������ �!� �������� �� �6��� �!��#���� ��� -�����	 �� ��� ���� �����%
���� ����) N�������	O -��S����	 ���%	���������� ����������� ����	������ (x, y)� �!�
���������� .��� ���� ���$��� x = 15 �� x = 20� �!� 50◦ �������	 ������� ���� ��
�!� ���� ��	 �!� !���.����� -��� ���� �� �!� ��)!� �� ���! -����� �!� ���$�) �� �!�
������ �� ��	�����	 �� �!� ���� y = 0� �!� -����� �!�� 	���������� �!� 	����������
��	 �������) �� �������!�� �� 	����� �����	 &���! �� �!� 	�$����-� ��	 �����%���-�
	���������( �!������� &A��� ;88�<�(

 �� ������� ����� ������� �������� �� ��� ����� x ∈ [0, 15]� <� �� >�������
���������� �� ��� ����� x ∈ [15, 20] ���� �
�������� ��� ������� �
 ��� 	��
���������� �� � ���� �
 ��� ����C����� ������ ?�
��� t = 6 ��� ������� ���%
��������� ��� ��������� �������� ��� ��� ���� �� �� *��� ;�E/�  �� ������
��� ���������� ��B����� �
��� ���� t = 7.5� ����� ��� ������� �� ����������
���� ��� ���������� �� ��� ����C����� ��%�� ����� ���������� >������� ��
��� ������� ���������� ��� ����������� 	��� ������� ������� �� ��� ������� ��%



3�1 E,���� �� ��-�)��-!�� ���������� 8�3

���� %���� ��� �� �� A�)� 3��8 ��� $��! �������� ������� ��������� )���� �� &3��(
�� �!�� �!� �--�� �����	����� �!����� ���)�� ������������ ���� �� �-�� ���%��#�
!���.����� ���%��� .���� &A��� ;88�<�(

�������� �������� ����� �� ��� ��� � 	�� ��B������ �� ��� ���������� �� ���
����������� ����������

���������� *��� ;�E8 ������� ��� ������ �
 �� ��������� ���� � 	�� ����������
����� ��������� �� 	�
��� 	� ���������� >�� �� ��� �����%����� ����������
����� ���� C��� ������� ������� ���� ��� ������ >�� ������� ����� ��� �������
�� ����)��� �� ��� ������� ���������� ��� ����������� ���� �� ����������
��������� �� ��� ������� ��������� ���� �� ����� �� ����� 1���� ��� 	��� ��
��������� �� ��� �������� ��������� ���� �� ������� ��� �������� ����������
C���� 1
��������� �� �� ��� ����� ������ ��� 	��� ������ ������������ ���
����� �� ����� 1 ���� �������� ���������� �
 ��� )��� �������� �� ���������
�� *��� ;�E6� ��� $�������� ,//-0� <� ����� ��� )��� �������� �� ���� t = 15 �
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���� %���� ��� �� �� A�)� 3��� ��� $��! .��� ������� ���������� &A��� ;88�<�(

*���� ;�E/� ;�E-H*��� ;�E8�  ���� ����������� ��� ����������� ��� ���������
��� �B���� �
 ��� 	�� ������������ �� ��� )��� ����������� �
 ��� �����������

6�� ��$����$
��� :���� "
$
+��$��

+���� ���� �� ��� ���� ��� ��������� ��� �����%����� ����������� �� 
��� �
�����%������������� ������� 	���� ���������� ���� �� ������� D�� � ��
������
����������� <� ���� ������������ �� ���� �� ������ �������� ����� ��
��������
�	�� ��� ��������� �
 ��� ������� �	������� 
�� �������� ������ =<� ���%
���� ��������� �����  ��� �� ����� ���� 	� ������������ � 	���� ����������
���� � ��
������ ��
��� ���� ��� 	� ����� �� >�� 	��� �� ��� ������� ���
����������� �����������



3�8 �-����-���	 G���� ��-�)��-!� 8 �

���� %���� E,���� �� �!� ��-�)��-!�� ��������� �� �� �������!� ����# �� �!� 	�-�����
�� �������!��� ���-������ �� �!� +��� 	�-����� �� �� �������!� ��� � �������� �����%
���-� ���������" θ ∈ (−45◦, 45◦)D &�( ������-��	��) �� A�)� 3��8" � �������� =������	
��	 ��-�)��-!� )���� �� &3��(H &	( ������-��	��) �� A�)� 3��� ��	 � ���-������ =��
��	 ��-�)��-!� �� �!� �����%���-� 	��������H &( ������-��	��) �� A�)� 3���� &A���
;88�<(�

?���� �� �������� � 	���� ���������� ������� �� ��� �����%����� ����������
����� �� ��)��� 	� ��� ��������� b(x, y) �	��� � ��
������ ��
��� ������
������� ���������A

b(x, y) = b0

(
1− cos

(
π

4
y

(B/2)

))
sin ζ̃(x), 
�� y ∈ [−7, 7]. ";�6#

����� B = 14 �� ��� ����� �
 ��� ������������ ������� ��� �������������
	� sin ζ̃ ������ ���� ���� ��������� �� �������� ��������� 
��� ��� ��������
��
������ ��
��� "���� ��� ������# �� C��� ���� �� ��� ����C����� ��%��
����� ����� ��� ������� ��������� ������� �� �� *��� /�;�  �� 	���� ����������
���� ����� ��� ��������� >��� ��� � ����������� �B��� �� ��� �������� �������
�
 ��� �����  �� ������ b0 = 2 ��� b0 = 10� ��� ������ ������������� ��
������ ���������� �� ��� ������� 	������ �
 ��� ������������ ������ ��
��� ����������� �
 ��� 	���� ��
��� bmax = 0.34 ��� bmax = 1.68� ���� ��������
���� ������� ������������ �
 2.8◦ ��� 13.5◦� ������������� ����� ���������
����� ��� ��$�� 
��� ����� 9.1� !������� ������ ��� �������� �� *���� ;�E@
��� ;�E9� <� �� ��������� ���� � 
����� ����� ������� ������� ��� ����� �	����
��>����� �� ��������� ����������� �� �� ��� ��� 	� ��������� *��� ;�E@ "�	�
���	�# ��� *��� ;�E9 "���	� ���	�
# 
�� bmax = 0.34 ���� *���� ;�9 ��� ;�; 
��
bmax = 0� ������������� 1 ���������� �
 *��� ;�9 ���� *��� ;�E9 ��� *��� ;�;
���� *��� ;�E@ ����� ���� ������� ���)������ �
 ��� ��������� �� ��� ��������
����	����%���� ������� �
 ��� ���� �������� ������� ��������� ��� ��������
����������� ��� >��� ���� ��� �������� �� ��� ������� ���)������� �������
��������� ���� �� �������� ����� ��� ������ �� � ����� �
 ��� �������
������������ �����'������ ��� ������� >�� 	������ ����$�� ��� ������ �����
��� �������
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���� %��#� 9������!� �!��#���� ����) �!� ������� ���� �� �!� =�$" y = 0� �!� ������
��-�)��-!� ������ �� �!� �����%���-� 	�������� �����	��) �� &3� ( $��! b0 = 2 &����
����(" ������-��	��) �� � ��5���� 	������������ ��������� bmax = 0.34 �� �!�
������� ����	����� y = ±7 $��!�� �!� ��- �������	 ��)���" ��	 b0 = 10 &���
� ����("
������-��	��) �� bmax = 1.68� &A��� ;��4<�(

���� %��$� �!��#���� �������� �� �!� �������!�� �!� ������ ��-�)��-!� ������ ��
�!� �����%���-� 	�������� �����	��) �� &3� ( $��! b0 = 2 &����� �����(" ������-��	%
��) �� � ��5���� 	������������ ��������� bmax = 0.34 �� �!� ������� ����	�����
y = ±7 $��!�� �!� ��- �������	 ��)���" ��	 b0 = 10 &����� �����(" ������-��	��)
�� bmax = 1.68� &A��� ;��4<�(
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<� ����� 	� ������� �� ���� "/�//#H"/�/9# ������	�� �� ����� 3 ��� ����
����	�� 
�� � ������� ����������� ��������� b = b(x, y) �	��� ��� ��
������
��
��� z = 0�  ��� ��
������ ��
��� "�� �'��������� ��� ��������� �����%
������ ����� ζ̃# ������� ���� �� � 
������ �
 ��� ��������� ���������� x
��� ����� �� �� ������� ��������� �� ��� �����%����� y%���������� *�� � �����
������� ��������� �
 ��� 	���� ���������� ��� �������� ����� "-�9;#H"-�;E#

�� ����� ����� >��� �
 ��� ������� ������� �������� 	� $�������� ���
#����� ,//80 �� ���� ����	��� 	����� ����� ��� ������� ��� 	� ��	�����%
��� ����� ��� ������� ��� ��� ������� �������� ��� ���� 	� ���� >���	���
 �� �'������ �� ������� 	� .	�
��� ��� ������
������" ,-70 ��
�� ��
��� ��� ���������� ��� ���� �����
���� 	�����%����� �� ������ �����������
 ���� �������� �� ��� �� &	���	��	�� �������� �������� 	� ���������
������������ ������� ��� ��� ������� ��5������ �� ���'����� ���������
������� ��� ������������

6�� ���������� ������+ (
'�
#����� ��� "'����� #�������

�� ���� ��������� ����� ���������� ��� ��������� ������ �� ����� 4 ��� ��
	� �	�� �� ������ ��� ���������� �B���� �
 ������� ��� ������� �� ���
�������� �
 �� ����������� ���� ���� ��������� ����� ��� ������� ���%
���� ����������� ��� ����� ������ ���� ����� ��� 	� ��� ���� ��� �B���
�
 ������� 	� ���� ���� �
 ������� �� ��� ������ �������� ��� ��� �������
�
 �� ��������� ���� �� ������ ���� ���� � ����� ��� ������� ��������  ��
����� �'������ "-�9;#H"-�;E#� �������� 	� $�������� ��� #����� ,//80�
����� 	� �	�� �� ������� ��� >�� �
 �� ��������� ���� � ���%��
����� �����
��� ������� ������� ����� ��� �����%����� ������� "�� ��� ������� �����#
��� �����  ��� ������� �� ������� �� �������� ���������� ��� ����� ��������
������������ ��� �������� ���� ��� ����������� ���)���������  �� ����
������ �� ��� �������� �
 ��� D���� �B���� �
 �������� �������� �����%����� ��%
������ ����� ��� ������� ������ ��� ��� F������
���G 
����� �� ��� ��������
�
 ��� ����������� 	��� ������� ���� ���� ������� �������� ��� �������%
������  ��� �� � �	� �
�	�� �� ��� )��� �
 ��������� ��������� ��� ���������
������ ���� �� ��� ��� ����� ��� ����������� �� 	� ��������� �� ��� 
��%
������� ���� ��
���
	 ��	 �	���	� �	���������	
 � ��	 ���
��
 ��� ��� ������

��������� �������� ���� ��� ��������� 	������� �
 ����������� �� � ���%
��'����� ��� ���� ���� ����� � �� D��� �	�� ��� �������	����� �
 ��� ���
����� �'������ ��������� �� ����� 4� �� ��� ����� ����� ��� ����������
���� ���� � ���� ������� �
 �����	������� 
�� ������� ���������� �������� ��
��C��� �������� ���$ ���������� ��� �	��� ��
����  ��� ���� ���� ���� ��

� �� �!� ������ ����� N��������)��O �� �!� $���) ���������)�H $!�� $� ���� !���
�� �!� ��	��� ������������ �,���� �-������) �� � ����������� ����	����� �������



8 � 3 9������!� ���������� ���� �����	 ��	 �$����	 �!������

��� �������������� �
 ��� ������ �� ��������� ������� ���������� ��������
���� =<� ��������� ���� �
 ���� �����)� ������� �	��������

4:(:� .��!� #����$� 8�������� ����	�
��� #!��	� �����	��

1� �� �������� �� �������� � ��������� ����� ��� ������� �������� �� ��� ���
����� ���� �� �� �������� �	
� 	2����	 ���� ��� 	� "����������# ������ ����)��
	� ��	������� ������������ �� ��� ����� ����� ����� ��� ���� ���������
������������ �
 ������� >��� �� ������� ����������� ��������� ����� ���
>�� ���)�������� ��� ����������� ���� *�� ���� ������� �� �������� � �	��2
�� � ������� �� �� �� 
��� � ��������� ����� ��� ������� �������� *�� � ����
�������� ���������� ��� $�������� �� ��� ,//-� /-E� /-.0�

&�� � �������� � ������� ����� ������	�� 	�

R(ϑ) = (A cosϑ,A sinϑ,−Bϑ) , ";�@#

����� ϑ �� ��� �C������ ������  �� ��� ������ x� ������� κ� ������� τ ���
����� P �
 ��� ����� ��� ����� 	�

x =
(
A2+B2

) 1/2
ϑ, κ =

A

(A2+B2)
, τ = − B

(A2+B2)
, P = 2πB, ";�9#

������������� ?���� �� ";�@# � ��������� ����� ��� ������� ������� �� 
�����
�� �� ����� 9.2.1�  �� ������� ������� �
 ��� ���������� �� ��� ������������ �
 �
����� ������������ �� ��� ������ �
 ��� ������� ��� ��� ������� �����
� �����
���� ������� �� � ������� ���� 	� ���� ���� ���� ������� ���� �����	�� �������
������ ��� ������� �
 ���� ��� ������� ���� ��� ����� �
 ��� �������� ���
������� ��� >����� ������� ���� �� ������� ���������� ������ 
��� ���
������� ���� "����� ��� ������# �
 ��� ������� �� �� ��� ������ ������������
������ 	� ��� �����%)���� ���������� ������������

*���� ;�.7 �������� ����$���� ������� �
 �� ��������� ������� ���� � ����%
����� ����� ��� ������� ������� "��� *��� ;�E; "�## ���� ��
��� �������
��� ������� ����� 	� ";�9# ��� � �������� �����%����� ������� �������  ��
��������� ����� ��� A = 300 ��� B = 300� �� ���� ��� ������� �� �������� ���%
����� �� ��� ����C����� �� 45◦� ��� �������� ��� 	�� 
������� ������ ��� φ = 33◦

��� δ = 27◦� �������������  �� ����� �
 ������� �� ��� �����%����� ���������
�� zT = 128 ��� θ ∈ (−44.8◦, 44.8◦) ������������� �� y ∈ [−100, 100]�  ��
���� ���� ��������� 	� � ������������� ��� ������� �� (23, 0) ���� ����� 6.5
� 9�� +)���� �!�$� ��� !������ �!���� ��� )������������ 	�������	� �!� )��-!�

��� �������� -��S������� �� �!� �!��� ��	 )������� !��-� $!��� ��������%�������
)������� �� ������!�	 �� ������ �����)!�� �!��" � ��)���� �� �!� ������� ���)
������� � ������)�� $!��� ��- �	)� �� �!� �!��� �����	� ��	 �!� ������ �	)�
�!� �!��� ����	� ����	���� �!�� )��-!���� ��-����������� �� �!���� ������� ��
�� ���������� ���� �� -��)����



3�� 9������!�� ��	��) *�$� �����	 ��	 �$����	 �!������ 8 �

���� %��%� �( 9 �����	 ��	 �$����	 �!����� $��! ������� ��������� ��	 �������� 	(
9 �����	 ��	 �$����	 �!����� $��! ���%������� ��������� ��	 �������� �!� �!�����
���)�� ������������ ���� �!� =�� !���.����� ���%��� .���� &A��� ;8�1<�(

�� ������� �������� ���� C��� ������� ���������  �� ������� ��� ������� ��
��� ���� ����� 15, 18, 21, 24, 27, 28.5� ������������� ���� �� ��� �������� �
 ���
>�� ������ ����� ��� ������� ���� ������� � �	������ �
 ��� �� ����
����� ���� ���� 
�� ��� �������� �
 ���������� )���� �
 ���� �������� 1� ����
���������� ��� ����������� ���� ������� ���� ���������� 	� �� ������� �����
������� 
��� ��� ���������� �
 ��� ������� �� ��� 
���� ��� ���� ���� ��
��� 	��$�  ��� �� 	����� ��� ����� �
 ��� 
���� �� ��� ������ ���� ����
�
 ��� ����� ��� 	������� �
 ��� ��
������ ���� �� ��� D���� �B��� �
 ���
�������� �������� ��� ��� ������ ������������ ���� �� �������� �� ��� ���%
��� "-�9;#H"-�;-# ������ ��� ������������� ������������ ���������� gx, gy, gz
��� ��� ��� ������� 
���� ���������� sx, sy� ����� ������ ��� ������� ���
������� �
 ��� ������� ��� 	�� ���������� ��� ��� �����%����� ������� �

��� ��������  �� ���� �� ������ ��������� ��� ������������ �� ��� ���������
���������� 	����� ��� ������� ���� ��� ����� ���� ���������� ��� ��%��
C����� <� ��� 
��������� �� ���� ���� ���� ����� �� ����� ��� ���������� ���
��%�� C���� ��� ������� �� ��� ����������� ���� �
 ��� ������

4:(:� ����������$ .��!� #����$� %��&8�������� ����	�
��� #!��	� �����	��

<� �������� �������� ��� 	� ��	�������� ����� ��� ������� ���� �����	�� �����%
����� ������� ��� ������� ������ <� ���������� ��������� ��������� ����$�
�� 
��� ����� �� >�� �������� ����� ���� ���� �� � �����  �� �������� ���
���� � ������ ���� �� ��$� ��� 	��� ����� ������  �� ������� ������� �
 ���
����������� ��������� ��� 	�� 
������� ��� �����'����� 
����� ��� ���������
�� ���� ���� ��� ��������� ���� �� ����� <� ���� ������� �� ���� �������
��������� ���������� ������ ����� ��� ������� �������� ������ ��%��
C����� �������� �� ���� ��� ��������� ��������� �� ��� ��B����� 
���� ��
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3�� 9������!�� ��	��) *�$� �����	 ��	 �$����	 �!������ 8 /

�
���� %���� I��)!� �������� �� �� �������!��) ������ �� � !�������� �����	 ��	
�$����	 �!����� $��! ������� ��������� ��	 ������� ��	 � �������� �������� �����%
���-� �!����� $�	�!� �!� -���� ������)��� ��� �� ������� !�������� �����	 ��	 �$����	
�� �!� x%	�������� ��	 ���������� �����	 �� �!� y%	��������� ��������� ������D �!�
��	�� �� ��������� ��	 ������� ��� 26" �������� ��)��� ��� φ = 33◦ ��	 δ = 27◦"
���-��������� �!� ���� !��	 �� � !����-!������ ��- ������	 �� (23, 0) $��! ��	��� 6.5
�� ��		���� �������	 $��! .��� ������� ��������� �!� ����� �� �
� ��� ���� �!�$�
��!���������� �!� �������� �����%������� ��	 � �����%��� �� �!� �������!��) �����
&A��� ;8��<�(

����� ���� ���������� 
��� ��� ����� �������� ������� ������� �� ��� ����C�����
��%�� �� �������� $�������� �� ��� ,//-� /-E� /-.� /--0 ���� ��������� �
���� �������� ��� �������� �������� 
�� >��� ���� ��� ���%������� ���������

C�D 5������	 ����� ��� ��������� ����� �� ��� ���� ��� ����� ��)��� ��
";�9# ��� 	� ����)�� ��

B(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

B0, 0 ≤ x ≤ xl,

B0

(
xr − x
xr − xl

)2

, xl ≤ x ≤ xr,

0, x ≥ xr,

";�;#

�� ���� ����� �� ��� ��
� ��� ������ xl� �
 ��� �������� ���������� C���� ���
���� �� ������� ��� ���� �� ���� ��� �� ��� ������� ���� �
 ���� ��������
�������� ����� �� � �������� �������� �
 ��� ����� 
��� xl �� xr�  ���� 
��
x ≥ xr ��� ����� �� ������ C��� ��� ���� ��� �	��'��� ������� 
���� �
����������� ������� ��%��� �
 ������ ���������� ���� ��� ���� 	� �������� �

(xfinal − xr) < 2πA� ����� xfinal �� ��� ��� ����� �
 ��� ������ �� ��� ��%��
C����

1�������� ���������� 
�� ���� ���� ��� ��������� �� *��� ;�.E�  �� ������
��������� ����� ��� �� �� *��� ;�.7� ��� B0 = 300, xl = 250 ��� xr = 350�
 �� ��B����� 
���� �� *��� ;�.E ��� ��������� ���� 
�� ��� ���� ������ �
���
��� ��������� ������� ��� ���������� C���� ?�
��� ���� ��� >�� �� ��� ����
�� ��������� �� *��� ;�.7 "t = 15 �� t = 28.5#� ����� ��� ����� �
 ��� �������
���������� ��������� 
�� x > xl� 
��� t = 35 ������� ��� ������� ����
����� �� ���� ���� ��� ��� �������� ������� ��� ������� ���� �
 ��� ��������
������������� �� ��� �������� �
 ��� ������ ��� ����������� ����� �
 ��� ����
���� ��� ����C����� ����� ���� ���������� ���������� +���������� ��� �������
������ ���� � ����C����� ��������� ����� �������� ��� 
������ � ����%����
����������� ��%�� C���� ?����� t = 28.5 "*��� ;�.7#� ��� �������� �������

��� ��� ����������� 	�� ���������� ������� ��� 
���� �� �� ��� ������
�������������  ��� ����� ���� �B�������� �� ��� 
���� ���� �� ��� ���� �����

� 
���� $� $��� ����� �� �!�� �� ���� &�(" ����
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	����� ��� ���������� ��� ��� ������� ����� ���� �� ��� ���� �����  ��� �����
�� � �������� �������� �
 ��� 	��� ������� ��� ������ �
 ��� ��������  ���
�������� ������� �� �� ������ ���� �
��� t = 60� ��� ���� ������� ��� ������
�
 ��� ������� ��� ����� ������� ��� �������� ����� *������� ��� 	��� �����
�� ���� �� ���� t = 70.

C��D 5������	 �������	 ��� #������ !���� �������� � ������� ����� ���
������� ��� ������� ��� ����)��� ���� ��� ��� ���������� 
�� A �� ";�9#
����� ��

A(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

A0, 0 ≤ x ≤ xl,

A0 exp[(x− xl)a], xl ≤ x ≤ xr ,

A0 exp[(xr − xl)a], x ≥ xr,

";�E7#

����� a �� �� �������� ���� ���������� ��� ��������� �
 �������� �
 ��� ��%
����� ��� �������� *�� ��� ���������� �� ���� ��� a = 1 ��� A0 = 300� ��
���� 	�
��� ��� ���������� "x < xl# ��� ������� �� ��� ���� �� �� ��� �������
���� "*��� ;�.E#� 4'����� ";�E7# ����� � ���� ��� ����� �
 ��� ������� ���
��� ������� �
 ��� ������� �������� ������� �� ��� ���%������ x 	������ ������
���� xl� ?�
��� ���� ���������� ������ ��� ������� ��� ��
��� ����� �
 ��%
������ ������� ��� ������  ��� �������� 
����� ��� ������� �� '��$�� �����
"�������������# ���� � ������ ��� ������ ����� ��� ��������� ��������� ����%
C����� ��������  ��� ����C����� ������� �
 ��� ������� ���� 
���� ��� ��%��
C��� 
�� ��� ����������

 �� ������ �
 ��� ��������� ��������� 
�� ���� ���)������� ��� ���������
�� *��� ;�..�  ���� ��� ����� ��B������� �� ��� ��������� ������� �� *���� ;�.E
��� ;�..� ���������� �� ��� ��%�� C����� *�� ��� ������� ����� ����� ��� �����
�
 ������� ��� ��� ������� �������� ������� 
��� x = xl� ��� ���������
'��$�� ���� 	��$ �� ��� ������� ���� �
 ��� ������� ��� ������� ����� ��
����� ��� ������� ��� ��� ������ �� ��� ���������� C��� ���� �� *��� ;�.E�
<� �� ���� ����������� �� �	����� ���� �� *��� ;�.. ��� ������� 	������ t = 60
��� t = 70 ����� ����� �� ������ �������� �� ��� �����������

 �� ��B������� ����
��� ���������� 
�� t > 35� <� ���������� 
�� t = 40� ���
���� �� *��� ;�.E ��� ��
� ��� ���������� C��� 	� �	�� ���%����� �
 ��� �����
������� �� �� ����� ������ ������ ��� ���������� C��� �� *��� ;�..�  ��� ��� 	�
���������� ����������  �� ���������� ����� �
 ������� �
 ��� ������� ����
�� ��� ���������� C��� 
�� ���� "<<# ������ ��� ����� ����� ����� �
 ��� ����%
��� ���� ��� 
����� ���� 
�� ���� "<#� �� ���� ������ ��� ���������� C��� �

���� "<<# ��� ����������� ���� ��������� ���������� ����� ���������� ����
'��$�� ���� �� ���� "<#� ��������� ��� ����$���� ������� 
�� t ≥ 45 �� ���
��� )���� ����� ���� ��� ��%�� �������� �
 ��� ��������� ���� �� �������
�B������
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���� %���� 9������!� ������ �� � !�������� �����	 ��	 �$����	 �!����� $��! ��������
-���! ��	 � �������� �����%���-� �!����� $�	�!� ��������� ������D �!� �������� ��	
��	 �������� ��)��� ��� φ = 33◦ ��	 δ = 27◦" ���-��������� �!� ����" !��	 �� �
!����-!������ ��- ������	 �� (23, 0) $��! ��	��� 6.5" �� ��		���� �������	 $��! .���
������� ��������� -������ ����� ��� -�����	 �� �!� ���� ���-� 35, 40, 45, 50, 55, 60, 70"
���-��������� �!� ���������� .��� ���� ���$��� xl = 250 ��	 xr = 350� &A��� ;8��<�(
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���� %���� 9������!� ������ �� � N!��������O �����	 ��	 �$����	 �!����� $��! 	�%
�������) ��������� ��	 ������� ��	 � �������� �����%���-� �!����� $�	�!� ���������
������D �!� ��	��� �� ��������� ��	 �!� ������� ��� )���� �� &3�0( ��	 &3��4(" ��	
�!� �������� ��	 ��	 �������� ��)��� ��� φ = 33◦ ��	 δ = 27◦" ���-��������� �!�
�������� ��� -�����	 �� �!� ���� ���-� 35, 40, 45, 50, 55, 60, 70� �!� ���������� .���
���� ���$��� xl = 250 ��	 xr = 350� &A��� ;8��<�(
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C���D �	��	����$ ���� ��� 5������	 �����&����	 �������	 ����
�������� ��� 	� ��������� �� ���������� "���� ������� �� ����� ������� �����
�� �����%����� �������# �� ��� �������� ����������  ����
���� ��� ���������
������ ��� 	� �	�� �� ���� ���� ���� ������� �������� ��� ������ ������� ��
������ ���� ��������� ������� �����%����� �������� 1� ���� ������ �� �������
��� ��������� ������ �� � ������� ����� ��� ������ B� �� ��)��� 	� ";�;#� ��

�� ���� "<#� ��� ��� ��������� A �� ��������� 	� ��� �� ���� ��� �������
����� �������� 
��� ��� ��
� 	������ �
 ��� ���������� C��� ����� ��� �����
������ �� ���������  ��� ��� 	� �������� 	� ��)���� � ������� ���� ������
���������� ���� �� ���� >�� ��%�� C��� ��������� ��

θ(x, y) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

y/zT , 0 ≤ x ≤ xl,

(y/zT )f(x), xl ≤ x ≤ xr,

0◦, x ≥ xr.

";�EE#

����� zT �� ��� �������� 	������ ��� ������ ���� ��� ��� ������ �� ��� ����
�������� ���� �
 ��� ������� "����� � ��������#� ��� ��� 
������ ��)���� ���
�����%����� ������� �� ����� 	�

f(x) =
(

1− (x− xl)
(xr − xl)

)2

. ";�E.#

 ��� ��� �������� ���������� �
 ��� ���������� 
������ θ 
��� ��� ������
���� "y/zT # �� ��� ���� ���� �� ��� C��� ���� �� ��� ���� ��%�� C���
���������� � �����%����������� ������� ������ �����	�� ����� ��� �����	��
������� 	��� �� ��� ����������� ��� ��� ������� ����������� *���� ;�./ ��%
����� ��� ������� �
 ��� ��������� ������ 
��� ��� ���������� �� ��� ����
��%�� C���� ����� ���� ��� ������ ���
 ���� �
 ��� ������� �� �������� 	�%
���� �� ���� ��� �� ��� 
�������� ����� "
�� t ≤ 35# ��� ������� ������ ������
���� �� ���� ���
 ���� �
 ��� ��������  �� ������ ������	� ��� ��
�������� �

��� ��������� ���������� ��� �	��� �������� �� ��� ��B����� �������� �
 ���
��%�� ������� 1������ ��� ����� �� ����������� �
��� �������� ��� ����������
C���� ��� ����������� 	��� ����� �������� ������� �
 ��� >�� ��%�� C���
���� �� ����� �� ���� ����� �� ��� ������ ���� �
 ��� �����  �� ���� ����%
����� 
�� ���� �� ����� �� ���� �� ��� ���� ������ ��� ��%�� C���� ��� ������
������������ ��������� �������� 	� ����� ��� ���� �� >�������� �� �� ���
�����%����� ���������� ��� ���������� ������ ������������ ��� $��� ��� ����

����� ��� 
����� ���� 
��� ��� �����������  �� ��������� ��� ��� �������
�
 ��� ���������� �� �� ���
������ ���� �������� �������� ��� ������������

C�5D �	��	����$ �������	 ��� #������� ��� 5������	 �����&����	
�������	 1 
����� ����������� ����������� ����� �� � ������� ����� ��%
����� ��� ������� �������� 
��� ��� 	�������� �
 ��� �������� ����������
C��� �� ������	�� 	� ";�E7#�  �� ������� ����� ��� ������ ���������� ����
��� ����C����� ����� �� ������	�� 	� ";�EE# ��� ";�E.#� 	� B = B0 �� $���
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)����  ��� ���� �� ���� ��������� �� ����������� ������������ 	����� ��%
����� ��� ������� �
��� �������� �� ��� ������ ���� ��� ����C����� ��%��
C��� �
 � ������� �������  �� ����������� ������ 
��� ��� ���������� ��
��� ��%�� C��� �� ��� � ������� �� ��������� �� *��� ;�.-�  �� ���������
��������� 
�� ��� ��
�������� ��� ��� ���������� �
 ��� ���� �� ��������
�� ���� "<<<# "����� *��� ;�./#� 	� �� ����� ������� �� ���� ��� �� � �������
��%�� �������� ���� 	�
���� =���� ��� ������ �
 ����� "<# ��� "<<#� ���� ���
�� 	� ���������

*����� ;�.EH;�.- ������� ����������� ��� �����)���� ���� �
 ��� ������� �

��� ����������� �������� ���� ���������� ��$�� � ����������� ����$��� 
���
�
 ��� )��� �������� ��� �������� �� ��� ������ ������  ��� �� *��� ;�.8 ���
�������� �
 ��� 
�� ��B����� ����� ����� "<#H"<:# ��� �������� �� ���������
��� �����)���� ��>���� �
 ��� �������� �
 ��� ��������� ����$ �� ��� ������
��������� �������� ��� ������	���� �
 ��� ��������� �������

6�* ����������� �
 )���
���
�
+���� )���������

<� ��� �	��� �������� ��� �������� ������ �
 ��� ������ ������� ���� ���%
����� ���� ������� �� ��B����� ������������� <� ���� �������� �� ���� �����%
������ ��� �B���� �
 ��� �������� ��� 	�� 
������� ������ �
 ����� ����� ���
�������

��	���� ��� ?	� .������ ��$�	� <� *���� ;�.6 ��� ;�.@� ��� �����������
�
 ��� �������� ��%�'������ �� ��� �������� ����� �
 
�������� φ� ��� ��� 	��

������� ������ δ� �� �������� 	� ��������� ��� ��������� �
 ��� �����������
	��� �� ������ ������������� ���� ������ �� � �������� ����� ����� ��� �������
���� �
 ��� >���  �� ����������� ����������� ��� ����� ���������� ��� �� ��
����� 9.1 "��� ";�E# ��� *��� ;�E#� ��������� ��� �������� ������ 
�� φ = 30◦

"����� ������#� φ = 32◦ "������ ������# ��� φ = 37◦ "��
� ������# �
 *��� ;�.6
����� ���� ��� ��������� >�� �� ��	�� ������� ���������� �
 ��� ��������
����� �
 
�������� <� ��������� ��� ���������� �
 ��� ����������� 	����� ���

����� ��������� �� ���������� �
 ��� 	�� 
������� ������ �� ����� 	� ���������
��� �������� ������ 
�� δ = 30◦ "��
� ������#� δ = 28◦ "������ ������# ���
δ = 23◦ "����� ������#� ������������� �� *��� ;�.@� ���� � �������� �
 ��� 	��

������� ������ ��� ������� 	��� 	������ ���� >������� �����'������ ���
��%�� C��� ��� ��� ��%�� �������� ��� ������ ��� ��� ������� 	������
��������� ���� 
�� �������� �	������ ���� ����� ����� �
 ��� 	�� 
�������
������ *��� ����� ���������� �� ��
�� ��� 
��������A ������� ��� ��������
��� ��� ����� �
 ��� ������� �
 �� ��������� ���� ������ �� ��� ��������
����� �
 
�������� ��� >����� �
 ��� ������� ���� �� ���� ��������� �� � ������
�
 ��� 	�� 
������� ������  ��� ����� ���� ��	 ��
� �	 �	�� ���	�� ��	�

�������� ��	 ����	�� �	� ������� ����	 �
 �� ����� �����	�	� � ��	 ���	�
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���� %���� 9������!� ������ �� � N!��������O �����	 ��	 �$����	 �!����� $��! 	�%
�������) -���! ��	 ���������) �����%���-� �!����� $�	�!� ��������� ������D �!� ��%
	��� �� ��������� ��	 �!� ������� ��� )���� �� &3�0(" &3�3( ��	 &3���(" �!� ��������
��	 ��	 �������� ��)��� ��� φ = 33◦ ��	 δ = 27◦" ���-��������� �!� �������� ���
-�����	 ��� �!� ���� ���-� 35, 40, 45, 50, 55, 60, 70� �!� ���������� .��� ���� ���$���
xl = 250 ��	 xr = 350� &A��� ;8��<�(
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���� %���� 9������!� ������ �� � N!��������O �����	 ��	 �$����	 �!����� $��! 	�%
�������) ��������� ��	 ������� ��	 ���������) �����%���-� �!����� $�	�!� ������%
��� ������D �!� ��	��� �� ��������� ��	 �!� ������� ��� )���� �� &3�0(" &3��4(" ��	
&3���(" �!� �������� ��	 ��	 �������� ��)��� ��� φ = 33◦ ��	 δ = 27◦" ���-���������
�!� �������� ��� -�����	 �� �!� ���� ���-� 35, 40, 45, 50, 55, 60, 70" ���-��������� �!�
���������� .��� ���� ���$��� xl = 250 ��	 xr = 350� &A��� ;8��<�(
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���� %���� 2������� 	�-����� �� �!� ���%��� .���� �� ���%	���������� ���� t = 70"
��-��	���	 ���� A�)�� 3�1� &���� &�((" 3�11 &���� &��((" 3�18 &���� &���(( ��	 3�1�
&���� &��((�

��� ��	 ��� �	

 ���	��� ���� ��	 ���	���� ����	 � �������� ���������� ���
������� ������ ��� ���� �����	�� �� ���������� �� ��������

6�, )������� (�$������� 
� ��� &�����
� ��+���

1 ������� ���������� �
 ��� �������� ����� �
 
������� �� $���� �� ���������
��� ������ ������ �
 ��� ���	 
���	 ���������� �
 ��� �������� 
�������� ���
,./90� ��� � ���������� ��� ���� 	��� �	������ �� ���� 
������� �����������

�� ��� 	�� 
������� ������ ��� ,/.9� -E@0�  ��� �� ��� ����� δ = δ(p)
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��� φ = φ(p)� ����� p �� ��� �������� �������� ����� ��� ��%���� ������
��� ���� ����
����� � ���$ ���������� �
 ��� ��������� �������� �� ���
����� �
 φ �� ������������ �� ����� 9.5� �� ����� ������ ������� ����������
�
 φ� ��� φ = ��������� 4���������� �������� � �������� �
 ��� 	�� 
�������
����� ���� ������� ,./9� /.9� -E@0� ��� �������� ���������������� �� ������
��� ��������� �� ,//;0 �� ������

δ = δ0 − δ0 − δ1

p1
p, ";�E/#

����� δ0 �� ��� �������%����������� 	�� 
������� ����� ��� δ1 �� ��� ���� ��
p = p1� ������� p ��� p1 ��������� ��

p = "g[H ]p̂, p1 = "g[H1], ";�E-#

";�E/# ��$�� ��� 
���

δ = δ0

{
1− [H ]

[H1]
δ0 − δ1

δ0
p̂

}
, ";�E8#

����� p̂ �� ��� 	����
p̂ =

(−gz + λκηu2
)
h, ";�E6#

�� ��� ������������� �������� ��� "-�;/# ��� "-�;-#� *����� ";�E8# �� ��%
���$�	�� �� ��� 
�������� �������A ��	 ��	

��	��	�	��	�� �	�� �
 ��� 
���	�
��������� 	����� �� �������� ��� 
����� [H ]/[H1]� �� ����� ������ ��� 
�����%
��� �������� ��� ���� ��� ��>���� ��� ��� ��������� ������A

Π =
[H ]
[H1]

δ0 − δ1

δ0
. ";�E@#

 ��� ���������������� �
 ��� 	�� 
������� ����� δ �������� ��� ����� ����������
�
 ��� ��������� �'������� 1�������� �� ������������� ��� ��������� ��������
��� ��� ��%�� �������� ��� 	� ����%��������� 
�� ��������� ����� ������
������� ��������� ������ ���� 106 �3 �� ������

4:-:� "���&�	�	��	� ?	� .������ ��$�	

<� ����� �� ���� ��� ���� ���������� �
 ��� �������� ��� �������� �
 ���
���������� �� �������� �� ����� ������� �	������ ����� ��� ������ �� ��%
)��� 	� ��� ����� 
������ ";�.#� ����� ζ̃0 = 50◦ �� ��� �������� ���� ����
�
 ��� ������ ���� ������ ���� � ����C����� ��%�� �� ����� �� *��� -�E/��
��� xl = 13 ��� xr = 17 ��� ��� ������� ��� ��� )��� ������ �
 ��� ��������
�����������  �� �C������ ����� θ ������ �� ��� �������� [−17.9◦, 17.9◦]� �����
������� 
�� � "�������# ������� ��������� "�����%����� �������# �
 ��� 	��
���������� �� ��� ������� ���������� ��� ��� ���%����������� �������� zT = 16
����������� �� y ∈ [−5, 5]� ��� *��� -�E/	� 1 ������������� ��� ���� �����
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R0 = 1.85 ������� ��� ������� �������� �� �� �� ������ �� (x0, y0) = (5.0, 0.0)
�
 ��� ���� ��� ������� ���������  �� ���������������� ���������� ���
������ �� δ0 = 27◦ ��� φ = 37◦� ����� ����������� �� *	
���	� �� �������
���	��

1� )���� ��� 	�� 
������� ����� δ �� ���������� �� 	� �������%�����������
��� �� �� ������ �� 	� ��������� δ = δ0 = 27◦ ������������� �� Π = 0
�� ";�E@#� *���� ;�.9� ������� ��� �������� �
 ��� ����������� 	��� �� ���
���%����������� ���� ����� �� � �������� ����� ���������� ��� ������ �
 ���
������� *�� ���� ������� ��� $�������� �� ��� ,//;0�  �� )��� 
�� ������
������� ���� ���� ���� ��� ���� �� ��������� ��� ��������� ����������� ���
������� ������� �� ��� ��������� ��������� �� �� ��� ����������� �B��� ��
��� �����%����� ���������� ��� ������� ��� ��� ����������� 1������ ��� 
����
�������� �������� ��� ���� ����� � 	�� ����� "������ �����# 	����� �
 ���
>��������� �
 ��� ���� ��� ��� ������ �
 ��� �������� 
��� ��� ��������
"
����# ����� 1� t = 4 ��� 
���� ������� ��� ���������� C��� ��� ��� ���� ����
������ �� ���� ��������� 1� t = 6� ��� 
���� ���� �
 ��� 	��� ��� 
���
������� ��� ���������� C����  ����
���� ��� ���� �� ��� 
���� �� �����������
�� �� ��� �B��� �
 ��� ������� ����� ������� ���5������ 	� ��� ���� �� ���
���� �� ����� ���������� 1� t = 7� ��� ���� �� ��� �������� �
 ��� ����� ����
�
 ��� ���������� C��� ������ �� 	� ��������� ���� ����� �� ��� �B��� �
 ���
�������� ��� >����� 	��� �� ������������ *�� t > 8� � ����� ��
��� "������#
�������� �������� �� ��� ���� ���� �
 ��� ���������� 1������ ��� 
���� �

��� 	��� �� ������ �� ����������� ��� ���� 
��� ��� ���� �� ����� ����������
>����� ���� ��� 	���� ��������� �� ��� ���� ���� �
 ��� 	����  ��� ����� ��
��� ����$ 
���� ������ ��������  �� �������� ����������� 
�� ���� �� ����

��� ��� 
���� ����� �� � ������ ��������� 
���� 
��� ��� 	��� ����� ��������
��� 	��� 
��� ��������� 
������  ��� �������� ����� 
��� ��� ���� ����
�
 ��� ������� ��� 	� ��������� �� ��� 	��$ �
 ��� 	���� �����'������ ���
���� 	��� ��� ������ ������  �� ���� 
�� ������ ���� ��� ��������
����������� �
 ��� ������� ����$� ����� ����� �� �� ���������� ������
�� ��� 
�����

4:-:� ����	 *6	�� ��	 � �	 ��	����	 �	�	��	��	 �� δ

1� �� �������� ��� ���� �
 ��� ��������� Π �� ��$�� �� 	� 0.4� �����
����������� �� ��� ��
������ ����� δ1 = 20◦ ��� H/H1 = 1.6� *���� ;�.9	
�������� � ������ �
 �������� ������ 
�� ��� ���� ���� �� �� *��� ;�.9� 	�
���� ��� �������%��������� 	�� 
������� ����� ";�E8#�  �� ������� 	��� ��
���� >������ �� ���� ����� ���������� �����'������ ��� ��%�� ��������
�� ������ ��� ��� ������ �
 ��� ������� �� ��������� ���� 
�� � �������� 	��

������� ������  �� ���� ������ �������� ���� ��� 
���� �
 ��� ��������� 
�� �
�����	�� 	�� 
������� ����� �� �	�� 20% 
������ ���� ���� 
�� � �������� 	��

������� ������ ���������� ��� ������ ���� ������ �
 ��� )��� ������� 
�� �
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���� %��$� �( 9 ������ �� ��������� ����������� �� �������!� ������ $��! �����%
��� ��	 ����� �������� ��)��� φ = 37◦ ��	 δ = 27◦" ��� 	�,����� ���� -������ �!�
�������!� �!��#���� �� -�����	 ����) �!� ����������� ����	����� x" $!��! ���� ����
���� �� ��)!� ����) �!� ���$�) �� ���%	���������� ���)�! 26.5� I��� $� 	� ��� �5%
-������� ��� �!� ������ -��������) �� �!� �������� ����� $� !��� -�����	 ���� �!�
������� ������� �� �!� �������!� �� �!� �������� -���� ���������) �!� ���$�)� �!�
��������) ���� �-���	� �� �!� ��	�$��� 	��������� 	( ��� �� �� �( ��� $��! �
-�������%	�-��	��� ��	 �������� ��)��� �� �!�� ����" �!� �������!� ��	� �� ����
=��	���	" �!� ������ 	������� &��	�����	 ��

∣∣ �� �!� ���� -�����( ��������� ��	 �!�
!��)!� �� �!� 	�-���� 	�������� �����	������� &A��� ;883<�(
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�����	�� 	�� 
������� ����� �� �	�� 25% ���� ���� �� ��� ������� �����  ����
���������� ��� ���� �������	�� ����� �
��� ��� ������� �
 ��� ����� 	� ���
���������� �� ���� ��������� �� ���� �������� 3� �� ��� ������ >������
��� 
�������� �
 ��� ����$ �� ���$�� �� ��� ���� 
�� ������ �
 *��� ;�.9	�

6�- &
�����
� 
� ��
���

 �� ������� �������� ����� ���� ��� ����������� �
 ��� ����$%�������� �%
������� ������ " :3� ������ ���� ������ �������# �� ��� �������� ��%
�'������� 	� ��� 
��� ��� ��� ������������ �� �������� ���%�����������
����$ 
����������  ��� ���� 	� ���� ����  �� 	���� ���������� �� ����� ��
*��� ;�.;� ��� ��
������ ��
��� �������� �
 � ������ �������� �� ζ = 40◦� ����
������ ���� � ����C����� ��%�� C��� ���� ζ = 0◦ 	� � ����������� ����������
C���� ��������� �� ��� �������� ������� �
 ��� ���� �� � ������� ����	����
�����%����� ����������� zb(y) = y2/(2R) ���� R = 110 ��� ��� ������������
��� ��������� �� ��� �������� �������  �� �������� ����	���� ������� ���� ��
��� ����� 0 < x < 215 �� ��� ��� ��%�� C��� ���� �� ��� ����� x > 245 ���
	������ ����� � ���������� C��� �������� D���� ��� ��� �������� 1� x = 160
��� � ������� 	�� ���� ����	���� ������ ���)�� �� ����������� <� �� ������%
������� ��������� ��� � 	��� ����� �
 15 �� ��� � ������� ������ ���� ���
	� ������ �� ���� ��� �	�������� �B��� �
 ���� 	�� "��� *��� ;�.;#� <� ���
���������� C���� 215 �� < x < 245 ��� ��� ���������� ������� ��������� ��

���� %��%� G���� ��-�)��-!� ��� �!� ���� -������ 	��������) �$�%	���������� �!��#
���������� 9 ���-�� ��������� ������� �� 	�+��	 ���������) �� �� �������	 -���� �!��
�� ��������	 �� � !���.����� ���%��� .��� �� � ���������� .���� �-��-���	 �� �!�
��������� ������� �� � �!����$ -�������� �����%���-� ��-�)��-!�" $!��! ����� � �!��%
��� �!�� -����� ���+��� �!� �������!� ������� �!� -�������� �!����� �� ���������	
�� �!� �������	 ���)�� �� �� ��������	 $��! �!� !���.����� ���%��� .��� �� � �����!
���������� .���� 9 ����� -�������� !��� ���� �� �!� �!����� ������ �� �!� �������	
-������ ��	 ����������� � -������ ������������ &�������� �� 2���� ���(�
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ζ̃(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ζ̃0, 0 ≤ x ≤ 215 �� ,

ζ̃0[1− (x− 215)/40], 215 < x < 245 �� ,

0◦, x ≥ 245 �� ,

";�E9#

����� ζ̃0 = 40◦�  �� ��������� �� ���
����� ���� �� �������� ����� �
 
���%
����� φ = 37◦ ��� � 	�� 
������� ������ δ = 32◦�  �� �������� �� �������
�������� 
��� � ������������� ����� ���� ����� r0 = 32 ��� <� �� �� )���� ��
��� 	���� ���� ���������� ���� ��� ���D������ �
 ��� ���� �
 ������������ ����
��� ��
������ ��
��� �� ������������� ���������� �� ������  �� ��D�� ���� �

��� ������� �� 32 �� ���� ��� ��� ������ ������ �
 ��� ��� �	��� ��� ��
��%
���� ��
��� �� 22 ��� ����������� ���� ���� 
�� ������� 	��� ���� ���
��B����� ������� �������� h(1)

���	
�� = 0.5 �� ��� h(2)
���	
�� = 1.5 ��� �������������

*���� ;�/7 "��� ������# ����� ��� ����� ������� 
�� ��� 	�� ���� �����
������� <� �������� ��� ������ 
�� � ��'���� �
 ���%����������� ������ 
���
��� ������� �
 ��� �������� (t = 0) ���� ��� ��������� ����� �� ���� (t = 22.5)�
1� ���� �� ��� �������� �� ��������� ��� ��������� ����������� ��� ��������
����� ��� ������������ �� ��� ��������� ��������� �� �	������ ��������
(t = 2.5)� ?����� �
 ��� 	��$ �������� ��� ���� ���� �
 ��� ��������� �����
�������� 	��$����� �� ��� ������� ����� �
 ��� ������� 3� �� ��� �������
�� ��� �����%����� ���������� ��� ��������� �� ��� y%��������� �� ������� �� ���
������� ������ "��� t = 5.0 �� t = 10#�  �� 	�� ������ ����� ��� ��������
� "t = 0.5 �� t = 12.5#� 	� ����������� 	���� ��� ���� ��� �� ������ ���� �

�� ��� $����� 
���� *���������� 	����� ��� 	�� ��� �������� �
 ��>�����
���� ����� � ���� �� 
���� ?��������� ��� �������� ����������� ���� �� �������
��� ����C����� ��%�� C���� ���� ���������� 	���� ���� ��� 
���� ����� ��
���� "t = 12.5 �� t = 22.5#� 	� ���� �
 ��� ���� ����������� 
������ 1� ����
����� ��� ��������� 	��� ���������� ���� ��� ������������ �������� 	������
�	��������� � ����$ ���� "����� ��
��� ��������# �� 
������  ��� ����� D��
�
��� ��� ��� �
 ��� ���������� C��� �� ������������� x = 26 �� "t = 15#�
���� ��� ����������� ���� 
��� ��� ����� ��� ����$ ���� ���������� 	��$%
���� "t = 15 �� t = 20#� ����� �� ���� ��������� ���� ����$ ���� ����������
�������� 1� t = 22.5 ��� ��������� ����� �� �����

 �� ���������� ������ ��� ��������� 	��� ��� ���������� �� *��� ;�/7 "	�����
������#� �� ��� ���� ����� �� ��� ��������� ���������� �� *��� ;�/7 "���
������#�  �� ������ ������ ��� ��������� �
 ��� �������� ��� ����� �������
�������� ��� ������  �� �������� �
 ��� �������� ���� ����� h < 0.1 �� ���
��� ����� ����� 1������ ��� 	�� ����� ��� �������� 	��$ ��������� ���
���� $����� ��� 
����� ����� �� ��� � ���� 	����� ��� ��� �������� �� ���
"�����)������# �B����� 	� ����� 
������ "t = 5.0 �� t = 12.5#�  �� �������� ��
�	������ ����������� �� ��� ��������� ����������  �� 
���� ����� �� ���� ��
��� ��%�� C���� 	� ���� �
 ��� ���� ����������� 
����� "t = 10 �� t = 22.5#�
1� t = 15 � D�� �� �������� �	������ ��$�� ����� �� ��� ���������� C����
����� ����������� �� ��� ����� ��
��� �������� �� *��� ";�/7# "��� ������#�
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3�0 ������ 80�

���� ��� ���� ����������� 
��� ��� ����� ��� D�� ���������� 	��$�����
"t = 15 �� t = 20#� 1� t = 22.5 ��� ��������� ����� �� ����� 1� � ������� ������
��� 	�� �� ��������� ��� �5������� ������ �� �������� �� �������� ����$
�� ��� ��������� ���������  �� >�� ���� �� ��� ����� �� ������� ���������
 �� �������������� ��� ������ ��������� 	� ��� ���������� ���� ��� ����C�����
��%�� C����

 ��� �������� ������� ����������� �
 ��� ������ �
 ��� 	�� �� ��������� ��
���� �� 	������ � ���� �	�������� �	��������� ������ �
 ��� �������� �

��� ���� ��������� �� �� ��������� ��������� ���� 	� ��� ���� � 	��
�
 h(2)

���	
�� = 1.5 �� ��� ����� �� *��� ;�/E� ?�
��� ��� ������ ������� ����
������� ��� 	�� ������ ��� ��������� �� ����� �
 *��� ;�/7� 	� ���� ������
������������ �
�������� "t ≥ 5.0#�  �� 	�� ������ � ����$ �� ��� ����
���� ��� ����� ��� ������ 
������ ��	�� �
 ������ ��������� "t = 7.5#� 1�
t = 12.5� � ����� ������ �
 C��� �������� �������� �������� �� ��� ����� ���� �

��� 	���  ��� ������� ���� ����� ���� ���������� ���� ��� ���� ������
��� ���� ���� �
 ��� 	�� "� ����� ������ 	���� ��#� 	� �� ��� ��������
����� ���� ��� ����C����� ��%�� C��� ��� ���� ���������� 1� t = 12.5�
���� ������%
��� ������ ��� � ������%��$� 
����  �� �	�������� ���� >��
����� ��� 	�� ������ � ���������	�� �B��� �� ��� ���� ������	���� ������
��� �����������  �� ���� ��� ������� ���� �� ��� ������ ��� ��� ����� ���

����� ���� ��� �� �� ��� ��������� >�� �
 ���� ���� ��� ��� ���� ��	��
���� �� *��� ;�/7�  ��� ���� ��$�� ��� ������� ���� �� ��� ����C����� ����
���� �� 
������ �� ��� ��
� ��� ����� ���� ��� ������� R��� �	���� �� ����
��� ������ >�� �� �������� �� *��� ;�/7� 1� t = 22.5� ���� ��� �������
���� ��� ���� �� ���� �� *��� ;�/7 ���� � ����� ������ 	��� ����� �� �����
���������	�� >�� 
�� ��� ����� 	�� ����� *���������� ��� �������� �
 ���
����$� ������� ����� ������� �� ��� ���� ���� �
 ��� ������� �� ��������
���$�� ���� ���� �� *��� ;�/7�

<� ������ ����� ��� �������� ���� ���� ��� �������� �
 ��� ����$ ��� ���� �
�������� �B��� ��� ���� �� ��� �������� ������	���� �
 ��� ������� ����� 	�
���� ��� >�� )���� �������� ����$� ��� �� ��� ��� 
���� � 
��� ���� ��>�����
	��� ��� �������� ��� ��� ���� )��� ������	������

6�. �������

<� ���� �������� �� ��������� ��������� ���������� ���� ��B����� �������%
����� ����� ��� ������ ��� ����� ���� �� ��� �������� ���������� �� �� ���
����� ��� ������� �� �� ������������ �������	�	�� ����  ��� ����� ���� ���
������ ��������� �� ����� 4 ���� �� ���������� 	� ������� �� "������# ��� $���
�
 ����������� H 
��� � ������ �������� ����� �� ���� ����������� ��	��������
� C����������� ��� ���� )���� �� �!� ���� �!�� �!� �!����$���� �����-���� ��

�����+�	 ��	 �!�� �!� �������!� 	��� ��� ���� ���� �!� �����
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����� ��� ������� ��������� 
��� ���������� �� ��� �������� �� ��� ��%��
C�����

���������� �� ��������� ���������� 
�� ��B����� ���������������� ������%
����� 
�� �������%��������� ��� �������%����������� 	�� 
������� �������

�� >��� ����� ��� ��
������ ��
���� ��� >��� �� ����������� ���������

�� ���������� ���������� ��� ��
��� ��������� 
�� >�� ���� �	���������
��� �� ��� 1�� ����� ���������� �������� '��� �������	�� ��� ���������� D�%
��)�	�� ������ 
�� ����������� ��	��� >��� �
 ������� ���������� ��������
��� ����� �'������ ��� ����� 	� ������ ���� ������������ ���� ���� ��������
�����
���� �� ��� ������� ���� ��� ������ ��������� �� ����� - ��� ������	�
��� ����������� ������ 
�� ������� ���������� ������ ���� ������� �� ��� ��%
���������  ��� ��� ������ ��� �������	����� �
 ��� ������ ���� ���������
���)�������� 
�� >��� �
 ������� ��������� �� �������������� ���������
�� ������� ����������� ��� �� ����������� ��������� (��� ������������ ��
��� ������ ��� 
�������� ��������� ������	��� ��� ������� ��� �������
�
 ��� �������� �� ���� �� ��� 
������ ������	��� ��� �����%����� �������� �

��� ������� �������� 
��� =<� ������� ��������� ����� ���� ���� ��� 	���
��������� �� ��� �� ��� ����� ������� ���� �� ������� ����������� ��	���
���� ����������� ������� ������������� <� ���� ���� ��� ����� ������ ���
������ �
 ����������� ��C��� ���� ��� ��� ���������� �
 ��
� ��� ���������
 �� ���� ���� �� ��� � ������� ���������� ���� ������������



���� ��

,-��������� 6���������

�
 ��� ����������� ����������

$��� "�7����� %��	������ ������.��	



�8 ,-��������� *�����&	

��� � ������	�� $��� ��� ������

�7�� 8�� ��� ��	
���
�� 1%$�������� )���
����;
8��� #�� 	� /������� ��
� "���;

<� ������� ��������� � ��	�� �
 ��	������� ����������� ���� �������� ��
����������� ���� ��� ����� �
 ��%������ ��� ���������� 
������ ���� ��� ��

��� �	������ �� ��������� ���������� ��� ����� ���� ��� ����������� �������
�
 ��� ��������� �� �����%��� ����� �� ����� ��� ��%�������� �
 ��� ��������� ��
��� ��� ��� ����%��������� 	� ��� ������ �� ����� 
�� � ��	�� �
 ����������
�
 ��� ���� !������ ��� ���� �	�� ��� �� ���
��� ��� ����������� ���
��� �����	�� ��� ��
������� ����� <� ��� ������ ����������� �� ��� 	���� �

����� ������������ ���� ��� ����� �'������ ��������� ��� ������� �
 ���
������� ������ �� ��� ��� ���� �����

*���������� 
���	 ��� ���	� 	�������
 �	���	� �� +���
� 3 ��� 4 �� ��	 ��
�

� �	���
��� �

�������
 ��	 
���	����������- ��	 ��	��	����� ���	� ��� �	 �	
�	�
���� ��� 
�%	 � ���
���� ���	� �
 ���� �
 
���	 	:	��
 ��	 ��� ����	
� �� ��	
���
���� ���	�� ����� �B���� ���� �	������ ���� � ���� ���� ������ ���������
������ ��� �� ����� ����� 
�� ��������� ��� ����� ��C� �� �� ������ ���� �����
�� �������� �� ��� ��������� ������ �� ���� ��� ��������� �� ��� ����� ���
���� ��� ������� ������	���� ���� ����� �� �� ������ ����� �� ����������� H
�� ��������� ���������� ������������ ��� ���� �� ��� ���������� �
 ��� ��%
�'������ 	� ���� �� ��� ����� ������ $���� �� ��� ������� ��� ,.6� @-� @8�
@6� E;E� .6@� .@.� .@/� .@-� /7.� /7/� /E8� /E6� /./� /-.� /6E� /6.� /68� -/70�

<� ��� ���� ������� 	��� ��������� ���� ������ )��� �	���������� �
 ��� �����%
������� ������� �
 ���������� ��� ��������� ��5��� �� ��$�� �� 
��� �����
��� ���� � ������� ��	�� �
 )��� �	���������� ���� ���� ������ � ���%
���� ����)������ �
 ����������� ������ "���� ����� )����� ,E/-0� '	��� ��
��� ,/7.� /7/0� 2����� ,E;70#� <� ��������� ���������� �
 ������ ���� ������

��� )��� ������ �� �
��� ���������� 	����� ����� ������ ��� 	� ���������
������� �� ����� �
 ��� $���� ��� ��C�� �
 ��������� ���� ��� �������� ��
���� �� ��� 	�� ��� ��������� ���������� ���� ����� 	� ��������� (��������
���������� �	���������� �
 ������������ ��	��� >��� ��� ��� $����� 	�����
����� ��������� �� ������� ���������	�� ��� ���� ���� �������� ���� ����



834 �4 E5-��������� A��	��)� ��	 � ���-������ $��! �!� �!����

����������� &�	������� ����������� ������ � ������� �
 �������� �����������
	�� ���������� ��� ������� ����������� ��� ��� 
��������� � ���������� �

������ ���� �����������

<� ��� ���� �
 ��������� ��� ������������ �������� �� ��� �������� 	�������
�
 ������� >����� ������� ���������� #����� ��� ��%���$��� "��� ��� ��
%
������ ���� 	����# ���
����� ����%��)��� ��	������� ����������� ��� ���%
����� ����� ������ ���� ��� )������ 
��� ����� ������������ &����� �������
��	������� ����������� ���� ���� �������� 	� 2!���	� �� ��� ,E;-0� &
,
1	�"��� ��� #��"� ,.@/� .@-0 ��� ������� &�	������� ����������� ����
���� ���
����� ���� ��� ��������� 
��� �
 ������
���� ��� 
��������� 	��������
1���� ����� ���� ����� ��� ����������� �
 $	���9��� ��� $	���9��� ���
�	������� ,/.;� //70� 1 �����
������ )� �
 � ������ ���� ��	������� �����
�������� ���� ����� ��� ����� ���� ��� ������ �� ���'��� �� ������	� �����%
����� ��������� �� ������ 1���� 
��� ��� ������������� �
 ��� ��	������� ��%
��������� ����� �B���� ����� 
����
� ��� ����������� *������ � �����
������
��������� 	������ ������ ��� ������������ ������ �� ��� �����%����� ���%
������� � ���� �� ��� ��������� �
 �������� ��� 
�� ���	����

 ���� ������� �
 ���	���� ���� 	��� ��������A

• ����
 � �  ���	 ��

 � �������� ���	���� ������ � ������ 
������� ��
����	� ����	 
�����	� �� � �	������ ����	�  ��� >�� �� ������� 	� ��� ��%
������ ����� 	����� ��� ��� ���� ����� ���)�� ��� �������� ��� ���� ���
�������� �� 	������ ������ ���� ������  ��� ���� 	������ �B�������� ��%
������� ��� 
������� ��� �� ��� ���� 
�� ��� ��������� �
 ��� >�� 
��� 	����
����� ������ 1 ��������� ���%����������� ������� �
 ��� ��������� �����
�'������ �� �������� �� ���� ���� ��� ������� 
�� ��� ��������� 
���
������ ���%�������������� 	� ��D����� ��� 	�� 
������� ����� ������������
4���������� ���� 	��� ���
����� 
�� ����� ���� >�� 	��� 	� #����
,E670� ������������� ����� 	��� 	� �	
� ,..80� #����� ��� �	
� ,E@80�
����� ���������� �
 � �������� �������� �������� � ����� ���� ��� � ����%
C����� ���� 	� $�+�� ,/.-0� #����� �� ��� ,E@.� E@;0� ��� ����� �
 ���� �
��������� ��� �������� ����� 	�� 	� )��!� ,E.@0� )��!� ��� #�����
,E.90�
• ����
 � �  ���	 ��

 � �������� ���	���� ���� � 
����	 �� ���		�
���	�
����� 
���	- ��������� �� �� �� ��
� �����	� 
��	��
	 ��� �	�	��
�� ��	 ������ �������� ��

 ���� ���������� �� ��� ������ ������  ����
��
���� ��� ������ ������	� ����	
 �� ����	� 
����	
 ���� ��� ����� �� ���
��������� �
 �������� ������� 	� >�� ������������ �� ���� ���������� 4�%
��������� ���� ���
����� 
�� �������� ������ ��� ��
���� ���������� �

�� �������� ����� �� ��� ���� ����� � ������������� ����� ���������� C���
��� � ����C����� ����� �� ��� ��%�� ��� ���������� C���� 	� )��!� ��
��� ,E.;0 ��� �	
� �� ��� ,..@0�  �� ���� ��������	�� ������������ �� ��
������� ��� �������� ����� 	� � ���$�� ����	���� ������� ���� � ��������
������ �� ��� ��������� �
 �������� ������� ������� ���� ��� ����C�����
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����� ����� ��� ���������� �� ��������� )��� �� ��� ,E./0 ��� �������
�� ��� ,--80 ���
����� ��	������� ����������� �� ��� ������������� �����
� 
����� ������������ ������ �
 ��� ������ ���� ��� 
����� ��� ��������� �

�������� ������� �
 ��� �������� ��
������ ����� 	� ���
���� � �������� ��%
�������� �� ���� �� ��������� �� � ������� 
�������� ���� ������ �� �����
��� ��������� ������ ���� �������� ������������� 4���������� �� ��� 	��
���)��� ���� 	��� �������� 	� )��� ��� #����� ,E.E0�  �� ��������
������� �� �� ��������� >�� �� � �����	 �� � �������%���� ���������� �����
��� ������ 
���� � ������ ���� �� �����%����������� ����� ���� ����	���
	��� ������� ��� ����� "�� �������#� 1 ���������� ������ �� �� �������
�
 ���� ��� ��� ���������� 	� $�������� �� ��� ,//@0� 1 ���� ������� ���%
��� 
�� ������%���� �������� ���� ��	������ ������� ��� ������� �� ��
�� $�������� ��� #������ ,//80�� 2!���	� �� ��� ,E;-0� �� ��� �����
����� ���
����� ��	��%��� ����������� �
 ����������� >�� ���� � ��
���
�����$��� � ������ ������� ����� �� �� �������� ����� ���� �����������
���������� ��� 
������� ����������� �
 ��� >��� &
1	�"��� ��� #��"�
,.@/� .@-0 �� ����� ��	������� ���������� ����� ��� >�� �������� ���������

��� � ���� ������� ���� � ���� ������� ���� ��B����� ����������
• ����
 ���� ��
���
	 ��	 ���	������ �����	 � ��	 ���	����� 	�������
 ���
����� 
�� ����� �������� 
����
 ��� 
������  ����� 
�� ��������� ��������
>��� �
 � ������� �������� ���� �� �������� ����� ����������� �	����%
����� �� ������ 
��� � ����� ����� �� ������������ ����� ���� � �������
��%�� C��� ����� �	����� >�� ���������  ��� ���������� �� ����������
���� � F�������� D��G� ����� � ����� �������� �� ��������� ����� ��� ��%
�������� �������� �
 ��� ���������� ��������� 1 ������� �������� ������ ����
� ������� ��������� ���� ������������ ����� ���������� �� �������� ����
"����� ������������ �� ��� 	���� ����������# ��� �� �������� �� ��� ����� ��
��� 	� ���� �� ��� >�� ����� �� �	��������� ���� ����� ,8;� 67� -EE0� ��
���� ���� �� ����� ; ���� ����$%�������� �������� ������� ��� ����	��
�
 ������
���� ��� ���������������

<� ���� �������� �� ����� ���� ���� ��� ����� ��������� ��� 	� ����%
��������� ���� ��� �'������ ��������� �� ������ / ��� -� �� ���������
���� ������� '��������� �������� �� ���� ��� ������� �� ���������� ���� 	� �	��
�� ���
��� ���N��� ��� ������������

� 9� �!�� ���# )��� �� -����" ���! ���������� �5-�������� ��� ��	��$�� ��
!��!� ����� ���� �!� �������� ������� B��������� �� �!��)%
�" ���$�� ��	
�!� ���!���" ��� �� ��-��� ������� $���	 �� -�������� !����
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�7�� #���� &�
' 1%$��������

�7:�:� *+�	���	��� �	&8�

4���������� ���� 	��� ���
����� 	� #����� �� ��� ,E@;0 �� � 100 �� ����
���� �
 �����	�� ������ �������� ������� ���� 4000 ���  �� ���� ��� ����
�
 ��� �������� �������� "��� ��������� ��� ����� ����C�����# ���� ���� ���%
������ 	� � ����� ��������	�� ������� �� �� �� ��D�� ��� ����� �
 �����������

��� 40◦ �� 60◦ ")���%���� �����������#� 1������������� ��� 	�� ��������� �

� >���	�� ����� �
 (�$����� "� �������� ������� �� ���������� 	� ��
��� ���
���� >���	��� ������%���� ������������ �� �� �� 
��� �� ������������� �����
����#�  ��� 	�� ��� 
����� �� 
����� ��� ����� �
 � �������	�� ������ �����
�� ����������� ���� "#����� ��� �	
� ,E@80#� 1 ����� ���� �
 ����������
��� ���
����� ���� � ����� ���� ���� �� ������������ 	�� ")��!� ���
#����� ,E.90#�  �� 	��$ ���� �
 ��� ���� ��� ���� �
 � 2:�� ������ ���

���� ���� ��� ���� �
 ����� ��� ����������� ���������� ������ ����� ���
������ ������� ���� ���� 	� �������������

*���� E7�E ����� ��� ����������� �
 ��� ���%� 
�� ��� )��� ���� �
 ��%
���������� ��� ��������� ������� 	���� ������	�� �� ��� )��� ��������  ��
�������� 
�� ��� ������ ���� �
 ����������� ��� �������� 	� ��� �������
��� ����� <�������� 
�� ��� ������� ������� �� ���� ��� ������ �
 � )����
���� �
 ������� �������� ��� 
������� 
��� ���������� �� ��%�� ��� ���
��������� ��� ����� ����� ��� ���� �������� ��� ��� �������� �
 ��� 	��
���� �������

 �� ������ �
 ��� ���� �
 ������� �������� ��� �	������ ������ ��� �����%
������ 
���� ����� ��� �� ��� �����%)���� ��� ������������ 	� � 87 ��
������ ���� � ����%����� ����� ����� ����	�� �
 ��������� �� ��������� 6�
12.5 ��� 15 
����� ��� ������� �������������  �� �������� �
 ��� ������ 
���
��� ���� ������ 
��� /�8 � �� 8 �� =��������� ��� ������ ��� ����������
�� ����� �� ��� ���� �� �����	��� ��� ������ �������� 	���� �������� 	�
��� ��'������� ���� ��� ���� 	� ������������ �� ��� ������ ������� 1 ����$�
������� �� 7�7E �� ��� ���� ���������� ��� ���� �� ��� ����	�� �� ��� ���%
���������

*���� E7�. ����� � �$���� �
 ��� ��	������� ���� �������� �� ��� 
�� ���
����� ���� ������������� ����� 	��� ζ = ζ0 exp (−ax)� ����� a �� � ����
��������� "a = 0.1#� *���� E7�/ ����� ��� ���� ���� ��� 	�� ���� �

(�$����� ��� ��� �������� ����� ���� ��� ����� �� ��� 
���� ���������� ����
��� ��� 	��$ ����� *���� E7�-� �� � ���������� �
 ��� ����� ���)���� ���
������� �������� ���� ��� �������� ���������� ������ *��� E7�-	 ����� �� ��
��������� ���� 3 � �
 ������� 	���� ���� ���������

 �� ����� ���� ���
����� 
�� ��� ����� ��B����� ����� �
 ������� ���������
����� �� *��� E7�8"�#H"�#� ����� 	���� �
 3 �� ��� 5 �� ������� �����%
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���� ����� �( ����-������ ���$ �� �!� �!��� $��! � 40◦ ����������� ��)��� 1D �������
��	� $��� ��	� �� -��5�)����� 2D ���� ��	� $��� ��	� �� ���� 3D ����� ������� &���!��
���" �� �����	 �� 	��$��) -�-�� �� ���	-�-��(� 4D �����	 �!��� �������� 5D �!�����
�� )��� �!�� ��� ������ ����� � !���.����� �5�� �-�� �������) � ����� 6D �-��� ��
+�� �� �!� �������!� ��������� 7D ������ �	��������) �!� �5-�������� 8D ����# $��! �
������ �����" ��� ��� ��� -������� ��� ���������� -�� �����	� 	( �����%��������� ���
�!���)! �!� �!���� '���� ��� �� ��� 1D ������� ��	� $��� &-��5�)����(� 2D ���� ��	� $���
&���(� 3D ����� ������� &���" �����	 �� 	��$��) -�-��" ���	-�-�� �� ��#�����(�
( *����� �� �!� �-������) ���!����� �� �!� �!����� ���������) �� �� ���������
���	�" �� �5�� ��	 � ����� ��� �������) � $��)!� Fg� F ���� �� ������� �!� �!�����
���� ��� ���� -�������" Fg $��)!� )��������) ���� �������� �� �!� ���	� ����� �!�
��	�����	 !���.����� �5��� �!� �������� �-��	 ��� �� ��������	 �� �����)��) �!�
$��)!�� &A��� ;�/3<�(

����� ������� ��������� ":������� �
 �����%���� ������ 2.8 �� ��������� - ��
������#� '���C ��������� �
 3 �� ��� 5 �� ���� �������� ��� ��� 
���%
����� �
 ���	�� ����� ���� ���� ������ ��� ������� ��������� �
 3 �� ���
5 ���  ���� ��������� ��B�� 
��� ��� ������� �� ��������� �������� ����%
������A '���C ��� � ���� ���� ������� �� ���� �� � ����� �������� ����� �


�������� �������������� ��� ����� 	���� ���� � ��������� ���� ���� ������� 	�
� ����� �������� ����� �
 
�������� �� ��� ����� ����� ��� ������� ���������
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���� ����� '������$ �� �!� ���������� ���� �--������ �!�$��) �!� 	��������� ��
�!� ���# $��� &����� �� ������ �����( ��	 �!� ����� -��5�)���� $��� &��
�� ����(�
�!� ����� ������� �� �!� �!��� �����$� �� �5-�������� ������ *��������� ��� �� ���
*������ 9 ��	 G ��� �!�$� �� A�)�� �4�8 ��	 �4��� &A��� ;�/�<�(

���� ����� *����� G �� A�)� �4�1 �!�$��) �!� �!��� ��	� �� ��#����� &� #��	
�� -��5�)����" ��� ������(� ������� �� �!� ����� -��5�)���� ��	 �!� ���� $���� �� �!�
	������� ����� &	������� �� ���#���D � ��(� &A��� ;�/�<�(

���� � ����� ���� ������� ��� �� �������� ����� �
 
������� ���� ���� 	������
����� �
 ��� ����� 	���� ��� ��� '���C ������ *������� ��� ����� ���������
��B�� ���������	�� �� ��� ���5����� �
 �����������

 �� �B���� �
 ��� 	�� �������� ���� �������� 	� ���
������ �����������
���� ��B����� 	�� ������� �
 (�$������ ������� ����� ��� ��� 120 �<1 ����%
������ ������������� <� ��� ����� ������ ��� �������� ���������� ��� $��� �����
�� �� ������� �� �������� ��� ���%����������� >�� �� 
�� �� �����	���
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���� ����� �( *����� 9 �� A�)� �4�1 �!�$��) �!� �������� -���� ���+���) �!� )���%
���� ��������� G� -�����) �!� ����" �!� -���� ������� ����� � !���.����� �5�� �� �!�
�������%����#$��� 	��������� 	( �!� ������� �� 3 � �� -������ ���	� �� � �!��� !����)
60◦ ������� ���-� ��)��� �!� ������� �-��	 $��! $!��! �!� �!��� $��� ��#�� $�� 15
������ -�� �����	� &A��� ;�/�<(�

���� ����� ��-��� �� �!� )������� ���������D �( )���� 0 &3 ��(H 	( )���� 1 &5 ��(H
( ��������H �( 6����. 0 &3 ��(H �( 6����. 1 &5 ��(H �( ������ 0 &3 ��(H �( ������
1 &5 ��(� &A��� ;�/�<�(

�7:�:� *+�	���	��� ����	���	

1 ����� ��	�� �
 ����������� "> 100# ��� �������� 	� ������� ��� 
�����%
��� ����������A

• !��� �����	F 
�� �������� �� ��� ������� ���$���A E�8� 2.5 ��� 3.0 � ���
����� ������ �� ������� ������
• &������ �	��	��� � ��	 ���	A �����%����� ���
%��$� ��� ����	���� �������
������ ���� ���� 	� �� ��� 
��� ���� ��� ������� ����� �
 ��� ���� ���
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���������� ������ ��>���� ��� ��� ����������� �
 ��� ��������� �� �����
��������  ����
���� ����������� ���� �������� ���� ���� �����%��$� �������
�������
•  �� ����� ��:	�	�� 
���
 � �������� ���	����
 ����� �� *��� E7�8�
• !�
�� �	� ������
 ���������� �
 (�$������ ������� ����� ��� ��� 120 �<1
��������� ���� ����
• ��:	�	�� ����	 ���
A (i) ����� ���������� �
 � �������� �������� ���� ����
� ����� ������� ������� ���� � �������� ����C����� �������� (ii) ��� ����%
��������� ����� ����� ���� ��B����� ������� ����� ������� (iii) � ���� ����
� ������� 	�� �������� ����� ������ � �������� ����� ������� "	��#
���� �����������

(��� ����������� ���� ���
����� ����������� ������ 
��� ��� �����������
��B���� ������ 
��� ��� ������� ���� ���� ���� ���
����� ������������� 	�
���� ��B�� ���� � ��	�� �
 ����������� ��� 	��� ���
����� ��� �
��� ��%
������  �� ������ 
�� ���� 	������� ��� ��� 
��� ���� ��� 	�� ������ (�$�����
��� ������� ����� ������� ��� �������� ���� ��� ��	�� �
 ������������

*����� E7�6 ��� E7�@ ������� ��� ������� �
 ��� ���������� 
��� ����������
�� ��%���  �� )���� ��� ������������ 
��� ��������� ���������� ���%
���������  �� ����$ ��������� ��� ���� ���� ���� ���������� ��� ��$��� ���
���� ��� ���
���� ��� ��������� ��� ������� �� ���������� ����������� ��
*��� E7�6 ��� ������������� 7�E8 � ����� 
��� ��� ��������

<� ���������� ��� 97� � ���� �
 2000 � :������� ��������� ����� ���� ���
���� ���� �� ����������� ����� �
 50◦ ��� 	���� �������� �
 ��� 120 �<1
����������  �� )��� ���������� �� *��� E7�6 ����� ��� ���� �
 ��������� �������
�
��� ��� ������� 	� ��� ������� 1� ���� 
��� ��� ���������� ������������
��� ���� ������� ���� '��$���  �� 
���� ������� ��� ����� ���� �
 ��� ����
	�
��� ��� ���� ��� ��� 	����� ������� �� �����  �� ���� ����� �� ������

����� ���� ���� ��� 
���� ��� ������� ��������� '��� � �������� ���� ���
����C����� �������� ���� ����� ����� �
 ������������ ��� �������� ����������
��� ������� 	� ���� �� ���� �� ��� ��������� 
���� ��� ������� ��� ����C�����
���� �
 ��� �����

 �� ����������� �� ��� ���� ��� ���������� �
 ���� ������� �������� ������ ��
��� �������� ����� �
 ��� ������ �����  �� ��� >�� ����� ����� �� 	� ���������
F�������G�� 1������������� ��� ��������� 
���� ��� ���������� � ���������	��
������� �
 ��� ���� ����� �	�������� ��������� �
 ��� ���������� ��� ��� 
����
�
 ��� ��������� �� ��� ���� ����� �� ��� ��
� �� *��� E7�6 ��� ��� ���� �
 ���
��������� �� ��� ������ �� ��� ������ 4��������� ��� ����� �� �� 	���� 
�������
����� ����� >��������� ��� ��� �������� ���������� �������� ���������	��

� ������ �!�� �� �$� 	��������� �!� ������� �!�-� ��=�����	 �!� �!�-� �� �!� -����
� �!� ���� N�������O �� ���	 �� �!���������� -������� ������� ���S��� ���� ��

������) �������� ���$��� �!� -�������� �!�� �������)�
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���� ����� ����� �� ���-�!��� &�5-������� ��� 97( �� � ���� �� 2000 ) �� -������
-�������� &��������( �����) 	�$� � �!��� $��! �� ����������� ��)�� �� 50◦ ��	 �
������ ������� �����	 �� ��� 120 �9 ���	-�-��� �!� �������	 -������ �� 170 ��
���)" �!� �����	 -��� !�� � ��	��� �� 24.5 ��� �!� ���� ����� �� �!� ������� -��5�%
$��� ���# ���������� �� 5 �� ��	 �!� ���) ��) �� �!� ����# -������� ��� ����������
-�� �����	� &A��� ;�/3<�(

���������� ��� ����������� ����� ����������� ���� ���� ���������� �� ��� 
����
��� ��� �����

*���� E7�@ ����� �� �������� �������� 
�� � ���� �
 / � '���C 7 ���%
������� ������ ���� �� ������������� ����� �����  �� ����������� ����
���������� ����� �
 � ������ ��� ��
������ ���� 
��� ���������� �� ����� ���
����������� "�� ����� ������# ��� 	� ��� �� ��������� ��� �������� �
 ���
�������� �
 ��� ������� ��������� �� �� ����� ���� ��� ����� ����� ���%
����� ������ ���� ������� ��� ������ �������� �� ���� ������ �� ����� �������
��� 
�������� ��� �
 �����	��� "��� *��� E7�9�#A xr� ��� ���� ��� �
 ��� ����� xf �
��� 
���� ��� �
 ��� ����� xmax� �������� ����� ��� ������ ���� �� ����$����
Hmax� ��� ������ �
 ��� ���� �� ��� �������� �
 xmax H ��� �� 
������� �
 �����
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���� ���#� ����� �� -!���)��-!� &�5-������� 73( ��#�� �� 	�,����� 	������������
����� �� � )������� �������� &3 � �� 6����. 0 -��������( �����) 	�$� �!� �5-����%
������ �����	 �!���" �!� ��	 �� $!��! �� ���)!���	 �� 	��$��) -�-�� ��	 �!� �������
���-� ��)�� �� 60◦� ����� �� �!� ��	���	��� -!���)��-!� ��� �!�$� �� �����	� ��
�������	 ���� �!� ����# ������ ���� �� �!� ����� ����� &A��� ;�/�<�(

���� ���$� �( A���� ���$ �� �!� �������!� )������� 	����) ������� �!� ����	�����
x �� �!� ��� ���)�! �������	 ����) �!� ���� �� �!� �!���H xr" xf ��	 xmax 	�����
�!� -������� �� �!� ���� ��	" �!� ����� ��	 ��	 $!��� �!� �������!� 	�-�! �� �� �
��5����� 	( �����%��������� ���$ �� �!� )������� �������!� �� �!� -������� xmax"
�	��������) Hmiddle

max ��	 H front
max � &A��� ;�/�<�(

��� �����	�� ����� ���� ��� ������� ��� ��� ��� �������� '�������� ��� 	�
���������� 
��� �������� ������ �
 ��� ����������� �� ��������� �� ������
�� ,E@8� E@;0� *�� ��������� ��� 
����� xf � ��� ����� xr� ��������� �� ������
������ ��� 
���� ���������� ���� ��� ��B����� 
��� ������������� ���������
�� ��� ������ �
 ��� ����� 1� �$������ �� *��� E7�9� ��� ������ ������ ��
���� �� ��� ��������� xmax� ������ ��������� �� ������� �� ��� ��
����� �� ���
������ �
 ��� �����Hmiddle

max � �� ��� ���� �� ��� 
���� �����H front
max � *���� E7�;�

����� ��� ���� ��� �
 � ������� ���� �� ��� �������� ��� ����	����%��$� ����
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���� ���%� �( �!���)��-! �� �!� ���� ��	 �� �!� )������� �������!� &�5-������� 73(
�� ����" �!�$��) �!� -��������%��-� 	����������� �� �!� ���� ��	 ������ �!� $�	�!
�� �!� �!���� 	( 
��	��) �	)� �� �!� ������	 )������� �������!� &�5-������� 73(
�!�$��) �!� ���)� �-���	 �� �!� -��������� &A��� ;�/�<�(

�
 ��� ����������� �
 ��� ���� ������� 	���� ��� ����
�������� �
 ���������

������� �� ��� ���)���� ���� ������ ���������� �� ��� 
����� ��� ��������� ���
������ ���� ���� ��������� "��� *��� E7�;	#�

1���� ��� ���� ��5��� �����	��� ���� ��� �� 	� ���������� ��������������
��� ��� ���	 � ��	 ��
	� � ��	 ������ "t = 0# ��� ��� ���	 �� ����� ��	
�������� ���	 ���	
 �� �	
� "t = T #�  �� 
����� ��� 	��� 	� ����������
	� ���� �����%�� �
 ��� ����� )��� �
 ��� ������ ���)���� ��� �������
��������� +���� ��� ��������� ���� ��� ������� �
 ��� ����� ��$�� �����
���� � �������� ����� �
 �������� "��� *��� E7�-	#� ��� ���� �
 ��� ������� �

��� ������ ��� 	� ������������ 	��$����� 
��� ��� ��� ���������� 
������
��$��� ���� ������ ���� ��� ����� ������ ��� ��������� �� � ������� �����
�
 25 
����� ��� �������� 1���������� ��� ���� ���� ��� ��������� ����� ��
����� ��)��� �� ��� ���� ���� ��� ��������� �� xr ���� �� ����� ��� ����������
	� '������� ������������� 
��� ��� ���� ����� ����� ���� ��� ���� ��� ���
����� �� ������ ��� ��� ��� �������� xr �� �����

+���� ���� ��������� � ����� ��	�� �
 ����������� ���� ��������� �	��
100 
�� ��� ���� ����������� ����� �� *���� E7�E ��� E7�6 ��� ���� ����
30 
�� ��� ������������� ����� ���� �
 *��� E7�@� !�� ��� ����������� ����
�������� �� ������� 	� � ����
� ����������� �
 � ���������� �
 �����������
��� ��� ������������� ����������� �������� ������ 
�� �	�� 30 �����������
��� �������� �� ,E@;� E@80� 1 �	��� ������
 ���� 	� �������� 	�����

�7:�:' "	����	�	� �� ��	���	����$���� ��	F��	��

 �� ����������� 
��������� �
 ��� ��������� ������ ��'���� $�������� �

��� ����� �
 ��� �������� ����� �
 
�������� φ� ��� ��� 	�� 
������� ������



�44 �4 E5-��������� A��	��)� ��	 � ���-������ $��! �!� �!����

δ� ����� ���� ���������� 
�� ��� ��������� �������� ���� ���� ��������� �

��� ���5����� �
 ����������� �
 ����� ����� ������������� 
�� ��	�������
������� ���������� �� ��B����� 
��� ���� �� ��� )����� �� ������ ���� �	��
��������� ��$�� 
�� ��� ��	������� �����������

��	���� .������ ��$�	  �� 
����� ���	���� ����	 � ������� �� ���������
������)�� ���� ��� ����	 � �	��
	 �
 � �����%���� ���� �
 ��� ������� ����%
���� ���� �� ��������� �� � ���� ����C����� ������ ������ ������ �� � �������
������ �� ��� ��� �������� �� ����� �� 
��� ��� ������ ��������� ��� �����%
����� ������� ����� ��� ���$��� ���� ������ ���� 	������ ��� �������� �����
��� �
 ��B����� ��C� �� ��������� ��C� �B����� ��� �� ���� ������ �
 ������
	������ 30◦ ��� 47◦ ���� ���������� �
 ��� ��������� ����������� 
���
��� ���� �
 �� ���� 4◦ 
�� ��� ����� ��������� ���� ����� ����������� ����
���������

������� ���	���� ������� ����	
 ��� ������� ���� ����� ������ ������������
#��"� ��� &	�"������� ,E6E� E6.0 
��� �� ����� ������ ����� ���� ��%
��������� ���� ��� ������� 
������� ����� ��� �	�� 4◦ ���� ���� ��� �����
�
 ������� 1� � �����'����� �� ������ ��� �B������ �������� 
������� ������

��� ��� ����� ����������� 	� 2◦ �� 3◦� *���������� �� �� ���� ��� ������
����������� �������� ���� ��� ������� ������ ��� ��� ���������� ���������
�� ��� ����� �
 φ ������ ���� ��� 	�� 
������� ����� δ �� ����� �� ��� ��������
����� �
 
������� φ� �� � ���� ������� ������������� �
 φ �� ��� �� ����������

?	� .������ ��$�	  �� ����� ��������� ���� ������� �� ��� ������ �� ���
	�� 
������� ����� δ0 "��� ������ 
�� ��� ����� 0 ���� ���� 	����� ��������#�
 �� ��B����� ������������ ��������� ��� ��������� ��� )��� ��� ���'���
�� ��������� ��� 	�� 
������� ����� ������ �������� ��� ����%����%	������
����� �B��� 
�� ���� >���� ��� ������ ���� ���  � ��������� δ0� ��� F���G
	�� 
������� ������ � ����� ����������� ��������� �
 70 �� �������� ��� ����
�� �
 ����� ��� ������ �� � ������� ����� �������� )���� ���� ��� �������
�� � ������� �������  �� ����� ���� ��� ��
��� �	�� ���
 � �������� ��������
�� ��������� ��� ������� ���� ��� ����� "��� *��� E7�E7#�  �� ����� ��� ����
�������� �������� ���� � ������ ��� �� ��� ���� �
 ��� �������� ����������
��� ������� �������� ������� �� ��� �������� ������ ���� ��� ��������  ��
������������� ���� ����� ��� ��$�� �� 	� ��� 	�� 
������� ����� δ0� ���������
���� ���������� 
�� ���� �������� ��� ���� 	�� ������ "����� �� 
�� �����#
���� ����� 
�� δ0 	������ 20.0◦ ��� 40.0◦ ���� ������ ��� ������ ���� 2◦�
:���� ��� ������ ��  �	�� E7�E��

� �!��� ���" ���������" -������������� ������%��������!�	 ���!�	� �� 	��������
�!� �������� ��	 ��	 �������� ��)���� �!� ����� ��� �!� -��� ���������M� ���!%
�	�H ����� )�����!����� ��������� -�������� ����	��	 ����������� �� $!��! �!���
��	 ������ �������� �� � ����� �� )������� �������� ��� �� ���������	 �� 	����%
���� �!� �������� �� ��	 �������� ��)���" ���� ��� ���! ���)�� ������ �!�� �!���
�5!�����	 ������
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���� ������ E5-��������� �����)����� �� 	�������� �!� ��	 �������� ��)���

��G�	��	 �� @��� .������ 1� �� ������� 
��� *��� E7�; ����� ��� ���� ����
�B���� �� ���� >���� � ������ ����������� ��� �� ������ 
�� ��� ���� ����

������� �B���� �� �� ��$� �� �
 �� �B������ 	�� 
������� ���5����� tan δeff ��
�������� 	� �	����� ,/890 ��� ��!�"� ,/6;0� 1�������� �� ����� �������
��� �B������ 	�� 
������� ����� ��� ��������� 	� ��������� �� � ������ 
������
�
 ��� ����� �� ����� ������ ������

δeff = δ0 + k
H

W
h = δ0 + εkwallh; kwall =

(
H

W

)
k, "E7�E#

����� H �� ��� �������������� ������ ������ W �� ��� ����� ��� h ��� �����%
�������� ����� �
 ��� >��� <� ��� ���������� δeff �� ������� �� � 
������ �

������� ��� *��� E7�EE� ��� kwall �� ������� ��������� ��

kwall =
(δeff − δ0)

εh
. "E7�.#

 � )�� ��� �B������ 	�� 
������� ������ ��� ����������� �
 *��� E7�E. ���
���� 1 	�� ���� �
 �����
��� ������ ��� ������ ���� ������ ��� ������
	������ � ���� �
 ��� ���� ��� )���� ���� ��� ������� �������� �� ������ H
��� ���� ������� ��� 
���� ��� ��� ���� ��� ������ ���� ���� ��� ���� �����
�� ��� 	���  ��� ��� ������ ����������� ��� ������ �� 
�� ��� )��� ������%
���� ���� ��� ��������� 4���������� ���� ����� ���
����� ������� ����� ���
������ ��� ��������� ��  �	�� E7�E�

� �!�� �������� ��	 �����)����� $�� �!���� �� �������� �!� $��)!� �� �!� ��5H
�� �!���	 �� ��)��)���� �� ���-������ �� �!� $��)!� �� �!� )������� +����)�
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���� ������ E,������ ��	 �������� ��)�� δ -�����	 �)����� 	�-�! H &�� ��( ��� &�(
)���� 0 �� � ��#����� �����) ��	 &	( ������ 0 )������� �� � ��#����� �����)� !�����
��-������ �!� �5-��������� +�	��)�" ����� ����� )��� �!� ���� +� ������ 	�-��	����"
$��! ��
�� ����� �!�$��) �!� ��������� �!� ������ �� δ0 ��	 δwall ������) �� &�4��(
��	 �!� ��������� Δδ &�!� ��	�����	 ���	 $�	�!( ���D ��� &�(" δ0 U18.5◦" Δδ U1.2◦"
kwall = 9.19◦H ��� &	(" δ0 = 22.3◦" Δδ = 0.8◦" kwall = 12.6◦� &A��� ;�/�<�(

���� ������ G�5 $��! �����$��� ��)!����	 �����)� ��� �������������" -����	 ���$���
�!� ���# ��	 ����� $���� �� �!� �!��� ��	 -��������	 �� � ����- ����	 $��! ��#������
�!� ��5 �� ��������� +���	 $��! �!� )������� �������� �� �!� 	�-�! H � �!� ������)
��)�� δ �� $!��! �!� ��5" �����	��) �!� )������� �������� ����	� ��" ��������� ��
���� �� 	�+��	 �� �!� �,������ ��	 �������� ��)��� *��������� ��� �� ������������
&A��� ;�/�<�(

?��/ �	���� ��� ��	F��	� �� �	������ :���� 
�� 	�$ ���������
������ ������� �� ��� ����� �
 ���$��� ���� �� ���������  �� ������� ����
�������� )��� 	� )����� � �������� �������� �� ��� 500 �� ���$ ��� �����%
������ ��� ������� ρ1 "��)��� �� � ����� ���$���# ��� ���� �������� ���$���
��� �������� ���� ��� �������� ��� �������� ��� ������� ρ2 > ρ1� ��������
�� ���� ������ ���$��� �
 ��� ������� ��������� ��������� ���� ����������
��� �� ���� ����� ��� ������� ���� ������ ��  �	�� E7�E�  �� ���5����� �

���������� ����� ��
�������� �	�� ��� ���������� �
 ��� ��������� 	������
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��� ��������� ��� ��� 	�� ��������  ��� �� ��� ���������� ��������� ��

e =
√
hr/h0, "E7�/#

����� h0 �� ��� ������ 
��� ����� � �������� �� ���� 
���� ���� � ����� ��� hr ��
��� ������������� ������ �
 ��	������� :���� �
 ��� ���5����� �
 ����������
���� �	������ �� �������� 
��� 50 ����������� ��� ����� 	� ������ ���� �����
5_ �� 10_�  �� ������ ��  �	�� E7�E ���� ���� ��� ���� ������� ���� ���
������ ��� ����� ��� ��� ��
���� �
 ��� ���������� ��� ������� ��� ���5�����
�
 �����������

�7:�:( �	����

������ ���� 	� ����� 
�� >��� �
 � )���� ���� �
 ������� ��������� ����
��B����� ����� �� �������� �	���� �������� ���� � ����� ��	�� �
 ��� ��%
��������� �������� ��� �������� ���� ����������� ������ ���� 	� ����������
1 ����� ��	�� �
 ���������� ������������ �
 ���� ����������� �����	�������
��� ���������� ���
������� �
 ��� ������ ����� �� ,E.9� E@8� E@;0�

����$� ���	 *��� ���� � �������� ���� ��� ������� �������� �� 	���

�� ����� @� ��!�"� ��� #������ ,/@80 ��� � �������� ���� �� ������� ���
�������� �
 � )���� ���� �
 ������� �������� ���� �� �������� �����

*���� @�. ����� � ������ �
 ����������� ��� �� ��� ���� 	�� ����� ζ = 32◦ 	�

�� ��B����� 	�� 
������� ������ 22◦� 16◦ ��� 10◦� 1� ��� 	�� 
������� �����
���������� ��� ������������ �
 ��� ���� ���� ��� ����� ���������� ������� ���
���� �
 ������ �
 ��� ������ �
 ��� ���� ������� ��� ��� ����� *�� ������
�������� ����������� �� ������������ ������� ����� �
 ��� ������� ��������
��� ��� ���� ������� 
��� ���� �� ���� t = 0 ���� ��� ����� ����� 	�

h(x) = 0.879897 sin [π (x− 0.6) ]− 0.3 sin [2π (x− 0.6)], 0.6 < x < 1.6.
"E7�-#

 ��� ������� ���)�� ��� ������ 
�� ���������� ���� ��� ��	������� �����������
�
 #���� ,E670� <� �� ���� �� ������ ���� ��� (%���� ������ ��� ����� 8 ���
,/@80�

1� ��� ������� �������� �� ����� 7� �� ����� ���$��� ���� � ����� ����
�� ���� ���� �������������� ������� ���� �� (%����� �������� ������������ �

���� ��� ������� �������� ����� ���� 	����  ��� ��� ��� ������ 
�� ����������
� ��"���"��� ������ 
�� ����� ��B����� �������� ����� ������� ��� 
���
���� ��� ���� ������� ���)�� ��� ����  ��� ����� ��������� ������� �� ����
�������� �� ���� ������ ��� ���������� �
 ��� ������������ )������ ���� ���
��"���"��� �������� ���������� �
 ��� �������

2���������� �
 #����M� ���������� ��� E76	 ,E670 ���� ��� ��"���"���
������ ��� ����� �� *��� @�-� ��� ���� 	���� ��� ��� ������� ����� ���)��
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�4�1 �!��� A��$ E5-�������� �4�

����� 	� "E7�-# ���� ��� ������� '���%������ 	�� 
������� ����� δ = 22◦ ���
��� ��������� ������� �������� 
������� ����� φ = 29◦�  �� )��� ����� ���
���)�� ������ �� ��� ��B����� "�������������# ������ 1��� ����� �� ��� �����
��� ��� 
����� ������ ��� ���� ��� �����������  �� ������ ���$� ��� �������
����� ��� ��� ����� ���$� ��� ������ ����� 
��� #����M� ��	������� ��%
��������� ��������� ��� ������ �
 ������ �������� 
��� ���� �� � ���� ��������
������ 1������ �� ����� ����������� ��� ������� ������������� 	���$�
���� �� ����� ����� ���� ��� ������ ����� �� ���� � 
�� �������� ���������
����$� ��� ������� 
������ �
 ��� ����������� �
 ��� ������ ���� ���� ������
�� ����� ���� ����� ��� ��� ������� ��������� �
 ������ ���� ��� 	� ����)���
 �� �	��� ������������ �
 �������� �������� �	������ ���� ��� ��������
��� ��"���"��� ����� ��'��� 
����� �������� ?� ���� �	��������� ���
���������� �
 ����������� �������� �� ��� ��	������� ���� ���������� ���%
������� �
 � ������������ ������� ���� �� ��� �������� ���� ��� (%���� ����
�������� �	������ ���� ��� �������� ������ ���� 
���� ������� ��� ���%
���������� �� � ���������� �����C�	�� ��������� ������ ��� ������ �	������
���� ��� ��"���"��� ������ ���� ���������� ���� ����������  ��� ��������%
������ ��� �����	������ ���� ���� ��������  :3 ������� ���� ����������
�� �� ���� ���� �� ����� 7 ����� ��� ����	���� ��� ������� ��� 	� �����%
���� ���� ��� �������� ������ �	����� ���  :3 ����������� ��������
���������� ���� ����� ������� 
��� ������� �������� ���� ��� ���������
���� ������ ���� ���� ����� �� ����� �	������ ���� ��� ��"���"��� ������
�� ��������� �� *��� @�-� ��� ,-E.� -E80�

����$� ���	 !�� 2���9���� ���&�� &�� � ��� ����������� ��
����������� �
 ��� ���� ��������� �� *��� E7�6� ����� ������� ��� ������ �

� ���� �
 ������� 	���� ���� � 	�� ���� � �
 � ��������� �������� �������� �
����� ���� ��� � ����C����� �����  �� �������� ���������� ��� ���������
���� 
�� ���������� �� ������	�� �� ��� ������� �
 *��� E7�6� ��� ��� ��������
���������� φ� δ "
�� ��� 120 �<1 ������� ����� ���������# ��� ����� ��  �%
	�� E7�E� <� �� 
��� ���� ��� ��������� �������� ��������� �
 ��� ���� ���

���� ���� �
 ��� ���� �
 ������� ��������� �� ���� �� ��� ������ ����� '���
���� ���� ����� �
 ��� ��	������� ����������� ,E@80�  �� �������� ��� �������
����� �
 ��� ������� ���������� �������� ���� ����� ������� �����������
����� ����������� �� ���������� �� ��� 	�� 
������� ����� 	� ��� �� ����� �

��� �������� ����� �
 
�������� *���������� � ���$ �������� ���������� �

��� 	�� 
������� ������ δ� �� ���� ���� �� ���� � ������ 	� �������	�� �B���
�� ����� �����	���� ���������� �
 ��� ������������ ������ ���� ������%
������ )������ 
�� ���� "���� ���� 20# ���	�������� �
 ��� ������ �
 ���
������� ��������� ��� 	�� ������ ������ ���� ��� ����������� ����������� ���
������������ ������ ����� �����
���������

*���� E7�E/ ����� D�� ��� ���������� 	������ ��� ��������� �
 ��� 
�����
xf � ��� �������� ����� xr� ��� ��� ������ ������ ���������� xs� "��� �����#
�� �	������ 	� ��� ���������� ��� ��� ����� 
�� ���������� �� �������� �� ���
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���� ������ ���-������ �� �!� �!��������� -��	������� ��	 �5-��������� �������%
����� �� �!� &	������������( ���	��) �	)�" xf " �!� �������) �	)�" xr ��	 �!� -�%
������ $!��� �!� ��5���� !��)!�" xs" ������ &��� $����( ��	 �!� &	������������(
��5���� !��)!�" hs" &������ $����( -�����	 �)����� �!� &	������������( ���� ���
�5-������� ��� 97� *��� -�����" ��#�� ���� ���)� -����� �� -!���)��-!�" ��� �!�$�
�� ���� ������� $��! ��������	 ����� ���H 	����� ���	��)� �� �!� -�������� xf " xs ��	
xr �� �!� ������	 ������ ��� �!�$� �� ���� �������� ���-���	 ������� ��� �!�$� ��
����� ������" �������	 ��� � ��	 �������� ��)�� δ0" �� �������� ��)�� �� ��������" φ"
��	 κwall �� ��	�����	 �� �!� ������ 9��� �!�$� ��� �!� �������� &� U ��������(" ���
���� �" �!� ��	 �����) &� U ���	-�-��(" ��	 ��	 ����������� ��)�� ζ� �!� -����%
����� N " Δt ��	 μ ��� �!� ������ �� )��	 -�����" �!� ���� ���- ��	 �!� 	�,�������
�� �!� ��������� ��!���� �!� ���������� 	��� !��� ���� ��	� 	������������ $��!
L = 15 �� ��	 H = 15 �� ������-��	��) �� ε = 1� &A��� ;�/3<�(

����� ��� ��� )��� ��������  �� ���	��� "
�� ������� ���� ����� 	���# ���
��
����� 
��� ��� ������������ ��� ����� ����� ��������� ��� ������������
�������  �� ����� ����� �� *��� E7�E/ �������� ��� ������������� ������ 
��
��� ������ ������� <� �� ���� ���� ��� 
���� ��� �������� ����� ��� ������%
�	�� ����%��������� 	� ��� ������  �� ������� ��������� �
 ��� ������
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������ ���� ���� � ���������� ����� D�� �
 ��� �������� xs �
 ��� ������
������ ���� �	������ ������ 	� ��������� 	� ��� ������������ �� ������ ��
t ≈ 4.6 ���� ��� 
���� �
 ��� ��������� ������� ��� ����C����� ���� ��� ����
��� >�� ������� 
��� �� ����������� �� � ���������� ������  �� )��� ����%
���� �
 ��� ��������� �� ��� �������� C��� �
 xf � xs� xr "���� �������# �� ����
�����
�������� ���������� �� �� ��� ������ ������� ���� ����� ����� ����
�� 	� ���� ���������� �� ����� ����������� 	�
��� ����������� �
 ������� �����%
��� �� ��� �������� ����������� �
 ��� ��������� xs� �
 ��� ������ ������
������ ��� ����������  �� ������������ �������� xs(t) ������� ����� ���
��������� �
 �� �������� ����$ �� t = 4.6�  ��� ������������ ���� ��� ��,
"���"��� ������ ��� ����� �� ����	�� �
 ���������� ����� ���������� ����
�� ��������� ���� ��� ������������  ���� ��� � ����� ��	�� �
 ��������
����������� ������� � ������� ��������� 	������ ������������ )������ ���
������������ ������� ��� ,E@;0�

*+���	������ ����	� ���	 1 ���������� �
 ����������� ������ ���
����������� ��� ���� �������� 
�� ��� ������ �
 � )���� ���� �
 � ����%
��� �������� ���� �� ������������� ����� ���� "*��� E7�@#� #����� ���
�	
� ,E@80 ���� � �������� ������ �� ��� ����������� ���������� ��� �����
������������� ���� �� ���� ���� � 	���
 ������� ��� ���������� ��� )�� ��%
���� ������ �� � ���������� ���������� ����� ����� ������� 
�� �������������
����� ����� ��� ���� �	��� ���� 
�� �������� �������� ����� ������� ����
��� ����C����� ��� � ����� �������� �� �� �������� ���� ��� )���� ���� ����
������ ���� ��������� �� ��������� ��� ������ 
��� �������� �� �����������
>���  ��� ���� ���� ��$��� ����� ���� ��������� �
 ������������ ������
���� ������������ )������ ���� ���$ ���� ���������� ���� ���� ���� �������
���� ������������  ��� �� ������ ��� �� �� ����� ���� ����

 �� 	�� 
������� ����� ��� ��$�� �� ��������� 
�� ���� 
������� �� �� "E7�E#
���� δ0(x) 	���� � 
������ �
 �������� ����� ��� ����$�

δ0(x) =
{−0.0461 (x− 9)2 + 29, x < 18.3,

25, x ≥ 18.3,
"E7�8#

	����� ��� 	�� ����� �� �� 	� ���� �� ���� ��� ����������� ���� �����
������� ��B����� 	� �'���� �����	�� ������� ���)��� ���� ���������

� �!�� S��- �� �!� ������������� �� �!� �������� �!��# �!�� �� �����	 $!�� �!�
�������� �!��)�� ���� ��-���������� �� ����������� ��	 ��� ����� �� � �!��- ����%
������ ���� ��� � ����� !�-������� ������ �� �6�������� �!� %��������� ��%
������� ����)������ ��!��� �� ���� 7.1.2 ������ ��-���� ���! � �!��#" �� �� ��
	�,����� ��	 �		������� ��������� 	�,����� !�� ���� �����	���	 �� ��������� ��
$!��� ���)� )��	����� ����� $��! �!� �	�-���� �� � ���! ��+������ �� �!���
��������� �� -��-���� ��-���� �!� 	�,����� �!��#� L� �!��� ��� ����� $!�� �!��#%
��-�����) ����)������ ���!�	� ��� ���	 �!�� �!�� �!��# �� � ���� S��- �� �!�
�!��#�����
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���� ������ E5-��������� ������������ ��	 �!��������� -��	������� �� xr" xf ��	
xmax �� ��������� �� 	������������ ���� ��� &�( �5-������� 66 ��	 &	( �5-�������
73� *��� -����� ��� �!�$� $��! ����� ���� �������� ��	 ��	 �������� ��)��� ���
��	���	 ���� �!��� ������ �������-���� �����	 �� ����� �4��� �� &�( ζ0 = 60◦" a = 0.1"
ε = 1" δ0 = 26◦" φ = 33◦" kwall = 11◦� �� &	( ζ0 = 60◦" a = 0.1" ε = 1" δ0 = 29◦"
φ = 40◦" kwall = 12◦� &A��� ;�/�<�(

���� �� ������� ������ �
 ���� ��� ������� ��������� ��� ��)��� 
��� ���
)��� ���������� �� ����� ��� ��������� ��� ������� �������  �� ���� �����
��� ���� �� ����� ����� �� 10 �� 15 ��������� ��� � ���������� �������������
��� ��� �� �������� ��� ������������ ������� ���)���  �� ������� ���� ����
���� ������ 	� ���������� 
��� ��� ���������� ��� ��� ������� ����������
�������� ��� �������� ������������ 	������ ur ��� uf � ��� ��� ������� ����������
�� ��� ���� ��� 
���� ����� �������������

*���� E7�E- �������� ������������ ����������� ��� ����������� ������%
����� �
 ��� �������� �
 ��� ������� ��� �������� ���� ��������� xf � xr� �� ����
�� ��� ��������� xmax� ����� ��� ������ ������ �
 ��� ������� ���������
����� 
�� ����������� 66 "3 � �
 :������� ��������� �� � 	���� 	�� ����� ����
������� �����# ��� 73 "3 � �
 '���C 0 ��������� �� � 	���� 	�� ����� ����
������� �����#�  �� ���� ������ ��� ����� ���� ����� 	���� 1�������� �� ���
���������� �
 ��� �������� �
 xr� xf ��� xmax 	������ ������ ��� �	���������
�� ���� ���� ���� ���������� 
�� xr �� ��� ����� ������ ��� 
�� xmax�

*���� E7�E8 �������� ��� �	������ ��� ������� ���%����������� ������%
���� �� ��� 
����� uf ��� ��� ����� ur� ��� �� ��� �������� ����� ��� ������
�� � ������� umax� 1�������� 	������ ������ ��� ����������� 
�� ���
���������� �� ���� ���������� ���� 
�� ���������� ������ 	����� ��� ����������
��
����� 
��� ��� ������������ ������ ��� 
����� ���� ������ �������  ��� ��
��� ������ ��� �� ���� �� ��������� ������������� �������� ������'�� 
��
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���� ������ E�������� �� �!� 	������������ ���������� �� �!� ����� uf &top(" �� �!�
-������� $!��� �!� �������!� 	�-�! !�� � ��5���� umax &middle( ��	 �� �!�
�������) �	)� ur &bottom( �� 	�	���	 ���� �5-������� ��	 �!���� ��	�� �!� ����
���	������ �� �� A�)� �4���� &�( C������ ��� �5-������� 66" &	( ��� �5-������� 73�
&A��� ;�/�<�(

��� ������������� �
 ��� �������� )���� �� ���� ������� ����� �� ������ EE
��� E.�

����������� �
 ����� �����	��� �� ������ 
��� ��� ����������� ��� �������

��� ��� ������ ��� �'���� ���������� 
�� ��� ��� ����������� ���������
*���� E7�E6 �������� ��� �������� ���� ���� �
 ��� ������ ������� hmax

������ ��� ������� ���� 
�� 	��� ����������� 66 ��� 73�

�7:�:) 5������	 ?	� .������ ��$�	 C�������&�	�	��	�D

<� ��� ��������� 	�
��� ���� �������� ����������� ���� ���� ��� 	�� ���
������� �� � �������� ���������� �
 ��� 	�� 
������� ������ 1 ���� )� ��
��� ������� 	�� 
������� ����� δ0(x) ��� ����� �� "E7�8#� ���� ��� ���
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���� ������ E5-��������� ������������ ��	 �!��������� -��	������� �� �!� ��5�%
��� !��)!� -�����	 �)����� 	������������ ���� ��	 �������!� ���)�!" ���-��������"
��� &�( �5-������� 66" &	( �5-������� 73� �!� ���-�������� ��� ��� &�(" ζ0 = 60◦"
a = 0.1" ε = 1" δ0 = 26.5◦" φ = 32◦" kwall = 11◦H �� &	(" ζ0 = 60◦" a = 0.1" ε = 1"
δ0 = 29◦" φ = 40◦" kwall = 12◦� &A��� ;�/�<�(

�� ���������� �
 ��� �B������ 	�� 
������� ����� ��� �� ����������� ���
������������ �
 ���������� 37 "3 � �
 '���C 0 �� (�$����� 	�� ������#� *��%
�� E7�E@ ����� � ���������� �
 ����������� ���� ������������ �����������

�� xr� xf ��� xmax 
�� 	��� � �����	�� δ0 "��������� �� "E7�8## ��� � ��������
δ0 = 28◦�  �� ������������ ������ ������ ��B�� 
��� ���� ����� ��� ���
��������� 	������ ������ ��� ���������� �� ����������  ��� �������������
�
 ��� �����	����� �
 ��� 	�� 
������� ����� �� ��� ������ �� ���� ��������

 �� �	��� ���������� 	������ �	����������� ������ ��� ����������� ������%
����� �������� ���� ����� ������������  ��� �� ��� �5����� �� 	� �	�� �� �����
���'��� �
 ��� ����������� ������ �� ���
����� ���� ���� �����������
	��� 
�� �������� ����� ���� ����C����� ��%�� ��� 
�� ������������� �����
������ ������ ��� ��������� �� ,E@8� E@;0� ���� �� ���� � 
�� ����������
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���� ����#� E5-��������� ������������ ��	 �!��������� -��	������� �� xr" xf ��	
xmax �� ��������� �� 	������������ ���� ��� �5-������� 37 &3 � �� 6����. 0 )�������
��	 � ��	 �����) �� ��#�����(� ���-�������� $��� 	��� �� ����) �!� ��$ &�4��( ���
�!� ��	 ��������" ���� $��! � �������� ����� δ0 = 28◦ &������ �����( ��	 ���� ��� �
�������� δ0 &����� �����(� *�,������� �� �!� ������� ��� ������ 9�-��� �����" ε = 1H
�������� ��)��� φ = 41◦H δ0 = 28◦H kwall = 12◦H �!��� -��������� ζ0 = 60◦" a = 0.1�
&A��� ;�/�<�(

������ �	������ 
�� ��� ����������� �����  �	�� E7�. ����� ��� ���������� 
��
����� ����������� ��� *��� E7�E9 ����� ��� ���������� 	������ ������������
)������ ��� ������������ ������� 1�������� �� ����� ����� ����������� ��
��������� ���� �����

�7:�:- ���	� !�� � ����	+ ����	� ?���

 �� �	��� ������ �������� ���� ��� ��������� 	������ ����������� ������%
����� ��� ��	������� ����������� �� ���� ��� ����� �� 	� �������� 	�����

�� ��� ���� ���� �� ������������� ����� 	�� ���� ��� ���� ���� � ��������
�������� ����� ��������� 	� � ����� ��� ������� ����� ������� ������� ����
� �������� ����C����� �����  ���� ������� �� ��������� �� ���� ���� ���� ���%
��������� 	� ���������� 	� ��������� �������������� ��� ������� 	���� ����
��������� 	������ ����������� ����������� ��� ��	������� ����������� �����
	� ���� �����
������ �� ����� ���� � ������ ����� F	��G� <� ����� ������
��������� �� ��� �������� ��� 	���� 
������� ������� ��� ��� 	�� �������
��� ����� ����� � ������ ������� ���� �
 ������� �������� ����� ������ �� ���
�
 ��� 
�������� 
����A (i) ���������� �
 ��� ��� �������� �	��� ��� 	��� (ii)
���������� �
 ��� �������� 	���� ��� 	�� ��� (iii) ��������� �
 ��� ������
���� ���� ��� ������������ ��� �	��� ��� ��� ����� 	���� ��� 	��� )��!�
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�
���� ����$� E5-��������� ������������ ��	 �!��������� -��	������� �� xr" xf ��	
xmax -�����	 �� ��������� �� 	������������ ���� t ��� �5-������� ��� &�( 10" &	( 31"
&( 34" &�( 41" &�( 51" &�( 52" &�( 54" &�( 62" �����	 �� ����� �4�1� A�� ��� ������������
a = 0.1 ��	 ε = 1� *��� -����� ��� �!�$� $��! ����� ���� 9�� )��-!� 	����������
� ������������ �)������� ���$��� �5-������� ��	 �!����� &A��� ;�/�<�(

��	
� ����� E5-��������� ���	������ ��� )������� �������!�� ���	��) 	�$� �!�
�5-���������� �����	 �!��� �� A�)� �4�/" $!��� � U ��#�����" * U 	��$��) -�-��"
��� ��)��� ��� �� 	�)���� ��	 ������ �� ������� �!��� 	��� ��� ��-����	 �� -��	���
�!� ��)!� 	�,����� -����� �� A�)� �4��0�

E5-� 2������� G�	 ������ ������� �������� G�	 L���

��� �������� �������� ���-�" �������� �������� +�����

ζ0 ��)��" ��)��" ��)��"

φ δ kwall

10 �������� � 3 60 32 25 10

51 �������� * 3 54 32 25.5 11

52 �������� * 1.5 54 32 25.5 11

34 6����. 0 * 1.5 60 40 27.5 12

62 6����. 0 * 1.5 54 40 29 11

54 6����. 0 * 3 54 40 29 11

31 ������ 0 � 3 60 43 27 12.5

41 6����. 1 * 3 60 39 27 11.5

,E.@0 ��� )��!� ��� #����� ,E.90 ����������� ���� ��������� 	������
����������� ����������� ��� �	���������� �� ��� ��	������� �� ���� �����  ���
����� ��� ���� ������� ��������� ��� ���� ���������� �� ������	�� ������� ��
���� ������� "���  �	�� E7�E#� 	� ���������� � ��������� 
��� �
 ��� ����
���� � ������ ������ ��� ������ ������� �������� "��� *��� E7�E;#� 1 ����� �

48 ����������� ��� �������� ���� ��� 
�������� ���������� ��� 	� �������
��� 
�������� ����������A

• 	�$ ����� �
 ��� �������� �� ��� ������� ���$���A 1.5 � ��� 3.0 ��
• ��� ����� ��B����� ����� �
 ��������� ����� �� *��� E7�8�
• 	���� 	�� ������� ���������� �
 ������� ����� ��� ��� 120 �<1 ����������
• ��� ��������� 
��� �
 ��� ����A �� ��� ������������� ���������� x "�'��
�� ��� ������#� ��� ����� ����� ζ �� ��������� ��

ζ(x) = ζ0 exp (−0.1x)+ ζ1ξ/
(
1 + ξ8

) − ζ2 exp
(
−0.3 (x+ 10/3)2

)
, "E7�6#

����



��� �4 E5-��������� A��	��)� ��	 � ���-������ $��! �!� �!����

���� ����%� ����� �� -!���)��-!� &�5-������� ��� 02" ��#�� �� 	�,����� 	����%
�������� �����( �� � )������� �������� &3 � �� )���� ���	� $��! � �� 	������� ��
��� 120 �9 ���	-�-��( �����) 	�$� � ������� ��	 �����5 ��	� &A��� ;�10<�(

�
���� ������ E5-��������� &��
�� �����( ��	 �!��������� &����� �����( 	��������%
���� �������!� -��+��� h(x, t) -�����	 �� ���! -���� ��� +5�	 	������������ �����
&$!�� �!� -!���)��-!� $��� ��#��( �� 	������������ ���-���� ���-� ≈ 2.5 &��.�
�!� ���� ��6����� �������) ���� �!� ��� ���� ��	 ��	��) �� �!� ������ ���� ��
t = 0, 2.5, 4.93, 7.60, 10.10, 12.53, 15.12, 17.71, 20.21" 22.80, 25.39( ��� �5-������� ���
29 �� $!��! 1.5 � �� -������ ���	� &��������( $��� ���	 �� � ��	 ����	 $��! 	��$��)
-�-�� ��� $!��! δ0 = 26.5◦" φ = 37.0◦ ��	 κwall = 11.0◦� �!� ��������� -���������
�!���� $��� N = 40, Δt = 0.002 ��	 μ = 0.05� �!� ����� �!�$� �!� )������� ��
�!� ��	 $��! �!� 	������������ ���)�! ����� ����) �!� ��	 -��+�� �!�� �� �������	 ��
�!� -���� �� �!� !���.����� �5��� �!� ������ ������� 	����� �!� ��)���� �� �!�
��	 $��! �����5 ���������� &A��� ;�10<�(
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ξ =
4
15

(x− 9) "E7�@#

���
ζ0 = 60◦, ζ1 = 31.4◦, ζ2 = 37◦, "E7�9#

�� ����� ���%������������������ ��� 	��� ����������� 	� �������� 
�� L�
H � R 150 �� �����

���������� �
 ��� ������������ )������ ���� ������������ ������ ������
�� ���� �� ���� ���� ��������� 	������ ���������� ��� ������� 1 ����������
�
 ��� �������������� ���������� ��������� ���������� ������� ��� �����������
����������� �� ��� ����� ���� ��� ��������� ���� ��$�� �� ��������� 
��
��� ���������� �� *��� E7�.7� <� �� ���������� ���� ��� ����� �����������
��>��� ��� ������� ��������� ���)��� ����������� ����� 
�� ��� ����� �
 ���
������������ �������� �������� ��� ������� �� ��� ���)�� ������ ��� ���
���������� �
 ��� ������ ������� ������ ���� �������� ������  ����
���� ��
��� ������� ���� ��� ���� >�� �
 ������������ ������� �������� ����� �
	�� ���������� ���� ������ ��� ������� ����� �������� �� ����%���������
	� ��� ����� �'�������

�7:�:1 <������� �� �	 "��	�

 �� �	��� �� � ������ ����� ����������� �
 ������ ��� ���������� ��� ��%
����
��  ��� ��� 	����� ��� �����'������ �
 ��� ����� ���� ��������� ���%
��)��� *�� ��� ����������� �� F	���G ���� ����������� ��� 	�� �������
��� ����� �� ���������� �� ��� ��������� �������  ��� ���� �������� ��� ��

�� ��� ���� �� ����� ��� �������� �������� ��� ����C����� ���� ���� ���%
������ 	� � ����� �������� <� ���� ����� ��� ������������� ������� ���
��� O (εγ) , 0 < γ < 1� 	� O (1) �� ���� ������� !������������ �� ��� �����%
������ ��� ������ ��� �� �����
������ ��������� 	������ ����������� ������
��� ��	������� ����������� ,E@;0�

<� ��� ����������� 
�� ����� � ���������� ���� ����������� ������ �� ��������
����� ��� �������� ����� 
�� ��� ��������� φ� ��� 	��� δ0� 
������� ������� ���
�5������� ��������� ������ 
�� ����������� ����� φ ��� δ0 ���� ������ �����
�� ��� �������� �� ���� ��� ����� 	�� 
������� ����� �
��� 
������� ��������
��� �������� ����� �
 
������� ��� �������� �� ,E@80� <� ����� �������������
�� ��� δ = 0.999φ� ���� δ ≈ φ� ��� 	���� ��
��� �� �� ������ �����������
��B����� 
��� ��� �������� ��
��� �
 ��� ������� ����� �� ������� 	� ����
��� 	��� �	�� �� ������ ���� ���� �� �������� ����
� ���� ��� 	���� ��
���
�� ������ ���� �� � ����� ��� �������� ������� ��
��� ��� ���� ��� ��������
������	���� �� ��� �� ��
��� ���� ����� ��� ��� ��� � �	�������� �����
������  ��� ���	��� ������� �������� 
����� �����

 ���� ���� ���� 	��� ����� ����� ������� ��� ������� ������ ����� ��
������ ��������� ��B���� 
��� ��� ��������  �� ����� 
�� ���� 
����� ���
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��� �� ��� ����� ����� 	� �����	��� �� ��� �������� ��� 	�� 
������� ������
	���� ����� �� ���� ������ 1 ����� ����� ���� ������ ���� � ���� ���5�����
�
 ���������� ������� ��� ��������� �� 	���� ���� ����� ����� �
 ��� �������
����� �� ���� � ���������	�� ����� �
 ������ ��� ������ �� ��� >�������
�������  ��� ���� ��$� �� �����	�� ���� �� ����� ������ ������������ ������
����� ��� ���������	�� ������� ���� �� ����� ������� ������������  ��
����� ������ �������� ��� ����� ��� $�����

�7�� ��������� &�
' 8���
�� ���� #
�5������

 �� ���)��� ���� >�� ������ ��������� �� 
�� ��������� � )��� �������
�� ������	� ���� ��������� >��� 	� ��� ��������� ��� ��������� ����� 
��
>�� ���������� ������ ���� ����� ������� ������� *�� ���� ������� ���%
����������� ���������� ��� ������ �� ��������� �� ����� /�  �� )��� ������
�
 ���� ������ ����� ,E.@� E@-� .-.0� ���� ����� ��������� ���%������������ ���
�������� ��������� �������� ��� ������� 	� ��	�� ��������� ��� ��� ��%
���� ���� �������� ���� ������������� ���� 
��� ��	������� ������������
	� ���� ���������� ��� ��� �����������  �� ����������� ���� ��������
���� ������� ���������� �� �� ������������ �������� ����� ��������� �� �
����C����� ��%�� ����� 	� � ����� ����������� ������� "��� *���� -�E ���
E7�.E#�  �� ��$��� ������ 
�� ��� ���� ����������� ��� ��� 
��� ���� ������%
����� ���� 	���� �� � ��� �
 �'������ �	������ 
��� ��� �����%�����������
�'������ 	� ���
������ 	��� ����� ��� ����� ���������  ���� ������ ����
��� �����
������ ������ �	������ ���� ��� ����� ������� �� ��� ���
������
������� ���� �����	 ��	���	
 
����� �	 �����	�� ��� ,.-.0�

�7:':� *+�	���	��� �	&8�

1 ��� �
 ����������� ������ ���� ���)������ ��� ���
����� �� ��� ��%

��� ����� �� *��� E7�.E� ���������� �
 �� �������� ��� ����C����� ����� ���%
������ ���� � ����������� �������� <�� ��
��� ��� ������ 
����� ������ �������
(�$������ �� �� ��� ������� ���� ������� ����� �� ��������� �<1 ��� 120�
 �� ���� ��� ����� ������� ���� �� ������� ����$� ��� ��� �������� ���
)���� ���� � ������������� ��� �� ������� ���$����  �� ������ ��� ���������
	� ������� ��� ��� �� ����� �� *���� .�.6� ��� E7�.E� ��� ��� ������ ���� ���
������������ 
��� ��� 
�����  �� ���������� ���� ����� �� ��� ������� ��%

��� 
���������� ��������� ��� �������������� �
 �������� ������� !���������
�������� ���� ��'����� 
�� ���� ���� ��� ������� �� *��� E7�..�

������	� ����	 ���� �� ������� �������� ������ 
�� �� ��������� �� ��
�������� ������  �� ����������� ��� 	���� �� � ��"���"��� )���� ��B������
�������
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���� ������ �!���)��-! �� �!� ���)���	������ �����	 ���������� ���	�� I���" �!�
���	� �� ����	 $��! ���	-�-�� �9 ��� 120 �������) � 20× 10 �� )��	� �!� )�������
�������� �� +���	 �� � !����-!������ ��- ��	 �������	 �� ������) �!� ��- &��� ������(�
�!� ��� �� �!� ����# -������� ��� ���������� -�� �����	� &A��� ;1��<�(

���� ������ &�( ����������� ��������	 ���� ��6������ t = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7" ��� �!�
����� -��+�� �� �� �������!� �����) �� �� �������	 -���� $��! �� ����������� ��)��
ζ = 45◦� �!� ��!�� -��������� ���D 	������������ ������ V = 13.6" ��	 ��������
��)�� δ = 29◦" �������� �������� ��)�� φ = 39◦� �!� -�������� ��	 ���� ��� )���� ��
	������������ ����� &	( �!� ����" ��� �!� ���� ��6����� �- �� ���� 7 ����� ��	
δ = 10◦� �!� ������ ���� �!�$� �!� =�$ 	��������� &A��� ;�13<�(

*���� E7�./ ������� �������� ��'����� 
�� ��� 	���� ���)�� �
 �� ���������
���� � ����� ������������� ����� 13.6 �� �� �������� ����� ���� �� �����%
������ ����� ζ = 45◦�  �� ������� ���)�� �������� �
 � ���
%���%������ 	���
������������ ��� ����������� ����� �
 �� ���������� ������������� ���������
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���� ������ �6����� �� -!���)��-!� �� � �����) ���� �� -������ ���	� &��������(
	�$� �� �������	 -���� �� � 45◦ ����������� ��)�� �����) �� � �����! ���������
�������� �!� ��� �� �!� ����# �� �!� ����� ���� ������ -������� ��� ���������� -��
�����	 �� �!� ������ ��#�� ����� 10 ������ -�� �����	� �!� ������ ��������� ���� �
�!����� �� !����-!������ ��- )������� �� ����� �!� $��� ������� �!�$� �!� )�������
���� ����	������ ����� �!� ��- !�� ���� �����	 �� �������� ����� � !���.����� �5��
�� ��� �--�� ��	" �!�� ��������� ������) �!� )������� ����� �!� ���� 	�����-� ���� �
	��-��� �!�-� ��	" �� ���� -�����	�" ������� ����)���	 $��! � -��)��������� ���)��
��-��� �����" L/B� *�������� �� ������ ���� ��� �� ������� &A��� ;�13<�(
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���� ������ �
 � ������ �
��� ��� ������� ���� φ ��� δ �� �������	�� �� ���
)��� ��������  �� ���������� ������� �����
������ �������� ���� � ���� ����
���� � 	��� 
���� ��� � ���� ������� ���� ���� *���������� ��� ���� ����
����� �
 ��� ������� ��������� �� 	����� ���� ��� 	�� 
������� ����� ��
����� ���� ���� �� �� 	���  ��� �������� ��������� �� �	������ ������������
�������� 	� �������� 
��������  ��� ��� 	� ���� ���� ���������� 	� ����%
���� ��� ������ ����� F������� ������ �� ������� �����G� L/B� 
�� � )��� ����
�
��� ��� ����� �
 ��� ������ 
�� ��B����� ����� �
 δ�  �� ������ ����� �����
���� ���������� 	�� 
������� ����� δ�  ��� �� ������� ���� �	���������� ����
������� *����� E7�./ ��� E7�.- ���� � ��'���� �
 ��������� �
 ������� 	����
������ ���� � ����� �
 45◦ ����������� ����� �� � ������ ������� ��
���
"*��� E7�./# ��� � ���� ��
��� ������ 	� ��������� "*��� E7�.-#�  �� ���
������� ����� ���� ��� ���� ���� ��� ����� 
��� ���� ���� ��� ����� �
 �
������������� ����  �� ��� )���� ���� �������� ���� ��� 	���� 
������� �����
�� ���� �����)���� 
�� ��� ������)������ �
 ��� ���� ��������� 1 ������ 	���
����� ���� �� ������ ��������� �
 ��� ���������� � ���� 	��� �	������ ����� ��
������� 	������ �
 ��� ����������  �� '������ �����
��� ������ �� �� ��� ���
���� 	������ �
 ��� ������������ ��������� ����� 	� ��)����  ��� '��%
���� ���� 	� ��������� ������ *���� E7�.8 �������� ��� ������������ ���
�������� ������ 
�� ��� ������ �
 � ���� �
 ������� 	���� ":�������# ���� ��
�������� ������� ����� �
 45◦ ����������� ������  �� ������������ ��������
������� ��� ����������� 	� ����$�� ���� ��� ���������� 
�� � ����� �
 	���%
��� ��������� "����� 	���#� ���$��� ��� ������ �
 � ���� ����� �
 ����������
 �� ������������ ������ ��� ����� 	� ����� ������ �������� ������������
	������ ������ ���� ��� ��� ������ �
 ��� ������������  �� ���� �����
���$ ��� �������� ��������� ������ ���� ��������� ������� ��� ����� ���
��)��� ��� ������ ���� ������ h = 3.5 ��� �������� ���� ��� �����������
�������� �
 ��� ��������� �
 ��� ������� ����������  �� ������ �� ���� )�%
�� �� 
��� ��
� �� ������ ��� ���� ���� ���� �
 ��� �������� ����� �� �����
���� ����	��� ��� ������ ������ �����  �� )��� ���� �� ����� "�# ����� ���
����� 
��� ����� ��� �������� ������ �� �������� *����� ����������� ���
����� 	� �	
� ,..60�

�7:':� ����	� ������	�

4���������� ���� ���� �������� �� ������ ���������� �� �������� ����� ����%
��� ���� � ����C����� ����� ��� � ������������� ����� �������� ��� ���" ��
��� ,.-E0� �	
� ,..60 ��� �	
� �� ��� ,..@0� *���� E7�.6 ����� � ��'���� �

��������� �
 �� ���������� ���� '���C ������� ������ �� � ��
��� �������%
��� �
 ��������� �<1 ��� 120�  �� ��������� ����� ������ 
��� � ����� �
 ����

��� � ������������� ���� ��� ������� ������ �������� �
 � ���������� 	��� �� ���
�������� ��� �������� ���������� ���� ��� ��������� ������ ��� ����� ���� �

��� ����� ����� �� ���������� ����������� �� ��� ���������� ��������� ��� ����%
����� ����� �� ���� �� ��� ����C����� ������ *���� E7�.@ ����� � ����������
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���� ������ ��� �� �� A�)� �4�18 ��� �!� ������ ��#�� -���� �� � ������� �����	
�� ���	-�-�� ��� 120 �9� ���� �!�� ������� �� �!� ���)�� ��	 �������� ��)�� ��
���-���	 �� A�)� �4�18" �!� �!�-� �� ���� ����� ��	 �!� ��-��� ����� �� ���)���
A���!������" �� �� 	�K���� �� �	������ �!� ����� ������� ���)�� ������� �� �!�
-��������M !�)!�� ����������� �)�������� *�������� �� ������ ���� ��� �� ������� &A���
;�13<�(
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���� ������ ���� ������ �� ��������� ��	 �5-��������� -�������� �� �� �������!�
�� �� �������	 -���� �� �� �5-������� $��! -������ ���	�� �!� x% ��	 y%����	������
��� 	�$�!��� ��	 ��	�$���" ���-��������" ��	 �!� 	�������� �� ������ �� ���� ���� ��
���
�� '��� �!�� -������ �� �!� ���	� �� �!�$� $!��� �!� )������� -��� �� �����������
-��������	� '���� ����� ��	����� �!��������� �������!� ���)���" �� !��)!� h = 0" ��	
h = 3.5 ��H ������� ��-������ �!� �5-��������� ���)�� ��	������) �!� ��������
$!��� �!� )����	 �� ����� ������	 �� � ���� ����� �� -��������� �!� ��������� x, y
��	 t ��� ��� 	������������ ��	 �!� ���� ������ �� t = 2.35, 3.35, 4.4, 5.10, 6.15, 7.10�
&A��� ;11/<�(

	������ ����������� ��� �������� ����������� 
�� �� ���������� ��������
���� ���	�� ����� �� � 	�� ����� ���� �<1 ��� 120 ����������  �� ������ ��
��� )��� �� 
��� ��
� �� ����� ��� ���	��� ��� �� 	�
���� 1�������� 	������
���������� ��� ������ ����������� �
��� ��� ������� "t = 4.0# �� ���� �����
1� ��� ��������� ����� ����� ��� ��������� ������� ���� 
�� t ≤ 6.09� *��
t ≥ 8.39� ��� ������������ ��������� �
 ��� ������ ������� ��������� 	� ���
����� 	���� ��� ����� ����%��������� 	� ��� ������� ������ 
�� ��� �������� ����
����� ��� ���� �������� ������ ����� � 	�� 	������ 4��� ��� ������ ������
������� ��������� �� ��� ������� ���� �� ��� ��%�� C��� ����� ��� ���������
����� �� ���� �� ������ ����%������	�� 	� ��� �������  �� ��������� �
 ���
������������ 87_ ����� �������� ������� "������ �����# ������ 	� ���������
	� ��� ������ ����� �� �� 	���� �� � ������� ���������� ����������� ����
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���� ������ �6����� �� ���-�!��� �� �� �5-������� $��! 6����. )������� �� �
-����� �����	 ���	� �����	 $��! �9 ��� 120 ���	-�-��� ���� �������� ���$���
�����6���� �!��� �� �--��5������� 0.2 � ��	 ≈ 1.98 �� 	������������ ��-������������
�!� ����������� ��)�� �� �!� ������������ .��� �� ζ0 = 45◦" �!� �������� ��)��� ���
δ = 29◦ ��	 φ = 39◦� &A��� ;11/<�(

�� ��������� �������� �� ���� �������  � ��������� ��� ��������� 	������
��� ������ �
 ��� ������������ ������� ���������� ��� ��� �������� ���%
�������� ���
����� ���� ��� ���%����������� ��"���"��� )���� ��B������
������ �
 ��� ����� �'������ �� ����������� ���� ,..@0�

*����� ����������� ���� ���
����� 
�� ��B����� ��������� ��� ��B����� 	��
������� "��� �	
� ,..60 ��� �	
� �� ��� ,..@0# ���� ��������� ����������
������� ���� ��� ���������� ����� ��������� �� �� ��� 	������ �
 ���������
��������� �� �������� ����������� <� �� ���� ������� �� ���� ����������� 	�����
��� ���5����� �
 ���������� �� ���������	�� ������� 
�� ���� ���� 
�� ���
������������ ����������
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���� ����#� ���� ������ �� ��������� ��	 �5-��������� -�������� �� �� �������!� ��
� �����	 ��	 $��! ������ �!�-�� �!� ������ �� ���� ���� �� ���
� ��	 �!� !���.�����
�5�� �� �!� �������	 ��� ���)�! ����) �!� ����-��� 	������� E��! -���� ��-�������
� ���-�!�� �� �!� ��%������� -��S������ �� �!� �����) -��� �� ����������� ��	��
�������	 ���� &�( �� &�(� �!� ���	� �� -���� ��	 �������	 �� ζ = 45◦ �� �!� ���� ��
�!� $��� ������� ���� ��	 �� �!� ��)!� �� �!� ������ ������� ���� ���� �!� !���.�����
-����H �� ���$��� �!� �����	����� ���������� .���� '���� ����� ��-������ �!� ���-���	
������� �� .��� !��)!� ��	 �!� !��)!� �� ��� -������� 	�������� '������ ��-������
�!� �������� �� �!� �5-������� $!��� �!� ��	 �� ������	 �� ����� �� ��� -������� ��	
��
�� ����� ��	�����" $!���" �5-�����������" �!� ��	 �� !��� ������	 �� -��������
��	 !��� ���� &50% ����� ������)�(� �!� ��������� x, y ��	 t ��� ��� 	�������������
�!� ��	 ��	 �������� ��)��� �� �������� ��� δ = 35◦ ��	 φ = 42◦" ���-��������� &A���
;11/<�(
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�7�� #���������� ��������� &�
'�

����� ������� ������ ���)������� ������ ������ ���� �� ����� >��� ����%
��� ��
���� ������ �������� ������� ����	����� �� ���)������� ����%
������� >��� 
�� ����� ��� ������� ��
��� ��� � �������� ������� ���� ��
	������ ����� ��� ��������� *��� ���� � ������� ��
��� ���� �� � ��������
����	���� ������� ���� �� �������� ����� ������� ���� � ����C����� �����
��� 	� ���������� � )��� ���� ������� ��� ����������� �
 � ������� >�� ����
������� 	���� ����������� *���� E7�.9 ����� ��� � ����� ��� ����������

�� � ��	��%��� �������������� 1 ��	������� ���������� �� � ���� ���� � ��%
������ ��� ��$� ���� �� *��� E7�.9 ��� 	��� ���
����� �� ���� ��� �������� �

��� ����������� ����� �� ���� ���� ����������� ��������� 1 ������ ��
������
��
��� �� ��)���� ����� �������� �
 �� �������� ����� "ζ = 40◦# ���� �� ���%
������ �� � ����C����� ��%�� C��� "ζ = 0◦# 	� � ����������� ���������� C���
"��� *��� /�;#�  �� x%���� �� ������� ���� ��� ��������� �
 �������� ������� �

��� ��
������ ��
��� ��� ��� y%���� ������ �� ��� �����%����� ���������� ����%
����� �� ��� �������� ������� �
 ��� ���� �� � ������� ����	���� �����%�����
����������� b = y2/(2R) ���� R = 110 ��� ����� 
���� � ������� ���� ������
���)��� ��� ��������� �������  �� �������� ����	���� ���� ���� �� ��� �����
x < 175 ��� ��� ����� ��%�� C��� ���� �� ��� ����� 215 �� < x < 320 ��
��� ��� ���������� C��� �������� D���� ����� ��� ��������  �� ������ ���)���
���� �������� ��� >�� ��� ������ �� �����)������ ������ ������ ��%��
��������� ���� �� �� ����)��� ����� ?���� �� ������ ��� ������ �
 )���
�� ��� ,E./0�

 �� ���������� ":7.# ��� ���
����� ���� '���C ����� �
 � ���� ��������
�
 2H4 �� "'���C 0#� �� �������� ����� �
 
�������� φ = 40◦ ��� � 	����

������� ������ δ = 30◦�  �� ������� �������� ��� �������� 
��� ���� �� ���
����	���� �������� ������� �
 ��� ���� 	� ����� �
 � ��� ������ ��� 
��� �
 �
������������� ��
��� ��� )���� �� ��� 	���� ���� ����������� *���� E7�.;
����� ����� ���� ��� ��� �� ������� ��� ��������� ����������� ��� �������
������� �� ��� ��������� ���������� ����� �� �� ���������� 	� ��� ����	����
�����%����� ���)��� 1� ��� ��������� ������ ��� ��%�� C���� �� �����������
������� ��� �� �	�� �� ������ �� ��������� ���� ��� ������� ���)������ �
 ���
���������� �������  �� ��������� ����� �� ���� �
��� 1.79 ��

*���� E7�/7 ����� � ���������� �
 ��� �������� ����� �
 ��� ������������
��������� ���� ��� ������� ���������� "������ ����#� ������������� ����
��� ������� ������ �
 ��� ���� ���� �
 ��� ��������� ��� ���������	�� �%
�������������  �� ���� ����� �� *��� E7�/7 ���� ����� ���� ��� ������������
��������� ��� ���� �� ���� ����� ��� ���� ���� �
 ��� ������� ���������
�� ����� �� �������  �� ���� ��$��� ���� 
�� ���� ���� ���� ������ �� ���� ���
	���� ������� ��� �� ���������	�� ���� ����������� ���� ������ �	��	��
��� 
������� ���� � �������� 	�� 
������� ������



�1 �4 E5-��������� A��	��)� ��	 � ���-������ $��! �!� �!����

���� ����$� ���5�)���� ��	�� �� � �����)!� -�������� �!����� �� � )���� �����������
��)�� ���)��) ���� � -����� 9������!��) ������ �� � ��	��-���� )������� ��������
���� ��)�����) �� 	�-����� &A�� ���� 	������" ��� A�)� 1� (� &A��� ;���<�(
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���� ����%� 9� �5-��������� ���)� ��6����� ���� �5-������� �41 �!�$��) �!�
	���������� �� �!� �������!� �� �--��5������� �6����� �-���	 ���� ��������� ��
0.25 �� �!� ��6����� ��)��� �� &�( ��	 ��	� �� &�(� �!� -�������� �!����� ��	
���%��� -���� ��� ����������	 ���� �!��� ����� ��	 �!� �����! ���������� �� ��	�
���� $��	 ��	 ��	�����) -������� �!� ������ �!��� �� -�����	 �� )��� �� �� ����
+���!� �!� ������� �� ��� ������ ��� ��������� ��6��������� ��� -!���)���������
-��������)� &A��� ;�18<�(
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���� ������ �!� ���-���	 �������!� �!��#���� �� ����������	 �� +�� ���� ���������
����) N�������	O -��S����	 ����������� ����	������ (x, y)� �������� �� �6��� �!��#����
��� ��	�����	 �� �� ��	 �!��#���� ���)�� ��� ��)������� �
���� �!� ���� �� ��	�����	
�� �!� ��� �����
�� ������ ��	 ��� ���)�!� ��� �� ��� �!� ����� ����� �� x = 175
�� ��	 x = 215 �� ��	����� �!� -������� �� �!� ���������� .���� �!� 40◦ �������	
-�������� ������� ���� �� �!� ���� ��	 �!� !���.����� -���� �� �!� ���
� �� ���!
-����� �!� ���� y = 0 �� �!� ���$�)� �!� �
��� ����� ���� ��	������ �!� -������� �� �!�
�������!� �	)� �� �!� ���������� �5-������� &�41(" 	��������	 ���� -!���)��-!��
&A��� ;�18<�(
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<� ����� �� ����������� ���� � ������ �� ��� 	�� 
������� ������� ��� ��� ��
����� '����������� 	���� ������ ��� ���������� ���� ���������� ��� ��������
����������� ���� 	��� �������� ���� � �����	�� 	�� 
������� ������ <� ���

���� '����� �
 ��� ��������� ��� 	�� 
������� ����� �� �������� �� 	�
����
	� �������� ������ �� ��� ���� ��������� ��

δ =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

δ0, x ≥ xf − 1
4

(xf − xr),

δ0 −mδ

(
(xf − x)− 1

4
(xf − xr)

)
, x < xf − 1

4
(xf − xr),

"E7�;#

����� δ0 = 30◦ �� ��� �������� 	�� 
������� ������ mδ = 10◦ �−1 �� ��� 	��

������� �������� 
����� ��� xf ��� xr ��� ��� ��������� �
 ��� 
���� ���
��� ���� �
 ��� ���������� �������������  �� ��������� ����$���� ������	�����
������� 	� ���� ��� ����)�� 	�� 
������� �������� "E7�;# ��� ����������
�� *��� E7�/E�  �� ������ 	�� 
������� ����� �� ��� ��������� ���� ������ ���
���� �
 ��� ��������� �� ���������� ���� ������� ���� ��� ������ �
 �������
��� ��� ��������� ���� ��� ������������ 	������ �� ���������	�� 	������

������� �� ��� ,--80 ���
����� � ������ �
 ��	������� ����������� �� ���
����������� 
��� ��
��� ��� ��� �����	�� 	�� 
������� ����� "E7�;# �� ��%
����	�� �	����  ��� ����������� �������� ��� ������������ ���������� ���
	���� ����������� ������� ���������� ��� ������������ �� ���� �� ��������
������'��� ����� �� ���� ������� ��� �
 ����� ����������� ��� ��� ����������
���� �������� ������������ *�� �������� ���������� ":78# ��� ���
�����
���� ���� ������� 	���� ":�������# ���� � ���� �������� �
 2H3.5 ��� �
	���� ����� �
 
�������� δ = 27◦� ��� �� �������� ����� �
 
�������� φ = 33◦�
 �� ������������ ������� ��� ������� �� ����� �
 *��� E7�.;� �� �� ���� ���
������ ���� ����� <� *��� E7�/.� ��� ������� ����$���� �� ���������� �� ���
���� ����� �� ����� �� ���� )���� ��� ��� 	����� ����� ����� ����� � ���%
������� ���� ��� )��� ����$���� ������	����� ����� ������ ���� ���� ���� ����
��������� "�����������# �	����

 �� �	���%�������� ����������� 	������ ����������� ��� �������� ������%
����� ���� �������� ���� ��� ��"���"��� ����������� ������'� 
�� ���
"/�//#� "/�-/# ��� "/�--# �� ���%������������ 
���� 1�������� ��� 	��� ����
���� 
�� ����� �� ����� ����� �������� ����� ����� ��������� �� ��� ����������
�
 ��� ������ ��������� �������� 1� ������� �� ���������� :7-� ���
�����
���� ���	�� ����� ���� � ���� �������� �
 .H- ���  ���� ���� '��� �
������� �������� ��� ����� ��
��� �� ���������	�� ������ ���� ���� �
 ���
������� 	����� 1� � ������ ����� �� ��� ���� ������������� ��� 	���� 
��������
����� �� ��>����� �� ��� ������ ��������� φ = 43◦� ��� 	����� δ = 33◦� 
�������
�������

*���� E7�// ����� ������� ������ �
 ��������� ����$������ 
�� ��� ���������

��� ���������� �� ��%�� ������������� �� ��� ����� 
�� t = 16.8 ���
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���� ������ ��� �� �� A�)� �4�84" ��� �������!� �!��#���� ��� ���-���	 �� ����)
�!� ��	�+�	 ����� ��)�� �� �������� &�4�3( ��	 � ���-������ $��! �!� �5-���������
�������!� ����	��� &�41(� &A��� ;�18<�(
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���� ������ ���-���	 	������������ �������!� �!��#������ ��� �5-������� �4�
&��������( ��� ����������	 ����) ������� ���������� �!� ������� ��
�� ����� �� x =
17.5 ��	 x = 21.5 ��	����� �!� -������� �� �!� ���������� .��� $��! �!� 40◦ �������	
�!����� �� �!� ���� ��	 �!� !���.����� ���%��� -���� �� �!� ���
�� �� �!� ������ ���
�
���� �!� �!��#���� 	����������� �� �!� �5-��������� �������!� �� ����������	" $!��!
�)���� ���� $��� $��! �!�� -��	����	 &����	������( ������ &A��� ;���<�(

t = 18.7 ���� ��������� �
 ��� ���������� �� ��� ���� ���� �
 ��� ���������
��� ���� ������ ���� ��$��� ��� ���� �
 �� �������� ����$�  ��� �� 
����� ���$
����$%�������� ����������� ������'�� ��� ���� ��� ����� E.�  �� �����%
��� ������ ��� ���� 	� ��� �� ����������� ���� �������� ���)������ "����
����� 	� ��� ����	���� ���)��# ������� ��� �������� �
 ��� ��������� 	���
�� ������ ��� �� ���� �� ��������� �� *��� E7�/-�
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���� ������ ���-���	 	������������ �������!� �!��#������ ��� �5-������� �4�
&������( ��� ����������	 �� �� A�)� �4�81 ����) ������� ���������� �!� +��� �5-���%
������ �!��#���� 	����������� �� �!�$� ������ ���
�� &A��� ;���<�(
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���� ������ ���-���	 �������!� �!��#���� �� � �!��� $��!��� ������� ���+������
����������	 �� � ��6����� �� ���� ���-�� �!� �
��� ����� ���� �!�$� � ���-������ $��!
�5-������� &�41(" $!��! !�� ������� ���+������� &A��� ;�18<�(
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������! @�	� C��������	D "��	� <� ��� ������� �� ������� ���� ���
��%�'������ �� ��� ��� �
 ����� ���������� ��� ���� ������� �� 
��� �� ���
������� ����� �'������ �
 >�� ����������  �� ������ ��B���� ��������� ����
������� �� ��� ���������� ������� ��� ����� �
 ��� 
������ ����� ��� ��� ����
���������� �������� ��� ��D�� ��B������� ��� �� ��� ������ ����������� ����%
������ ��� 	���� ������������� ���%����������� �������� ��������� ������
�
 ���� $��� ���� �� 
������ 	� �"��� ,9@0� 	� �� �������� �������� ����
	��� ���
����� �� ������ ��� �� ��� ����������� <� ��� �����
���� �
 ��������%
�	�� �������� �� ��������� ��� ���� ��� ������� ����� �'������ ��� ������	�
��� >�� �
 ������� ���������� ���� ������� �����������

1 ���%����������� ������� ����� ��������� ����� ��� 	� �	������ 	� �������
Kx = Ky = 1 ��� ���
������ ��� ����������� ���� ��������� ���������
�����������  ��� ��� ���� 
�� ��� ���������� �
 ���������� :7. ��� ������ �

��� ����������� ��� ����� �� *��� E7�/8� <� �� ������� 
��� ���� )��� ����
���� ����� ������������ ������ ��� ������� ��� ������������ ���������
������ �� ��� ��B�� ���������	�� 
��� ��� �������� ������� ��� �����������
������� ��������� ��B��� �	���������� 
��� ���� �
 ��� �����������  ��
������ �������� �� ��� ����� ��� ��� ��������� ������ ��� ����� �	��	��
��������� �	������� �
- ��	�	��	- �	�� 
���� ���� �� �������� ��	 ����	�� ���
������� �	������� � ��	 ��������	�

<� �� ����� ���������� ���� ��������� ����� ������� ���5������ ��'�� ��
���� "����� Kx �= 1 �= Ky# �� ��������� �� ��������� ������ ������ �B���� ��
��� ����������� ������������� *�������� ��� ��������� ���� �������� �� �����
���� ��� ������� ������ ���� �� ���������� ���� ��������� ������� ��� ���
������ ������� ���� �� ���������� ���� ����������� ������� ���� � D�� ����%
���� 	������ ��� ��� ������ ���� ��� ��������� ���������� �� C����  ��� ��
������ �� 	� ��� �������� 	������� �� ���� ����������� <� �� ����������� ����
�� ����������� �������� 
��������� ���� Kx = 1 = Ky ��� �������� �� ���
����� ������N������ ��������� 	� )��"	����� �� ��� ,E/7� E/E� E/.� E//0�
�����	!���� ��� �"��� ,./70 ��� �"��� ,9-� 9@� 99� ;7� ;E0�  ��� ������

��������� ��� ����� ��$�� � 	� )��� �� ��� ,E.60 ��� ����� ���� F�� �����
����� �� �� ���������� ������������ �������� �� ������ ���� ��� � �����
������ ���������� ,��� D��0 ������� ��$�� ����� ���G�  ��� 
����� ����� ����
F)��� �� ��� ,E./0 ��� )��� ,E.-0 ���� 
��� ���� ���� ������� ����� ����
����� ��������� ������ �� ����� >��� ��� �� ��������� �������� ��� >���G�
 ��� ���� ���� ����������� �
 ����� �������� �������� ���� ����� �����%
������ 
�� ������� 	���� ��� >��� ���� � �����%���� �	������� 	� �� >��
����� �� ��� 
������ ��� ���������� �� ��� ��%�� C���� �� ��� ������%
����� 
�� ��� ����� �������� 	� ��� ��������� �� )��� �� ��� ,E.60� ����
Kx �= 1 �= Ky� ���� ������� ������ �� ��� ����� >�� ������� ���� ����� �����
E.� ��)��� �� ���� 	� �� ���� �������� ��� ���������� ����������� �� �����
�� ��� ���� ����� �
 *��� E7�/8 "������������� �� ��� ������������ ����#� ��
���� �� ��������� �������� �� �B�� 
�� ���� 	�������� 	� ���� ����



�4�� �!��������	 9������!� A��$� �8�

���� ������ ���-���	 �������!� �!��#���� ����) �!� �!����$ $���� �������!�
��	�� ����������	 �� � ��6����� �� ���� ���-� ��� $!��! �41%�5-������� -!���)��-!�
��� -�����	 �� ��� ������ &A��� ;�18<�(
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������ ������ �B���� ��� ��$��� �� ���� � �����)���� ���� ���� ��� ���������
�������� ���� ��� ���������� ����� ����� 
����� �������� �� ��������� ��'�����

� <�������� ����� "��	� �� 
�� ��� ������ ���������� ���� ����� ��
�������� ������ 
�������� ��� ��������� �
 �������� ��������  ��� ������� ���

������ �������� ������ ���� ��� ��%�� C���� *���� E7�/6 ����� � ��	�������
���� 
�� ���������� �
 ������� ���������� ����� ��� ������ �������� ���%
�������� 
��� ��� ��������� �
 �������� ��������  �� ����	���� ������� ������
�
��� 240 �� ���� ��� ����C����� ����� �� ��� 
�������� ��� �����	� ����� �
��� ����	���� ���)��� 1 ������ �
 ���� ��� ������ "40 $�# �� �������� 
��� �
������������� ���������� ��� ��� ����� ���� ��� ����� �	������ ����� 	����
�������� 	� ��� �������� ��������� ��������� �
 ��� ������ 
��� ��� ���������
�
 �������� ��������  �� ����� ����������� ���������� ��� ��� 
�������� �

� ���� ���� ����� ����� ���� ��� 
���� �
 ��� ��������� ��� ������� �������
���� ��� �������� *���� E7�/@ �������� � ���������� �
 ���� ���������� ����
������������ ������� ���� ���� ��� ��"���"��� ����������� ������'� ��%
������� �� )��� �� ��� ,E./0� ���������� 	������ ������ ��� ���������� ��

��� �� �����

�7�* ���������� ���
�� /���+����
"����0(������
��� "������

 �� �	��� ��	������� ����������� ���� ��� ��������� ���� F��������G "��	%
�������# ���������� ����� ��������� ���������� �
 	���� ������������ ���� ��%
��� ��� ���� ��������
������ ���� ����������� �� ��� ��	������� 	� ����
���������� ���
������� �
 ����������� ���� �������� ���� ������)������ �

����� 
�� ��� �	������ 	��������  �� ������� ���� �
 ��� ������ ��� ���%
����� �	������ ���� ��� ������ �
 ������� ��������� ������ �������� �����%
����������� ��������  ���� ��� ������������� ���������� ���� ��� >���� ���
������������ ������'�� ��� ��������� ���� �������� ��� ��� ������ ����
��5��� �� �������� ����� ������� ������� 	������� ��� ��� 	� ���������� ��
� ������ ������)�	�� ����� ��� ��	������� ����������� ���� 	��� ��������
�� ��� ������� :������ �	��������� �
 ��� +� =��������� ����� "+�=�# 	�
2!���	� ��� ���������� �� ��� ��B����� ������A (i) ��	��%��� ����������� �

������������� E�. � ������ "��� *��� E7�/9# ��� (ii) ������ >�� ������%
����� �
 ;8 � ������ ��� 31◦ ����������� ��� ������������� E7 � ����C�����
���������� ����� <� � ������ �
 ������� 	��� ��� ��� �����%�������� �������
��������� ���� ��������� ,@-� @8� E;E� E;.� E;-0� ���� �� ���� ������ �� ���
��	��%��� ����������� �������� ���� ��� ������� ���������� 1������� ��%
��������� ���� ���� ���
����� 	� &
1	�"��� ��� #��"�� $���� �� ���
��� $����� �� ��� ,.@/� .@-� /E/� /..0� ���� �
 ����� )������ ���� ���� 	�
�������� �����
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���� ����$� �!������ &top( ��	 -!���)��-! &bottom( �� �!� ��������� =��� ���	
�� #*���� �� ��� �� ��������� 	�� �������!� �5-��������� &A��� ;/�" �3�<�(

�7:):� #�	 #���	&#�� *+�	���	��

2!���	� ��� �����	������� ��� ���� 
��� �����%����� ����������� �
 ���
�����  ��� �������� � ���������� >�� ���� � 	�� �
 31.6◦ ������������
������� ��� � ����� ������� ���� � E7 �� ����� �
 ������� ���� � ����C�����
��%�� ��
���� <� ���� ���������� ��� '���C ���� ���� ����� ���������
≈ 0.5 �� ��� ������ 	����� � �������� ����� ���������� /@�8 �� ������

��� ��� �������� �� ��� ����C����� ��%�� ������  �� ���� ��� ��������
	����� ��� ���� �� 
��� � ��������� ���� "����� �����%�����# ���� � ����C�����
��
��� ��� ���� ���������� ������� 	� ������� � ������ ������ ����� <�
��� ���� �
 ���������� ��� ���� ������� ��� ������ >�� �
 .7 �� ������
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��� �� � ������ ���� �� ������� � ����� - �� �� E. �� ���� �� ��� ������
�
 ��� >���  �� 	�� ������� ���� ���� ��� ��� ������ � ������ ��������
��
��� ������� ���� � ����C����� ������ ��� ��� ����� �������������� �
 ���
>�� ��� ������� 	� ��������� ��� �������� ������ � ���� ���� ������� ����
��� >�� ������ <� ��� ������ ��� ����� ���� �
 ��� >�� ��� )���� ����
� �����%
����� ������ ���� �������� �� �������� ��
���� �������� �
 ���
������ ���	��� ��������������� ���� ��� �������� ����������� ���)��������
�
 ��� ���� ��� ��� $��� �
 ��������� ��� �� ��
��� ��������� 2���������
��� �� 	� ��$�� �� ����� ������������� �������� 
����� 	������ ��� ������ ���
��� 	�� �������� 3������ �� �� ��� ��� ����� ������� ��� �������� �� ��� �������
��������� ��� ������ �� �������� ��� ������ ��� ��� ��������� �����

 �� ���� ��'���� �� ��� ��������� ���������� ��������� �
 ��'������ ���%
��������� ��������� �
 ��� ��������� ��������� �������� �� �������� ���%
���������  �� �����%����������� �������� �
 ��� ����������� ������ ���
������ 	� ���� ��� 
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�� 0���*M� ���!�	 �� �������	 �� %���3�� ;1�4<� �!�� 	�,������ �� �!�



�4�� 9������!�� 9����� ����)���� �!���%*���������� ������� ���

���� ����%� ��������� =��� ���	 �� #*���� �� ���" ����������	 ���� �!� ���� ��
!���.����� ��)!� �!����� E��! ��)!� �!��� )�������� �� ����������	 ���� �� �!� �������
�� �!� ��-�)��-!� ���� $!��! �!� ��-�)��-!� �� �!� �����) )������� �������!� ���
�� ����������	� &A��� ;�3�<�(

������ �����%����� ������� ��������� �� ��� >�� ��������� ��� ���
������� ����� ������� ������ ��� ���� �������� *��������� ������ �����������
���������� ���� ���� ����������� ��� ���������� ����� ��� >�� �� ���� ,��
� ���� ���� �����0G ,E;.0� ���������� �
 ��� ������� ��'���� �������������
8 �� ����� �� ���������� ���� ��� �� �� ��� ���� ��� �������� ���� �������

��� ��� ������� ����� ������ ��� ����� 1�����"�� ��� 2!���	� ,@-0
����� ���� ��� ����� ����������� ������� ���� ���� ��� ������� �� '���

��� ����� ����� ,E;-0A

F*��� ������� ����� ��� ������������ ������� ��� ����� ��������������  ��
������� ������������� 	������ ����� ����������� ��� ���� ���� �� � �����
�
 ���� ���� >�� "≈E ����� �������� ����$#� ����� ��� �	��	�� �������
����� �� �������������� *�� �������� ��� �
 ��� ����� �������� ������ �

��� ������� ������� ������� 
��� ���������� �
 ��������� ������� �����
��� ��� �������� 	� ��� ������ 3������ ��� ������������� ��� )��� �������
����� ��� ���� �
 ���������� ����� �� *��� E7�-7 ����	�� ���������� �����
������� (���� ����������� 
�� ��� ������ ���� ����� ���� �������� 	����� ���
�������� 	������ �� 6.�8 ��� D�� �� ������� �� ������������ �������� ���
����� �������� ���� ��� ���� �
 ���� 	����� ��� ���� �������� ���������
��� ���������� �� �� �������� ����� ���� ������ 
��� �����
��� 	�������� �

������ ������� ��� ��������� 
������  �� ���� �������� ����� ������ � ����$��

��������� �������� -����	��� �� ���-������ �� ��� �$� �� -������� ���� ��������
�!�� �!� 	�,������� �� �!� �!��������� �--����!���



��1 �4 E5-��������� A��	��)� ��	 � ���-������ $��! �!� �!����

���� ������ ��-� �� ���	 ���-����) �5-��������� 	��� ��	 ��	�� -��	������� ���
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���%�- �� A�)� �4�80 &��� ����(� �!� ����� ������� $�� �� �������	 -���� &31.6◦(
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 �������� ����� ��� ����� �����
; <� ����� ����� ��������� �
 � ������� �
 �������� ����������� ����� ��� ����
����� ��� ����� ���� ���N�� ������ ��� ����� �����

; <� ����� ������ ���� ���� ������������� ��� �����	�� 	�������� �� ����%
����� �
 ��� ����� �����

; <� ����� 	� ���%
������� ��� �5����� �� ����� �� 
��������� ����� 	��$%
�������� ��� ��������� ����	������ ������� ���� �������G

 ���� ����� �� �� ������� ������� ���� ���� ���� ��$�������� ���� ��� ������
�
 2!���	� ,E;E0� 2!���	� ���1�����"�� ,E;.0 ���1�����"�� ��� 2!��,
�	� ,@-0 ���� ����������� ����������� ������������� ������� 
��� �����%>��
������ ������ ���� ������
��� �������� ���������� >�� ������������ 	�
���� ���� ������� ����� ������ 
�� � ������� ����%��������� �������� 	���� ��
��� ������� �
 ��� F�'������� >��G� ��)��� 	� #��"� ,E6/0 ��� ��� ��������

	 L!�� �� ����� !��� �� �!� 	�������� �� �!� ����� ������ ���� �!� ������-�� =��	
������ �!�� �� �5-�������� �� � -������� ������ �!�� �� �������� �� �!� �����-����
�� =��	 ��!������ �� �!� C������ ���������� ;0�" 0�" 0 " 0/" �84" �8�" �81" 184<
��	 �� �!� ���� ������ ����������" 0��� �� ��� ;�1 <� �!�� ��6�������� �� ��
��������-�� ������ ������ �5!������) ������ ������ �,���� �� 	��-�� �����	 �� �5%
-��������� ���	���� �� ���� ���!����� ��	 !�� ��	������� ���� ���� �����������	
�� �!� ������� 	��-����	 �� A�)� �4�8� ;�18<�
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����� 	� � ��	�� �
 ����� ����������� "���� ����� �	���� ��� �	�"�� ,-7E0�
6=.���� �� ��� ,/780� ��
������� ��� �	
� ,/880#�

 �� ���������� �
 ��� ��������� �'������ 
������ �� �� ��� ����������� ��%
������� ��� �� ���� ����� � ����� ��������� ���������� ������� ������� ���
�������� ������� ��������� ��� ������������ ����������� �
 �������� 
���
��� ������ <������������� �� ��� ����������� ������� ���������� ���������%
��� �� ��� 	��� ��� ����������� ������������ �� �� ��� �������� �������� ��
�������� 
��� &
1	�"��� ��� #��"� ,.@/0 �������� ���� ���� ������� ���
�������� ���� �
 ��� ������	���� ���	��� ������� �� �� ��� ����������%
��� �
 ��� ������������ <� ������ ���� ��� ������� ���� ���� ������� ��
�� 
���������� ���� ��� ����������� ������������� �� ��������� ��� ����
)���%����� ��� ������%����� ����� �� ��� ����������� ��������� ��� ���������

 �� ������ ���������������� �� &
1	�"��� ��� #��"�M� ,.@/0 ����� ��
	���� �� �������M� ����� ������� ������ ��� ��������� σxx, σyy, τxy, ... ��
����� �
 σzz ���

σxx = Kxσzz, σyy = Kyσzz , τxy = Kxyσzz , .... "E7�E7#

 �� ����� ������� ���5������ Kx,Ky,Kxy, ... ��� ��)��� 	� ��� ����������
������ ����� ���������� ������ ��� ��
������ ����������  ��� ������ ����� ��
������	�� 	� ��� ��������� ���� �
 ��� (x, y)%���������� �
 ��� ��������
��������

�������(x,y)(u, v) =

⎛
⎜⎜⎝

∂u

∂x

1
2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)

���
∂v

∂y

⎞
⎟⎟⎠ ,

����� ������������� �'���

�������(x,y)(u, v) ≈

⎛
⎜⎝

∂u

∂x
∼ 0

∼ 0
∂v

∂y
,

⎞
⎟⎠ "E7�EE#

�� ���� Kxy � 0� <� 
������ ���� σyy �� ����� �� � ��������� ������� �������� ���
���� ����� ������� ���5����� �� �� ��� 
���������� �
 ��� ��%���� �'������
���������� �� ���� 	��$�  �� ����� ������� ���5������ ��� 	� &
1	�"���
��� #��"� ��� ��$� 
���� 
�� ����� ���������� ����� ��� ����� �
 �� ���%
���� !������������ ��� ��� 
���������� ����� ��B�� �������� �� ��� 
��������
�������� <� ��� 
��������� �
 $�������� ��� #����� ��� $�������� ��
��� ,//8� /-.0 ��� ������������� "E7�EE# �� �������� 
�� x �������� �� ���
��������� �
 ��� ������ ��� y ������������ �� ��� �����	� �������� ��� �����%
��� γxy�  ��� ��� xy%�������� �� ������ �� 	� ����� �� ���������� �� ���
����������� ∂u/∂x ��� ∂v/∂y�&
1	�"��� ��� #��"� ������ � ���� �����
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��������� 
�� ����� ����� γxy �� ������ �� 	� �������	��� ?��� ��������� ���
��������������� 	� ���� ��� ��� ��� ����� (��� ������� ���� 	��� ���� 	�
�� ������ ������� ��� ���������� ��� ������������ �
 �������(x,y)(u, v) ���
�� ��)�� ����� �� ��������� 
�� � ����� ���������� ������ ��� �
�������� ������
���������� 	��$ �� ��������� ���������� ���������� ������ ���� #�����
��� ��������� ������� ���� �� �� ,E9-0�

 �� �������������� �
 ��� �'������ ��� 	� &
1	�"��� ��� #��"� ,.@/0
�� � ��"���"��� ����������� ������'� �� ������������ �� ������ @ ��� 9�
 ���� ����� 
������ ��� ���� �������������� �������� �� ���� 	� �������
� �	
��	

 �	������	 �� ����� ���� ������������ �� ���������� �����)�� 	�
��������������  �� ������ �� 	���� �� �������� �������� ��������������
����� ��� ��������� 
�� ��� ��������� �
 ������������� ���������� ��� ��
�
,.860� )��"	�� ��� &	��"��� ,EE-0� ��� ��� 	��� ������� 
�� �����%
�������� �������� �
 
��� ��
��� >���� ������" ��� ���� ,-/90� *�� ��������
���� ����� .��4 ,/.0 ��� &	��"��� ,.96� .9@0� �� ����� ��� �� ���� ���
������� �����

&
1	�"��� ��� #��"� ����$�� ����� ������� ������� ��� ��������� ���
	���$ ���	��� "��	��� ,-780#� ��� �������������� ���� ������� 
�� 	�� �����
��� 	���� 
������� "&��"���� �� ��� ,.6/0# ��� ��� �
 ��� ���%�����������
����������� �
 )��� �� ��� ,E./0�  ��� 
��� ���� ���� ��������� ���� ���
���������� �������� �
 ��� )��� ��� ��� ���� ����������� ���� ��� ����������

�� ��� �������  ��� ����� ����� ����� ����� ����� �� ��� ����$%�������� ��� �
����$ ������ �� ��� ����������� ����������� ��� 	� �������� 	� ���'�����
�������� ��� �������� ��
������

 ���� ��	������� ���������� ��� � ��>������ ��%�� ���������� ��������
���� ��� ��������� 	����� <� ����� ��� ����� ,.@/0A F �� �������� ��� ��������

��� � 	�� ���� � ���� ���� �����	�� ����� "�� ������� ��� �������� ��������#�
��� �� ���� � 20◦ �������� ����� ��� ��� ��
����� 	� � ��$� ��������
�	��'��� �� ��� >�� ����������  �� ��>������ ������ α1 "���� ����� 	������
��� ������� ��������� �
 ������ ��� ��� ������������ �
 ��� ��$� ��� ��������
������#� ��� ��� ��$� ��� ������ α2� ���� �����	���  �� ������� ��
��� �

������ ����� ����� ��� ���$�� ���� � E7 �� �'��� ����� 1 ���������� �

��� ��	������� �������� �� ����� �� *���� E7�-/�

1 ��������� �
 �� ���������� ���)���� ���� α1 = 60◦ ��� α2 = 33◦ ��
����� �� *���� E7�--�  �� 	�� ��� �� ������� ��� ������� ��� �������� ��
�����%� ���� ��� 	� ���������� 	� � ������� �����%����������� ������� ��
����
�� �� ��� ��)������ ������� ����������  ����
���� �� ��������� ������� ����
��� ��� ������� ������	���� �
 �������� ���� ��� 	� ��� ������ ?� �����
��� ������ ��� ��������� ����� ��� �������� �
 ��� �������� >�� 
���� ����
������������ ���� ��� ���������� �� ��� ����� �
 ��� 20◦ �������� ������  ��
����� ��� ����	����� �� ����� ��� ������ ��%� �������� �� ��� ��$�
����� ���� � 
��������� �������� ���� δ = 20◦ ��� φ = 25◦�  ���� 
�������
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���� ������ �!���)��-! �� �!� ���������� �--������ �� �!� B��������� �� G�����!
�������� ���	 ��� 	�=����	 ���%��� �5-��������� &A��� ;1/8<�(

������ ��� ������ � ����� ����� �
 ����� ������� �� �������� ��	������� �����
	� ������� � ������� ���� �
 	���� �� � ����� ����� ����� ���� ������������A
"i# �������� ��� ���� ����� ���� ��������� 	���� ������� ��� "ii# ��������
��� ����� �
 ������ �
 ��� �������� �����
�  �� ����� ��������� �������� ���
�������� �
 ��� >�� 
���� ��� ��� ������� ���D������ �
 ��� >�� ����� ���
��$� ������

���� ����������� ���������� ����	����� �� ��� 	���� �
 ��� ������� ����
"δ = 20◦ ��� φ = 25◦#� ��� ����� ��� ��� �� ������� ��� ������ ��%�
��������� �	������ ���� ����� ����� ������������ ���)��������� 1 ���%
������� �
 �	������ ��� ��������� ������ ��%� ��������� �� ����� ��
*��� E7�-8�  �� ����	����� ����� ������� ������� ����������� �
 ������
��%� ��������� �� ���� �� ��� �������� ��� ������	���� �
 ����� �������� ��
���� ��������  ��� �� ��������� �� �� ������������ ��� �	����� �
 ��� ����	�����
����� �� ��$� ������� )���%����� ����������� �
 ��������� ������ ���������
���������� ��B����� 
��� ���� ��� 
�� ����	������G ,.@/0�

&
1	�"��� ��� #��"� ���� ���
����� � 	��$ �������� �
 � ����� ��������
��������� �� ��� ������� ��� ����� �'������ ���'����� ��������� ��� ����
���� �������� �� ��� ����������  ��� �� ��� ����� ����	 �� ������� ��
����� '��� 
��� ����� ����� ,.@/0�
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���� ������ 9������� �� � 	�=����	 ���%��� �5-������� ����) α1 = 60◦ ��	
α2 = 33◦� �!� �5-��������� ��	 ��������	 =�$ -�������� ��� �!�$� �� 4�1 � ��%
������� ��	 �!� =�$ 	�-�! �������� ��� �� �4 �� ���������� �!� -����� ��� ���#�	
$��! � �4 �� �6���� )��	� &A��� ;1/8<�(
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���� ������ ���-������ �� �������	 ��	 -��	����	 ��5���� ���%�- 	��������
����) �!��� ��!�� �5-��������� ���+)��������D �( α1 = 45◦ ��	 α2 = 33◦ 	( α1 =
45◦ ��	 α2 = 45◦ ( α1 = 60◦ ��	 α2 = 45◦� �!� �5-��������� ��	 ��������	 =�$
-�������� ��� �!�$� �� �!� -���� �� ��5���� ���%�- �� �!� 	�#� -���� ��	 �!�
=�$ 	�-�! �������� ��� �� �4 �� ���������� �!� -����� ��� ���#�	 $��! � �4 ��
�6���� )��	� &A��� ;1/8<�(

F�� 1���� .;� E;7/ ������������� /7 ������� �3 �
 ���$ ���������  ����
(������ ���� ��� ��������� ����� ������� ��������� 	����� ��� ���� �

*���$� 1�	���� ��� $������ �	�� @7 ������� <� ��� ������M� ����� ���������
�������� "�!��� ,;80#�

 �� �������� �
 ��� *���$ ����� ��������� 	���� �� ������������ �� ���� �� ��%
����� ��� ���� �� �������� ��� ���� ���� ��� ��� ����	������ �
 ��� ������
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�� �� ������	� ��� �������� �������  �� ��������� �� ����� �� *��� E7�-6�
1 �������� ������� ��������� ����� �
 ��� �������%��� ���������� ��� ���%
����� 	� ��� =��������� ����� �
 ������� ���� ��
������ �� ���������� ���%
��� ��� ����� ��� ���������� �
 ��� ���������� C��� ��� ����)�� �� ��%
��������� ��� �������� ���������� 	� �������� ������������� /7 ������� �3


��� ��� ���� ��������� �� ��������� ������� �������  �� �������� ��������
�
 ��� /7 ������� �3 ����� ���� ��� ��������� ����������  ��� ����)�������
����� �	D������� �� ��� ���� �����)���� 
�� ��� ���
������� �
 ��� 
���������
������ �� ��� ��������� ��������� ������� �B��� ��� ����� �
 ��� ���� ������
���� �
 ��� ����� 	� ���� ���� E_�

 �� ����� �������� � ���� ����� �
 ��� ������� ������ ��� ������	���� �

��� )��� ������� ���� � 
��������� �������� ���� δ = 14◦ ��� φ = 40◦�  ��
��� ���� �
 ��� 	�$ 	���� 
������� ����� ������� ��� �������� �
 ���� �����
������� �� ��� >����� ���������  ��� ����� �� �� ����� ��������� ���� ���
�������� �
 ��� *���$ ����� �������� 	� #��"� ��� �!��� ,E6-0�

 �� ������ �
 ��� ����������� �������� �����	�� ��� ���� ����� �� � ��	��
�
 �����  �� >�� ����� �� ���� ������ E77 �� <� ������� ������ ������ ���
�������� ���� �
 ��� ������ ��� 	��$� �������� ������  �� 	�$ �
 ��� >�� ��
��������� ���������� �� ��� �������� ���� �
 ��� ��������� ������ ����� ���
������ >�� ������ �� ��>����� 	� ��� �������� ������ ����������� ������
� ��� 	��$ ���� ��� ������ ��� ���������� �� ��� ��������� (��� ��������
��������� �
 ����� ������� ����� ���� ��B����� ���������� ��� 
����� ����	��%
���� �
 ��� ����� ���� ���	����� ����� ���� 	����� �������������� ����
��� ���������G ,.@/0�

<� � ��������� ����� ,.@-0� &
1	�"��� ��� #��"� ������������ �B����
�
 ���������� ����� �������� ���� ��� ������ ��������� 
��� ��� 	������ <

M = ρV �� ��� ���� �
 ���� ��������� ��� ��� ���� �� ��� 	��� "M ���
��� ��������� �
 ������� × �������� ��� V ���� �
 � ��������#� ���� ����
'������ ������ ��� 	������ �
 ���� �� � ����� ���� ��� � ������� �����
��������� ���� v� ������ ��� ������� 	������ �'������ �� � ���������

���� "	����� ��� ��������� ���� ��� 	� �����������#� 2��������������� �

M �� ��� ������ ������ ��������� �
 ���� ������ ������ �� ������ �� �� ��� �

��� ����� ������� ���	���� �
 ���������N��������� ��������� &
1	�"���
��� #��"� �������� ����� ���������������� 
��� ����� ��	���� ������
���������� �� D��� ���� ��� 	������ ����� >���� ��� �����

V = E (| v | h) , "E7�E.#

����� | v | �� ��� ����� �
 ��� �����%�������� �������� ��� h �� ��� ���������
������ ������ E �� � ��������� ���� ���� ����� �� � 
������ �
 ������

 �� ����� �� ��� E;;; !����� ����� ���$ �����%��	��� ��������� �� ?������
����	���  ��� ��������� 	���� ���� ��� �������� �
 /77�777 �3 �
 �����������
���������� ���� ��� ���� ����� ������� �	�� -/7 � �	��� ��� ����� �� ���
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���� ������ 9������� �� �!� A���# ��	�� ����� ��	 ����6�� ���$� �� �!� ��������	
=�$ -������� �� 14 � ���������� �!� =�$ 	�-�! �������� ��� �� � � ��������� ��	
�!� ���	��) ������� �������� ��� �� �4 � ���������� �!� �
��� ����� ���� ��	������ �!�
�5���� �� �!� ���� ����� &	�)�����	 ���� ����	� *�-������� �� �����" �3�/ ;�0<(�
&A��� ;1/8<�(



��� �4 E5-��������� A��	��)� ��	 � ���-������ $��! �!� �!����

���� ����#� '���6�� ������ ���$� �� �!� �333 �����! C���� ���# ���	�%	�����
�������!� �� G�����! ��������" ����	� &-!���)��-!� �������� �� *� 9�����(� 	��
-!���)��-! ���#��) 	�$� ������" ������ -!���)��-! �!�$��) �!� ������� �� �!�
����#� &A��� ;1/�<�(



�4�� 9������!�� 9����� ����)���� �!���%*���������� ������� ���

���� ����$� ��������� �� �!� �����! C���� ���	���	� ���������) ��� �����������
�� �������� ���� �!� ������ ���-�� �!� ������� ��������� �������� ��� �!�$� �� 14 �
���������� ��
�� ����� �!�$ �!� ���-���	 ��������� &A��� ;1/�<�(

������� ���� �
 ��� ������ V %������ ������� ������ "��� *��� E7�-@#� 1 ���
������� ��������� �
 ���� �������� �� ���	�� ��� �� 	� �	�� �� �� ����
��� ������ ������ 
�� ���� ���� � $��������� 	� ���� 
��� � F����� ����%��$�
������� �� ��� 
��� �
 ��� ����� �����G ,.@-0 �� ��� 	��� �����	������ 	�&
,
1	�"��� ��� #��"�M� ����������� 
�� ��� �����������%
��� �����  ���
�� 	�������	�� �	���� ��� �� �	 ��������	� �� ����� ��	 ���	 ��
���������
� ��	 �����	�	� E ��� �� �	 	
�����	� 
��� ���� �� ���������� ������� �
HI@-@@@ �3 � 
������	�-  �	������	� 
������� �	��
��
 ����� �	 ������
	� �
?� ����� ��� ����� &
1	�"��� ��� #��"� 
��� E = 1.9 × 10−3 �−1

������� �� ��� '����������� ���� C��� �
 *��� E7�-9� ����� ����� 	��� ���
�������� ��� ��� �	������ ����������

1 ������������ �
 ���� ����� �� ���� ��� ����������� �������� E ��� ��%
�������� 
��� ��������� �	���������� �
 ��������� �����  ���� ���������
��� 	��� �� 	� ��������� ��� ���� �� ���� ������ �� �������� ��� ��%
����� �������  ��� ���� ������ �� ���� � �����	�� ����������� ����� �� �����
���� ������ '����)������ 
��� ��� �������� �� ��� ����� ����� �� � �����%
	�� ��������� ������ ���� ��� ��� ������� ���� ����������� ��� ������ ���
��%�� �����)�������

#�	 �	��������� "��� .��! ����� "��	�  �� ����������������� =��%
�������� (��� *��� =��� "=(*=# �
 ��� !�� O��$ ����� +��������� ��



�� �4 E5-��������� A��	��)� ��	 � ���-������ $��! �!� �!����

���� ����%� ���-������ �� ��������	 ��	 �������	 ��������� ��� �!� �����! C����
���	���	�� �!� ������� ��������� �������� ��� �!�$� �� 14 � ���������� &A��� ;1/�<�(

?B���� ���������� �
 ��������������� �������� ��������� ���������� �����%
����� ��� ������������ �������� ������ 
�� ��� �� ���� �� �����%��������
������� ����������� ��������� ����� ��� ������������ ��
�����  < 1!.3
,-6@0 ��� ������� �� �� ��������� �
 ��	������� ����� �� ���� �� )��� �����������
<� � ������ �
 ������ ,/E/� /E9� /.7� /.E� /..� /./� /96� /9@� -./0 ���� �����%
���� ����� ����� �� ��� ����������������� ������� ���������

 ���� ��������� ����� 
�� ��� ������� ���������� �� ��������� �� ���� �

2!���	� ��� ������ ,@-� @8� E;E� E;.� E;-0 ��� ��B��� �� ��� ��������� �������

��� ��� �������� ��%����� �� ��� 
��� ���� �� F��������� ��� ����������
��������G 	� �������

σxx = σyy = Kact/pasσzz "E7�E/#

��� ��������� ��� 	����� �
 ��� ����� ������� ���5����� ��������� �� �������

∂u

∂x
+
∂v

∂y
"E7�E-#

�� �������� �� ��������� <� ����� ������ ��� ��� ����� ������� ���5������

�� σxx ��� σyy ���� ��� ���� �����  ��� ����� ���� ��� ����� �������
���5������ �� �� 
��������� ������� ��� �	D�������� ��'���������  ��� ��
�������� 	� �� 	������ ��� ��������� ���������� ��� ��B����� ������ (���
�������������� �
 �	D������ �������� ������ ��� 	����� ���	D������ 	� ���
���� �������������� ����� ������ ����������� �� ��� � ��� �� ����� ��� ��B��%
����� ���� �������A ��	 ��:	�	��	 � ��	 
��	

 ���
��	 �� ���
 ���� >���������
&
1	�"��� ��� #��"�M
 ���
��	A ��� ���� � ��	 �����
 �� ��	 /$�/ �

���� ��	 ���	� ����� 
��	

 ���
������	
 �� ������ 
��	

 	:	��
- ��	�	�
 ��	
����	� �� ���= >�� ���
 �	����A ��	� ��	 ���
	� �� � ������������ ���	�� �


�
 '� ������" �!��� ��� ���� ��!�� 	�,�������� A�� ��������" �!� (x, y)%����	������
�� �!�� ���# ��� ��� �������	 �� �!� -�����-�� 	��������� �� �!� �$�%	����������
���� �� �!� ������ ������� �!�� ��� ���� ������ ��" �� �!� 	�$�!��� �������� ���%
-����� �� ���! ���)�� �!�� �!� �����%���-� �������� ���-������ ��������" �!�
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$����� �� ��� ,/..0 ���$ �� � ������� >�� ���� �� �������� ����� �	�����
������� �� E777 � ���� � ����C����� ��
����  ��� ���� ������� 
��� ����%
�������� ������� 	� �� ��� ������� ���� ���� ������������ )�������  ���
���� ����� ���� ����  < 1!.3 ���� ��� ���� �������� ��� ���%�����������
���������� �������� �
 #����� �� ��� ,E@@0� �������� ���� �������� �� �
���������� �
 ����� ������������ ����������� ��� � ��	������� ����������
�������� �� $���� �� ��� ,/E/0�  ���� ��	������� ����������� ���� ��������
���� ���� >��� �������� �� � �������� ������  �� 
�������� ��������� ��
��$�� 
��� ����� �����A F<� ������� E;7 �� × 67 ��� ��� ��������� �
 ���
������  �� )��� ������� ��� ������ �� ������ �
 23.9◦H44.3◦ ���� �� ��D���	��
����� 2�������� ���� �������� �������������� �� ��� ���� ���� �
 ���� ���%
���� ������ 
��� � ������� ��������� �� � ������ ����������� ����������  ��
������ ������� ��� D����� �� � ������ ������� ���� ������ 
��� 1◦H2◦ ����%
�������  �� ���� �������� 
��� ��� ��������� ��� ��� ∼ -/ �� ���� 
���
��� ����������� ��������� ��� ∼ -.8 �� 2�������� ���� ��������� ���� ������
������ �� ���� ���� E@@H.87 µ� 
������� ��� ����  �� 	���� 
������� �����

�� ��� �������� ��� ������ 	� � ��	�� �
 ������� �� ��� �� 18◦H29◦�  ��
����� �������� ������� 
��� ��B������� �� ��� ���� ������������  �� 	����
������ ����� �
 ���	����� ��� 36◦� ?��� ��� �������� 
������� ����� ��� ���
�������� ������ ����� �
 ���	����� ���� 37.3◦�  �� ����������� �
 ��� ����
��� ������� 	� ����������� ����� � ����C����� ���� ��� ���D����� ���� ���
����� �� ��� �� ������������� :���� 
����� ���� ���� ������� ���� � �������

���� ���		��� ��� ��� ���� ����������� ��� ������� �������� 
��� ���

����� 	� �������� ��� ������� ���������� �� ���� �� ��� ������� �
 ��� ����
��� ���� �
 ��� >����� ����� ?����� �
 ��� ��5���� �� ������������ ��� ����
�
 ��� >�� ����� ���� ����� ���� ��� �������� ��� ������ ������� ��� 	�%
���� �
 ����������� ������������ ��� ����� �� ��� ����������� �
 ���������
�
 ��� >�� �� ��������� �� ����� 
��� 1− ∼ 2.5 ���

1 ������� ���������� ��������� �� 
������ "*��� E7�87#�  �� ����� ������
��� ������� ��� ��� �������� ���� )���� ��� �������� ��������� ���� ���� ��
��� 	��� ��� ������ >�� �� ��� ���� ������  �� ��������� ��� ������� ����
� ������ ������ �� ����� ��� �����	���� �
 ��� ����������  �� ���� ����
���� 	���� ����������� ���������� ���� ��� ���� ��������� ������ �� � ��%
�����	�� ������� ����� ���� ��� ����� ����� �������� �� 	� ���������� 
�� �
����� �����  �� ���� ������ ������ ��������� �� ���� �� ����������� �� ����
��� ���� ������� �������� � �������� ������ ���� ����� ���� �������� �����
��������� ��� ������ ���������� ������� ��� ���� ��� ��������� ���������
����������� ���� �� ��� ����� ���� �������� ��� ��������� �� ��� ���� 	����
�� ������� �� � �������� ����� ���� ��� �������	�� ���� ��������� �� ��� ����%
������ ��������� ���� ��� �������� ����������� �����  �� )��� ����������� �


(x, y)%����	������ �� �!� B2 ��	 2�A2 )���-� ��� !���.�����" ��� �!���	
�� ������� ���)��� �� �!� ����� �������� �!�������" ��6������) ���������� ������%
���� �������� �� �!��� ����	������ �� �� ���--��-����� �� ��� �� �!� ���������
�� �!� ��S�������� �� �!� I%-����	����



��0 �4 E5-��������� A��	��)� ��	 � ���-������ $��! �!� �!����

���� ������ E5-��������� ���%�- ��	 �5��-�� ����� �( �!������ 	��)��� �����	
���� �� ���)� �!�$��) �!� -�������� �� �������� -����� ��	 ���	-��� ������� �!�
��)�� �� �!� -���� $�� �������	 $��! � 	�)���� ������������ ������ 	( ������) ��
�5-������� �� 44.3◦ $��! � ���� �� �1��8 )� ���)� ��#�� 4�18 � ����� ����� ��
�5-�������� ( A���� -������� �� �!� ���	-��� ���� �5-������� �� 31.8◦" $��! � ����
�� �1���� )� ���)� ��#�� 8��8 � ����� ����� �� �5-�������� �( A���� -������� ��
�!� ���	-��� ���� �5-������� �� 44.3◦ &�� -��� �(� ���)� ��#�� ��1 � ����� �����
�� �5-�������� ���� �!� �!����� ���� �� �!� +��� -�������" ��	 ���� 	����� +���
-������� �!�� �� -��� �� �!� +��� ���	-��� �� �������	 �� �����$ ��� ��������������
&A��� ;8�8<�(

��� ���� �����	��� � ����� ������� ���� ��� 	��� �� ��� ����� ���� ������� ���
��� ���� �� ���� ������ �� ��� ���� ���� ������� ���� �������� �� ��� �����
����� �
 ��� ���� ���� ��������  �� ���� ��������� �� ���� �������� ��� ��
����������� �� ������ ������ ��� ����� �
 ��� 	���� 
������� ������ �� �����
���� ��� ���� ��� �������� �� ��� ���� ���� �������G ,/E/0�

$���� �� ��� ,/E/0 ���� ���� ���������� �
 ����� ��	��%��� ����������� ����
�������� ����� *����� E7�8E��	 ���� ���� ������ ���������� �
 ��� >��
���������� ���� ��� ����������� 
�� ��� ���� �
 � ∼ 425 � ���� ��� ������
�
 38.5◦�  ��� ����� ���� ��� ����� ���� ���� '��������� ���������� �
 ���
�������� ���� ������ ����� ��� ��%�� ��������� �
 �� �B��� �
 +0.35 �� �������
�� ��� �������� ������� ���� �������� ���� ������� )������� ��� ������
�
 *�� E7�8E ��� �� 	��� 
���� ������� 	� $���� �� ��� ��� ����� 	� ���
����������� ����� ��� 	���� ������� �
 ��� ����� �
 ��� +�=� ��� =(*=
����� ��� �������� ��� ����� ��� ������ �
 ��� ����������� 	������ ���
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���� ������ �������	 ��	 �5-��������� ������������ �� �!� ����� ��	 ���� �� � -���
�� )������� �������� ���	��) 	�$� � =�� -���� �������	 �� 38.5◦� �!� -��-�)����� ��
�!� �5-��������� ��	 ��������� =�$� ����!�� $��� $��! � ���� �,��� �� 4�8 � �		�	
�� �!� ��������� =�$� �( ���-�)����� �� �!� 	�$����-� 	�������� �� ��	�����	 ��
�!� -������� �� =�$ !��	 ��	 ����� 	( ���-�)����� �� �!� �����%���-� 	�������� ��
��	�����	 �� �!� $�	�!" ��	 �5������� ��	 ����)����� �� �!� -��� �� ��	�����	 ��
�!� 	�,������ �� !��	 ��	 ���� -��������� &A��� ;8�8<�(
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����� ��� ����������� �
 �� ������ ��� ��� ����� �
 &
1	�"��� ���
#��"� ��� ���� �������� ��� ������ �� 	� ���� ����������� � 	�������$
���������� ���� 	� ����
��

 �� ���� =(*= "+��������� �� ?B���# ��� ���� ���
����� �����������
�
 ���� >�� 
��� ��������� �� ���� ����������� ��� ������� �� ��� ���������
�
 �� ��������� ���� ��� ������� >��$� �
 :����� �� ������ �� (������ ���
����� �� ��� >�� ���� &�����  ����� 2��$ �� (��� �������� �����������
�������� �� ���������� ���� ������������� ���������� ��	��� �����������

��� � ���� ����� ��� 	��� ���� �� 
���
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�� *��� ���
��� *��$ ���������	

���� /���
�����
�

*�������� ��� �������� ���������� ��� ��� ������ 
��� ��� �����������
��������� �� ��� ������� ��������� �� ������� ���� ��� ���������� �
 ���
������ 	� ����� �
 ������ ��� ��B����� ��	������� ��������� ������������
<� ���� ������� �� ���� ����������� 
��� �� �	������ �	�
��	�	��
�  �� ��%
������ ��� ����� ������	����� ��� ������ �� ������	��� ��� �������� ���
������� ��
������� �	�� ��� >�� 	������� �
 �� ���������� �� �������
���$ �� ���� ��� ��� 
�������� ������� �� ��� ���������� �
 ����� '��������
��� ����� ���������� ���� ����������� ������������ �� ��� ������ ����������
�� �������� �������� ������	����� 
�� ������� 
��� ��
��� >��� �
 )����
���� �����������

 �� ������������ ������ ���� ���� 	� ������	�� ��� ������� ���� �� ���
��%������ �������	 ����	 �	�����	��� "2<:# ������'� ���� ����� ��� ��������
)��� �
 ��� ��
��� �� � ������� ��������� ��� 	� ��������  ��� �� �� �������
�������� �������  �� 	���� ���� �� �� 
������A 1 ���� �
 �� ��� ����� ��
���
�
 � >����� ������� ��������� �� ���������� ������ �� ���� t ��� ���� t+Δ t �
 ��� ��� ��� �������� ������ F
���� 1G ��� F
���� ?G� ��� ������� 	� �
��3 "������ ������ �������# ������� F3������������G �
 ������)�	�� ������
�
 ��� ������ ��������� ��� ��������� 	� ��������� 
���� 1 ��� 
���� ? ���
������� ������������  �� �������� �
 ��� � ����� �� ������ ��� ������������
������� 	� ��� ���� ��B������ Δ t 	������ 	��� 
�������

�� ������ �� ��������� ��� 2<: ������ �� ������ ��������� '��������
��� �� ��� �������� ������	���� ��� �������� �
 �� ������� ��� 
��� ��
���
>�� �
 ������� ���������� ���� ����� ��
����� <� ��� 
�������� �� ��������
��� >�� ������ ������� ���)������ �� �� �������� ����� ���� ������ ���%
������� ���� ��� ����C����� ��%�� C����  � ������ ��� �������� �
 ���
�� ���������� ����� �� �������� 
��� � ������������� ��� ��� >��� ���� ��
�������� ��
���� � ���%����������� 2<: ������ �� ���� 2����������� �� ���
���������� �� ��� �������� �
 ��� 
����	 �	������ ���� ��� ���������� *�%
��������� �� ������ �� �	���� ��
�������� �	�� ��� �������� ���)�� ������

� ���� �!�� ���� -���� �� �!�� �!�-��� ������� �����$ ;08" 88�<�
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��� ����� 	� ���������� ���������� �
 ��� �������� 
��� ��� ��
��� ���
��� 	��� �
 ��� �����  �� 
��� �
 ��� �������� ���)�� ������ ��� �����
��>����� ��� 
����� �� 
���� �
 ��� ���%������ ���������� ����� �� ��� �'�%
����� �
 �������  ��� 
����� �� ���� �
 ��� ���)�� �� ��
��� ��� 6N8 �
 �� ��
����	����� ��� ,E9/0� <� ��������� $�������� �	�� ���� ����� ���)�� ��������
������� ��
�������� �
 ��� ������� �
 ������� ���������� <� ���� 
�� ����%
���� ���� � �� ������ ��� '������ �� �� ���� ����� >�� ���������� ���
������� �������� 	������ ���� >��%��$� �� ���� �����%��$� ��� ��� �����
���������� ��� 	� 	��� �������������� ������	�� ,9/� //-0� 1������ �����%
���� ��
�������� �� ��� ����������� �
 ��� �������� )��� �� ��� ����� �
 ���
��������� ������ ��� ����� ��� �������� �� ��� ���������� C��� ����� ���
��������� ����� �� �����  �� 
����� >�� �������� ��� ������� ��
��������
�	�� ��� ������� ����������� ����� ��� ����������� ��������� 
�� ��������
����������� ������� ��� ������ �� �
 ��������� ���������� 
�� ����������� ���
��%�� ���������

���� )������� /��+� 3��
������� <)/3= "�����4��

1� )���� �� 	���>� ������ ���� 	���� ����������� ������� �
 ��� 2<: �������
���� ������� ��� ��$�� 
��� �
���� �� ���� ������ �� ��� ��� $�������� ��
��� ,9/� //-� /-/� /8.0 ���  �<M� ����� 
�� 2<: ,-690�  �� 2<: ������ �� ��
������� ������ ���� ����������� ���������� ��B������� �� ����� ����������� �� �
��������  �� �� �
 � ����������� >�� �� ��� ������ ���� �� 2<:�  � ��������
� ������� �� ��� ����������� >��� ����� ���%����������� ����	� �������	
 ���
������ �� ��� >���  �� 2<: ������ �� 	���� ��������� �� ��� ���������
��������A *������� ��� ����	 ���	�
���  	�� ���� ��������� ��� ���

�����	������
��������  �� 
������ ������	��� ��� ������� �������������� �� ��� �����
��������� )���� 2�������� ����� �
 	��������� ��� ����������� �� ����%�����
�������� ����� �� �������� ����� ��� � ������ ������� ��� ���� ������ 	�
�������� 	� ��������� ��� ���������� 
����� ������� 	� � �������  ����
��� ������ ���$ �
 ��� ������ �� �� ������ ����� ������������ "��� �����
��������# �� F�������G ����� � ������� ��� �
 �����	�� ��������������  ���
��� 	� �������������� ������������ 	� ����������� ��� �����%�����������

������ 	������ ��� ���������� 	��������� ������	������  � ���� ���� �� ��
��������� �� ������ 	��� � ������� �� 
���� 1 ��� 
���� ?� ��� ��� ��B������
	������ ��� �������� �	������ 
��� ��� ��� 
������

 �� �	��	���� ������� ������ �� �$������ �� *��� EE�E�  �� ����� ������ �

�������� "���� ��� ����� �����# �� ��� �����%����������� �������� ����� ����
����������� X,Y,Z �� �	������� ���� ������� �������� ��� ��%������ F�����%
�������� ������G� ��� � ����� �� ������ ���� ��� ������� ���� ���� ���
F������������� ����G �� ��� ���%����������� ����� ����� ���� ��� �����������
x,y, z� *�� ����������� �� ��� 
�������� ��� ������ F������������� ����G ���� 	�
��� 
�� ������ ������������� ����� �� ������������� �����



���1 �������� ���)� ����������� ���!��6�� � 8

���� ����� #���! �� �!� )�������� ���)��) �����)������ &A��� ;8�1<�(

��:�:� ���$	 ��	���� .�	��

*�� ���� �
 ��� ������������� ������ ��� ����� ��������� )��� ������� �� ����
����� �� ��� ����� ����� � ������ ���� ���� '����)�� ��� ����� ��������� �

��� ������������� ����� �� ��� �������� ������  ��� ����� ��������� �������
�� ���� 
������� �� ��������� ��� ������������ 	� ���� �� ��� ��������
���������� �
 ��� ���� ��� ��� ������� �������� 
�� � ������ �
 �����������
����� ������ ��>����� ��� 	� $��� ���������  �� ����	 ���	�
���  	�� ����
��� ����� ������ �
 �� ��������� �������� �� �������� ����� "����� ��� ������
��������� �� ��� �	������ ������ �
 ��� >��# ���� �� ��������� ���� �� ���
����� ������ (�������������� ���� 
������ ��� 	� ������ �� � �����
��������
	������ ��� ������� <� �� 	�������� � ���������� �
 ��� �����
�� 
������
��������	�� 
�� ��� ������������� �
 ��� F�B������G ����� ������ �
 ��� ��������
��� ��� ����� ������ 
������ ������	��� ��� ������� 	������� �
 ��� �����

 �� ����� ��������� )���� I (x,Γ) ��� I ′ (x,Γ + D) �� ����� t ��� t + Δ t
��� ��)���� ������������� �� 
������A
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I (x,Γ) =
N∑
i=1

V0 (Xi) τ (x− xi) , "EE�E#

I ′ (x,Γ + D) =
N∑
j=1

V ′0 (Xj + D) τ (x− xj − d) , "EE�.#

����� Γ = (X1,X2, ...,XN ) ������� ��� ��������� �
 ��� N ��B����� "������#
��������� �� ��� "�����%�����������# �������� ������ x ��� �������� �� ��� "���%
�����������# ����� ������ D ��� ������������ �� ��� �������� ����� "D =
X′i − Xi#� d ��� ������������ �� ��� ����� ������ V0 ��� �����
�� 
������
��� τ ��� ����� ������ 
������ �
 ��� �����

<� ���� ���� ��� �	����� � )��� �
 ��	��� �� ��� ������������� ���� 
�� ����
����� ��� ���� ������� �
 �����  ���� ��	��� ��� 	� ���������� �� ����
������ ��� ��� ����� ��� ��� 	� ����������� �� � ��	� 
���	 ����	�� ,9/0� <�
�� �� ������� ������ ���N�� ��
������ "����� � 
������ �
 ����#� �������� ��
�� ������ �������� �� ����� ���� ��� ������ �� ���� ���� ��� �������� ���
���� ��������� ����� ���� ������� ����� F�������G ������ ��� ������������� �����

��:�:� �����&����	����� .������

 �� �����%����������� 
������ RII (s,Γ,D) �� ��)��� �� ��� �����������

RII′ (s,Γ,D) =
1
αI

∫
αI

I (x,Γ) I ′ (x + s,Γ + D) dx

=
1
αI

∑
i,j

V0 (Xi)V ′0 (Xj + D)
∫
αI

τ (x− xi) τ (x− xj + s− d) dx, "EE�/#

����� αI ������� ��� ������������� ���� ��� s ��� ���������� ������ �� ���
����������� ������  �� 
������ RII′ ����������� ��������� �����	�� ��������%
����� 	� ����������� ��� F���� �����G 
��� ��� )��� 
���� "��������� )��� I#
���� ��� F���� �����G 
��� ��� ������ 
���� "��������� )��� I ′#� ����� ���
���������� ������ �� ��� ����������� �����	�� ���� �� �� 	� �������  � ��$�
���� ������ �������� � ������ ������� �� ���������� �� *��� EE�.� ������ ����
����� ��������� ��� ������� �� x1� x2 ��� x3 �� �� ������������� ���� �� ���� t�
����� ������ I �� *��� EE�.�� ?� ��� ���� t+ Δt � ���� ���� ����� �� ���������
x′1� x′2 ��� x′3 �� ������ I

′
�
 *��� EE�.�� <� ������� �� ���� ���� x′2 ��

��� ������ ��� ������������� �����  ��� �� ������ F���� �
 �����G� �������� ���
�����%����������� 
������ RII′ ����� �� *��� EE�.	 �� ��������� 	� ��$���
��� �����	�� ������������� �	�����	

 �
 ������� ��� ������� ��������� ��� ���%
������� ���� ���� ����� �� ���� ����� �
 ��� �������� �� x1 ��� ����� �� x′3�
���� ��� ������������ �� x′3−x1 ��� �� ��� *�� �
 ��� ��� �����	�� ��������%
����� ���� ���� ����� 	� x′1 − x1 = x′3 − x3 = d ����� ������  ��� ���
������������ d �� ��� ���� ��$��� �������������



���1 �������� ���)� ����������� ���!��6�� � �

���� ����� �( ���)� ��������� +��	� I ��	 I ′ �� ����� t ��	 t′ = t+ Δt " ���-���������
	( �!� ������-��	��) �����%����������� �� ��� -������� 	��-���������� &A��� ;8�1<�(

���� ����� 9� �5��-�� �� �!� �����%����������� -���� �����������) �!� ����������� ��
�	������� -������� ���)�� RD ��	 �!� ������ RC +RF � &A��� ;8�1<�(

RII′ ��� 	� ���������� ���� ����� ����� "��� ,.EE0#A

RII′ (s,Γ,D) = RD (s,Γ,D) + (RC (s,Γ,D) +RF (s,Γ,D)) , "EE�-#

����� RD �� ��� ����������� �
 ��������� �������� ������ "����� i = j#� RC
��� ���������� �
 ��� ���� ����������� "����� i �= j# ��� RF ��� >��%
����� ����� "����� i �= j#�  ��� ����� ���� RC + RF ������ ��� �������
������� RD �� ��� ������� ���� ���� �� ������ *���� EE�/ ����� �� ��%
��� �
 ��� �����%����������� ������ RD ����������� �� ��� ������� ���� �

RII′ �� ��� ����������� ����� ������ F)��� ���$G�  �� ����������� sx ��� sy
��� ��� ����������� �� ��� x% ��� ��� y%����������� �������������  ��� ������
��� 	� ���� �� 
������A  �� ���� ��$��� ������������ �� ��� ������������
d = (sx(RD), sy(RD))� ����� sx,y(RD) ������ ��� ����������� �
 RD �� ���
�����%����������� ������  �� '����� �
 ���� ���������� �� ����� ���������
	� ����������� ��� ����� �
 ��� ���� �
 ��� )��� ���$ ������� 	� ��� ���� �




�  �� �������� ���)� ����������� ��� A��� ������ A��$ 9������!��

��� ������ ������� ���$ "������ )��� ����� ���$� ��� ������� ���$ �
 ��� F�����G
RC +RF #A 1 ���� ����� ����� ���� ��� � ��� ����� ����� ��� �����	����� �

��� ������������

��:�:' ������ �	�������

<� �� �� 	� ����� ���� ���� ��	 ������������ ������ �� ��������� ������ ���
������������� �����  �� �������� ������ �� ������ ��� ������������ ������ ��%
����� 	� ��� ���� ����� Δ t 	������ ��� 
������ <� ��� ����� 	� ������ ��
�� ������� �������� ������ �
 ��� ��������� ������ ��� ������������� �����  �
�������� ��� 
������ ��������� ���������� 
�� >��� ���� ������ ������������
���������� ��� ������������� ���� ��C� ��� 	� ������ �5������� ������ ���%
��� ����� ��� /. × /. ��� 6- × 6-� 
�� �������� <
 ��� ������ ��������� ��
E.97 × E7.- ������ ��� ��� �	������ ������ )�� ��� ����� ����� C���� ����
E.97N/.× E7.-N/. I E.97 ��� E.97N6-× E7.-N6- I /.7 �������� ������� ���
��������� 
�� ������������� ���� ��C�� �
 /. × /. ��� 6- × 6-� �������������
��� ����� ,-690�

��:�:( ������� �� �	 ��5 ���	�

 �� ������������ �������� �
 ��� 2<: ������ ��� 	� ��������� �� 
�������
���� ����� �
���� �� ��� ��� $�������� �� ��� ,9/� //-0A

; �	������ ��� ����� ����N����� ���� ������������� ������
; �������� ��� ����� ��������� )���� �� ���� t ��� t+ Δ t 
�� ��� ���������%
���� �����

; �������� ��� ����������� 	������ ����� ����� ��������� )���� 
�� ��� �����
�����������

;  �� �����%����������� ����� �� 	��� 	� ��� ����������� ����� �
 ��� �����	��
������������

;  �� ���� ��$��� ������������ �� ��� ���������� 
�� ����� ��� �����������

������ ��� ��� ������� �����

; ������ ��� �������� 
�� ���� ������������� �����

���� 1%$��������� ���0>$ �
� ������� ����������

<� ���� �������� ��� 2<: ���%� 
�� ������� ���������� >����� ���� ��������
��
���� �� ������	��� *������� ��� F���G 2<: ���%� 
�� ����������� >��� ��
���������� �	��'������ �� 	������ ����� ���� ����� ��� �����)� ���	����
�������� 
�� "�����# F���%�����������G ������� ���������� *�� �������
��������� ����������� �� �� ���������� ������  ���� ��� ���� ���������
���	���� ���� ����� ����� ����� ���� ���� 	� �������� �� ���� �������� ���%
����� ���������� ����� ��� ��� 	����� ���� ��� 	� ������ ��
����� �� ��$�
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��B����� �������� ��� ��� �������� )���� ��� 	� ������� ������������

��� �	��� ��� 	���� ��� �����

��:':� #�������	� .����� ��� �	 8���� ��5 �	&8�

*������� �� 	���>� ������ ��� ��� ���%� �� � ���� ������ 1 �$���� �� �����
�� *��� EE�-�  �� ��D�� ������ �
 ��� 2<: ������ �� ��� ��3 �������  �������
���� ������ ���� �� ������ ������� �����
� *�� ������������ � ������ ����� �����
��� � ������ ��� �������  � ������� ��� ������� ��� ����� ��� ��� ������� �
������������ ��� � 2� ���� ��������� ��� ����%���������� ��
����� �����
	� ����������  �� ����������� >�� ��� 	� ������ ���� ������ ��������� ��
���� ��� ������ ��� ��� ��
����� ��� ������ ���� ��������

��:':� �	&8� ��� �������� ��������	�

 �� ���%� 
�� ������� ��������� ��B��� 
��� ���� ������	�� �	��� �� ���

�������� ��������A *�� ���%����������� ���������� ����� ����� ������ ��� �	%
������ ��� 	� ��� 
�� ������������  ����
���� �� �������� ������� ���%
������	�� >����� �'����� ���� � ��B���� <� ����� �� �������� "������# ���
���� 	��������� �� 	��� 
������ ��� ��������� ��� ��� ������� �
 ��� >�����
���� ��D���	��� *��� *��� EE�- �� �� ����� ���� 
�� F��� 2<:G ��� ��������
������	���� �
 ��� ������ ��������� ������ ��� >�� �� �������� �������� 
��
F������� 2<:G ���� �� ��� �����	��� 1������������� �� ������ ��� �������� �

������� ��������� �
 �� ����������� >�� �� ��� ��
��� �� �� ���� 	���%
��� ��� ��� 	���� ����� 
��� 	���� ��� ���������� ����� <� �� �����������

���� ����� B���� ��� ���%�- �� � $��	 ������ $��! ������ -��������� &A��� ;8�1<�(
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���� ������� ��������� ���� ��� ������� 
����	 
�������	� ����� �� ������	�
�� ������������ �
 ��� ��
��� �
 ��� ���������� �� ������� �5����� �� ������
��� �������  ��� ����� ���� �� �� ��� ���� �� ��� ������ ��������� �� ���
	�$ ��������� �������� ��� >��� ����������� �� ���������� ���� ��� ����%
������ ����� ��� ��� ������ ��B����� $���� �
 ����������� ������� �����
���� 	� �������� ����� �� ������� ������� *���������� ��� ������ ������ ���
������ �
 ��� ��������� �� ��� ���� ��� 	� ����������� �� ��� ���������
��� ����%���������� ����� �� �� �� ��������� "�� �� ��������# ��� �������

��:':' #	������� �	����

<� �� ����������� �� ������	� ��� ��������� ������� �
 ��� ���������� �'�������
�������� �� ��� ������������ �� �� � ������ �
 ��� �������  �<� ���
,-690� <� ������� ��� ������ ������ ������� "��3 �������# �
 ����  �<
2<:�1( E/%9� ��� !<P�! ����%����� ������ !<PP�� 1* .9�� 
N.�93
"������ �1 ������#� ��� ,//.0� � ������������ ��� � 2� �������� ��� <!�<=� 
2<: ��
������ *�� ������������ �� ��� ��� �� 
�� >����� "��������� ���
������� ��� �� ��� ������� ���� ���# �
 ��� ���� (4 J (4�1?&< J 67
� %-� ��� ,//E0� 1� ��� ������� 	��� ���������� ��� >����� 
�� ��� ������ ���
������ ����� � ������ ������� ��� 
������ ?����� ��� ���� ����� 	������

����� 1 ��� ? �� ������ ������ ��� ����� ����$ �� �� �5����� �� �� ��� >���

�� ����������� 	��� �������� *�� ��� ������� ���� �� ��� �����	��� *������� ��
�
 �	���� ����

���	 �� �����	� ��� ��"�
� ��	 #�
� 
��� ���� ��	 �������	


�� ���� ������	
 ����� �	 ��	 
��	� ��������� ��	 
����	� � ��	 
	���� ���	
�
 ��	�	� �� � �	�����	�� ���� ���	 ��	 �� �	������� �	�
��
- ����� �����
�	
��� �� ��
�������
 � ���� ��	 #�
� �	�	 �
	�� 5�	 ������ ���- �� �	�	���-
��� �	 ��%	� �� ���	 ��� ��	 
	���� ������	 ����� �	���	 �����	� ,9/� //-0�
������ ������ ��D������ �
 ��� >����� �� ����������  �� ������ �� ����
����������� 	� ��������%����� C��� ������ �
 ���� !<P�! !<PP�� 1*
E9H/8 �� 
N/�8 ∼ -�83 <* "������ �1J ������#� ��� ���� ,//.0� <� 
���� �����
������ ���� ��� �� ��� ����������� 	����� �
 ����� ������� �����	����� ���
'����� �������� �� ��� �1 ������� 1� ��������� �� ����� 11.2.3� ��� ��3
������ "����� �� ���# ��� � ��������� �
 1280× 1024 ������ ��� � �����
����� �
 12 	��� "212 = 4096 ��B����� ���� �����#� *���������� ��� �������
�������� ��������� �� 
�� ��	�� 
����� ��� �������  �� ���� ����� 	������
��� )��� ��� ��� ������ 
���� ������� �� ��� ����� �
 ��� �������� ������
�� ����� �� �� 	� �� ��� ����� �
 E µ��

���� 1%$��������� )������������ ������+
�
� ������� ���������

1� �� ��� ����� �������� ������� 2<: �� �	D����� �� ������� ������%
���� ������������ ���� ���� ������� ���� �
 ���� ��� �����)� 
�� ����%
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��� ���������� ��� ���� ��� �
 ������� ����������  ���� ��� ��� ���� �����
������ 
�� ������� 2<:A <������������ ��
��� ������� �
 ��� ���������
���N�� ��� 	��$����� ��� �����
��� ����������� �� �� �������� ��>��%
������ ����� ��� ���� �
���� �� ��� ��� $�������� ,9/� //-0� ?��� ��� �����)�

�� ������� ����������� ?����� �
 ����� ����������� ����������� ���� ����
	� �������� �� ��� 
�������� �� ���� �������

��:(:� �	�	��� *�����

?���� �� ����� �� ���� ����� ������ �
 ������� ��������� ������� 	��� ��
����������� ��� ���%����������� >���A

; (����� ������������ �� ��� ������ ����� "���%����������� ������%
�����#A  ��� �� ���� �
 ���������� 
�� ��������� ����� ������ ���������
�
 ��� ������ ������ ����� �� ��� >�� ��������� ��� ���������� C���� �
 ��	%
������� ����������� �������� ���� �� ���� �������� ��� ��>���� �� ������
����� �� ���������� ���� ��� ���� ����� �������

; 3����������� ��������� ������� ������ ��� ������������� ����A  �� �������
�� ��� ���� ���
���� 	� ���� ��
������  ��� ����� �� �
 ������� ����������
�� )��� 	�������� �
 ��� �������

;  �� ����� 	������ ��� �	��������� ����� ��� ��� ������ ��� ��� ������
	� 90◦A  ��� �� � 	�� ����� ����� ���� ��� ���� �� ���������� ����� ��� ���
����� ������	�� 
�� ��� ������������ ���%� �� ������  ��� �� ���� � ������%
���	�� ���	��� 
�� ������ ��� ����� ��� ������� ����� ��� ��������� <�
���� ����� ���� ������� ��� ������� ���� 
�� � ����� ������� �
 ��� >��
������ �� ��������� ����������� ����� ���
��� ������ ��������� ��� 	�
���
������

; 3��������� �� �� ��� ���� �
 ������� ����%����� ������ ��� ����� ���%
������ 	������ ������ ��� �	��������� �����A 1� �� ��� ������� ����� ����
����� ���	���� 
�� ����� ����� ��� ����� ������	�� ������������ ������

��:(:� ��������� *����� ��� �������� .��!�

*���� ��	 � <�$� �	G	����  ���� ��� ����� ���� ����� ���	���� 
��
������� 2<:� ����� ����� ��>������� 
��� ��� ���� �� 
��� ��� ��	�������
������������� ��>������� ���� �� �������� 	� ������� 	� ������ �������� ��
����������� �������� �
 ��� >����� �� ���� �������� >������ ���� ���� ���
����� �������� �� ��� ���� 	� �� �������� ������� � ����� ����� �� ������
��>������ ��� ����� �
 ��� >��� �� ��� �����  ��� ����%$���� �������� ��
%

��� ��� ����� ��� ���� ��� ����� ���� �� �������� ���������� ���� �� ��
���� 
�� ��>������� ,9/� //-0�

*���� ���� *�	������� ����$��$ 1������ �����)� ���	���� �� ���
���� �
 )�� ��������� >����� ���� ���������� �� ������� ����� �� �������������
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���������  ��� �� ���� ��������� 
�� ���%����������� ����������� >��� 
���
� ���� �� >��� ���� ���)��� �������� ���� 
�� �����%����������� 
��� ��
���
>���� 4������������ �������� ��� 	� ��������� 	� ���� �� ����%�������������
�������� ����� �� �������� ������ 1������������� ������������� 
����� ��� 	�
��������� 	� �������� ����� ������������ ���%�� ��� ��������� ������ �����
�������

0����� ������	 ����	��	�  �� ������� ��
��� ���������� ��� �
 �����
�����������  � ��������� ����� �������� ����������� �
 ��� ������ �� ���� ���
�������� ,9/0� ��� ����� �� ������� ���� ����� ��� ����� ��� ���� � ��������
������� ��� ��
��� �
 ��� 
����� �� ��������� ����%��������� ��� ��
��� �

��� ������ �� ������ ����������� ��� *��� EE�8�

���� ����� �$� 	�,����� �������� �� ����" �����	 $��! �( ���	 ��	 	( ������!� &A���
;08<�(

���� ����� �������	 �������� ��� �( ���	-�-��" ������-��	��) �� A�)� ����� ��	"
	( ������!" ������-��	��) �� A�)� ������ &A��� ;08<�(
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 �� �������� ������	���� ������������� �� ����� ����� �� ����� �� *��� EE�6�
������� ��� �������� 
�� ��� F���� �����G �� ������� ���������� ���� �
 ���
��������� ����� �� ���A ��� ��%����� ���������� ��� ���� �� ���� �������� ���%
���	��� �� �������� ��� ������������ ����� �� ������� ������ 4���������
���� �� ��������� ���������� "����� ���%��������# 	��$������ ��������
�������� ������� ��� 	� �������� ���� ��� ����������� ��� ������ '����� �

��� ������������ <� �� ��� ����������� �� ������ ���� ��� 	��$�����
�������������� ����� ���� �� ������� ������� �
 �����	��� �������� ���� �� ���
�����	�� ���� ���������� ����� ��� ���� !������������ �� ���� ��������� ��
��� ������ ��������� �� �������� ��� ������ 	� ������������ ��� �����%
���
C��� �
 �� ��������� �� ��� ����%���������� �����������

����������� 1������ ���� ����� ����� �� ������������ <
 ����� ����� ������
��� 	� ���� ��� '����� �
 ��� ����������� ���� �� �������� 	� ����� ��������
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��� δsj ������ ���� ����� ����� ��� ��������� ���� ��� ������������� �����
���� �
 ��� ������ ������ �� ��� ��� ������������� ���� c = c(δsi, δsj)A

c(δsi, δsj) =
n1x∑
i=1

n1y∑
j=1

P1(i, j)P2(i+ δsi, j + δsj), "EE�8#

����� i ��� j �������� ��� ����� ����������� �� ��� ������ ��� P1 ��� P2

��� ��� ����� ����� �� ��� ��� ����� �������� ���� ��� ������ ���%
����������� ���� c ������ ��� ���
�� �
 δsi ��� δsj ��� ��� �� �������� ���
������������ �
 ��� ������ �������� "���� ����� '�����8�� �� ��� ,.;/0� #����
��� %��" ,E8@0#�  �� ������ �
 �������� ����������� ��� ������ @_�



���/ �������� ����#��) ����������� &���( ��������) ���!��6�� �//

���� ������ �$� ����������� ������ ��-����	 �� ����) � ��* ������ 	����) �!�
������ �� )������� =�$� .
��� ������� ��-������ �!� ���� ���#)����	 ���# ��������
��	 �!� ��� �������� ��� ������ -��������� 9 ����� $��	�$ $��! n1x × n1y -�5���
�� ��������	 �����	 �� �	����+�	 ������ -������� �� �!� ���� ����� 9 ���)�� $��	�$
$��! n2x × n2y -�5��� �� 	��$� �� �!� ���
� ����" �� �� �� �����	� ��� -�������
��������� �� �!� ������ -������� �� �!� ����	���� ��5� ���� ���-�

������	� �#5 <� ����� �� ������� ��� ������� �
 ��� ��� 2 : ������%
������ #���� ��� ����� ,E890 ��������� ��� ����������� �
 ��� ���� �����
���������� �� ��� x% ��� y%���������� 	� ��� 
�������� �'������A

cx(δsi, δsj) =
n1x∑
i=1

n1y∑
j=1

{
[P1(i+ 1, j)− P1(i, j)]×

[P2(i+ 1 + δsi, j + δsj)− P2(i+ δsi, j + δsj)]
}

"EE�6#

���

cy(δsi, δsj) =
n1x∑
i=1

n1y∑
j=1

{
[P1(i, j + 1)− P1(i, j)]×

[P2(i+ δsi, j + 1 + δsj)− P2(i+ δsi, j + δsj)]
}
. "EE�@#

 �� ����� ����������� ���� R = R(δsi, δsj) ��� ������� 	� ��� �� �
 �����
����� ����������� ����� c(δsi, δsj)� cx(δsi, δsj) ��� cy(δsi, δsj)� ��������� 	�
��� ������������� ��������� 
������ k, kx ��� ky

R(δsi, δsj) = kc(δsi, δsj) + kxcx(δsi, δsj) + kycy(δsi, δsj). "EE�9#

 ����� ������������� �� ��� ���������� ������ ���� ���� ���������� 
���
δsi ��� δsj ���� ��� ������ ���� �
 R �������� ?����� ��� ��������� �




�/0 �� �������� ���)� ����������� ��� A��� ������ A��$ 9������!��

��� ���� ���� �� ��� �����
��� 	������ ��� ������ �������� ��� ��� 	��$�����
���� �� ���� �����)����� �� �� ������ �� ������ ��� ������ 	������� <� ����%
��� ����������� ��� ����� �
 c(δsi, δsj)� cx(δsi, δsj) ��� cy(δsi, δsj) �����
	� �	�� 67A.�-8A.�-8�  ����
���� .� -; ��� -; ���� ������ �� ��� ������%
��� 
������ 
�� k, kx ��� ky ������������ "EN67AEN.�-8AEN.�-8 ≈ .A-;A-;#�  ��
������� �
 ���� ����)�� ������ �� > 98.5% ,E890�



�� ��������� ,-�������	 9	��& ��� ��6

%��	������ ������.��

<� ���� �������� �� ���� ������ ��� �5������ �
 ��� �������� ���������
������ �
 $�������� ��� #����� ,//80 ��������� �� ����� 4 ,//80�  ����
��� ��� ���� �� ����$ ��� �������� �
 � ������� �� ��� ��� ����� ��� ���
����� ��� ������ �� ���� �������� ��� F������ ��� �������� 	������ ���
������ ��� ��� �������G� ����� �� ���� �����%����� "������# ����������� ��	���
�� ��������� >���� �� ��� ����� ����� ��� ���
������� �
 ��� ������ ���
	� D���� 	� ��������� ����%���������� ��	������� ����������� ������� ���
����������� ���������� �
 ��� ����� �'������ ��� ����� �������� ���������

 ���� ��� ���� 
������ ���� �������� �� ���������� ��>���� ��� ���������%
����� 	������ ������ ��� �����������A

E� &�	������� ������������A ��� ������������ ���%� ��� ��� ����������
������'�� ��� ��������� ���� ��� ��������� ���� �
 ��� ���������������

.� ���������� ��� �������� ������ �� ��������	�� 
�� ������� ��� ����� �'�%
����� ������������� ������ ������ ��� ��������� ������� �
 ����� �'�%
������

/�  �� ����������� ����� �� ������ ��� ����� �
 ��� ����������� �
 ��� ��������
��������

?����� ��� ����� �'������ ��� ��������� ���������� ���� ����� ��������
������� �������� ���� ���� �������� ������������ ������������ ��� ���%
����� ��������� ���� �� ������� ��� �������� �
 ��>������ ��� ������ ���%
������� ���� ���� ���������� �������� ���� ��� 	� ����)�� 	� ������������
<� ���� �������� �� ���� �����	����� ��� �������� ���'��� �
 ��� ����� �'�%
������ ��� �5������ �
 ��� �������� ������ ��� ����� ������� ���� ���
��	������� ����������� ���
����� ���� ����������� ����%���������� �����%
�������� �� �� �� �������� ���������� ������'�� +���������� �� ���� 	�
������������ ���� 
�� ��� ���������� �
 ��� ��������� �������� ��� ��������
������ ����� ��� ������� ������� ��� ������������ ������ ��� �� ���� ����
����������

1� ��������� �� ��� ���� �������� �� ���� ��$� �� �
 ��� �������� �����
����������� ������'� �� ������ ��� �������� �
 ��� �	������ ��
��������� �

��� ����������� >�� ���� � ����� �����  �� ����� ��������� �����	�� �� ���
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����� �'������ �� ��� �������� �
 ��� ��������	 �	��	��� 
��� ���������� ��
��� ��%�� C��� ���� �� ����� �� ���� �� � �������� �� ���� ������� ������ �

	��� ��� �������� ��� ��� ������ �
 ��� 
��� ��
��� >�� �
 ���������� ������
� ���������� �
 ��� ������������ )������ ������� ����������� ������������  �
�� $��������� ��� ������ "�� ��� ������ 	� ��$��� ������ �����������
���� ��� ����������� �����������# ���� ��� 	��� ��������� 	�
���� *�� ����
������� �� ������ ��������� �� ���� ������� �� ��
�� ��� ������ �� $��������
�� ��� ,//-� /-/0�

���� 1%$��������� (������

���	 �	��	�� ��� �����$	�	� �� ���
����� ������� ������ �
 ��%
��������� ���� � ����� ���� �� ����� �� *��� E.�E�� �������� �
 ����� ��
%

����� ����� ��������� ���������  �� ����������� ����� �
 ��� ���� ��������
����� ������� �� 45◦� �� ������ ���������� ���� ��� ����C����� ��%�� C����
�����)������ ��� ������� ��� �� 
������A (i) ���� �������� C���A ������ 1560
��� (ii) ������ �������� ���������� C���A "�����# ������ 370 ��� (iii)
����� ����C����� ��%�� C���A ������ 2250 ���  �� ����� �
 ��� ����� �����
�� 1600 ��� 4����������� ������ ��� ��$�� ���������� �� ��� ����� C���� 	�
��������� ����������� ���� "�����������# ��������� ���������� ��� ��	�������
������������ �� ����� ��� '����� ��� �����	����� �
 ��� ������������ <�
����� ���� 	� ����� ����� �
 ��� ������� ��� ������ >�� ������� ����� ��� �����
����� �� � ������ ������� ��� ����� ��� ��� ���� ���� 	� ������ ��������� 	�%
���� ��� ���� �� ���� ����� ��� ������ <� ��� ���� ����� ���� �
 ��� �����
�� �������� ������� ����$ ���� ��� ���� �� ������A ��� ���� ��� ���
����
��� �������� ��������� �� ��� ������� ������� ��� ��� �
 ��� ����� ���
������ 
�� ��� ������� <� ��� ������ �
 ��� ��� �
 ��� �������� �������� � ���
�� 
��� � ������ �� ������ �� ���� ��� ������� ���� �
 ��� ��������  ��
��� �� ���� �
 ���������� ���� ��� ��������� 
���� ���� �
 ������ ��� ���
��������� 	� ��
����  ��� ������ �� ��� ������� ������� �� � �������� �	�� �
����C����� �����  �� ������� �
 ��� ���� ��� >������ ��� �������� ��� ����$
��� ��� 2� ��� ��� �������������

������ ���������  �� $���� �
 ���� ��� ���������� ��� �� ���� ��� ����%
��� ��������� �� ��� ������%��� �
 ��� ���� "��� *��� E.�E#�  �� ���� ���
������ F�����%���G ��� F	��%���G� ������������� ��������� �� ����� ��������
"�����#� ?��� ���� ��� �$�� ���� �
 ��B����� ������������ *�� ��� �����%
���� ��� ���� ����� �	��� 30◦ �������� �
 � ������������� ��� �
 �����
195 �� �� �� ��� ��� �� ���� ��� ������� ���� �
 ��� ������� ���������  ��
����� �
 ��� 	��� �
 ��� ��� ��� ���������� �� 170 ���  �� 	��%��� ��
� �!�� �!��� $�� ����� �� �!� $��#�!�- -�������� �� �������4 �� ������

��	 �� ��� �� �!� *�-������� �� ���!�����" *������	� B��������� �� ���!%
����)��



�1�� E5-��������� *������ �0�

��	
� ����� *������ �� �!� )������� ��������� ���	 �� 	�,����� �5-��������� A��
���� �!� ���� 	������� ����� �!� ���� ���)�! �� �!� ��S�� �5��� &A��� ;88�<(�

V����. >����$ ���	 C��� ��-�

���� 	������� &��( � 4�� / −−
���� &#)( 8.72 8.91 0�84 ����

���� &#)( 29.30 −− −− G�)

φ 35◦ 30◦ 40◦ −−
δ 23◦ 21◦ 22◦ −−

���������� ���������� 
��� � ���������� �
 ����� 300 ���  �� ����� �

��� 	��� �
 ���� ��� �� 260 ��� !��� ���� ���� ��� �� ��� ���� ���� �
 ���
������������� ���������� �	��� 30◦ ������� ������� 
��� ��� ����C������
 ��� ������ �
 ��� ���� �������� ��� ������� 
��� � 
��� 
��� ������ �� ���

���� ��� ��� ��� �
 ��� ���� �� ��� ���� �
 ��������  ���� ���� ��� ���������
	� ��
��� 	� �������� � ���������� ����� ���� ��������� 	� � ���� 
��� ���

������� �
 ��� ��� �� ��� �������� ���� "	��$ �
 ��� ����# ������ �����	���
��� >���  ��� ������ �� ��� ������� ������� �� � �������� �	�� � ����C��%
��� ����� *���������� ���� ���� ������ ��� ���� ���� �
 ��� ���� ���� ���
��������� ���� 	��$�����  ����
���� �� ��� ��)�� ��� ������� ������������
�������� �� 	� (u0, v0) = (0, 0)� ����� ���������� ���������� ��� �������� ���
	�� 
������� ������� ��� ������� ���� ��� ������ ��  �	�� E.�E�

"�	����� 1 ������ �
 ����������� ��� �������� 
�� ����� ��B����� ����� �

��� ������� ��������� ���� ����� ��� 	�� ����� �����������  �� �����������
���� �������� 
�� ��� ����� C���� �
 ��� ���� ���� ����������� ��� ����
�����������  �� ��������� ��� 
�� ��� ����������� ����A '���C� ������ ����
��� ���� "���� �����������#�  �	�� E.�E �������� ��� ��������� ��
�������� 
��
��� ���������� �
 ��� ���� ������������ ���� �������� ������ ��� ����������

������ ��� ��������������  �� ��
���� �
 ��� ���� ������� �
 ��� ���%
��� ������� 	���$��� �
 ��� >������ �������� �
 ��� ����$ ��� ��� ���������� �

����� ������� ���� ��� ������� ��� ��� �������������� 1�� ��� ���������� ���
�������� ������������� ��� �������� ��� ���������������� ��� ������� ��
����������� ��� �	������	 �
 ��B����� 
���
 ��� ��������� �
 ��� �����������
�����  �� ����%���� ������ ���������� �� ���� ��� �� ���� ��� �� )�� ���
�������������� 	������ ��� ���������� ��� ��� ����������� �����������

� �!� ���������� ��������������� ��� �!�� $�� ����� �� �!� ���������� ���!������
$�  ����� �� �!� 
��������� �� �!� *�-������� �� ���!�����" *������	�
B��������� �� ���!����)��
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5	����� "	����	�	�� 1� ��������� �� ��� ���� �������� ��� �������� �

��� ����������� ��� ��
������ ������� �������� �� ������� 	� ��� 2<:
���������� ������'� ���� �������������� �
 ��� �������  �<�  �� ��%
������ )��� �
 ��� ��������� �� ��� 
��� ��
��� ��� ��� 	����� �
 ��� ���������
��� ��������  ��� �������� ��
�������� �	�� ��� ���'��� �
 ��� �����%
���� �
 �� ������� ����� ����� ���� �����%�������� �'�������

%��&���	������� �����		�� ��� <	�$� ����	�  �� ����� �'������
������� ��� ���%����������� ����������� ε ��� λ�  ��� ��� ���������� ����
��� �������� �
 ��� ����������� �������� ��� ��� ����� 2������� ���� ���
���� �������� ��� ������� ���������� ��� �������� ��� ����� �'������ "-�9;#H
"-�;E# ������� ��� ���� ��������� >�� ������������ �
 ������� �� �� �� � �����%
����� ��	������� �� �� � ����������� ��������� �� � �����%����� �������
������������  ��� �� � �����'���� �
 ��� ����� ���������� �
 ��� �'������
���� ����� ������ ���� �� �������%��������� �� ��������%��������� 	�� 
���%
���� ����� �� ����  � ������� � �����	�� ������� ���������� ��� � ���� 
������

�� ��� �������� �����	���� 	��� ��� ������������ ��� ��� ������� ������
��� ��������� �� ����������� �����	����  �� ����������� �������� �����	���

�� � ��������� ����������� ��� ���� 	� ���������� 	� �������� ��� "	��$#
�����
�������� �
 ��� �������� "-�./#�  � ��$� � �������������� 	������
��� ������ ��� ��� ����������� �� ��� ��)�� � ���%������������������ �

��� �������� �����	���� �� ����� ��� ���� ������ ����� �� ��� x%� y% ��� z%
����������� ����� L = H = 100 �� ��� R = 100 ���  ���� ������ ������
���������� �� ��� �������������� �������� ��� ������� ������� �
 ��� ����������
������� ����� $��� �� ��� ����� ��������� ε = H/L = 1 ��� λ = L/R = 1�
 ��� ��������� ��� ������ ����� �
 ��� �������� ��������� ��� ��$�� �� ������
�� ��������� ��� �������

���$�	 ������	� �������	� <� ��� ������� �� ����� ��� ������� ���%
��� �� � ������ ����������� <� �������� �� �� ������ �������	�� �� )�� ���%
��������� ���� ������� �
 � ������ ���������� ������ ����� '���C �� �����
�������� �� �� 
�� � ��	������� ��� ������� ���� ���� ������ ��� �����
������ ������ 	����� ��� �������� ��� ��� �������� ������ �� �	������ �����
����� ��� ����������� 1
��� ������� ��� ��� �������� 	������ ���� ������
3���� ��� >�� �
 �� ���������� ����� ��������� ���� ������� ��� 	����� ���
��� ���� ���� �
 ��� ���������� ������� ��� ������ ������ ��� ������� �� ���
��
��� ��� ��������� ���� ��� 
���� �
 ��� ����������  ��� �� � �����'���� �

$������ ������� ����� ��� �������� �
 ��� ���������� ��� ����� .�  ����
����
�� �� ��� �� ���� �� ������� ��� 
������� ����� 	������ ��� ����������� ��������
��� ��� ���� ��� 	������ ��� ������ �����������  ��� ���� ��$� ��� 	��

������� ����� ��������%���������� !������������ �� ��� ����������� �� �����
�� �������� ��� �����	�� ������� ������ 	� �������� ��� ���� ���� ����%������
����� �
��� ���� ���������� ��� )����� ��� ���� �������������  ����
����
��� ����� ������ ������� ����� ��������� ��� ������������ ������ ���� ���
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������� ���� ��� 
������ ��� ���� 	� ��������	�� 
�� �����	�� �������������
	������ ������ ��� ������������

���� ����������� 
� ��������� (�$�� )�
5���

 �� �������� ��� ������� ���������� �
 ��� �������� ������	���� ��� ��� �����
�������� ������	� ��� �������� �
 ��� ���������� <
 ����� ���������� 	� ���
������ �� �������� ���� ����� ��� 	� � ���� �������������� 	������ ���
��������� ����� ��������� 	� ��� ������ ���� ���� ������� 	� ��� ������%
���� �� ��� ������� �
 ����� <� ���������� �� ��� ���������� �� ��'��� $����%
���� �
 ��� ����� ���)�� �
 ��� ������� �
 ��� ��������� �� ��� ��%�� C����
<�� ������� ������������� �� ���� ��������� �� ���� �������������  ���� ��� ���
������� 
�� ����� P������ ��� ����� ��%�� �������� "����# ��� ��� ������
���)�� �
 ��� ������� ��� ��� ������ ������ ��������� ����� ������� ��������
��� ������� ���� ������ C���� �
 ��B����� �������� ����� ��� ��� �������� ���
��C��� ��� �
 ��� �����)� ����� �� ��� ����� ����� �
 ����� �� ���� ���������
	������ ��� ������ ��� ��� ������������ ���������� �
 ��� ������ ���)��
�� ��� �������� ���� ��� ��� ������ ��
�� ��� �����	����� ��� �5������ �
 ���
������ ���� ��� ������ ��������� ����� <� ���� ���� ��� ������ ��� 	� ��� ��
������� ��� �������� ������	����� ����� ���)��� ������ �������� ������ ����
��� ����� ������� '�������� �� �� ��������� ������ ���� � ������� �����

*�� ����� �������� �� ������� ��� ����� ���)��� �
 ��� �������� �
 ����������
�
 ��B����� ����������  �� ����� ���)�� �
 ���� ��������� ������� �� �������
���� ����
��� ���� � ������������� <� ������� �
 ����� ��������� �
 ��� ����%
��� ���� ������� ��� ������� �
 ������ �� ���������� *�� ���� ����������� ���
����� ����������� ��� ��$�� �� "�	��# 200 �������  �� ���� ��� �����%
������� ��� ��� ���������� ��� �	������ ��� �������� ���� ��� �������
���������� �
 ��� ����������� ������������ !��� ���� ���� ��� ������������� �

��� ��������� ������ �� ���� ���� ���� �� ���� ���� ��� ��� 	� ������)�� 	�
��� ������ �
 ��� �������� )��� �������� 	� ��� 2<: ������������

�		�������� �� �	 ��������	 ?������� <
 ��� ���� �� ����������
������ ��� ������� ��������� ��� ����� ��� ������� ��� ���� ��
��� �� �������
��� ������� �
 ��� ������ ������� ��� ���� �� ��� ������� �������� �� ���� 
���
��� �� ��� 	� ��
��� ������������� �������������� �� ��� ����� ��� ��� �����
���������� ��� ���� ������������� ���� ����� ��� ����������� 	������ ���
����� 
��� ��� ��� ��������� ������� C��� �� ����� +���� ��� �������������
��� ������� 	��� ������ ������ ��������������� ���� ��� 	������ ��� ���
���� ������	���� ����� ��� ����� ��� 	������ �� 
����� ��������� �����%
����� ���������� �
 ��� ������ ����� ��� 	������ �� �������	��� �����'������
�� �� ���� ��5��� �� ��)�� ��� 	������� <
 ��� 	������ ������ 	� �����%
����� ��������� ����� 	����� �
 ��� 	������ �
 ��� ���������� ��� ������
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����	���� � �����	�� ��� ������� �������������� 	������ ��� ����������� ���%
������� ��� ��� ������������ ������������ <� ��� ����������� �� ��)�� �
������ �� ��� 	������ �
 ��� ��������� �
 �� ������ ������ ����� ������ �

��� ���� ���� ��� ������������� ������� "�� ������# �� ����� 	� � ������ �����
�
 ��� ������� ��������� 1��� ���� ���� ��� ������������� �
 ��� 	��������
�� ���������� ���� 
�� ����������� ���� ��� 	��%��� ��� ���� ����� 	� �� ��
��5��� 
�� �����%��� ����������� �������� ���� '���C ����������

���� 3�������
� 
� ��� "��
��

 �� ��� �� �� �������� �
 ��� ������ 	� ���� ��	������� ������������ <�
���� �������� �� ���� ������� ���� �������� ������ �
 ������� 
��� ��
���
��������� >�� �
 ������� ��������� �� � ��	������� ���� ������� �����������
����������� ��� $�������� �� ��� ,//-� /-/0� <� ���������� �� ���� �����������
��� ���� ��� ����������� ���������� �
 ��� �������� ������	���� �
 �� �������
��������� >�� ���� � ����� ���� �������� ���� ��� 2<:%������� ��������
)��� �
 ��� ��������� �� ��B����� ����� �
 ��� 
��� ��
����

��:':� *+�	���	�� 8���$ �����&��� ��� H���9 ������	�

*���� E.�E ������� � ������ �
 ������������ ��������� �
 �� ��������� ��
��� ��	������� ��$�� ���� � ������� ����� "3:# �������  �� 	�$ ��������
���������� �
 '���C ��������� �� ���� ������ ��� ������������� ��� ���� ��
������� �� ��� 	����� �� ��� ���� ���� �
 ��� �������� ������  �� )��� �����
����� � ���������� 	�
��� ��� ��� �� ��
���� ��)���� ��� ������� ��������� �

��� ���������� ��� ������ ����� ������	�� ��� ������������ ����� �
��� ����%
��� ��� ���� 1� ���� �� ��� ��� �� �������� ��� 	�$ �������� �� ����������
���������� ������ �� ��� ��������� �
 �������� �������� 2���� ����� �������
��� 
��� ��������� >�� �� ����� ��� ������ ������� ���� ���� �� ��� ����
�������� C���� ��������� ��� )��� ��� ������ ������� ��� ��� ��� ���� ���

���� �
 ��� ��������� ����������� 
����� ���� ��� �����  �� ������ 
�� ���� ��
���� ��� ������ ���� �� ���� � ������� ����� �
 ������ 	�
��� ��� ��� �� ��
����
<���������� �
��� ��� ������� �
 ��� ���� ��� 
���� ���� �
 ��� ���� �� ������
�B��� � ��
��� ������ 
��� ��� ���)���� ���� ��� �� ������ ����� �
 �����
������� �� ����	�������  �� ��������� ������ ����� 
��� ��� �������� 
��� �����
�����	��� "���� �� ������� ������# ���� ��� ���� 
���� ���� ��������� ��� ��%
���� 
��� ��� ������� ������ ��� ������� ��� ���� �����  ��� ��� ������ �

��� 
������ ���� �
 ��� ���� �� ����� �
 ���� �� ��� ���� �������� (�������� ���
������� ��
��� ����� �������� ��� �������� ������� ������� ���� �� ��� ���� ����
���� �� ��� ����� ���������� <� ����� 
��� ��� ��������� 
���� ��� ������� ���
���������� C����  �� 
���� �
 ��� ��������� ��� D�� ������� ��� 
���� 	���%
��� �
 ��� ���������� �� ��� ���������� C���� 3� �� ��� ��������� �������
�
 ��� ���� ���������� �� ��� ���������� C���� ��� ����������� 
���� ������
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���� ����� '������$ �� �!� ���������� �������!� �!��� $��! ��5 ���-�!��� �� � ���	
�������!� �!�$��) �!� �-���	��) ���� ���� ���������� &$��� ����( �� 	�-�������
&����
 ����(" ������) �--��5������� 1.75 �����	�� �!� �!��� &4000 �� ���) ��	
1600 �� $�	�( �� ��	� �� -��5�)����� �!� �--�� -���� -��� �� �������	 �� 45◦H ��
���)�� ���� � �!��� �����	����� ������� $��! ���� ����	��� �� 1560 �� ��	 �����
����	��� �� 1930 �� ���� �!� ��- �� �!� �!���� �!��� ����	����� ��� ��	�����	
�� ��	 ��	 )���� �����" ���-��������� �� �� �����$�	 �� �!� !���.����� ���%��� -�����
�!� ���	 �� ��������� !��	 �� � !����-!������ ��- �!�� �� 6���#�� �����	 �-$��	 ��
������� �!� ��������" $!��! !��� �� 6����. �� 4 �� ������� 	�������� '� �!� �--��
��)!� �	)� �� �!� �!��� �� �����)�� ����# ��	������ �!� ����� �!� ����� �� �
� $���
��� ����� �!�$ �!� 	�������� �� �!� 	�$�!��� ������" �!� ������� ������� ��	�����
�!� ����������� ��	��� �� �!� ���-�!��� ��	 �!� ���� ����� ��� �!�$� �� �!� �����
���� �������� ���� �!� ����$!�� ������	 ���)��� �� �!� -���� 	�� �� ����������� �!�
-������ ���D ���� D !� �  ��������" ���
� D !��!� ������ &A��� ;8�8<�(
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�������������  ����
���� ��� ���� �� ��� 
���� �� ����������� �� ��� ��������
��������� �� �� ��� �B��� �
 ��� ������� ����� �������� 	� ��� ���� �� ���
���� �� ����� ����������  �� ���������� �
 ��� ���� ��������� �� ��� ��������
�
 ��� ����� ��� �
 ��� ���������� C����  �� )
�� ����� ������� � ���� �
 ���
��������� �� � ���� ���� ��� ��D�� ���� �
 ��� 	��� ���� �� ��� ��%�� C���
��� ��� 	��� ���������� ��� ���� ���������  �� ���� �������� �� ��� ��������

��� 
����� ������ 
������� �� ������� �� ��� �����%����� ��������� ��� 	�����
�� 	������ ��� �����������  �� 
�� ��� ���� �
 ��� ���� �������� ������ �
 ���
)�� ��������� ��� ������ �� �� �������	�� ���������� �
 ��� 	�$ ���������
 �� )��� ����� ����� ��� ������� �
 ��� ���������� ����� ���� �������� �� ���
����C����� ��%�� C��� �
 ��� ����� 1������ "����������� 	�
��� ��� ��%
�����# ��� 
���� �
 ��� 	��� �� ������ �� ���������� ��� ���� 
��� ��� ���� ��
����� >����� ���� ��� ��������� �� ��� ���� ���� �
 ��� 	���� 1 ����� ��
���
"������# �������� �� ��� ��������� �� ��� ���� ���� �
 ��� ���������� ����%
��������� ���� ����� 	��$���� ����� �� �������� ���$���� �� ��� ���� ����� �

��� ������ 	� � 	��$���� ������ �
 ��� ��� ������� �� ��%����	���� ��� �����
����� �
 �������  �� ������� �� �
 ������ ������ ���� �� ���� 	� ��� '���
F�����������G ���� ��� ��D�� ���� ����� ��� ������� ���������� 1������� �� ���
������ ��� >����� ������� 	��� �� 
����� ������� ���� ���� �������� ��B����
������� �� �� �������� 	������� �� ���� ��� ������� ��������� �����
�� 	� D���)���  �� ����� �
 ��� 	��� ������� �� ��� �������� �����������
����� �������� ��� 	�� 
������� ������� ��� ���� ��������� ��� �������� �
 ���
�������� �� ��� ������� �������� ��� ��� ������� �����������  �� ������ �
 ���
	�$ ��� ��� ��
������ 	��� 
��� ����� ��� �� ����� ��� ��)��� ��� ����
��	�	 �������
 �
 ��� ��������� �� � ����� 
��� ��
��� ������ �
 ��� �������
�������� 
��� ���������� �� ��������

��:':� #�	 ��5 "	����	�	� ��� 5�������� �� �	 #�	���

��� �
 ��� ��������� ������� �
 �� ��������� �� ��� �������� ������	����� <� ��
���� ����
� 
�� ������������� �� ���� � ������ $�������� �
 ��� �������� )���
�� ����� �� �������� ��� ���������� ��� ������ �������� "�� �	���������
��� ��
����������#� ������ ��� ������ ����� ��� �� �� ����� ��� ����$ �
 ��
��������� ������� ���� � ������� ����������� *��� � �������� ��������%
��� ��� �������� ����� �
 ����� ��� ��� $��� ��� �������� )��� ��������
�� ����� �� ���'����� ������ 	�������� �������� ��� ���� �������������� ��
��������� ������� ��� �������� ������� ��� ��������� �� �	�������� 	���%
���� ���� ��� 	� ��� 	� �� ���������� �
 �'�� ���������� �� �� $��� ���
�������� )��� �
 >����� ������� ��������� ��� )�� ��������� ������ ������
�������� �� ������� ����������� ��������� �� ������� ��� >�� ��������� <� ����
������� �� ��� ������� ���� ������ ���������� ��� �������� )��� �	������ 	�
���� ��� 2<: ����������� �
 �� ��������� �
 '���C ��������� >����� ����
� ����� ���� "��� *��� E.�E# ��� ������� �� ���� ��� ����������� �����������
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�� ���� ��� �� ��� 
�������� ���� ����� �� ������ ���� ��������� 	������
������ ��� ������������

?�
��� ���������� � �������� ���������� 	������ ������ ��� ������������
���� �����$� ��� �� ������ <� 
���� ��� ������ )���� ���� ��� 
�� 
�����
������� 	� ��� ������"�# "��� ������ �� ��� ����� �
 *��� E.�.#�  ��� �������
���� ���������� ������� ���������� �� ��B����� ����������� ��� �����������
���� ��������� �������� ����������� 1��� ���� ���� ��� ��B����� ������ ��
����� ������� ��������� ��� ��������� �
 � $��� �
 ���� �������� ������	%
���� �� ��� ������������� ������� ���������� 	� ��� ������� ������� 
���
��� ���� ���� �
 ��� �������� ����������  �� ��������� �
 ��� �������� )����
��� ����� �� ����� 	��� �� ��� ����� �
 ���� ������� <� ������ �����
���� 	�
����� ���� ��� ���� ����� �
 ��� ����� �������� )��� ��� 	� �������� ������
���� ���� ��������� 	� ��� ����� ������� ����� �� ������� ��� ���� ��������

�� 	��� ��� ����������� ��� ����������� ������������ ����� �� �� '������ �

�������������� 1� �� �������� ��� ��	�� �
 �������� ��� ����� �
 ��� �����
	��� ��� ���� ��������� *���������� ��� ������ �������� ��� ����������� ���
����� ������� ��������� ��� �������� ��������� �
 ��� ����� �������� �������
�� ���� ������

*���� E.�. ������� ��� ���������� 	������ ��� ����������� ����������� "��
�
������# ��� 2<: ����������� "����� ������# �
 �� ��������� �
 '���C ���%
������ ������� ��� ��
������ ���� � ����� ���������� ����� �� ����� ���
��������� �� *��� E.�E "
��� $�������� �� ��� ,//-� /-/0#�  �� ���������� ��
��������� �� )�� ���������� ����� �� ��������� �� ��� ���� ��
� ������� �

���� ������ ����������� �
��� ��� ����� �
 ��� ������ �
 �� ��������� ����
�� ������ ������� ��� ������� �� ��� ����C����� ��%�� C����

 �� ��� �������� ������ �
 *��� E.�. ������� ��� ����������� ����� ��� ��%
���������� ������ �� ��� ���� 0.38 ��  �� >�� �� 
��� ���������� �������
��� ��� ������� ���� ���� �������� �� ��� �������� ���� C��� �
 ��� �����
 �� ������ �� ������ �� ��� �������� ���������� ���� ���� �������� ����������
������������� ��� ��� �������� )��� �� ��������� �	�� ��� ������� ���� (y = 0)
�
 ��� �����  �� ����� 	��� �� ��� ����� �
 ���� ������ �������� ��� �����%
���� �
 ��� �������� )���� �� ��−1� 3�B������� ��� ���� ���� �� ��� �������
�
 ��� ����� ���������� ��� ��B������� ������� �������� ��������  �� ��$���
������ 
�� ���� ��B������ �� ���� ��� ����� �������� τxy �������� �� ��� �������
��
��� ��� ������� �� �� ������ 	� ��� 	� ������ �� ��� ����������� 1����

��� ����� ���������� �
 ��� ��� ������ ����� ��������� ��������� 	������
������ ��� ���������� 
�� 	��� ��� �������� "	������# ��� ��� ��������
������	���� �
 ��� ��������� �
 '���C ��������� 
�� ���� ���� �����

 �� ������ ��� �������� ��� ����������� ��� ������������ ������ �� ����
0.63 �� 1 ����� �
 � 	������ ����� �B��� ����� ��� ������� ��� 	� ���� ��
��� ������������ ������ 1� ���� �� ��� ���� ������� ��� ���� 	������ �

��� ���������� C��� "����C����� ��� ����#� ��� >�� �������� 
��� ��� ��������%
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�
���� ����� ���-������ ���$��� -��� )��������� ��	 �!� �������� 	������������ ��
�!� ������� �����	��) �� �!� �!��������� -��	������ &���� �����( ��	 �!� ��� ���%
��������� &���
� �����(� �!� �5-��������� ���+)������� �� �5-�����	 ��	 -�������	
�� A�)� �1��� ���� )��	 �)������� ���$��� �!���� ��	 �5-��������� ������������
�� �!� �������� 	����������� �� ����� &A��� ;8�8<�(

���� �� ��� �	�������� ������ ��� ��� ���� ������ �������������  ��� �� ���� ��
	��� ������� 	� ���� ������� �� ��� ������������ ���� �� ����� ��� ��������
�������� �� ��� 
���� ��� �
 ��� ������ ����� �� 	� �������� ������ ���� ��
��� ������� ������ ���������� ��� ������� ���� �� �������� ����� ���� ���
������� ���� ��� �� ��� ���� ��� ������� ���� �� ������ ���� ��� ���%
���� �����  �� ������ ��������� �
 ��� ������� ���� ������ 	� ����������
 ��� ��������� ����� �� ��������� �� ��� ���� ����� ��� 1���� 
��� �����
����� �� ���� ���� �������������� 	������ ��� ���������� �
 ��� ������ ���
��� 2<: ������������

1� ���� 0.69 � "������ �
 ��� �����# � ����� ������� �
 ��� ���� ��� �������
���� ��� ���������� C���� 1� ���� ����� ��� ���������� �
 ��� >�� 
��� ���
������������ �� ��� �	�������� ����� ��� 	� ������� ���� �� 	��� ������� 1�
��������� 	�
���� ���� �� ��� �B��� �
 ��� ������� �
 ��� ���� �� ��� ����%
���� ���������� 1������ ��� 	��� �� ����������� ����� ��� 
����� �� �� �����
��������� �� ��� ���� ����� ��������� ��� ������������ ��� ������� �����%
��� ������	����� ��� ��� ���� ����������� �� �� ���� ���� ��� �������� �
 ���
������������ ��������� ���� �� ������ ����	������� 1� �� ��� ������� �������
��� ��� ��� ���� ���� �������������� 	������ ������ ��� �����������

1 ������� �������� �� ��������� �� ��� 
���� ��� "���� 1.05 �# �� ��� �����
���� ����� ������ ���� ���� ��� ���� ���� �
 ��� ���� "���� ���� ���� ���
������� 	� ��� ������#� *���������� ��� ������ ����	�� ��� ������ �
 ���
��������� �� ����� �����A ��� ���� �������� C���� ��� ������ ���������� C���
��� ��� ����� ��%�� C���� 1 ����� ���$ �� ��� ����� ����� �
 	��� ������
������� ���� ��� ������� 	��� �� ����������� ����� ��� 
���� �� ��� ��%��
C���� ����� ��� ���� �� ��������� ����)���� ��� ������� ���� �� ���������
�� ��� �����%����� ��������� ���� ��� 
�����  ��� ��������� �� ��������� �	��
��� ������� �����  �� ����������� ����� ������� �� ���������� "������� ����%
��� �����#� ��� ���� ��
�������� �� ����������� ��������  ��� ��� �������
	� �	������� �
 �� ������� ����� ������ ���� ��� ������ �
 ��� ����� ����
	����� ��� �������� �
 ��� �������� )��� ��� ���������	�� ���������� ��
��� ����� ����� ��� �����%����� ����� ������� �� ���������� "������ �������
�����#�  ��� ��
�������� �� ���� ����������� �������� 1� ���� �� ��� ����
������ ��� ��%�� C���� ��� ���������� �
 ��� ��������� �������� �������� ���%
��'������ ��� ���� �� ��������� �� ��� ������� ���������� 1������ ��� ����
������ �� 
�� ���� ������� �� ��� ������������ ���� ���� �� ��� �������
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������������ ���������� �
 ��� ����������� ���������� ���� ��� ������������
����� ������������ ����� ������� ���� ���� ����������

 �� ���� ����� ������	�� ��� ����� �
 ��� ����������� ���� D�� 	�
��� ��
����� �� ���� �� ���� 1.25 ��  �� ������ ���� �
 ��� 	��� ��� ���� �� ���
����C����� ��%�� C���� 1������ ��� ��������� ����� ��� ���� ���� ��� �����
���������	�� �� ������� ����� ���� ��� 
���� �
 ��� 	��� ��� ����� �� ����� !���
����� ������� ��� ����� ������	���� ���� ��� ���� �� ���������� �������
�� ���� ����� 	������ ������ ��� ����������� ����� �������� ����� �����
'��� �����  �� ����������� �� ��� ����� �
 ��� ���� 	��� �� ���� �� �� ���
������ �������� 	����� �� �������� ���� ���� �
 ��� 	��� ���� ��� ���� �����
�������� ��������� 1���� 
��� ����� ��� ������� ��� ����������� ������ �

��� 	��� ��� �������� ������	����� 	������ ��� ����������� ����������� ���
��� ������������ ����������� ��� 	��� �� ���� ���� ����������

��:':' *������� �� �	 ��������	 �	��	��

�� ���� ���� �� ��� ���� ������� ���� ��� 2<: ����������� ��� �	������ 	�
��� �� ��������� ��� ��������� 	������� ��� ��� ��� ����� ��������� ��%
��� ��� ������� ����� ��� ������� ������'� �� ���� ��� 
�� ��� �������� ���%
��������� �� ������ �� �� �� ��������� ��� �����%����������� �������� �

��� ��������� ��������� *�� ����� �� ���� �� ����� ���� ����� ������'�� ���
�� ������� ��������������� ��� �
 ��� ���� ��������� ������� �� ���������
�������� �� ��� ������������� �
 ��� ��%�� ���� ��� ��� ������ ���)�� �

��� ��������� �� ��� ��������  ��� �� ��� 	����� ���� ���� ��
�������� �� ���
�������� ��� ��C��� ��� ��� �������� ��� ������ �������� �� �	���������
�� ��� ��%�� C����  �� �������� �
 ��� �����%����������� �������� �����
��� ������ ����$ �� ��� �� ������ *�� ���� ������� �� ������� ��� ���������
������ �� ��� ������� ���� � ������������� *���� E.�/ �������� ��� �������
�
 ��� ������ �
 ��� ��������� �� ��� ���������� ���� 	��� 
�� ��� �����������
���������� ��� ��� ������������ ���������� �� ����� t ≥ 1.35 � ���� ���
��������� �� �� ����� ��� ���� $�������� �� ��� ,//-� /-/0� <� �� ������� ����
���� ��� ������� ��� ����������� ��%�� ���������� ��� ���� ��� ��%�� C����
�� ���� �� ��� ������ ���)��� ��� ����%��������� 	� ��� �������

��:':( "���&��� ���	��� ��� 5	����� ��	����$

 �� ��������� �'������ ��������� 	� � ��� ��������� �� ����� - �� �������
��� �������� ��� �������� �
 ��� ��������� �������� �� 	���� �� ���������

� �!� ������ ��� �!�� �� ��#��$� ��	 $� ��� ���� ���� ����� -������� ������D
����� +��� ��� ��	��� �!� ��	 �������� ��)��" 	�������	 ��	 �������� �� �!� ����
���)��" $!��! ����� �� �� ���	��� ���� �!� ������� �� �!� ����	���� ���� ��	
�� �!� �5-��������� �������!��
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���� ����� A���� 	�-���� �� �!� �������!�� �!� �������� �� �
� ����� ���� ��-������
�!� ���-���	 �������!� !��)!�� ��	 �!� �������� �� �
� ����� ���� ��-������ �!�
�������	 !��)!��" ���! �� �!� !���.����� ���%��� .���� �!� �5-��������� ������ ��
$���%-��	����	 �� �!� �!����� &A��� ;8�8<�(

����������� ��� �
 ���� �������� ��� �������� ������	����� �� ������
���� ��� �������� ���)�� �� ������ ��
��� ������ ��� ����� �
 ��� ����������
 ��� ��������� ��� ��� 	� ���'��� ����� �
��� ��� �������� �� ��� ��������
�
 �	��������� ��� ����� �� ��� ������� ����� 	��� ��� ������ ��� ��������
��������� �
 ��� �������� )��� ��� ������ ���������	��� �� ���� ����� ����
�	������  ����
���� ������� ��
��� �������� �� � ���� ������������� ����
���� ����� �� � ������ 	������� �������� ����� ��� ���� >�� ���� �� �����
��� ����$ �
 ��� ���������� ��� ������� �
 � ��
��� �������� ������	����
������ ��� ����� ����� 	� � 
����� �������	�� ���������� �� �������� ���
������ D�� 	�
��� ��� ���������� C��� �� �� �� ���� 	��� � 
��� ���������
������� >�� ��� ���� '����� ��� ��������� �
 ��� ������� 1��� ���� �����

�� ����������� ���� � ���������� ������� �
 ��� ��������� ���������� ���
������� ���� �
 ��� ���� "��� ��
� 	������ �� *��� E.�-# �� ��$�� ���� �������
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���� ����� �������� 	�����������D �( �� �!� ���� �������" 	( �� �!� ������� �!�
������ ��-�)��-!�� �������� �� �!� �!��� �� �!�$� �� ���)�! ����� �� ��� �!� ����
�������� +��	 �� ���-���	 ���� �!� ���)� ��-����	 �� �!� ��* ������ ���� �!�
��- &���� �������( ��	 �!� ��)!� +��	 �� ��� �������-��� ���-���	 ���� �!� ���)�
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��� 	����� �������� )���� �� ������� 	�
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 ���
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 ��� �����  �� �������� �� ����� 	������ ������
��� � �������� �
 ������������� E�/8HE�8 ��−1 ��� ����� �� ���������� ����
������ �� �� ����� ���� ���� ����� �� �������� �� ��� 	�$ �� ��� ������
�
 ��� ����� ������ ���� ��� ������ �������� �� ����� "�# �
 *��� E.�8
��� E�/. ��−1�  �� 	������ �B���� 
�� ��� ����� ����������� ������ ���
���� ���������� �� ��� ����� ����� ����� ��� �������� F���$��G ������� ��
����� "�# ���� �� ��� ����� ������� ����� ����� ���� ��� ������	���� �
 ���
�������� �������� �� ���� ����� �� �������� ��B����� 
��� ����� �� ��� �����
�����

&�� � ��� ��� �� ��� ����������� �	������ 
�� �� ����� ���� ����
".�98 �#� ����� ��� ��������� �� *��� E.�@�  �� ���� y = 0 ����������� ��
� �������� �
 .987 �� ���������� �
 ��� ������ ��� ����	�� ������ �� @.7
��� !��� � �����)������ ��B����� 	������� ��� 	� �	������� �� ���������
�� ����� "�#� ����� ��� ������ 
�� �� ����������� ����� �
 30◦ ��� ����������
*������� ��	 ��2���� �	������ �
 ��� �����	� �� ��	 	�� � ��	 ����	 �
 �
 ��
�	 	2�	��	�- ��� �
 ���	 �� �	

 �������� ��
������	� �� ���� �������  �� ��%
������ �������� ���� ��� ������ ��� ������ ���� ������ ������ �������
�� ��� 	������ ������ <� �� ����� ������ ���� ��� ������ �������� �� �����
"�# �
 *��� E.�@ �� ������ ��� ���� �� �� ����� "�# �
 *��� E.�6 "���� ����#�
*��� ����� ������ �� ��� 	� �������� ���� � ����%��������� ���� ��� ���
���	�	�� 	� ������� �� �����%���������� ���������  ��� 	������� 
�� �����
"�# �
 *��� E.�@ �� ��� ���� �� ������ "	#H"�#� ��� ��� �������� �� �����)������
��������� �� ���������� ���� ������ "	#H"�# �
 *��� E.�6 "���� ����#� ���%
����� �� ������� ���� �������� ���� ������ ����� ���� 	� ������� �� ���
��� �������� ��� �����
� ��� ������ �
 *���� E.�8� E.�6 ��� E.�@�  ��� ��
���� �� *��� E.�9� ����� �� ������� �����%�����%�������� ����� �
 ��� ��������
�������� 
��� *���� E.�8� E.�6 ��� E.�@�

 �� ���� �����$�	�� ��
�������� ���� ��� 	� ��
����� 	� ��������� ������
"�#H"�# �
 *��� E.�9 �� ���� ��� 	������� 
�� �� ����������� ����� �
 30◦ ��B���
�����)������ 
��� ��� ����� ����� <� ����� ���� 
�� ������ ��������� 	�����
.H/ � ��� ��������� �� ������ ����������� 	� ����� �� ���� �� � ������ �����
"�������� ��������#� !��� ���� ��� ����� �
 ��� �������� ���� �� ������ "�#H"�#
�� ������ ��������� �� ��� ������ �������� 
�� ���� ��������� �����������

� ���� �!�� �!� ������ 	����������� �� A�)� �1� �� ���)!��� 	�������	 �� ���-���	
�� A�)� �1�� &����" �!� ���� ������ �� �!����	 �� !�)!�� ����������( �� �� ���� ��
�!�$ =�$ 	�������
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���� ���#� �������	 ������� �������� �� �!� ��	 �� �!� �5��� ���) �!��� ��� ����
	�,����� ����������� ��)���� ������ �� ���� ��� �� ������� &A��� ;08<�(
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���� ���$� �����%���-�%�����)�	 �������� ������ ���������	 ���� �!� �5-���������
������� ��� &�( 30◦" &	( 35◦" &( 40◦ ��	 &�( 45◦� &A��� ;08<�(

������  �� ����� 
�� ��� ����������� ������ �
 35◦� 40◦ ��� 45◦ ��� ������
������� �� ������

<� ������� �� ������� ���� 
�� ������� >��� �� ����� ������ ���� �����%
������ ������ ������ ���� 30◦ � �������� �������� ��� ��� ������� ������ �
���� ������ �
 ������������� 3 �� *�� � ���� ����������� �
 30◦� ��������
����� ��� ����������� ���� ������ 3 � ������ >�� ���������� ��� ��������  ���
������ 	��� ���� �	���������� �
 $	���9��� ,/.;0 �� ��� ��� ��	������� ��%
��������� ���� ����� ����������� ������ "≤ 30◦#� ��������� 
�� )��� ���� �

���� ���������� 	� 3�
�� ��� &������ ,@0 ��� �� ��� �	�����������  ���
���	��� �	������ �������� 
����� �����

:������� ����������� ���� ���� 	��� ���� 
��� ��� ���� �
 ��� ����
������ ��� ���������� ����� 	��� ����������� 	���� ��� ���� ���� 
��� ���
���� "*��� E.�;# ��� ���� ��� ��� �
 �
 ��� ����� ���� "*��� E.�E7#�

0��	������� ���� �	 ���	 <� ��� 	� ���� �� *��� E.�; ���� "�� ��� ��������
�
 ��� �����# ����� �� � ������ ����� ��� �������� �� ��� 	����� ������ ����$�
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���� ���%� �������� ������������ ���� �!� ��	� �� �!� ������ ��� 	�,����� �������%
���� ��)���� ������ �� ���� ���� �� ���
�� &A��� ;08<�(

���� ������ �������� ������������ ���� �!� ��	� ���� �!� ��	 �� �!� �!��� �!���
��� ���� 	�,����� ����������� ��)���� ������ �� ���� ���� �� ���
�� &A��� ;08<�(

�� ��� 	�� "������ � F���� C���G#� ����� ��� �������� �� ��� ��� �� �������
>�����A ��� �������� �� ���������� ������� ���� "�� �����# ��� �������� �����
��� ���� ������ ����� ���� ��� ����� �������  ��� )�� '��� ���� ���� ���
�	���������� ��� ������������ �
 �������� >��� �
 ����� �� ����� �� ,-/60�
�������� ��� ������ �
 *��� E.�; ���� ���� ��� ����� �
 ��� >���  �� ��������
���)�� �� ������� ��� �������� ������ ������ ����������� �
 ��� ��������
����������� ���� ���� ��$�� 
�� ��B����� ����������� ������ ���� ���� ���
���� C��� ��������� �
 ��� ����������� ����� ���������� <������ �
 �� ���� ��

����� �������� ��� ������ ��� ���� C��� �������� ���� ������ ��������
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�� ��� ���� ������ ��� �������� ���� ����� ���� >�� ����� 1 �������
	������� �� ���� �������� �� ,/.;� //70�

 ���� �� �� �	���� '��������� �������������� �
 ��� 
��� ���� ��� ��������
���)��� ����� �� ��� ��
� ��� ���� � ��������� ���������� ������ ��� �����
����� ���� C��� �������� �� ��� 	��� ��� � ��� ���� ��
��� ������	����
����� �� ��� ����� ����  �� 
��� ��
��� ������ �� ����� ���������� �� ���
��
��� ��������� ��� �� ���� ��� ����������� )���� <� ��$�� ���� ���� "�����
��� �������� 
��� ��� ��
� �� ��� �����# ���� ���� ��
�������� ��� ������� ���
	������  ��� �� �	������ 
����� 
�� ��� ������� ���� ������������ ���� 
��
��� ������� �����  �� ������� �������� �� ������� 	� �� � �������� �
 87 �� E77
�� 
��� ��� ����� �� �� ����� ��� ��� ��������� �
 ��� �������� ���)��� 
���
��
������ �� ���������	�� �������

<� ��� �������� ����������� �
 *��� E.�E7 ���� ��� ��� �
 ��� ����� �����
�� ��� 	� ���� ���� ��� �������� �� �� � ���� ������������� ��
��� ������
������ ������ "���� 
��� ��� ��
��� �������� �����������# ���� ��� ��������
�� ��� ���)���� ���������� ���� �� ��� ��� ���� �� ������ ��� >�� �������
����� ��� �������� ������	���� ������ ����� ���� ������ 	� ��� ���� �� ��
��� ������� �������� �
���� �� ��� ��� $�������� �� ��� ,9/� //-� /-/0 ����
���
����� ����������� ���� ��� �������� ��� 
��� �	��� ��� ����� 
���
	���� ��� �����	������ �'����� �
 ��� ��
��� ��� 	���� ���������� �� ��
�������� ������ �� ������ ���� ����� ������������ ��B��������

��:(:( �������

<� ���� �������� �� ��������� ��� �������� ��� ������������ ������ �
 ����
���������� >����� ���� �������� ���������� ���������� ������ ��
���� 	����
��� �������� ���������� ���� ������� ���� � 2<: ������� 1������ ��� 2<:
������ ��� ���������� ��� �������� 
�� ��� >�� �
 ������� ����������� ��
�������� � ���� �������� ������'� 
�� ����	�� ������� �
 ��� >���  �� ��D��
��B������ �
 ��� ������� 2<: �� ��� 2<: �� ��� �� �
 >��� ������ �������
�
 ����� ����� ������� ����� ���� � ���� �� ���� ������������ ������������
����
� ����������� ��� �� �
 ��� >����� ��� ��'���� �� ����� ����������
������� ���� ���������� ������� ����� ��
��� ������� 
�� ��� ������ ��
������ ������ � ������ �������� ����� �� ������� "������ ��������# �� �������

��
��� ����������� �
 ��� ��������� 
�� ����������� ������ �
 35◦� 40◦ ���
45◦ ������ ������ ��� ���� '��������� 	��������  �� ��������� �����������
���������� �� ��� ����� ��� ��� ������ �������� �� ������ 
�� ������ �����%
������ ������� �������� 
�� ��� �������� ����������� ����� �
 30◦ �� ����� �

� �������� �������� �� ��� ������� ���� "������������� / �# ��� ���������
<� ���� ����� ��� ��������� ��� ��� ���������� ��� 
������  ��� ����� � ���%
��)������ ��B����� 	������� �� ���������� ���� ������ 
�� ����� �����������
�������



�1�� ������	��) C����#� �48

<� �� ������� �������� �� ���� ��)���� ��
������� 
��� ���� ������ 	�����
�� ���� ������ �� � ������� 	������� 	� ���� ��� ������� �� �� ��� 
�� �������
 �� ��B����� �������� 	�������� ��� �������	��A (i) � �����	�� F�����G ����%
������ ����� ��� ������� >�� ������� �����)������ ���� �������� 
��� ������
���� ���� ����������� ������ ������� ����� ��� 30◦� 
��� ��� ����� ������ ��
����������� ������ ������ ���� 30◦� (ii) � ���� ������� 
��������� 	�������
���� �	��	��%���� "����� �	��	�� ��� � ������%���� 	�������# 
�� ����%
��� �� ������ �� ��� ����������� �������  �� ��������� $���� ������������
������ �� ��� ���� �� ������ ������ �
 ��� ��� �����	�������� *����� ��%
��������� ��� ������ �� ���� ������ �������� �� ��� �������� ���������������
�������� ���������� ��� ��������

*�� ��� ����������� ��$�� 
��� ��� ���� �
 ��� ������� ��� ��� ������%
���� ������� �� ���� ��� ������� "��� 	���� ��� ��� �	��� ��� ����# ��
������ ���� ��� �������� ������	���� ������ ����� �� 
����� ��
��� ������
�� � ������� ������ ���� ����� �� ��� ������  ��� ��� ��������� �
 � ��
���
�������� ������	���� ������ ����� �� �������	��� �� ����� 
�� ��� >��� ��%
���������� ����� 1� ���� ���������� �� �	������ ����� 	������ ������ �� ���
�������� �
 ��� ���)���� ������ ������ �� ��� �������� ��� �������� ��������
��
��� ������ ��� ��������  �� 	������ ������ ���� ���� ��������� 
��
������� ����������� ������ ��� 
�� ������ ��������� ���� ��� �����

���* #
�������+ !������

��� �
 ��� ���� 
��������� '������� ������� �� ��� ��������� ������ ���%
������ �� ���� 	��$ ��A ��� ����� ����� �'������ ������ �	�� �� ������������
������� >�� ���������� ��� �� ��� �������� ��� >�� ����� �� ����� ���
��������Q ������� ������ ��� 	� 
��� �� ��� ��������� ���������� ��� ���%
������ ��
�������� �
 ��� ������� ���� 
��� ���������� �� ��������  ��� ���
�������� �� ����� E7 ��� ������� ���� >��� �� ���� �� ���%����������� >���
���� ������ ������������� �������� ���������� 	������ ��� ������ ��� ���
������������ ������ 
�� 	��� ��� �������� �
 ��� �������� )��� ��� ��� ��%
������ �
 ��� ��������� ����� ��� ������� ��� �� ��� ��%�� C��� ��� ������
�� ��� �������� ���������� <� 
���� �� ���� $��� �
 �������� ����������� ��
�� ������������� ����� ����������� ���� �� �������� �� ,E@80�  ����� ����
��� ���������� �� ��� 
����� �� ��� �������� ����� ��� ��������� ����� ��� �
������ ��� �� ��� �������� ���� ���� �������� �������� ��� ������ ����
��� �������� ��� ��� ���������� �� 
�� �� ���������� ��� ���������� 	�����
�
 ��� ����� ������ ������� 	� ��� �������� ������'� "��� *��� E7�E8#�  �
������� �� �������� ����������� ��� �� ��$� �� �������� ��� ��� �
 ���
������� �
 ���� ��������

?��� ��� �������� ������	���� ��� ��� �������� �
 ��� ��������� 	������

��� ��� ���������� �� ��� ������� �� ��� ��%�� C��� ��� ��� ����� ���)�� �
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��� �������� ���� �������� �� ��������� ��� ��� ��� 2<: ����������
������'� �� ������ ��� �������� )��� �
 ���%����������� ������� ���������
�� ��� ��
��� ��� ��� 	����� �
 
��� ��
��� >��� �
 ���%��
��� ��� �%
������ ������� �
 ���������� ���� � ���� ����� �� ��� ���� >�� ���������
��� ������� ���������� ���� ��� ����C����� ��%�� C����  �� ������ ���
��������� 
�� ��B����� ������� �
 ��� ���� ��� 
�� ��B����� ������ �� ����
�	�� �� ����������� ��������� ��������� 	������ ��� ����������� �����������
��� ������������ ������������  ���� ���������� ������ ��� �������	����� �

��� ������ ��� �5������ �
 ��� �������� ������� ��� ����	������ � ����
���� ����������� 	������ ������� ������� ��� ������������

�� 
����� ��������� ������ �� �������� ���������� ����� �������� ������ �
 ��
%

����� ������� �� ��� ������� � ��
��� >�� �������� 
��� ���� ���� ����� �
������ ��������� �������� ����������� ���
����� ����� 
�� ��B����� �����
���� ��B����� ������� ��� ��� ������� �������� ���� ��� ������� >�� ���� ��
�������� ����� ������� ������ �����������  ��� ��� ��������� �
 � ��������%
��������� ���� ���� ��� ���� �� 	� �����������

(������ ����� ���� 	� ���� �
 ���$ 	� (��
��� �� ��� ,-./0� ��� ���� ���
2<:%�������� ������'�� �� ������� ��� $��������� �
 ���� ���������� ��
�������� 	��� ���� ����������� ������ ζ �� ��� �������� ζr < ζ < ζm� �����
ζr �� ��� ����� �
 ������ ��� ξm �� ��� ������ ����� �
 ���	������ 	�����
����� ���� ������ ����� �� ���� ����� ��� ���� �
 � �����  ��� ��������
� �������� ����� >�� 
��� � 	�	 ������� �� �� �������� ����� ���� ��
������ ����� ����� ��� ����	���� �� �������� �
 � ����� ����� �
 ���� ���
�	������ ��B����� 	������� �� ��� ��� ������  �� 2<: ������'� �������
	� ���� �� ������� �� ���� ����� ��� ������ �
 (��
��� �� ��� ��� ���
����������� �
 ��� �	������ >��� ��� �� ������ �� ����� ����������� ���
��������� ������� ��� ��� ��������� ����� *������� ����� �� 2<: ������ ����
�� �������� � ������ �������� �������� ���� ��� ����������� �� 	���� 30◦� �����
�� �	������ ���� 	� $	���9���� �� �� �'���� ����������� �� ���� ��� �����
��� (�	���M ���$ ,;90 �� ��� �������� 	������ ��� ������� >�� �������
��� ���������� �
 ��� �������� ���� ��������� ��	������� ����������� H ���
���� 2<: H ����� ������ ���� ���� ��� 
������ �������� �
 � )���� �����
������� ���� "���� �� ����� 	����# ���� �� �������� ����� 
��� � ������
������� )���� ����� ������ ������� � ��������� ����� ����� ����������� �����
�� 20◦� ���� ����� ����� �� ����
���� ��� ���������� ������� �� �	���� ����
��� 
��������� 	������� �� ��B����� 
�� ζ < 30◦ ���� 
�� ζ > 30◦� 1 �����
������������ ����� ������ �� 	� 
����
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 �� ���� ������ �
 �������� �� ��������	 �������
 �� ��� ���� �
 ��������	
����	����� �� ��������� ������� ���� ��� 
��'����� �������� 	� ��� ���%
��� ����������� *�� ��������� �������� �� �������� ��� �� 1������ �������
*������ <������� <����� L����� !����� !������ ������ ����C������ ��� ���
+����� ������� �� ���� � 
��� �� �B������ ��������� ������� ������� �� ��%
���� �� ��
����� ������� �������� ����� ��� ���5� ������ ��� �� ������� �$�
���� ���������� �B%����� �$���� ��� ����������� ���� �%��%���� ��
��������
�� ��� ������ ���� ��� ��������� ��������� ����� �������� ����� ������ �

��� 1��� ���� ��������� ��� ��� ��B����� ��������� ���������� �������
�� ��� ������� 
���� �
 ��� �������� �	��� ����� ������������ ����������

����� ��� ����� ��������� �	D�����  ���� �� �� ��'� ��� �� ������ 
��
��������� ����������� <� ��� ������ �� ��� ������ ����� ������������ �������%
���� ���� ������ ����������� ��� ��� ����� �
 ��� �	D��� ������� �����������
����� ������� �� �� � ������ �	D���� � ����� � �������� � ������� ����$� � ����� �
����� ������� �� � ����� ����� 1������ ��������� 
����� ��� 	� ������� ���
���������� ������� ��� �� 	� ��$�� �� � ����� ����� �
 � ������� "��� �����%
��� ����#� ���� ��� ��������� �
 ���������� ��� ��������� 
��� 	���� 
������
�� �� ��� ��$��� ���������� C��� �
 �� ���������� ���$����� ��� ��������� ��
��>����� ����� �������� �� ���� ��� ������ �� ��� �����������

 �� ���������� �
 ��������� ���������� ��� ��������� 	��� ��������� �� ���
������� �
 ���� ���������� ��� ��� ���� �� ��� ���� �
 ���������� ��	��� ��
����������� >��� 
��� ����������  �� ��������� �� ��� �	D��� ��� 	� 
���
	�������� �� ������� �
 ��������C�� ����������� ��� ���� �� �������)� ����%
���������� ��� �� �����
��� ��� ������� ������	��� ������� ����� 	����� �����
������� ��� ������� �� ��� ����� ������� �
 ��� ����������� �� ��� ��������
��� ������ �������� ������� 
�� ��� ����������� �� ��� ����������� �������� ���%
������� ��� ����� <� ���� ��������� ��������� ��� ����������� ��� ��� �����
*������ <������� �
 ���� ��� 1�������� �������� "4<�&*#� 3����� �� *�����
�4(1=�4* ��� (���� *������ �� !����� ��� !�������� =����������� <�%
������ "!=<# �� ���� ��� �� <������ ��� <�������� (������������� �5��� ��
���� $��� �
 � ������ 	��$ ���� �� ���������� ������� �� ��� ��������� �������
�
 ���������� ��� ���������� 
��� ����� ��� 3�
�� ,80� ��� ��� ������ �����
	� ���� �� ��� ,/6@0�
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���� �������� ��� �������� ���� 	� ���� ��� ����������
�� ��� ���������� �
 ����������� "����� ��� �������� �� ������ �������� ������
	�������#� ��������� ����� ��� ��D�� ���������  ���� �������� ��� ���������
���� ���������� ��� ���� ������� ��� ���� 	� D���)�� �
 ��� ��
���� ��������
������� ��������� ���� ��������� ��� �� ���� ����� ��� ���������

<� ���� �������� �� ���� ���� � 	���
 ����������� ���� ����� ������'��� �����
���� 	��� �� �� �� ��� 1��� "����� 1������ ����C������� *�����# 
�� ����
������� �������� ��� ���� �� ������ ����� 	��� ����������� �������� �� <��%
���� �
��� ��� ��������� ��������� �� �ZY��[$ "E;;8# ��� *������� "E;;9#�
 ��� ������� �� �������� ������'�� ��������� �������� 
��� � ��������
����������� ����� �
 �����

���� "�$�� 
� ��������� )�
�����
�

�':�:� ��������	 �������� ��� ���	���	 "	����	�

 �� ��������� ������ �
 ��� ��������� ������� �� ��� �������� ��� �������
�
 ���� ����� �
 ���� ������ � �������$� 4��� ����� �� ��B����� 	�����
��B����� ������������� ������ ��� ������� ��������� ������ ��B����� ����� �

���� ��������� �� ���� �� ������� �������� ��� ������ �
 ����� 1� ����
���� 	�� � 
������� 	������ F� ����%������� ������� �
 ������ ��� �������G�
1 ���$ ����� �� 
����� �������� ���� �������� �� ��� 	��� ������� ���
��� ������� ���$�� ��������� �����	� �������� �� ����	�� ������ <� �����
��� ���$ ������ ��� �
��� ���������� ���� �	��� ���� ���� �� 
����� 	�
����������������� ��������� �� �� ������������� ����� ������ �����������
 �� �������� 
����� ���� ���������� ��� ����������� �� ��������� ��� �� ���
������ ��� ���$ ����� �
 ���� ������ ��� �������$ �� 	����� =��������� ��	
�		�	� � �	�� ���	� �
 ����	�- ��	 ���	 ��
����	 ��	 
������� ����	 �� ���� �	�
 ��� �� ��� 	����� ��� ���������� �
 ��� ���� ����� ���� ���������� �����
��� ��� ����� ������������� ���������� �� ��� �������� ���� 
���� ���

�������� �
 ������ �������� ���� 
���� 	����� 1� ��������� �� ���� ��������
�� ������ � ���	 ��������� ��� ����� ���� ��� 
��� �
 ������ �� ������� "�����
������� ��� �� ����	���� ����� �$����� � ��� ����� ��� ���������� ��� 
��
��������� ������� �� ������� ���������� ���� ��� ������ �� ����� ����� ������
�
 ������� ������ 2� ���� ���� ���� �������# ����� ���� �� 	���$ �B �� �
������ ����� ������ �	��'������ ��� ���	 �� ����� 
������� ��� ����� ���� ���
����� �
 ��� ����������� �� � ������� ����� �� ���� �
 ���� ����� ���� ���
����� �
 	���� ����������� ��������� ����� �� �
 ��;���� �� ��	���� 	2�����
��	� �� ��	�	 �� ��������	 ���� ������ �������� ���������� ��� �������������
�
 ��� �������$� ������� ���������� ��� ���� ��������� ���������� ��� ��$���
�� ������� ��� ��������� ��
�������� �� 
������� ��������� �������  �� ������
�
 ���� ���� ���������� �� ���)��� �� ������ ����%��)��� ��������� ����$� ��
��������� ���� ���������� ���� � ����� ��������� �� ������� ������ ���������
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���%���� ��������� ��� �������������� ��� ������������ ���$�� ��������
��� ������� �
 ��� 
����� ����� 
��� ����� ������ �� ���� 	���� ������ ����
���������� ��� ������ ����������� ���������� ���� �������� C����� �����
�� �� ��5��� �� ������� ��� �������� �B���� �
 ����� ����������� �� �� �����	��
�� ����� ��� 
��'���� ��� �B���� �
 ����� ���� 	� ��� ����������� �
 ����
��������� ���������� ��������

+������ �� ��������� ���� �������� �
 ����� �����A ��� �������� C���� ��� ����$�
��� ��� ��%�� C���� ���� ��������� ����� ���� �� ���	���� C��� 	���� ���
��%�� C���� ���� ��������� �� ��� �������� C���� ����� �� ��� ��������
���� 
�� ���� �����������  �� ����� ��D����� �� ��� �������� C���� ����������
�� ��� �������� ���� ��� ���� ���������  ����
���� �� �� ��������� �� ��������
��� ���� ��������� 
������ ��� �������� ������ �� ��D����� �� ��� ��������
C��� 
�� ����������� �� ��������� ��������� ������ &����� ��� 	� ���� �� ����
��� ������ ����� 	� ��� ��� 
��� ����������� 	� � ���������� 	B�� ��
��� ��%�� C��� �� ����� �B������ �� ����������� ����� ��� ���� ����������
�
 ����� >�� �����

(�������� ������� ��� 	� ����������� ��������� �� F���� ������ ��� �����
C����G� ���� ��� 	���� ��������� ����� ������ ��� ��� 
��� �
 �����������
�� �������� �����	����� ��� ������ 	���� ���� �������� 	� ����������� ��� ��
��
����� ������� ��
��� ���������� ��� ������ ����� ������  ����
���� ��� ���%
��� C��� ������� ���� ���������� ��� �����	�� 	� ���'��� ���������� �� ���

��� �
 	������� �
 ������ ��� �����������  �� ����� C��� �� ��������� ��
��
�������� ���� �������� �� ���� � ���� ���� ��� �
 C����� ��������� �����
������� ������� <� ����� 	� ����� ���� ��C��� ������� �� ��� �������
�� 
�� ���� ��������� �������� �
 ��� ���� 3�B����� ������������� ��������
��� ����� ����� ��� 	���� ��� 	� ��B����� �������� �� ����������� �����
��C��� ����� 4B������ ����%���� ���������� ������� �� ����� ���������

������� ������ ��%��� �������- ���� �
	 ��������- �	�	����	�� � ����	��
���	 ��	
�
� �� ���� �� ��
��������� � �		��	 
�������	
� �����%���� �������
������ ��������	 ��	��
����� ��������	 �������
- ���� ���� �	�	�
	
 � 
���
��

	
- ���� ��� ���� ���
��	
 ��� 	���������
� ���� ����������� �� 4����
���� ������� �������� ������� �� ��� ��������� ���������� ������� 	�����
�
 ����� ������������ ���� �B����������� ���� ��� ���� 50 ������ 
�� ����%
���� �	�� 1.5 	������ ����� 
����� "�	�� 1 	������ A�# ��� 	��� �������� ��
���������� �������� �� ����C������� �� �������� �� ��� �������� ������� ��

����������� ��C��� C����� ��� ���������� 
�������

1�������� ���D���� ����� �� ���������� ���� ��	����� ��� 	� �������� ��
���� �
 ��� ��
��������� �
 ������� ������ 2��������� �������� ��� 	�
�
 ���� '����� ��� ������� ������ ����������� �� ����� ���� ���� �������
�� ������� �����	�� ���������� 
�� � ���������	�� ���� �� ��� 
��� ,-880�
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������ ��������� ���� ��� )��� ��
���� ������� ��� ���� 	��� � ��>������
���� 	��� �	��� ��� ����� ������� �
 &�$��	�� �
��� � ����������� ���������
�� 1518 $����� 61 ����	������ �� ���� ������� ,E7.0� �������� ��������� ���%
������� �������� 	����� ������ �� ��� 1��� ���� �� ��� ���� E997� ����
����� ������� ������ 	����� ���� ������� ����	���� ��� ��� ����� �������
������ ��� 	��� ����	������� <� ��� ������� 	��� ��������� �� ����� 1.3.1
���� 	����� ���� ��� �� ����� ��� << �� ������� ���������� �� �� ���������
�
 ������ F3���� ��� )������ �� ��� 1���� ������ ����� ����� ������� ���
�� ��� �������� ������ 	� �� ��� ������ �	��� ����� ��� ��� ����������
������ ���� �� �������� �
 �����G ,E/0� (������� �������� ��� �� ����������
"�������� ��� ���������#� ���� 	��� ��� �� 4���� ����� 1930 
�� ����������
��������� ������� ��� ����������� <� ��� +����� ������� ��������� ������� ���
������� 
�� ��� ������ �
 ������ 	� 	������� ����� ��� ������ ��� �
 ���
���� 19�� �������

�':�:' "��	�� "	���� �� ��������	 �	�	��	 ��� ���	����

 ���� ��� ��� '��� ��B����� ���� �
 ����������� ���������� H �����	 ���
��

��	� ��� �� �� �����$ � ����� �� ���� �� �� ����� ���� �������� ��� �� ���
�� �� �����  ��� �� ��
����� �� �� �� ������ �����$� ����� ���� 	� ����������
�� �� �� ����$ ��� ���	����� �
 ��� ���� 	� ������ �� � ������� D���� ��� ������
������� �� ���� �������� ��� ����� �������� ��� �� �$� ������  �� ����� ��
��������� ��
���� 	� ���������� � ����� 
��� �������� ������ ������� ��������
<
 ��� ������� ��$�� ������ ���� ������ �� ����� ���� ��������� �� ������� ���
��������� ����� �� ��� �� �� ���� �� �� ���� �� 	�
��� �� ��� ���� �������

<� ���� �������� �� ���� ������ 
��� �� ������� ���������  ���� ��� ��� ������
������� ���������� �������� 	��� �� ������� �����������  ���� ��� ���		
�	�	��� ���	
 � ��������	 �		��	 
�������	
- ��������� �� ��� �������� �
 ���
��������� ����� <� ��� �������� C���� ��� �������� ��� �������� �� ���� ���
���� �� ������ �� � ����� �� ��������� ����� ����� �����  �� ����� �����
�
 �������� ��� ��������� �� ��� ���� ����$ �� ��� ��%�� C��� �� ������
��� >�� �� �� ��������� ��� ���������� ������  �� )��� ����� �
 ���������
��
���� �������� ��� �������� �� ����� ��� ���� ���������� ��������� ����
��� 	��� �	��� �� ��������� ����� ������ �� ��� �������� �������� ����� ��
�� ��� ����� �
 � ������� �����
�

��������$ ������	� �� �	 �����$ A��	�  ���� ��� ����� ��� �����
�������� 	��� �
 ��������� ������ �������� ����� �� � ���	������� �
 �����
����������  ��� ��� �������� �� ������ ��	 
��� �� ��
 ����	�  ��� ��� 	���
�� �������� ������ ���������� ����� ��� ������� �
 ��� ���������� C����  ����
��� ����� ����� �
 ������ ���������  �� �
 ���� ��� �
 ����� ������  ����
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���� ����� ��$ ���	)�� �� �!� $��� 9�-�� �( I���� ���������� ��	� �� ��������
�� ����� ��� ������	 �� �!� ��- �� � ��������" �!� �������) .��� �� �������!��� &A���
;�8<" �������� ������� %� 	�������(� 	( L��	�� ���	)�� �����������) !�$ �!��
!��	 �!� ���$ �� -����� &A��� ;�< ��	 $��� A�	���� ��������� �� ��$ ��	 9������!�
C������!" 
A" *�����(

������ ����C����� 	��� ��� ������ 
��� �����	
� �� ����� �� *��� E/�E� ���
����� ������ �������� 	��� ��� ������ 
��� ���	
�  �� )��� ���� �
 ������
�������� ��� #	2���	 
������
�  ��� ��� ���� ���� ���������� �
 >���	�� ��%
	��� ��� �� �	��� ����� ������

��������� �������� ��� ������ �� 	��� ��� ��������� <� ��� 1��� �� �� ���
���� ���� �������� �
 4��� ��� 	� �������� �� ��������� �������� 
��
� ������ �������� C���� ���� ��� ��������� ��������� � ���� 	����� (��
�
 ��� ������� ���� ���� ��� ���� �
 ��� ����������� ���������� ������ ���%
������ ������ ��� ������ 	� ��� ����� �� �� ��� ���� ����������� �������
����������� ��� ���� �������������� ����� 	� ������������

�	G	���$ ��� ���������$ ������	�  ���� $���� �
 ��
���� ��������
��� ������� �� ��� ����$ ��� ��%�� C���� �� ������� ������ ��� ���� � ������
��������� 	�
��� �� ���� ���� �� �� 	� ����������  ���� �������� ��� �����
������� ��� ���� �
 ��������� ���$ ��� ����� 	����� ���� ��� ���������
��� ������� 
������ �������� ���� ��� 	���$��� ����� ��� ���� ����

��� ����� ��� 	�������  �� ��>������ ������ �
 ����� �������� ����� 	�
����� "�������� �� ���� ���� 15H20◦# 	����� ����� 	��� �� ������� ������
�� ��� >�� ��� ��$��� �� 	� ���� �� 	� ��� 
��� ������ ��� ���� ����������
"��� *���� E/�E8 ��� E/�E6#� <� ��������� ��� �������� ������ �� ��� �������
������� ����� �� ��� �� 	� �������� ��� ���� ��� $��� ������

6����	� ���	�
���	� �����
 ��� 
��'����� 	��� �� ��� ����� ���� �
 ���
����$ ��� ��� ��%�� C��� �� ������ ��� ��������� ��� ���������� ����� �

�� ���������� �� ����� �� *��� E/�.� ���� ��� ����������� ���� �B��������
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���� ����� ����%�!�-�	 ����	� -����	 ����� �� �!� ���%��� .��� ��� �������!�
-���������� &A��� ;�< ��	 $��� A�	���� ��������� �� ��$ ��	 9������!� C������!"

A" *�����(

���� ����� *�������� ��������� �� �� ����)��� -��� �� �� ��S���� 9 -��� �� �� ��������
���� -�������	 �� � �����!�	��� $�	)�� &A��� ;�< ��	 $��� A�	���� ��������� �� ��$
��	 9������!� C������!" 
A" *�����(

������� �� ���������� �� �� ��������� �� 	����C� ��� ������� �
 ��� ��	���

��� ����� ��� ����� �� ��$� ���� ���$ ���� 
�� �	��'��� �����������
3�
������ �������� ��� ���� 	� 	��� �������� ����� �� �� �������� ���� �

�� �	D���� ��$� � 	������� � �������� ������� �� � ����� ���� ���� ������%
���� "��� *��� E/�/#� 1 ���� ������� �
 ��� �������� ��� ��������� ���������
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���� ����� 9 ���$ �!�	 )������" -��������) � �����$�� ���� ����) 	���)�	 ��
�������-��	 �� �������!�� �� $��.�����	� &A��� ;�< ��	 $��� A�	���� ��������� ��
��$ ��	 9������!� C������!" 
A" *�����(

��� �����%��$� ������� �� ���� ������ ���� $��� �
 ���������� ������� ��
���� ������ �� ����� 13.3�

<� ����C������� �� �� ������ �������� �� 	��� 
�	�
 ��� ����	��	
 ����� ���%
���� �������� ��� �������� �� ������� ���� 
��� �����������  ��� �� �� ��%
������ ������'�� �
��� ��� ��������� ���� ����� ��� ����� ��� ���
� 	���
����� �� ��� ����� �
 ��� ����� �
 ��� ������� ��� ����� ���������� �� �����
���� ���� ������ ����������� �	��� ���5� "��� *��� E/�-#� �������� �� ���
������ �
 ��� ����� ��� ������������� ������ 
����� ���� �� 	� ��$�� ����
�������  ���� ����� ��� �� ��������� ���� � 100 � ���� ����� �� ��� ��
A�1.5 ������� �� ����C�������

������	� ������	� ����	 �	 �����$ ��	� ?� 	������ �����������
�������� D�� �	��� ��� �������� C��� �
 ���������� �� �� �����	�� �� ����� ���
���� ���������� ��� ��� ����� ��� ����� �
 ������� �� ��� ��������
C����  ��� ������ �� � �������� �
 ��� ��C� ��� ��	�� �
 ����������� ���
������ �� �� $��� ���� �� �
 ��� �������� C��� 	� �������� 
��� 	��	

�� ��� �������� ����� ������� �
 ��� �������� C���� �� �� �� ������� ���
���
���� ���� ����� �������� �
 ��� 
���� ������� �
 ������� �� �������� ��
��� �������� C����  �� �������� �
 
������ �������� �� � ������ ����$� �������
����� ��� ����� ����������� ���������� ������ 	����� �
 ��� 
����� ���� ���
����� ��� ����������� �
 ��� ����������� ���� �� �� ������� �������)����
����� �� ������ �
 ��� ���������� �
 ���� ���	��� ,EE70�
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���� ��������� )�
�����
� �� (�9����� #
�������

�':�:� ��������	 ���	���� �� �!�9	�����

3�B����� ��������� ���������� ������� ��� �� ��������� �������� ���
���� ��������� ���� 	��� �� ��������� �� ��� �� ����C������ 
�� ���� ������
 �� ���$ �
 ��������� �������� �� �� ������� ����� ���������� �� �� �����
�� ����� ���� �������� 	� ���������� ����� ���� ���� ��� ����� ����������
���������� �� � �������� ��������� *��� ��������� ���������� ������ 	�
������� ���������� 	� ��������� ���������  �� )��� ���$ �� �� ������
�� ������� �������� �� ��� 
��������� �
 ��� >����� ��������� 	� ����������
�����	

��	 
��	

	
 ��� �� ����� ��� 
�	�� 
��	

	
 �� ��� ���$ ����� 	� ���
��
���� ��������  �� ������ ���$ �������� �� �������� ��� ��C� �
 ��� ����
������ ���� ���� 	��� ��� �� ������ ��� �� ��������� ��� �������� �����  ��
��������� ���������� ��� ��� ������ �
 ��������� �������� ��� ���������
�� ��� F����� =�������� 
�� 1�������� ������� �� ��� �������� J���G ,-7@0�
 ���� ��������� ��� ��� 	���� 
�� ��� ������� ��� ������������ �
 ���������
�������� �� ����C�������

1�������� �� ����� ���������� ������� ������ �� �� ����������� �
 30◦ ��
50◦ ��� ��������� ���������� �� 	� �� ��� ����� ���� D���)�� ��� �����������
�
 ��
���� �������� 5�	 ������� �������� �� 
��������� 
�������	
 �
 �	���
��	 ����	
� ������	 ���	 ���� �� �	������ 	� ��� ������� �� �� �������� 
���
�����������  �� �������� ����������� �
 �������� �� ����� ���� �������
	������ 20 � ��� 50 � �� ���
������  �� ������ �
 � ������� �� ��������

�� ��� ��������� ��
��� ����� ��������� �
 ������� ���� ���������� ���

�� ��� ������ �
 ��� ���������  �� �������� ���� �� ��������� ��� ����%
�� 
����� ��� ������� 
��� ��	

��	
� *���������� ���� ��� ����� ���
���������� �
 ����� ���������� �������� ���� ��� �������� �
 ��� ���������
������ <� ����C������� ��� �������� ������ �
 ��� �������� ��� ����������
�� ����� �� ��� ������� ���� ����� ���� � ����� ������ �
 100 ������  ������
������� ������� ��� �� ��� ����� 1��� ��� 3 � �� 4 ��

 �� ����� 
�� ����� ��������� ��������� �� ��������� ���������� ��� �����
+������ ��� ������� ����� ���� ���� 1 ������� ����� 
������ 	� ����� ��%
������� �������� �� ��� �������� C���� ���� 	��� ��� 
�� ��������� �������

�� �	�� 120 ������ +���� 1996� ��������� �������� ���� � ����� ������ �

������������� 470 $� ��� 	��� 	���� 1� �������� ����� ��� �������� ����%
	������ ��� >���	�� ���� ��� ������� ��� ���� �������� ����  �� ����
������� ����� ��� � �� 100 $!�−1�  ��� ����
���� ��� ��'���� ��������
�
 ����� ��
���� ��������� ��������� �������� ��� ����	�� �� ������� ��%
������� ���������� ���������� ���� ���� ����� ������� ��� ���� ��%���� <�

� �!� ���� N���������O �� ���	 �� �!� �������!� ��������� 	�,������� �!�� �� �!�
���!�������� �� ��)�������) ����������� �� !��� ����� �����!��) ��#� N-����%
������ �� �!� ���$ ��� �� ���	� 	�$�O�
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����C������� 	2�	�
��	 
��������� 
�������	
 ��	 ���	�� �
	� �� ����	�� %��	

�� ��"	��
 ���� ��	 ��;���� �� 	������	 �� �� ���
	 "��$� ���� ��� �������
������������ ��������� ������ ��������� ��� �������� ���� ���� 	��� � ����
���� ��� �� ��� ��%�� �
 ������� ����������# ����� ���� ��������� ��C���
,-6-0�

�':�:� ��������	 ���	���� �� .����	

��������	 ���	���� ���		�� ��� %	� 1�������� ���������� 
��		�

��� �	�
 ��� ������ ��� �� *����� "��� *��� E/�8#�  ���� ���� ��� #	2���	

�������	
 ������ �� ����� ����� ���������� 	�����  ��� ������� ��� ����
������ 
��� 	���$��� �B 	� 	��$��� ��� ���� ������  ��� ��� ���� ������ �����
���������� ���� ��� ���� 	������ ��� ���� �
 ����� �� ���� �� ���$
����� ���
���� ��� ��� �� ��������� ���������� ������ 	����� �
 (i) � ���������	��
����� ���������� ��� (ii) � 	����� )� ���� ��� ��������� ������� ���� ����%
������ �� ��� ����� ����� ���� ���� �
 ��
������ �'������ ��� 	� ���������
�� ��� ����� �
 ������ �� � ���� 	�����$ �� �� ����� ����� 	� ���� �� ��%
������ �� ���� ��� ������� ���� ����� �� �	�� 3 � �� 5 � �� ���B ������
�����)� ��������� ���������� ���� ��� ������� ��� 	� �������� ��� ��� 	�%
��� �������� �������� ��������� �����)������� ��������� �� �������������
�����������

���/ ���	���� %	� ���$������ ��� ���$
���� ��� ���� ������ ������%
��� �� ��������� �������� <� *������ ���� ����	����� �	�
� ���� �
 >���	��
�������� ��� ��� �� ������� 
��������� ����� 	� ������ ��C���� ��� ��
���$������� ��� ������� ��� ���� �
 �������� ���� ���$�� �� ������ �'�����%
����  	��� ������ $��� ��� ������ ������ ������������ �� ��� ������  ��
���� ��� �'����� ���� ������ �	�������� ��������  ��� ��� �	�� �� ��������
��� $������ ������ �
 
������ �� ������� ���$� ���� ���� ��)������ �����  ��

���� ����� 9������!� -��������� ������� ��	 ���� ���	 �� A������ &A��� ;� 8<�(



�� �8 ���������� 9)����� ��$ 9������!� I�.��	�

���� ����� � 500 $L �� 5000 $L ���������� ������������ � 10 ��� ���$ 
������
�� 31.7 ��−1 "114 $��−1#� ��� ,-6/0�

�':�:' ��������	 ���	���� �� ��	����

1�������� ��������� ���� ��� � ��D�� �B��� �� ��� ����������� �
 ���������
�������� �� <������� <� 3����	�� 1974� ������������ ���������� �� !��$���%
��Y� $����� 12 ������� *�������� ���� ��������� � ��������� ��� ����	������
�� !��$�����Y� ��� � ���� ����� � ������ ��� ��������� ���� ����� 
�� ��%
��������� ���� ��� ����� ������ 
�� ���������� ������� ��������� ������� <�
L����� 1995� �� ��������� ����$ �ZY��[$� $������ 14 ������ "��� *��� E/�6#�
<� ����	�� �
 ��� ���� ����� ������� ��� 
��� �� ��� ������� *������� ���%
��� ��� ����� �
 20 �������  �� ����� ������������ ����������� ��� �
 �����

��� ����� ��� ����� �� ������ �������� �� ����� ������ �� ��� ����
D����
���� ������� ����� ����� ������� �� ��� ����� 1994 ��� 1995 ��� � ��%
D�� ��>���� �� ��������� ���$ �� <�������  �� ������ �������� ���� �� ��
���������� ��� ���������� �� ��� ���� .6 ����� ����� �� ��������� �� 	� �����
/�9 	������ <P��� <
 ��� ���� �
 ��%�������� ��� ��
���� �������� �� �����
�� ���� �������� ����� ��� ������ ���� �
 ���������� ��� ���������� �� <������
������� 6 	������ <P�� %:�������	� ���� �������� �� ,.7-0 ���� �
 ��� �����
�
 � ������ �� �� ��������� �� ��������� �������� �� ������� �� ��� ��������

���� ����� XY��Z# �� 9�)��� 1995� �!� ���� -��� �� �!� �����)� �� XY��Z# $��
����	 ����� �!� �������!� ����	���� �!� ��	 !����� $��� ���)!� �� �!� ���!�������
��	 ��$ ���� $��� ����� �� � 	�,����� ����" $!��! �� �����	���	 ����� &A��� ;��0<�(

� 9� -������ � E��� U /8 �FC�



�8�1 9������!� ���������� �� *�,����� ��������� ��/

���� �� E77 ������� <P� ��� 
���� ��������� ��� ����� ���� �
 ��������� ���
��������� ��������� �� <������ �� ��� ���� .6 ����� �������� ���� ��� ���� �

��������� ���������� ������ ���� ���� E/ 	������ <P�U 1�� �
 ����� ����������
��� ������ ��%�� ��������� ���� ������ �����	�� �� ����� ����� ���������
�� ��� ������� 
�� ��$��� ��C��� ���� �� ���� ����� <� ��� ���� �������� ����
��� ��������� ������� ����� 	� �������� ��� ��� ��%�� C���� ��������� 	�
���� �����	�� ��������  �� <�������� (������������� �5�� ���� � ������
�� 1996 ���� ���������� �� ��������� ���������� ������� ��� ���������� �

����� ����� 
�� ��� ��������� ���������� ����� ,-890�

<� 1996� ������� �� ����� ��C��� ����� ��������� ��������� ��������� ��������
���� <�������� ���������� ��� ��������� 	����� ��	 
��� �� &�	���� �
 ����
�	���	� ���� �� ,����	 �������	
� <� ����������� 
�� 	������ ��������� ��%

���� ��������� ��C��� �
 
��� 
���	
 ���� ��������� �� ��� �������� C����
�	��� ������ ���������

<� *������� ��� ��>������ ���� ���� 	��� �� 1��� 1998 �� ������� ���
������� ������� ���������� 
��� ��� ��� �������  �� ���
 ��� ��������� ��
��� ��� ��� 
������ ���� ��� ����� �� ���������� �������� ��� �������� ���
��� ���� ���
�  �������� ��� ����� ���� 
��� ��� ����� �
 �� F1G �� ����
�� *��� E/�@� ,/;/0� *�� ���� �������� ��� ���� ,-890�

���� ���#� A�������" �!� 	�=�����) 	��� �� 9�)��� 1998� �$� 	�=�����) 	���
!��� ���� ����� �� -������ �)����� �������!�� ���� �!� �$� )������� �!� 	��� ���
��������	 �� �!� ��- ��	 ����!�� 	�$� �!� ���-� �� � ����!��) 	��� ��)��!�� �!�
�!��� �� �!�� ���� �!� �!�-� �� �� N9O� &A��� ;��0<�(
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�':�:( ���! ��������	 ���	���� �� ������

1 ��D�� ��������� ��C��� �� ��� ������� �
 1����� ������� �� L�����
1954� ���� 56 ������ ���� $����� �� ��� ���� �
 ?���� �� :�����	��� ������
 �� ��������� ���� ����$ =���K� �� ��� 2�C��� ������ ��� ��� )��� �� ���
��� ������� �� ������ ������� &���� ������� ������ ���� ��� ���� ���������
�� ��� =���K� ��� 	��$ �� 1689 ��� ����� �� ��� ������� ��� $����� 250
������� ����� ���������� ��� ��� �����$�� =���K� 
�� ���� 300 ������ �� ���
���������� � ���� �������� C��� ���� �� ��� ��� ����� �� 1999 $������ ����
���� 30 �������

=���K� ��� ������ �� ��� ������ "����� ����������� ���� ����������# C��� ����
1999� 1����� ��� �������� ���� ���� A�60 ������� �� ��� 2�C��� :����� ���
A�20 ������� �� =���K� ������ �� ��������� ���������� ���� 50 ������ $	���
��� �����	�	 �����	�
 >�����	
 ��� ����
A� �� ��� �� ����C������� ���� ������
�	��� ��� ���	�� ���� ��� ���������� �� ���� ���� �� ��������� ����� �������
�������� ��� ��������� ���� ���������� =���K� ����� ���� �� ����������
����� ,-860�

<� ��������� ��� ���������� ���� ��������� �������� ���� ��� ������� �� ���
���� ���
 ������ ��� ��� �� ���� 	� �� �� ���	�� �������� ��� ��� �� ��
������ �� 1����� �� ��������� ��������� �� ��������� ��� ����������� �

�������� ������������ ������������ �
 ����� >�� ������ ���� ����������
��� ����� ������������ �� )��� ������� ��� ,--;� -870 ��� ��� ������ �
 ���
������� �
 ���� ��� ��������� �������� �� 1����� �� ����� E�

�':�:) ���! ��������	 ?����	�� �� %��� ��	����

1� �� ��� 4������ 1���� ���� ��������� 	������� ��� ���� ��� �� ��� ������%
���� �
 ���� ���������� �� !���� 1������� 1������ ����� ����� �
 �������
��� ����������� ��� �������� 4����� � ��� ������� ������ ��� !���� >���
��	
A 
�
�	�- ����� ��� � ���	������� �
 #	2���	 �	�
 ��� ���� ��	�� ������

"����� ���� ���� 	��� �������� ��� �� ��� 1����� ������� 
�� ���� �����#�
�� ���	�	�� ��������� ���� �� !���� 1�������  �� )��� ������ �
 ���� $��� ��
��� ����� ��� ��������� �� �� ��� ���������� ����� ���'����� 2����  ��
��������� �
 ��� ������ �� ���%���������� 	� ��������� ������� ��� ����%
���� ��������� �� �������� ��� ����� ��������� �� ��� ����� ����� ��� ������
�� �� 	� ����������  �� ������� ����� �� ����������� ��
� �� 
����� ������
�� ���	�	�� ��� �
 ��� ������� ���� ��������� 	������� ��������� �� ��� �����
,-8;0 "��� *��� E/�9#�  ��� �� � ������ �B������ ��� ������ �������  �� ������
��� ��������� �� ������� ����� ���������� 	� ���� �����������

�	���/ <� ����� E�-�. �� ��������� � ����� ������ �
 ��� ������� �

��������� �������� �
 ���� ��������� ����� ���������  ��� �������� �������%
���� ���� ������������ ��������� 
��������� ��� ����� �
 ��������� ����������



�8�8 
��������� E5-��������D 9 ����� �� *���)� *������ ��������� ��3

���� ���$� ���������) ���$ �������!� ������� -���� ��� �!� G��)) ������ &A���
;��3<�(

��� ������� �������� ��$� ����C������� *������ 1������ <������� !������
+��� "
�����# ��� ������ +�1� ������ ��� L�����  ��� ������� ����
���������� �� ��������� ��C���� ��� ���������� ������� ��� ���� ��
����� ��
����� E�-�.�

�

���� ��	
���
�� 1%$��������? � ����� �
 (���+�
(������ ����������

 �� ��������� �'������ ��������� �� ������ / ��� - ���� 	��� ������������
�� 	� �� ���'��� ������������ ����� 
�� ���� >�� ���������� ���� ���
���������� ��� ��� ����� ������� >���� ����� ��� �'������ ��� �����%���������
��� 	����� ��������� ���� ����������� �� ����� ��	������� �����������
��� 	� ��� �� ���� ��������� >��� ���� ��� ������ �	����������  ����
����
���������� �
 ��������� ��� 	� ������� ��� �������� ������ 	� ����������

�� ��� ������ �
 ��������� ���������� ��������� 4����������� ������'��
��� ���� 	� ��� �� ��� ������� ������ �
 >�� ����� ��������� ����������
�������� �� ��������� �������� &�	������� ������������ ������'�� ���
	� ��� �B�������� �� ��� ������ �
 ��������� ���������� ������������ ���
�� ��� ������������� �
 ��������� ��������� ���������� C���� �
 ����	����
������� ,-EE0�
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�':':� <�������� "��	�� ��� *+�	���	��

�������� �� �	�������� �������� �� ������� � ������� 
��� 	���� ��� 	� ��
����������  �� ����� �	D��� �������� 
�� ���������� �� ��� ����			��	����

�� ��� J�����C�� =������� ����� �� �� ��� ����� ���� ��� 	��� ���������
��� �����
����� ���� � �������� ��	������� 
�� ������������� ��� ����������%
���� �������� "��� *��� E/�;�#�  �� 	������ �� ������� �� 2700 � �	��� ���
����� �� � ����� ������� ������ 	� ���� �� >�� �� ��� �����%������ ��������
������������� �� �� ����� �
 45◦� <� ��� ������� �� ����� � ��	�� �
 �����
�'����� ���� �������������� ���������� �� ��� ���
 �
 ��� 	�������  ��
	������ ��� 	� ��������� ������� ��������� ������ �������� ��� �����
������� ���������� ���� ����� ���� ��� ������������ >�� ���� ��� 	������
�� ���� � ���������� 
�� � 100 ���� ����� �� ������ ����������� 1��������
�� ������ ������� � ����� ��������� ���� � 100 ���� ��������� �� � ����
����� �
 �������� ���� ���� 8 � ����� ������ ���� ��� �������� <� � )���
���� �
 ���������� ��� 	������ ������� ��� �� ������ � ����������� �����
"�������# ��� �������� ���� ����� ������ ��� >�� ��� ���� ��� ���� ��
���� ��� 	������ �� ������ ����� *���� E/�;� ����� � ���������� �
 ���
������
��������� 4���������� �� ��� 	���� �� �
 ��� '������� �� ��� ��%
����� �� ���
��� ��	������� ������������  �� ������� >��$ ��� ��������
�� �� �������� ����� �
 � 45◦ ����� ������ ���� �
 ����� ��� ����������� ��%
����������� ��� ��� ����� ������
�������� ��� ����� ���� �� 
��� �������
��� ������ 	���$�� ��������� �� ��� ������ *���� E/�;	 ����� ��� �
 ���
��	������� ������� 1 ����������� ����� ��� ���������� �	��� ��� 	������

���� ���%� �( '�
���������
�� �� �!� [�)�-��.� �� �!� 2����� 9�-�" �� 2700 �
�� � ���!�� -����� �������� ���-� �������	 �� �� ��)�� �� �--��5������� 45◦� 	(
9 ��	�� ��-��	������ ��)��!�� $��! � �����!�	���%$�	)�%��-� �������!� -���������
���������� &A��� ;���<�(

� 9� �������!� �� ���)� ��.� !�� �!� !���� �� �3 8 ��	 #����	 �� -��-��" $!� $���
�� �!� �����



�8�8 
��������� E5-��������D 9 ����� �� *���)� *������ ��������� �1�

���� ������ '�
���������
�� �� �� ������� ��	 �!� �������!� -��������� $�	)� ��
��� ����)��� -���� �����D �( 1D300" 	( 1D100� &A��� ;���<�(

�� �� ������� �������� 	� ����� ��� ������  �� ����������� ���� ���
�����
���� ��� ������ �
 ������ 1A100 ��� 1A300� ������������� 2������ 	���� �
 2.5
�� ��� �������� ��� ����� ���� �
 ������������� 0.8 �� �� ���������
������������� ���� ��� �� F��� ����G 
�� ��� ��	������� ����������  ����
��������� ���� �������� ��� 	���� ������ �
 
������� �
 ������������� 35H45◦

��� 15H25◦� ����� ��� �� ��� ����� ����������� 
�� �����

*����� E/�E7��	 ����� ��� ������������ ���%� �� ��� ��� ������ ���������
�	���� *���� E/�EE �������� ����� ���������� ��������� �
 ��� ������ �

� ����� �
 �������� ���� ��� ������ ���� ��� ����� ��� ����� ��� ���
������
�������� �� ����� ��B����� �������  �� ���� ����� ���� �����������
�� ��� ������ �
 �� 8 � ������ <� ��� ������� 	� ���� ��� ��� ���� >��$� �

��� ����� ������ ��� >��� 1 ����$ �� 
����� �� ��� ����� ��� ���� �������
�� 	��� ����� �
 ��� >��$� �
 ��� ������

1� �	���� ��������� �
 ��� ����� ����������� �� ��� 
��� ���� ������ ��B��%
��� ����� ��������� ��� 	� ������� ��� ��� ��� �B���������� �
 ��� �������
���������� 1 
��'��� �������� �� ���� � ����� �
 ��� ���� �� ��������� ��
� ���� ��� ���	�� ����� �
 ��� ����� ��� ���� ��� ����� 	������ ����	��
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���� ������ A��$ �� � ����� �� ��������" 	���!��)�	 �� �-����) �!� )��� �� �!�
���� �� �!� ��- �� �!� �!���" $!��! �� �������	 �� 45◦ ��)���� �!� =�$ )��� -��� �!�
�����!�	��� $�	)� ��	 �����	 �!� ����	��) �!�� ���� �� -�������	� &A��� ;���<�(

���� ������ �( ��	�� '�
���������
�� �����-����	 �� � �����!�	��� -���������
$�	)� �)����� �������!��� �� �!��� �5-��������" �� �� ������	 �!�� 5 � !��	 ���$
�� ������ 	�-�����	 ��	 �!� -��5�)���� ������� ������-��	� �� �!� �--�� ����� �� �!��
���$ ������ ������ �� 	( � 3 � ��	 ( �� 8 � ����� �� N���$O &��������(� &A���
;���<�(

��� 
���� �� ���������� ��� � ���� �� ���������� �� *��� E/�E.� <� ���� �����
��� ���������� ��
��� �� ������)�� ���� ��� ���� ��
��� �
 ��� ���� ������
���� �� ����������� �� � 5 � ���� ������ ��� ��� >����� ������� ���� ���
	��� �������� �� ��������� 3 � ��� 8 � ��� ���� ������� ��� ��������� ��
����� �� � ����� �
 13 � ���� ������ <� �� ������� ���� ��� ����� �5��� 
��
��� )��� �������� 	� ���� ��� �5������� ������ ��� 	������ 
�� ��� �������
����� ��� ������� �������� ��� ���������
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�':':� ��������� �� ��������	 ���	����

 �� ��������� ����� �'������ �
 ������ / ��� - ���� 	��� ������� �� ���
������ �
 ��������� ���������� ������������ �� �������� �	��� ,-E.0�  �
������	� ��� >�� �� ��� �������� �
 ��� ������
�������� �� ������ � �����
����������  ���� ��� ���� ������� 
�� ����� ?���� ��� ������� ����� ���
>�� 
���� � ���� ���� � �����%
��� ������� <� � )��� ���� �������� ���
����� �� ����������� �� �� �������� ���� �
 ��� 	���� ��
���� *���� E/�E/
�������� ��� ���������� ��� � ����� 
��� ��� ��������� ���� ��� �����
�'������ 
�� ��� ������ >�� ���� ��� ����������� ����� "�������# �� ��
��������� ��
���� ���������  �� ��������� ����� ��������� ��� �����������
����� ��� ��� ������� >�� ����$���� �� ����� �� ������� �
 �������������
������ ����� �� ��� ������������� ���� ��� t = 10� ���� ��� >�� �� �	����

���� ������ �( �!���)��-! �� �!� ����	� =�$ -��� �� �������!� 	������ ���������
&-�����	(� 	( �!� 	������ ��������� �� ��-�������	 �� �������� ������ �!� ���%
-���	 	������������ =�$ �!��#���� �������� �� �6��� �!��#���� ��� ����������	 �� �!�
	������������ ���� ���� t = 10" $!�� �!� =�$ �� ������ ����������� &A��� ;��1<�(

� �!� ����������� �� �!� ����	��� ����� -������ �� �!�� ��������� 	��� ��� �� ���
���-���� ������-��	 �� �!� �5-��������� -���������� �� �!� =�$� A�� ��������"
-���� �( �� A�)� �8��8 �!�$� �$� �����)���� �� ��������� &���� =�)!�( ������ �!��
$�� ���-����������� ��� ��-��	���	� 2���� ���! 	��������� �� �!� ���� =�$
��	 ��� ���-���	 �����)�� �!� �)������� �� ���������)�
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���� ������ 
���� ���$ �� �!� �������� +��	 �����	 �!� 	������ ��������� &�����%
!�	��� $�	)�( �������	 �� � ��������� ����������� �!� ����� ��	 �!��� ���)�!�"
���-��������" ��� ��-����������� �� �!� 	��������� ��	 �!� �-��	 �� �!� ���������
&A��� ;��1<�(���


���������� 1� ��� ��� �
 ��� ��
���� ������� �� �	��'� ����$ �� 
������
 ��� ��� 	� ������� ���� 
��� ��� ����������� �� ��� ������������ �� ���� ��
�� ��� ������������� ������ ���� �	������ 
��� ��� �������� ����������
?����� "����� 	����# ��� �������� ��� ���� ������� ������� �� ��� �������
��������� ��� ��� �� 	2���
��� �� �� 
������ ����� �� ����%������	�� 	� ���
������ ����� 1 �������		 %��	� ����� �� ������ �� ��� ��������� ������� ��
��������� 	����� ��� ��
���� ��������

*���� E/�E- ������� ��� �������� )��� �
 ��� >�� ����� ��� �������� <�
�� ���� ���� ��� ������� ������� ��� >�� ��� ������� �� �� ������ ���� �
 ���
 �� ������ ��� ����� ������� ��� ���������� �
 ��� ���������� ��� ��� �����
�
 ��� ��������� ������������� ?���� ��� ������� ��� >�� ����������� ��� ���
��������� �������� 	������ �������� ������

������� ����������� ���� ���� 	��� ���
����� �� ��� &�	������� �
 ���
3��������� �
 (��������� 3�������� +��������� �
  ���������� )��� ��
��� ,E.60 ������ �� >��� ����� � ����������� �������� ����� ���� ���
���	� ,8;0 �������� � ����� ��	�� �
 ����������� ������� ��� �����
�	�������� ����� ��� ���������� �
 ��B����� ��C��
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�':':' � �������� ���	���� #	����,�	 �� �	G	����

������� >����� ������� ������� ��� �� ���� ���������� �� ���$������ ���
�������� ��� ��������	��� 	� �������� ������� ��� �� 
����� ��� ������
 ���� ��� ��������� ������������ 
�� ��� ���������� �
 ����	�� ��������
�� � ������������ ����� �� �������� ���� ������ �	#	����� 
�������	
� <

� ��
��� ����� �
 ������� >����� ������� �������� ���� �� �������� �����
��������� � �������� ���� 
������ �� ����� α ���� ��� ��������� �
 ��������
�������� �� ����� �� *��� E/�E8� ���� � �������� ��������� ����$ �� 
�����
�� �� ����� β� 1������ ��� ��������� ������ �� � 
������ �
 ����� α� ����
����� ��� ��� ������ � ������� �������� ���� ��������� �� ��� �������� �

��� �������� �
 ��� ��>������ ������ ��� ��� �������� ������� 1��� ������
���� ��� ����� β ������� �� ��� 	���� ����������� ��� �������� �������� �

��� >����� ���� ��� ��� ����� α� 1	��� ��� ����$� ��� ������	�� >�� ��
������������ ���� � ����� ������ h1 ��� �������� u1� 	����� ��� ����$ �� ��
�	�������� ���� � ��B����� ����$���� h2 > h1 ��� ��B����� �������� u2 < u1�
 �� �������� �� �������� �� ��� �	�������� ��� ������������ >��� �� ���
��������� �
 
��� ��
��� ������� >��� <
 ��� ��������� ���� �� ������ ���

���� ������ 9 ����	� ����� �� )������� �������� $��! �!��#���� h1 ��	 �!� ��-��%
�������� 	�$������� �������� u1 �� �����) 	�$� �� �������	 -����� 9� �!� =�$
���������� � �����)!� �������� $��� �������	 �� �� ��)�� α" �!� ��	���	 �����%=�$
)�������� � �����)!� �����)���� �!��# �!�� �� �������	 �� �� ��)�� β $��! ����� �!��#%
���� h2 > h1 ��	 �������� u2 < u1� "����� ��	����� �!� 	�������� ��	 &��������(
��)����	� �� �!� �������� +��	� 9��� �!�$� �� �!� -��������� �� � !���� ����$ �!�
�������!�� ����% �#���!" ���
�% �5-�������� &C�)!� -������D A��� ;���<�(
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���� ������ ������ �� A�)� �8��� ��� ��� �!� �����	 	�=�����) ���������� &C�)!�
-������ ���� ;���<�(

������ ����$ ���� �� 
����� ���� ���� 	� ����� "��� *��� E/�E6#�  ��� �����
���� ��	 �����	 � ��	 
���� �	�	��
 �� ��	 ���������� ��� ��	 
���	 � ��	
�	#	����� 
�������	 ��
	��  �� ���������� >�� 	������� ��� 	� �������
�
 ��� ������� ���������� "��������� ������ ��� �������# ��� ������  �� ��%
����������� �
 ��� ������ ������� �� ��� ��>������ ���� �� ���� ���������

��� � �������� ����� �
 �����  �� ������� �������� ���� ��� ���� 	� ��%
������ 
�� ������ �
 ������� ����������� �� ���� �� 
�� ����������� ���������
��� ,8;0�

���� #
������
�

1 ������ ��� 	��� ����� �� ���� ������� �	�� ��� ������ ���������� �������
���� ��� ��$�� �� ������ �������� �� ������� ��� ������ �� ��������� �����
������� 
��� 	���� �������� ������� �� ����� �������� ����� � ��������� ������
������� �� �������� 	� ���������� �������� � ������� �������� �� �����	��� <�
���� ������ �� ������������ �
 ��� ���������� �� ������� � �	�������� ����
������� ��� ��������

��� ���� ������� ���� ���� �� ��� ��������� �
 ��� ��������� ��������� 
���
"	����#  �
� ���
���� ��������	
�  ��� ��� ���� �� ��� ��� ����� �� ��� ���%
�������� �
 ��� ��%������ ��� ��� ������ ���������� ����� ���� �� ���� 	��$�
�� ��� ����� ����� ���� ����� ��� ��� ���������� 	� ��	������� �����������
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��� ������ � � ��� ��� ���������� ������ �
 �������� 
�� ��� ���� �

��������� >��� 	� �������� ����� ������������ ����� �� ����� �'������
��� �����%��������� ��� ��������� �
 ��� �����������%�������� ������ ����
��	������� ����������� ���� 
����� ������ ���������� ����� 
��� ���� �� ��%
������� "��� ������ E7 ��� E.#� �������� ������ ��� ����� ������ ������� �
���� ���������� ������ ���� ��� 	� �����
����� 
��� ��� ��	������� ����� ��
� ����� �� ������  ����
���� ��� ����������� ���� �� 	� ���
����� ����
�
��� ���� ��������� ����� ���������� ���� ���������� ������� ������� ��%
������� ��������� ������� ��� �� 	� ���������

��� ����� ��� 
����� ���� ���� �
 �� ���������� ���� �� ����������� ���������
����� ������� 
�� ����� �� �������� ��� ������ �������� ��� �� ��� 	� ���%
����� �� 
��� ��� ��������� ������� �������� �� ��������� ��C��� ����������
��� 	� ���� ����������� 2��������� ������� ������� ���������� ��� 	�
������� �� �� ���������� ������ �� ���� �������� �� ���� 	� ��
�� �� ����
�� ��� ��������� ����� ����� ��� ��������� 4��� ���� ���������� ��������
��� ���������� 
��� �	��������� �
 ��� ���� ������ ��� ������������� ���
��� ������� �����$ �� ����� �� ����� �� ���� ������� ��� ��������� �������
2���������� ��� ���� ����� ���$ ��� ���� ����� 	� �	�� �� ������� ��������
��
���� <� �� ��������� ��������� �� 	� ����� �
 ��� ��������� ���$� =�������
������ ���� ���� ���� ���������� ��� ����$� ����� ����� �� �� ������� ���%
���� �
 ��������� ��������� ��� �����	����� �
 ������� ���� $�������� ��� 	�
��� 
�� ���������� ������� ��� �� ��� ��� ����� �������� 
����� ��������

�� ���� �������� ��������� ���������� ��� �������� ����� 	� ���������
����� �� ��� ����� ���� ������ ��� 	� ������� �	�� ���������� ��� ���
����� �
 ��������� ������� ����� �� ���� ��������� 
�� ��� ����%	���� �
 ���
����	������ �� ��� ����� �
 ��������� ������� �� ���� �� ��� ������ ����������
��� ��D����� ������ ������ �������
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*�� ��� ����������� �
 ��� ������� �� ����� �� ���� ������� 	���>� ������ �
������ �
 ���� �� 	������ �� ���� ������� �� ���� 	��$ ��� ���� �������
�� �����$ �� 
��� ���������

 ���� ������ ��� '������� �� 	� ��������A ���� ��� 	��� �������� �� 
��
��� ���� ����� 	� ���� �� 
���Q  �� ������ �� ��� )��� '������ �� ����%
������ ���� 	� ���� ��������� �� ����� �� ���� �� ������� ���������� �	��
��� �%��%���� ������������� �� ���� �� ��� �����)�� �����)���� ��� ����� ���
��
�� ������� ��������� �� ���� 	��$� 1 ��������
������ ������ �� ��� ���%
��� '������ ����� �� 	� � ������ ��5���� 	� 
��� ���� ����������� $������
�����M� ����� ��� ���������� �� ��� ��
�� ���� ��� 	� ��� ���� ��� 	�
���� �� 
���� *������� �� ������� ��������� �� ��� ���$ ���� ��� 	��� ����
���� ���� ��� ��������� �� ������ ��� ������������ �	������ �� 
�� �� ����
������������ �������� ������� �� ��� ������� ��� 	���)�� �
 ��� �	���� *��
��� ����������� �
 ��� �������� ���������� ��� ��� �������������� �
 ��� ��%
���� ��� �	������ �� ���������� ����� �
 ��������� 	�������� �� �� ��'����
�� �������� �� �� ��� ���� �������� ���������� 	��� �� ������������ ���
������� �
 ��� >�� 	� ����� �
 ����%���������	�� ��	������� ��� )��� ������%
����� ��� �� �����	������� ���� �������� ��� ������������� ����������� �����
������	�� �� ��B����� ���)�������� ���� ��� �������	�� ���� ��� ���� �
 ���
������ ��� ��� ����� �� �������� ��� ���$� ��� 	� ������� �� ����������� >���
�� �����%����� ��� ������������ ��
��������� ��� ��������� �
 ����� ������%
��� ��� �� ����������� ���$������� ��	��� ��� ���� ���������� ���� ��� ������
�
 ��������� +������������ ��� ���������� �
 ��� ���������� ��� ��������
�
 ��� >��� 
��� ��� 	���$��� ��� ������� �
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 �����
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�� ���� �����)� ��� ����������� ������������ ������� ��������
����������� ���	�����  �� ������ �������� 
��� ����� ���������� ��������
��� 	���� ��� 
��������� ����	������� �
 ��� ������ ������� ����� ��� �����
�������� �
 ���%������ �����	���� ������� ��B�������� �'������ ���� ���������%
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��������" ��	 �� -���������" ��6����� ����) ��!�� �!��)� �!�� �!� ���-�� ���
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���-��� ����" �!� ����������� ����	������ ��-����	 ��  �������� ��	 ����
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��� �����
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