


DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
LÖSUNGSMETHODEN UND LÖSUNGEN 

VON 

DR. E. KAMKE 
EHEMALS O. PROFESSOR AN DER UNIVERSITÄT TÜBINGEN 

11. 

PARTIELLE DIFFERENTIAL GLE ICHUN GE N 

ERSTER ORDNUNG FÜR EINE GESUCHTE FUNKTION 

6. AUFLAGE. UNVERÄNDERTER NACHDRUCK 
DER 5. AUFLAGE. MIT 16 FIGUREN 

Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 1979 



ISBN 978-3-663-12058-2 ISBN 978-3-663-12057-5 (eBook) 
DOI 10.1007/978-3-663-12057-5 

CIP-Kurztitelaufnahme der Deutschen Bibliothek 

Kamke, Ericb: 
Differentialgleichungen : Lösungsmethoden u. Lösungen I 

von E. Kamke. - Stuttgart : Teubner. 
2. Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung für eine gesuchte Funktion. 

6. Aufl., unveränd. Nachdr. d. 5. Aufl. - 1979. 
ISBN 978-3-663-12058-2 

Das Werk ist urheberrechtlich geschützt. Die dadurch begründeten 
Rechte, besonders die der Übersetzung, des Nachdrucks, der Bild. 
entnahme, der Funksendung, der Wiedergabe auf photomechanischem 
oder ähnlichem Wege, der Speicherung und Auswertung in Daten. 
verarbeitungsanlagen, bleiben, auch bei Verwertung von Teilen des 

Werkes, dem Verlag vorbehalten. 
Bei gewerblichen Zwecken dienender Vervielfältigung ist an den Ver. 
lag gemäß § 54 UrhG eine Vergütung zu zahlen, deren Höhe mit dem 

Verlag zu vereinbaren ist. 

© Springer Fachmedien Wiesbaden 1979 
Ursprünglich erschienen bei B. G. Teubner, Stuttgart 1979 

Softcover reprint ofthe hardcover 6th edition 1979 



Vorwort. 

Dieser Band 2 behandelt die partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung sowie Systeme von solchen für eine gesuchte Funktion. Der 
erste Teil des Bandes enthält allgemeine Erörterungen über die Lösungs. 
verhältnisse und Lösungen, der zweite Teil rund 300 Einzel.Differential. 
gleichungen mit ihren Lösungen. 

Die unmittelbaren Anwendungen der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung in Physik und Technik sind weit spärlicher als die der 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, eher trifft man sie noch in der 
Differentialgeometrie an. Bei weiterem Nachforschen hätte sich wohl 
noch diese oder jene weitere Anwendung auffinden lassen. Gleichwohl 
veröffentliche ich den Band schon jetzt, in der Hoffnung, daß die Be. 
nutzer des Buches zu seiner Vervollkommnung mehr beisteuern werden, 
als es mir in der nächsten Zeit gelingen könnte. Ich werde für jede 
solche Zuschrift dankbar sein. 

Die zweite A uf)age ist, abgesehen von der Verbesserung von Druck. 
fehlern, ein unveränderter Abdruck der ersten Auflage. 

Tübingen, im September 1947. 
E. Kamke. 



Aus dem Vorwort zur dritten Auflage. 

Dieses Buch ist seit einer Reihe von Jahren vergriffen. Da immer wieder 

nach ihm gefragt wird und da im Rahmen des gesteckten Zieles z. Z. 

nicht sehr Wesentliches hinzuzufügen wäre, haben Verlag und Verfasser 
sich entschlossen, das Buch nach vorliegenden Platten nochmals zu drucken. 

Tü bingen, im März 1956. 
E. Kamke. 

Vorwort zur vierten Auflage. 

Von größeren sachlichen Änderungen ist auch bei der vierten Auflage 

abgesehen worden, jedoch sind die dem Verfasser bekannt gewordenen 
Fehler verbessert. 

T üb in gen, im Februar 1959. 
E. Kamke. 

Vorwort zur 6. Auflage 

Von den "Lösungsmethoden und Lösungen" des Verfassers stellte der vor
liegende Band den Teil über partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 
für eine gesuchte Funktion dar. Dem Verlag B. G. Teubner danke ich herzlich 
für seine Bereitwilligkeit, das Buch als Nachdruck herauszugeben, so daß das 
Gesamtwerk nun wieder zur Verfügung steht. 

Bochum, Januar 1979 
Platanenweg 42 

DetIef Kamke 
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Erklärung der Zeichen und Abkürzungen. 

8z 8z 8z 8z 
P = O:A:' q = oy' P. = ox,.' q. = oy; 
l; Y; p; q steht, falls nichts anderes gesagt ist, für Xl'···· X,,; !IJ, ••. , y,,; 

Pl,···,Pn; ql,···,qn· 
01 Ix (r) = -, entsprechend Ix, 111 , I, • 

• - ox. • 
<.!5 (!") = Gebiet im Xl" •• , xn·Raum. 
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D. Differentialgleichungen erster Ordnung 
für eine gesuchte Funktion. 

1. Allgemeine Vorbemerkungen. 

1.1. Einteilung der Differentialgleichungen. Die allgemeine (implizite) 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung für eine gesuchte Funktion 
Z = Z (xl' • . ., xn) ist von der Gestalt 

(I) F (Xl' ••. ' Xn ' Z, ::1 .... ' OO~) = 0; 

dabei ist F eine gegebene Funktion von 211.+ 1 Argumenten. Lösung, 
Integral, Integralfläche (IFläche; solution, surfa.ce integrale) der 
DGl ist jede Funktion Z = 1p (xl> ... , xn), die in einem Gebiet 9 (Xl' ..• , Xn) 

stetige I) partielle Ableitungen erster Ordnung hat und nebst ihren Ab
leitungen die Gl (I) erfüllt. 

Die explizite Form (Normalform, kanonische Form) der partiellen DGI 
erster Ordnung ist 

OZ ( OZ OZ) 
(2) 0:1:- =1 X, Yl' ... , Yn , Z, 0Yl' ••• , OYn ; 

dabei ist 1 eine gegebene Funktion von 211. + 2 Argumenten; die unab

hängigen Veränderlichen sind jetzt mit x, Yl' ... , Y/& bezeichnet, gesucht 
ist also eine Funktion z = Z (x, Yl' ... , Yn). 

Häufig werden die Abkürzungen 
OZ oz 

(3) P = 0:1:' P~ = 0:1:.' 

verwendet. Mit diesen lauten die DGlen 

(la) 

und 

(2a) 

F(xl • ..• ,' Xn. Z, PI' ... , Pn) = 0 

P =f(x, YI'···' Yn, Z, ql'···. qn)· 

1) Während bei den expliziten gewöhnlichen DGIen (vgl. I, S. 1) mit stetiger 
rechter Seite aus der DGl unmittelbar abgelesen werden kann, daß jede Lösung 
eine 8tetige Ableitung hat, ist das hier nicht möglich. Daher ist die Stetigkeit der 
Ableitungen (auch bei der expliziten DGI (2») eine besondere Forderung, die an die 
Integrale gestellt wird. 
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Diese Gleichungen werden hier häufig noch kürzer in der Gestalt (veJdo... 
rielle Schreibweise) 

(Ib) 

und 

(2b) 

F(~, z, p) = 0 

P =f(x, y, z, q) 

geschrieben werden; dabei steht ~ für Xl' •.. , X,,; P für Pr, ... , P,,; Y für 
Y1' ... , Yn ; q für Q1' ... , q". 

Die DGlen heißen linear, wenn sie linear in z und den Ableitungen 
sind, und qUl!-silinear, wenn sie in den Ableitungen linear sind (Linearität 
in bezug auf z wird also in diesem Fall nicht verlangt). Die allgemeine 
Gestalt einer quasilinearen DGl ist 

" .E f~(~, z) P. = g(~, z); .-1 
und die der linearen DGI 

" 
(5) }} f~(~) P. + fo(~) z =fW; 

.. -1 

dabei sind die Abkürzungen (3) benutzt, und es steht wieder ~ für Xl' ..• , x,,_ 
Ist im letztfln Fall auch nochfo =f= 0, so heißt die DGl homogen. 

1·2. Vorlä11figes über die Lösungsverhältnisse. Die partielle DGI erster 
Ordnung steht in engen Beziehungen zu einem System gewöhnlicher 
DGlen, den sog. charakteristischen Glen der gegebenen partiellen DGL 
Ihre Lösungen lassen sich aus den Lösungen dieses Systems, den sog. 
Charakteristiken, aufbauen. Die Lösung ist im allgemeinen eindeutig be. 
stimmt, wenn für sie eine "quer" zu den Charakteristiken verlaufende 
Anfangskurve 

(6) X1 =X1 (t), ... , x,,=x,,(t), z=z(t) 

und außerdem für die Punkte dieser Kurve noch die Ableitungen 
0:;: 8:;: • 

"i\""' ..• , ;- gegeben smd (bei linearen und quasilinearen DGlen genügt 
uX1 "x" 
es, die Anfangskurve (6) vorzuschreiben). Das ist, wenn nlan von allem 
Beiwerk absieht, die immer wiederkehrende Regel über die Lösungsver
hiiltnisse. In Wirklichkeit ist diese·Regel an eine Reihe von Voraussetzungen 
geknüpft. Von wesentlichem Einflnß auf die Lösungsverhältnisse und 
insbesondere auf die eindeutige Bestimmtheit der Lösungen ist die Gestalt 
des betrachteten Gebiets (vgl. 2·6 (e»). Bei den allgemeinen Sätzen, über 
die im folgenden berichtet wird, werden daher Angaben über das be
tra.chtete Gebiet notwendig sein; vielfach wird dabei nicht das allgemeinste 
zulässige, sond(>J'l'I ein möglichst einfach zu beschreibendes Gebiet (der 
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2. Lineare homogene DGl J(x, 1/) 8x + g(x, 1/) 8y = O. 3 

ganze Raum oder ein Parallelstreifen oder ein Quader) gewählt. Bei 
speziellen Lösungsverfahren wird von der Angabe des Gebietes abgesehen, 
da man bei ihrer Anwendung auf konkrete Beispiele den Gültigkeits
bereich von selbst meistens genauer als auf Grund allgemeingültiger An

gaben erhält. 

§ 1. Lineare und quasilineare Differentialgleichungen. 

2. Die lineare homogene Differentialgleichung 
8z 8z 

[(x'Y)8X+ g (x,y) 8y=O.1) 

2.1. Veranschaulichung der Differentialgleichung. Der einfachste Typus 
einer partiellen DGl erster Ordnung ist die lineare homogene DGl (zu den 
Bezeichnungen s. 1·1) für eine gesuchte Funktion z = z(x, y): 

OZ oz 
(I) f(x, y) ox + g(x, y) 8y = 0 

oder 

(1 a) 

wo zur Abkürzung 

f(x, y) P + g(x, y) q = 0, 

8z 
P = ox' 

oz 
q = oy 

gesetzt ist. Die DGI wird hier immer nur in einem solchen Gebiet2) cD (x, y) 

betrachtet, in dem die Koeffizienten f( x, y), g (x, y) definiert und stetig 
sind 3). 

Ein Zahlenquintupel xo' Yo. Zoo Po' qo wird als Flächenelement be
zeichnet, wenn man es sich durch die Ebene 

z - Zo = (x - xo) Po + (y - Yo) qo 

in dem x, y, z-Raum veranschaulicht denkt; der Punkt xo• Yo, zo, durch 
den die Ebene hindurchgeht, heißt der Trägerpunkt, Po, qo heißen die 
Richtungskoeffizienten oder Uichtungselemente des Flächenelements. Die 
Flächenelemente mit gemeinsamem Trägerpunkt xo. Yo, Zo sind offenbar 
die sämtlichen durch xo, Yo. Zo gehenden Ebenen mit Ausnahme der Ebenen, 

1) Die Darstellung lehnt sich an KAMKE, DGlen, S. 296- 321 an. 

2) Von der Art die"es Gebietes können die LösungsverhäItnisse der DGl wesent
lich abhängen; vgl. dazu 2·6 (d) und (e). 

3) Es werden häufig noch weitere Voraussetzungen hinzukommen. Für die Lös
barkeit der DGl reicht nämlich die Stetigkeit im allgemeinen nicht aus; vgl. dazu 
O. PERRON, Math. Zeitschrift 27 (1928) 649ft 
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die senkrecht zur x, y-Ebene sind. Ist z = 1jJ (x, y) eine stetig differenzier
bare Fläche, so sind die aus ihr gebildeten Flächenelemente 

(2) x, y, 1jJ(x, y), 1jJ",(x, y), 1jJlI(x, y) 

gerade ihre Tangentialebenen. 
Durch die DGl (r) bzw. (ra) werden jedem Raumpunkt xo, Yo, Zo die 

Flächenelemente xo, Yo, zo, p, q zugeordnet, deren Richtungskoeffizienten 
p, q die Gl 

erfüllen; das sind 1) die sämtlichen Ebenen (ohne die zur x, y-Ebene senk
rechte Ebene), die durch die horizontale Gerade 

x - X o =J(xo, Yo) t, y - Yo = g(xo, Yo) t, Z = Zo 

Fig. 1. 

(t ist Parameter) gehen (Fig. 1); durch die 
DGI wird also jedem Punkt ein Ebenen
büschel (Mongesches Büschel) zugeordnet. 
Integral von (1) ist, geometrisch gespro
chen, jede stetig differenzierbare Fläche 
z = 1jJ(x, y), die in jedem ihrer Punkte 
xo, Yo, Zo ein diesem Punkte zugeordnetes 
Flächenelement zur Tangentialebene hat, 
d. h. deren Flächetlelemente (2) die DGl 
erfüllen. 

2·2. Weitere Vorbemerkungen über Integrale und über Höhenlinien als 
Charakteristiken. 

(a) Jede DGl (r) hat offenbar die triviale oder uneigentliehe Lösung 
z = const. Die von diesen verschiedenen Lösungen werden eigentliche 
oder nicht-triviale Lösungen genannt. 

(b) Ist z = 1jJ(x, y) in <V ein Integral von (1) und ist A < 1jJ(x, y) < B 2), 

so ist für jede in A< u< B stetig differenzierbare Funktion Q(u) auch 
X(x, y) = Q(1jJ(x, y») ein Integral von (1). 

Denn es ist f X", + g Xy = Q' (1jJ) (f 1jJ;r + g 1jJ!I) = O. 

Ebenso ergibt sich: Sind 1jJi (x, y), ... , 1jJm (x, y) in <V Integrale 'Von (1) 

und ist Q(up ... , um) eine beliebige Funktion, die für den Wertebereich 
der 1jJp definiert ist und stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat, 

so ist auch 

1) Hier wird I/(xo' Yo) 1 + 1 g(zo, Yo) I> 0 vorausgesetzt, d. h. es wird eine 
reguläre Stelle (vgl. 2·g (e» zo, Yo betrachtet. 

2) Es ist A = - 00. B = + 00 zugelassen. 
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ein Integral von (r). Insbesondere entsteht also durch Multiplikation 
eines Integrals mit einer Konstanten und durch lineare Komposition l ) 

von Integralen wieder ein Integral. 

(c) Eine Besonderheit der partiellen DGlen erster Ordnung ist; daß 
ihre Lösungsverhältnisse von den IKurven gewisser gewöhnlicher DGIen 
abhängen. Bei der DGI (r) kann man zu diesen auf folgendem Wege ge
langen. Jede Lösung z = "P (x, y) stellt 
im x, y, z-Raum eine schlicht über der 
x, y-Ebene liegende Fläche dar. Die 
Punkte, für die "P(x, y) einen festen 
Wert c hat, liegen auf der gleichen Höhe 
über der x, y-Ebene. Sie mögen sich zu 
einer Kurve - Höhenlinie oder Iso
hypse genannt - zusammenschließen 
(Fig. 2), die sich in der Gestalt 

x = CPI (t) , Y = cpz (t) , z = c 

Fig.2. 

mit stetig differenzierbaren Funktionen cp!' CP2 darstellen läßt und deren 

Projektion auf die x, y-Ebene demnach durch die beiden ersten GIen ge-

geben ist. Dann ist 
"P( CPI (t), cpz (t») = c. 

Durch Differentiation nach t erhält man 

"Pz(cpp cpz) cP~ + "Py(CPI' CP2) cP; = O. 

Da "p die GI (r) erfüllt, ist außerdem 

"Pz (CPI , CP2)!(CPI' cpz) + 1l'y(CPp cpz) g(CPl' CP2) = O. 

Ist überall I 'IJlx I + I 'IJly I > 0, so folgt aus diesen beiden Gien 

cP~ g(CPl' CP2) - CP~!(CPl' CP2) = 0, 

und hieraus, wenn die Variable t in geeigneter Weise transformiert wird 2 ), 

CP~=!(CPl,CP2) und cP; = g(cppcpz)· 

DiE! Projektionen der Höhenlinien auf die x, y-Ebene sind also durch 
diese beiden, von "P unabhiingigen DGlen gegeben und sind somit für alle 
IFliichen dieselben. 

1) Lineare Komposition oder Kombination von Funktionen "PI"'" "Pm 
ist ein mit beliebigen Konstanten.A gebildeter Ausdruck .A 1 "PI + '" + .Am "Pm. 

I) Dabei ist vorauszusetzen die Fußnote 1) von S. 4 und daß rp'l' rp't nirgends beide 
Null sind. Ist etwa rp'l == 0, 80 setzt man t '--= X (r) und bestimmt diese Funktion aus 

der DGl X'(T) rp~(X) = f(rpl(X), rp2(X)), 
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Man kann nun versuchen, auf folgendem Wege zu einer eigentlichen 
IFläche zu gelangen: Man bestimmt die IKurven (charakteristische 
Grur,dkurven) des Systems 

x'(t) =J(x, y), y'(t) = a(x, y) 

und erhebt diese Kurven, welche die Projektionen der Höhenlinien sein 
müssen, auf geeignete Höhen, so daß die Kurven sich zu einer stetig diffe
renzierbaren Fläche z = 1p(x, y) zusammenschließen. Dieses ist ein wich
tiges Prinzip zur Konstruktion der IFlächen, und man gelangt auf diesem 
Wege auch tatsächlich (vgl. 2'3, 2'4, 2'5) zu IFlächen der GI (r) und -- mit 
den erforderlichen Verallgemeinerungen - auch zu den Lösungen der 
allgemeinen GIen dieses Paragraphen. 

2·3. Charakteristiken und Integralfiächen. Bei V t;rfolgung des Ge
dankens ,"on 2'2 (c) gelangt man zu folgenden Begriffen und Sätzen: 
Bei den Voraussetzungen von 2'r über J, g geht durch jeden Punkt ~,rJ 
von <D mindestens eine "Kurve" 

(2) 

die den DGlen 

x'(t) =J(;I,;, y), y'(t) = a(x, y) 

genügt (dabei sind auch "Kurven" mit konstantem Cfl (t) , Cf2 (t) zugelassen, 
d. h. solche, die nur aus einem Punkt bestehen). Jede solche Kurve oder 
auch die aus ihr für eine beliebige Konstante c entstehende Raumkurve 

wird eine Charakteristik (caracteristique) der DOl (r) genannt!); die 
DOlen (3) heißen die zu (r) gehörigen charakteristischen oder LA
GRANGEsehen GIen. 

(a) Jedes Integral z = 1p(x, y) ist konstant längs jeder charakteri
stischen Grundkurve (2), d. h. es ist 1p(Cfl(t) , Cf2(t)) = const. 2) Die Kon
stante kann mit der gewählten charakteristischen Grundkurve wechseln. 

Hieraus folgt 

(b) Jede Charakteristik (4), die mindestens einen Punkt mit einer 
IFläche von (I) gemeinsam hat, gehört sogar in ihrem ganzen Verlauf 
der IFläche an. Jede IFläche läßt sich also aus Charakteristiken aufbauen. 

1) Dic Kurven (2) heißen zum Unterschied von (4) auch charakteristische 
Grundkurven. Vgl. COURANT-HILBERT, Methoden matb. Physik II, S. 52. 

2) Denn, da PI' Pi die DGlen (3) erfüllen, ist 

:, V'(Pl(t), P2(t)) = V'x p~ + '1'1/ p~ = V'x (pp p2)f(pp Pt) + '1'11 (PI' Pt) g(p!. 11'2) = 0, 

letzteres, weil V' die DGl (1) erfüllt, Hieraus folgt die Behauptung. 
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Hieraus wiederum folgt 
(c) Haben zwei IFlächen von (I) einen Punkt gemeinsam, so haben 

sie sogar die ganze durch diesen Punkt gehende Charakteristik gemeinsam. 
Für das Auffinden von Lösungen der DGI (I) ist das folgende Gegenstück 

EU (a) wichtig. 
(d) Eine Funktion "I'(x, y) ist sicher ein Integral von (1), wenn sie 

«(X) in <» stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat und 
(ß) längs jeder charakteristischen Grundkurve (2) konstant ist]). 

Aus (a) und (d) folgt 
(c) Integrale von (1) sind genau die stetig differenzierbaren Funktionen 

:t = "I'(x, y), die in ihrem Definitionsbereich längs jeder charakteristischen 
Grundkurve konstant sind. 

2·4. Gewinnung einer 'Öbersicht über die Integralflächen durch das 
Studium der Charakteristiken. In einer Reihe von Fällen führt der Satz 
2'3 (e) leicht zu einem vollständigen überblick über die H'lächen, indem 
man die Charakteristiken studiert. 

(a) ap+ bq = O. 
Aus den charakteristischen Gien 

x'=a, y'=b folgt x=at+A, 
11 = b t + B für beliebige Konstante 
A, B. Die charakteristischen Grund
kurven und die Charakteristiken bilden 
also eine Schar von parallelen Ge
raden. Die IFlächen sind daher die 
Zylinderßächen, deren Erzeugende zu 
diesen Geraden parallel sind (Fig. 3). 

(b) xp+yq=O. 
Fig.3. 

Aus den charakteristischen GIen x' = x, y' = Y folgt für beliebige Kon
stante A, B 

x = A et, y = Be', 

d. h. die charakteristischen Grundkurven sind die Strahlen, die in der 
x, y.Ebene liegen und vom Nullpunkt ausgehen. Die IFlächen sind die-

1) Denn ist zo, 110 ein beliebiger Punkt von ~,so gibt es durch ihn eine charakte
ristische Grundkurve. und diese möge den Punkt zoo 1/0 für t = to passieren. Da 
'P (9'I(t). 9'1 (t» konstant ist. folgt durch Differentiation nach t bei Berücksichtigung 

von (3) 0 = 'P% 9'~ + '1'" 9'; = '1'% (9'1,9'2)/(9'1,9'2) + '1',,(9'1.11'2) g(9'1 , 9'2)' 
also für t = to 

0= 'I'%(xo• 1Io)/(zo. Yo) + 'I',,(zo' 110) U(xo• 110) • 
Das ist aber die Behauptung. 
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jenigen stetig differenzierbaren Flächen, die sich aus diesen Strahlen auf
bauen lassen, indem man sie in Richtung der z-Achse parallel verschiebt 
(Fig. 4). Die einzigen IFlächen, die in einem den Punkt x = 0, y = 0 
enthaltenden Gebiet existieren, sind daher die Ebenen z = const; in jedem 
Gebiet der x, y-Ebene, das den Nullpunkt nicht enthält, gibt es aber 
noch andere IFlächen (Konoide). 

Fig.4. Fig.5. 

(c) yp-xq=O. 

Aus den charakteristischen GIen x' = y, y' = - x folgt x x' + y y' = O. 
d. h. für jede charakteristische Grundkurve ist x2 + y2 = const. Diese 
Kurven sind also die Kreise mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt. Die 
IFlächen. sind diejenigen stetig differenzierbaren Flächen, die sich aus 
diesen Kurven aufbauen lassen, d. h. die Rotationsflächen, welche die 
z-Achse zur Rotationsachse und keine vertikale Tangentialebene haben 
(Fig. 5). 

2·5. Lösung der Differentialgleichung durch Kombination der charakte
ristischen Gleichungen. Das Verfahren wird an zwei Beispielen dargelegt. 

(a) ayp+bxq=O. 

Die charakteristischen GIen sind 

x'=ay, y'=bx. 

Für jede Lösung x = x(t), y = y(t) folgt aus diesen GIen 

b x x' - a y y' = 0, d. h. ~ (b x2 - a y2) = 0, 

d. h. die Funktion bx2 - a y2 ist längs jeder charakteristischen Grund

kurve konstant. Da sie außerdem stetige partielle Ableit.ungen hat, ist. sie 

nach 2'3 (d) ein Integral. 
(b) a x p + b y q = O. 

Die charakteristischen Gien sind 

x' = a x. y' = b 11. 
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Aus ihnen folgt für x =l= 0, y =1= 0, d. h. für jeden der vier Quadranten 
der x, y-Ebene 

" d b~ - (J~ = 0, d. h. dt log (Ixlb Iyl-II) = O. 

Die Funktion", (x, y) = log (I X I" I y 1-11.) ist also längs jeder charakteristi
schen Grundkurve konstant. Da die Funktion außerdem stetige partielle 

Ableitungen hat, ist sie nach 2'3 (d) ein Integral. Auf Grund von 2'2 (b) 

kann man a.us diesem Integral ein einfacheres gewinnen, indem man 

Q(u) = eV wählt; man erhält dann das Integral ",(x, y) = Ixlbl yl-a. 

(c) Wie die Beispiele zeigen, besteht das Lösungsverfahren darin, 
daß man durch geschickte Kombination der charakteristischen Gien eine 
DGI gewinnt, für deren linke Seite man eine von t unabhängige Stamm
funktion angeben kann. Dieses Verfahren ist in einer Reihe von Fällen 
brauchbar. Aber es enthält noch keinen allgemeinen Existenzbeweis. 
Ferner ist noch offen, wie man aus einem Integral die Gesamtheit der 
Integrale erhalten kann; zu dieser Frage s. 2·8. 

(d) Wird nicht bloß irgendeine IFläche, sondern eine solche gesucht, 
die durch eine gegebene Raumkurve geht, so kann man die Bemerkung 
2'2 (b) herap.ziehen. 

Wird etwa bei dem Beispiel (a) eine IFläche gesucht, die durch die 
Parabel z = 4 x2, Y = x geht, so hat man eine stetig differenzierbare 
Funktion !J(u) so ausfindig zu machen, daß 

d. h. daß 

z = !J(b x2 - (J.y2) für z = 4 x2, Y = x, 

4't 
4x2 =.Q((b-a)x2 ) oder D(u)=b_a 

ist. Das gesuohte Integral ist somit 
4 

Z = b;--?- (b x2 - (J y2). 
-IZ 

Wird bei dem Beispiel (b) eine IFläche gesucht, die durch dieselbe 
Parabel geht, so ist !J(u) so zu wählen, daß (bei x> 0, y> 0) 

z = !J(xb y-a) 

die gegebene Parabel enthält, d. h. es soll 

sein. Daraus folgt 

4 x2 = !J(u) mit u = xb- a 

2 

!J(u) = 4 ub- a , 

und hiermit erhält man das gesuchte Integral 
2b 2/1 

Z = 4 J-II y;;::''; für (J =!= b. 
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2-6. Der Sonderfall p + f(x, y) q = O. Ist in (I) f =1= 0 in dem ganzen 
betrachteten Gebiet <», so nimmt die DGI, wenn man sie durch f dividiert 
und wieder f statt g/f schreibt, die spezielle Gestalt 

p + fex, y) q = 0 

an. Die erste der charakteristischen GIen (3) lautet in diesem Fall x' (t) = 1, 
so daß man x = t wählen kann. Aus dem System (3) der charakteristischen 
GIen wird dann die eine GI 

(6) y' (x) = fex, y}. 

Über die Funktion fex, y) wird weiterhin in dieser Nummer vorausgesetzt, 
daß sie in dem Gebiet <»(x, y) eine stetige partielle Ableitung f" hat. 

(a) Grundlegender Existenzsatz: Ist q;(x,~, 17) die charakteristische 
Funktion (vgl. IA 5'4) der DGI (6), d. h. ist Y = rp(x,~, 17) die durch den 
Punkt ~,17 gehende IKurve von (6), so ist nach I A 5'4 für alle Punkte 
~"]' für die rp(xo,~, 17} bei festem Xo existiert, 

crp orp 
B; +f(~'17)a~ =0, 

d. h. die Funktion 1p(x, y) = rp(xo, x, y} ist bei festem Xo ein Integral 
von (5) in dem Existenzbereich der Funktion 
rp(xo, x, y), und dabei ist 1py> O. 

Ist 5 ein in CD liegendes Stück der Geraden 
x = Xo, so ist der Existenzbereich 9(S) der Funk
tion !p (xo, x, y) gas Teilgebiet von CD, das von 
den durch s gehenden Charakteristiken, d. h. von 

----=~xot::::::_" den durch S gehenden IKurven der DGI (6) gebildet 

Fig.6. 
wird (Fig. 6); 9(S) soll ein charakteristisches 
Feld der DGI (5) oder (6) heißen. 

(b) Integralfläche durch eine Normalkurve als Anfangskurve (Cauchys 
Problem). Es sei die Normalkurve1) 

(7) X=Xo, y=17, z=w(17) (a<17<ß) 

mit der Projektion s auf die x, y-Ebene gegeben. CAUCHYS Problem oder 
die Anfangswertaufgabe für die DGI (s) besagt: es soll eine IFläche an
gegeben werden, welche die Kurve (7) enthält. 

Ist A < rp < B in dem charakteristischen Feld 9(S) und ist w(u) für 
A < u< B stetig differenzierbar, so gibt es solche IFlächen und für 

1) Unter Normalkurven werden hier Raumkurven verstanden, die parallel 
zur 1/, z-Ebene sind. 
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das charakteristische Feld als Definitionsbereich genau eine 1), nämlich 

tp(X, y) = w(p(xo, x, y)). 
Analytisch ergibt sich das mit 2'2 (b) daraus, daß p(xo, x, y) in 9(5) 

ein Integral und p(xo, xo, y) = y, also "P(xo, y) = w(y) ist. 
Geometrisch gelangt man zu der IFläche auch so: Man legt durch 

die Anfangskurve (7) die Charakteristiken 

y=p(x,xo,1]), z=w(1]) 

und eliminiert 1]. Da aus der ersten dieser beiden GIen für die Punkte 
x, y der durch xo, 1] gehenden Charakteristik 1] = p(xo, x, y) folgt, erhält 

man gerade Z = w(p(xo, x, y)). 

Beispiel: Für 
p+2xq=O 

lautet die charakteristische GI (6) y' = 2 x, es ist also tp(x, e, 1) = x2 - ~2 + 7J 
und daher die gesuchte IFläche 

z = w(xä - x2 + y) . 

Auch wenn tp (x, y) irgendein Integral mit "Py > 0 für ein charakteri
stisches Feld 9 (5) ist, erhält man in diesem die Gesamtheit der Integrale 
durch X (x, y) = W (tp (x, y)), wenn (V (u.) alle stetig differenzierbaren Funk
tionen durchläuft, die für den Wertevorrat von "P definiert sind. 

Ist <» ein Parallelstreifen 

a < x < b 2), - 00 < Y < + 00 

und ist f oder f y in <» beschränkt, so fällt 9(5) mit<» zusammen, falls 5 

irgendeine Parallele zur y-Achse ist. Man kann dann also die Werte des 
Integrals auf einer beliebigen Geraden x = X o mit a< xo < b vorschreiben. 
Das Integral ist dadurch eindeutig bestimmt und existiert im ganzen 
Gebiet <» 3). 

(c) IntegraWäche durch eine beliebige Anfangskurve. Die An fangs
kurve (7) kann durch eine beliebige Anfangskurve 

x=u(s), y=v(s), z=w(s) 
mit stetig differenzierbaren Funktionen u, v, wersetzt werden, wenn 

(8) /u'I+/v'/>O, t;'=+f(u,v)u'~) 

1) Sind cß und g(5) Gebiete wie in Fig. 6, so läßt sich die IFläche evtl. auch 
übel' g(5) hinaus fortsetzen, ist aber in dem erweiterten Bereich durch (7) nicht 
mehr eindeutig festgelegt. 

2) Dabei ist a = - 00, b = + 00 zugelassen. Der Parallelstreifen kann also 
auch die ganze x, y-Ebene oder eine Halbebene sein. 

3) Für beschränktes f bei KAMKE, DGlen, S. 314 und Nachtrag zu Nr. 161. 
') Diese Bedingung besagt, daß die Anfangskurve "quer" zu den Charakteristiken 

~erläuft in dem Sinne, daß ihre Projektion z = 'U, 11 = tI auf die x, y-Ebene keine 
eharakteristische Grundkurve berührt. 
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ist. Das in (b) geschilderte geometrische Verfahren liefert für das Integral 
in einer hinreichend kleinen und passend geformten Umgebung der Kurve 
x = u(s), y = v(s) die Parameterdarstellung 

y=cp(x,u(s), v(s»), z=w(s). 

Beispiel: Für die DGl des Beispiels von (b) sei die Anfangskurve 

:I:=S, y=2s, z=w(s) 

gegeben. Die erste der UnGlen (8) ist für alle s, die zweite für 8 =1= 1 erfüllt. Da. 
91(:1:, ~, 1/) = x2 - ~2 + 1/ ist, lautet die Parameterdarstellung des Integrals 

y = x2 - 8~ --I- 28, Z = W(8). 

Aus der ersten Gl ergibt sich 

8 = 1 ± y x 2 - Y + 1 , 

wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem 8 ~ 1, d. h. :I: ~ 1 ist. 
Entsprechend wird . 

z=w(1±Yx2 - y+ 1) für y<x2 +1. 
(d) Über die Existenz eigentlicher Integrale in beliebigen Gebieten. 

Für das ganze Gebiet <» braucht die DGI (5) kein eigentliches Integral 
zu haben, selbst wenn J(x, y) dort stetige Ableitungen beliebig hoher 
Ordnung nach x und y hat und wenn <» ein einfach zusammenhängendes 
Gebiet ist!). Dagegen gilt noch folgendes: 

(d l ) Ist <» einfach zusammenhängend und beschränkt und haben J( x, y) 
und fy(x, y) bei Annäherung an den Rand von <» dort wohlbestimmte 

stetige Grenzwerte, so hat die DGI (5) in dem ganzen 

Fig. 7. 

Gebiet<» ein Integral "p(x, y) mit "Py > 0 2). 

(d2) Ist fex, y) in dem Gebiet<» (in Fig. 7 von 
der ausgezogenen Kurve begrenzt) beschränkt und 
ist a die untere, b die obere Grenze (a = - 00, 

b = + 00 zugelassen) der Abszissen x der Punkte 
x, y von <», so gibt es zu jedem Teilgebiet 9 (in 
Fig. 7 von der gestrichelten Kurve begrenzt) 
von <», dessen im Innern des Streifens a< x< b, 
- 00 < Y < + 00 gelegene Rand pnnkte zu <» ge· 
hören, ein Integral "P(x, y) von (5) mit "Py > 0 3). 

Man kann solche Lösungen konstruieren, indem man g aus charakteristischen 
Feldern zusammensetzt und in diesen eigentliche Integrale konstruiert, die SICh zu 

1) T. WAZEWSKI, Mathematica 8 (1933) 103-116. 
2) L. D. RODABAUGH, Duke Math. Journal 6 (1940) 362- 374; dort findet man 

auch Aussagen für mehrfach zusammenhängende Gebiete. 
3) E. JUMKE, Jahresbericht DMV 44 (1934) 156-161. Vgl. auch ~'6 (c) und 

E. KA1flKE, Math. Annalen 99 (1928) 602-616. 
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einem für das ganze g gültigen Integral zusammenschließen l ), oder indem man den 
Definitionsbereich von 1 so auf die ganze x,1/-Ebene erweitert, daß der Fall (b) 
vorliegt 2). 

(e) 'Über die Fortsetzbarkeit der Integra]flächen. Bei den gewöhnlichen 
DGlen y' =f(x, y) mit stetiger rechter Seite läßt sich jede !Kurve, die 
in einem beliebig kleinen Intervall gegeben ist, nach beiden Seiten bis an 
den Rand des Stetigkeitsgebiets von f fortsetzen. Die entsprechende 
Frage bei partiellen DGlen lautet: wenn man ein Integral von (5) für ein 
Teilgebiet 9 von Cf) hat, läßt sich dann dieses Integral auf ein größeres 
Teilgebiet von Cf) ausdehnen 1 Die Frage ist im allgemeinen zu verneinen. 
Ist z. B. die DGl 

gegeben, so sind die charakteristischen Grundkurven (vgl. Fig. 8) 

Parabeln 2 y = x2 + O. Betrachtet man die DGl zunächst nur in 
die 
der 

Halbebene y> 0, so kann man eine Lösung 
konstruieren, die auf den stark ausgezogenen 
Stücken jeder Parabel links und rechts der 
Parabel 2 y = x2 verschiedene Werte annimmt. 
Das so im Gebiet y> 0 erhaltene Integral läßt 
sich nicht zu einem Integral für die ganze 
x, y-Ebene ergänzen, da dieses auf jeder der 
ganzen Parabeln konstant sein müßte. 

~~ ", ~ ,x 
'" ' , " ......... _-,,' " , , 

\. , , .. _-,' 

Fig.8. 

Will man eine Lösung von (5) in einem gegebenen Gebiet haben, so 
nützt es daher (außer im Bereich analytischer Funktionen) wenig, erst 
eine Lösung für ein kleines Teilgebiet zu konstruieren. 

2·7. Einschaltung über Abhängigkeit von Funktionen und J'acobische 
Funktionaldeterminante. Bei den gewöhnlichen linearen DGlen tritt der 
Begriff der linearen Abhängigkeit von Funktionen auf (vgl. I A 9·I ). 

Bei den partiellen DGlen braucht man einen allgemeineren Abhängigkeits
begriff und ein Kriterium für die Abhängigkeit von Funktionen in diesem 
allgemeineren Sinne. 

Hängen z. B. die stetig differenzierbaren Funktionen u(x, y), v(x, y) 
in der Weise voneinander ab, daß (vgl. 2'2 (b») für eine stetig differenzier
bare Funktion Q(u) 

v(x, y) = Q(u(x, y») 
oder allgemeiner 3) 

(9) F(u(x, y), v(x, y») = 0 

1) Vgl. E. KAMKE, Math. Annalen 99 (1928) 602-615. 
2) Vgl. 3.6 (c). 
8) Für F(u, tI) = tI - Q(u) geht (9) in die vorangehende GI über. 
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ist, wo F(u, v) stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat und 

(10) IF" I + IF"I > 0 
ist, so folgt duroh partielle Differentiation von (9) 

F" U:c + F" V:c = 0, F" u" + F" v" = 0, 
also wegen (10) 

I U:c u" I = O. (Il) 
tI:c v" 

Umgekehrt folgt aus (Il) auch, daß die Funktionen u(x, y), v(x, y) VOD-

einander abhängig sind, wenn die Abhängigkeit der Funktionen in geeig
neter Weise definiert wird. Mit Rücksicht auf die spätere Verwendung 
werden die Formulierungen sogleich für Funktionen von beliebig vielen 
Veränderlichen aufgestellt. 

Defini tion 1: Die Funktionen 
(12) Ul(Xl> ... , Xq), ••• , Up(Xl , ••• , Xq), 

von denen nur vorausgesetzt wird, daß sie in einem be8ckrän1ctt:n abge
&eklossenen Gebiet B(xl , ••. , xg) des xl" .• , xgRaumes definiert sind, 
heißen in B voneinander abhängig (functionally dependent), wenn es eine 
Funktion F (~, ... , up ) mit folgenden drei Eigenschaften gibt: 

(IX) F ist im ganzen ~, ... , up-Raum definiert und hat dort stetige 
partielle. Ableitungen erster Ordnung; 

(ß) in keinem Teilgebiet des~, ... , up-Raumes ist F(~, ... , up ) == 0; 

(1') in Bist 

4'(xl ,···, Xq) =F(~(~l'" '.' q;q)"'" Up(Xl ,···, Xt ») == Q. 

Definition 2: Die Funktionen (12) heißen in einem offenen Gebiet 
G;(xl , ... , Xq)' in dem sie definiert sind, voneinander abhängig, wenn sie 
in jedem beschränkten abgeschlossenen Teilgebiet von G; nach der De
finition 1 abhängig sind l ). 

Definition 3: Die JACoBIsche Determinante J(xl , ... , x,,) oder 
• G(u1 , ••• , u,,) Funk . 

Funktionaldetermmante von n tlOnen 
8(:1:1"", :1:,,) 

(13) Ul (X1"'" X,,), ••• , U"(Xl "'" x,,), 

die in einem Gebiet G;(X1, ••. , XII) stetige partielle Ableitungen erster 

GU1 QU1 
Ordnung haben, ist die Determinante I 

OX1 ' ••• , 0:1:" 
0(U1 ' •••• v,,) J (Xl' ••• , X,,) = = I. • • • • • • • • 

0(:1:1' ••• , :1:,,) I" " "U" uU" 

0:1:1 ' ••• , 0:1:" 

1) 'Ober die Notwendigkeit de\' Teilung der Definition für abgeschIOII8ene und 
offene Gebiete 8. Anm. eb). 
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Mit diesen Begriffen lautet das JACoBlsche Kriterium für die Abhängig. 
keit von Funktionen: 

(a) Haben die Funktionen (I3) in dem (offenen) Gebiet 6)(x1 • •••• xll) 

stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, so sind die Funktionen in 6) 

genau dann voneinander abhängig, wenn ihre Funktionaldeterminante 
J(x1 , ••• , xn) == 0 istl ). 

Anmerkungen: (a) Ob die Funktionen (13) voneinander abhängig sind. läßt sich 
mit Hilfe des obigen Kriteriums verhältnismäßig leicht feststellen. Dagegen ist es 
im allgemeinen nicht so leicht, die Art der Abhängigkeit (etwa durch explizite An· 
gabe einer Funktion F) wirklich anzugeben. 

(b) Daß auf die komplizierte Definition der Abhängigkeit und insbesondere die 
Zergliederung in die Definitionen 1 und 2 im a.llgemeinen nicht verzichtet werden 
kann, wenn der Satz (80) bestehen soll, zeigt für ft, = 2 das Beispiel 

(*) u(z, y) = sin z, ,,(z, 1/) = sin z2. 

Die Funktionaldeterminante ist offenbar _ O. Soll (,,) erfüllt sein, d. h. 

!2)(z, y) = F (v (2:, y), 11(Z, y» == 0 

für eine stetige Funktion F(V,11) in der ganzen :z:, y-Ebene gelten, so muß 
F(U,11)==O in dem Quadrat lvi ~ I, 1111 ~ 1 sein, da die durch (*) gegebenen 
Punkte in diesem Quadrat überall dicht liegen, d. h. die Bedingung (tJ) ist nicht 
erfüllbar. 

Hat man p Funktionen (I2) von qVeränderliohen, so gilt folgendes 2): 

(b) Für p>q sind die in 6)(x1 ••.• , x,) mit stetigen partiellen Ab· 
leitungen erster Ordnung versehenen 'Funktionen (I2) voneinander ab· 
hängig. 

(c) Für p::::: q sind die Funktionen in 6) voneinander unabhängig, wenn 
die Funktionalmatrix 3) 

1) Obwohl dieses Kriterium lange bekannt ist, ist es doch erst von K. KNOPP 
und R. SCHMIDT [Math. Zeitschrüt 25 (1926) 373-381] genall formuliert und wirk
lich bewiesen worden (reproduziert bei E. KAMKE, DGlen, S. 302-309). V.gI. auch 
HAUPT-AUMANN, D- und lRechnung H, S. 159ff. A. OSTROWSltl, Jahresbericht 
DMV 36 (1927) 129-134. 

2) Die folgenden Tatsachen werden erst in 3 gebraucht. 
I) Für p = q = ft, hat die linke Seite nach der folgenden Zeile und der Defini· 

tion 3 auf S. 14 zwar eine doppelte Bedeutung - sie bedeutet nämlich einmal eine 
Matrix und das andere Mal eine Determinante -, aber es wird im folgenden immer 
klar sein, was gemeint ist. 
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in a; den Rang p hat, d. h. wenn es in a; mindestens einen Punkt gibt, 
in dem mindestens eine p-reihige Unterdeterminante der obigen Matrix 
von Null verschieden ist. 

(d) Haben die Funktionen 
U1(X1,···, xn+1)'·· ., un(xI ,···, xn+1) 

in a; (Xl' ... , xn+1) stetige partielle Ableitungen erster und zweiter Ord.
nung, so sind die Funktionen in a; voneinander abhängig, wenn die Matrix 

ö(ul' ... 'un) 

O(Zl' •.. , zn+!) 

in jedem Punkt von a; höchstens den Rang n - 1 hat, d. h. wenn jede 
n-reihige Determinante im ganzen Gebiet Null istl). 

2·8. Die allgemeine Differentialgleichung: HauptintegraJ, Ezistenzsätze, 
Integral durch eine gegebene Anfangskurve. Die Funktionen f(x, y), 
g(x, y) mögen wie bisher schon im Gebiet <»(x, y) stetig und außerdem in 
keinem Teilgebiet von a; beide identisch Null sein. Dann gilt 

(a) Je zwei in <» existierende Integrale der DGl (r) sind in a; von
einander abhängig. 

Wird ein Integral von (r) ein Hauptintegral (IBasis) genannt, wenn 
es in keinem Teilgebiet konstant ist, so gilt 'Weiter: 

(b) Ist tp(x, y) für das Gebiet <»(x, y) ein Hauptintegral der DGl (r), 
so besteht ~ie Gesamtheit der Integrale in a; gerade aus den Funktionen 
x(x, y), die in <» stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben und 
von 'I' abhängig sind. Ist a; charakteristisches Feld und '1'11 =+= 0, RO gilt 

die einfachere Tatsache des vorletzten Absatze/!! von 2·6 (b). 

(c) Sind die Funktionen /, g in dem einfach zusammenhängenden 
Gebiet <» k-mal stetig differenzierbar (k ~ 1) und ist dort ständig 
I/I + I gl > 0, so hat die DGl (r) in jedem beschränkten Teilgebiet 9 
von <», das mit <» keinen Randpunkt gemeinsam hat, ein Hauptintegral 
tp(x, y), das ebenfalls k-mal stetig differenzierbar ist und für das sogar 

überall I tp~ I + 1'1'111 > 0 ist2). 

Dieses Hauptintegral kann man erhalten, indem man nach (d) Integrale 
in charakteristischen Feldern konstruiert und aus diesen Teillösungen 
ein Integral für das Gebiet 9 zusammenbaut. 

1) E. KAMKE, Math. Zeitschrift 39 (1935) 672-676. Zur Abhängigkeit der Funk
tionen (12) für beliebige 'P < q siehe G. DOETSCH. Math. Annalen 99 (1928) 590 
bis 601. HAuPT·AuMANN, D· und lRechnung 11, S.163ft. A. B. BROWN, 11< .. ns
aetioDS Americ. Math. Soc. 38 (1935) 379-394. A. 8ARD, Bulletin Americ. Math. Soc. 
48 (1942) 883--890. M. KNESER, Math. Zeitschrift 54 (1951) 34-51; 55 (1951/52) 400. 

I) E. KAMKE, Math. Zeitschrift 42 (1937) 287-294. Für einen nur wenig a.1I
gemeineren Satz s. ebenda 41 (1936) 56- 66. 
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(d) Ist eine IFläche gesucht (CAUCHYS Problem), die eine gegebene 
stetig differenzierbare Anfangskurve 

(I4) x = u(s), Y = v(s), z = w(s) 

enthält, so ist nach 2'3 (b) nur dann auf eine eindeutige Lösung zu 
rechnen, wenn die Grundkurve 

(I5) x=u(s), y=v(s) 

keine Charakteristik ist, sondern "quer" zu ihnen läuft in dem Sinne, daß 

u'(s) g(u, v) - v'(s)f(u, v) =1= 0 

ist. Ist diese Voraussetzung erfüllt, so lege man durch die Punkte der 
Grundkurve (I5) die charakteristischen Grundkurveni) 

x =qJl(t, u(s), v(s»), Y =qJ2(t, u(s), v(s»), 

d. h. diejenigen Lösungskurven der charakteristischen GIen (3), die für 
t = 0 durch den Punkt x = u (s), Y = v (s) gehen; diese Kurven erzeugen 
ein durch (I5) bestimmtes charakteristisches Feld. Dann liefern die 
drei GIen 

(I6) x=qJt(t,u(s),v(s»), Y=qJ2(t,U(S),v(s»), z=w(s) 

eine Parameterdarstellung der gesuchten IFläche in dem genannten charak
teristischen Feld, das die Grundkurve (I5) enthält und in dem die beiden 
ersten GIen (I6) stetig differenzierbare Funktionen t = t(x, y), 8 = s(x, y) 

bestimmen. 

Beispiel: Es sei die DGI 
yp+xq=O 

und die Anfangskurve 

:e = 8, Y = oe 8, Z = W(8) (oe =l= ± 1) 

gegeben. Aus den charakteristischen GIen 

x'(t) = y, y'(t) = x 

ergibt sich, daß die für t = 8 durch den Punkt x =~, y = 11 gehende charakte
ristische Grundkurve 

x = ~ + 11 e'-' -+- ~ - 11 e,-t y = ~ + 11 et-, _ ~ - -.!!. e,-t 
2 '2 ' 2 2 

ist. Daher lauten die beiden ersten GIen (16) 

l+a 1-a 1+a 1-a 
x = -2- 8 e'-' + -2- 8 e'-I, y = -2- 8 fI.-' - -2- 8 e,-I. 

Hieraus folgt x + y = (1 + a) 8 et-" x - y = (1 - a) 8 e'-;, 

also 

1) Die obigen Kurven gehen für t = 0 durch x = U(8), 11 = V(8). Da die rechten 
Seiten der charakteristischen GIen t selbst nicht enthalten, sind die charakteri
stischen Funktionen gerade von der obigen Gestalt. VgI.1A7·I. Weiterwirdhi{'r 
'rorausgesetzt, daß I und g stetig differenzierbar sind. 
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Aus der dritten GI (16) erhält man daher für (!I. - Xl) (cxl - 1) > 0 die gesucD.te 
I Fläche 

( l~) z=w ±V~, 

wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem 8 ~ 0 ist. 

(e) DG! mit einer singulären Stellel). In einer Umgebung U des 
Nullpunkts seien!, g stetig differenzierbar, und es sei !(O, 0) = g(O, 0) = 0 

aber sonst I! 1 + 1 g 1 ? 0, so daß der Nullpunkt eine isolierte singuläre 
Stelle für die DGl (I) und eine stationäre Stelle (vgl. I A 7'1) für die charak
teristischen GIen (3) ist. Sind die Charakteristiken in einer passend ge
wählten Umgebung U sämtlich geschlossene Kurven, so hat die DGl in U 
ein Hauptintegral "P (x, y), für das l"Px I + l"Py 1 > 0 außerhalb des N ull
punkts gilt 2). 

2·9. Weitere Bemerkungen. Für Existenzbeweise, q,ie Potenzreihen 
oder allgemeinere Reihenentwicklungen heranziehen, s. 5·7 und IO'5~ 

Ein Iterationsverfahren, wie es bei gewöhnlichen DGlen mit großem Er
folg benutzt wird (vgl. IA 2·2), hat hier nicht zum Ziel geführt. Für die 
Abschätzung einer Funktion, die einer DUnGl genügt, s. 4'4. Für die 
Einschließung der Lösung durch die Lösungen benachbarter DGlen s. 12'II~ 

2·10. Übersicht über die Lösungsmethoden. Es stehen folgende Lösungs
methoden zur' Verfügung: 

(a) Charakterisierung der Gesamtheit der IFlächen durch das Studium 
der Charakteristiken nach 2'4. 

(b) Gewinnung einzelner Integrale und insbesondere eines Haupt
integrals durch Kombination der charakteristischen GIen nach 2'5. Aus 
dem gefundenen Hauptintegral kann man nach 2·8 (b) die Gesamtheit 
der Integrale erhalten. 

(c) Ist eine IFläche zu bestimmen, die durch eine gegebene Anfangs~ 
kurve geht, so kann man, wenn man bereits ein Hauptintegral kennt 
oder ein solches leicht finden kann, nach dem Muster von 2'5 (d) vorgehen~ 
Oder man kann auch 2·6 und 2·8 benutzen, da die Beweise der Existenz
sätze zugleich ein Verfahren zur Konstruktion der Lösung enthalten (vgl. 
die Beispiele in 2·6 (b) und 2·8 (d)). 

(d) Weiter stehen die in 2'9 erwähnten Entwicklungsmethoden zur 
Verfügung. 

1) Eine Stelle heißt für die DGl (I) singulär, wenn an ihr f = g = 0 ist, und 
regulär, wenn an ihr 1ft + Igl >0 ist. VgJ. auch 8·6. 

2) H. H. ALDEN, Americ. JOUl:n. Math. 56 (1934) 593-612. Einfacher bei 
E. DWEL, Math. Zeitschrift 42 (1937) 231-237. 
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(e) Führt keine dieser Methoden zum Ziel, weil die analytischen Ent
wicklungen zu kompliziert werden, so kann man die charakteristischen 
GIen (3) oder (6) nach einem der in IA § 8 beschriebenen Näherungs
verfahren lösen. ~hebt man die IKurven auf die durch die Anfangs
kurve vorgeschriebenen Höhen, so erhält man eine Näherungslösung der 
gegebenen partiellen DG!. 

3. Die allgemeine lineare homogene Differentialgleichung 

E I. (~H ... , ~,.) :;. =0. 1) 

3·1. Bezeichnungen und Vorbemerkungen. Die allgemeine lineare ho
mogene DGI lautet (vgl. 1'1) 

(r) 

oder bei Verwendung 

(ra) 

,. 0% E 1.(x1' ... , X,.) 8x. = 0 .-1 
der Abkürzungen l; für Xl"'" X,. 

,. 
I: Iv(l;) P. = O. 
.-1 

oz 
und P =-

• ox. 

Di~ DGI wird immer nur in einem solchen Gebiet (l;(!') des Xl' ••• , x,.
Raumes betrachtet, in dem die Koeffizienten I. (l;) stetig sind. 

Jede DGI (1.) hat offenbar die triviale oder uneigentliche Lösung 
z = const. Die von dieser verschiedenen Lösungen werden eigentliche 
oder nicht-triviale Lösungen genannt. 

Sind "PI W, ... , "Pm W in c» Integrale von (I) und ist Q (u1' ... , um) 
eine Funktion, die für den Wertebereich der "Pv definiert ist und stetige 
partielle Ableitungen erster Ordnung hat, so ist, wie leicht zu bestätigen 
ist, auch 

ein Integral von (I). 

3·2. Charakteristiken und Integralflächen. 

(a) Unter den zu der partiellen DGI (I) gehörigen L4.GRANGEschen 
oder charakteristischen GIen versteht man das System der gewöhn
lichen DGIen 

(2) 

Jedes Integral 

(3) 

(v = 1, ... , n). 

1) Die Darstellung lehnt sich an KAMKE, DGIen, S. 321-330 an. Man vgl. 
auch die entsprechenden Abschnitte von 2, in denen vieles ausführlicher darge
stellt ist. 
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dieses Systems, oder auch 

(4) x1 =gll(t), ... ,xn =gln(t), z=c 
heißt eine Charakteristik der DGl (r) 1). Zwischen den Integralen der 
DGI (r) und den Charakteristiken besteht folgender wichtiger Zusammen
hang: 

(h) Eine in <» mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung 
versehene Funktion tp(t) ist genau dann in <» ein Integral der DGl (r), 
wenn tp längs jeder char~kteristischen Grundkurve (3) konstant ist, d. h. 
wenn tp (gll (t), ... , gln (t») = const für jede Kurve (3) ist. 

Hieraus folgt: 
(c) Haben zwei IFlächen tpl W und tp2(~) von (r) mindestens einen 

Punkt ~o, z = c gemeinsam, so haben sie auch die ganze durch diesen 
Punkt gehende Charakteristik gemeinsam. 

3-3. Lösung der Differentialgleichung durch Kombination der charakte
ristischen Gleichungen. Mit Hilfe des Satzes 3.2 (b) lassen sich in emer 
Reihe von Fällen Lösungen einer konkret gegebenen DGl finden. Das 
Verfahren wird an zwei Beispielen dargelegt. 

(a) xOw + OW + (x2 + 2)OW =0. 
OZ Y oy Y OZ ' 

die gesuchte Funktion ist hier w = w(x, y, z). Die charakteristischen 
GIen sind 

x/(t)=x, y'(t)=y, zl(t)=x2 +y2. 

Aus den beiden ersten Gien folgt 
I I 0 I :r: 11 x - x 11 = , a so 9 = const 

längs jeder charakteristischen Grundkurve. Daher ist tpl = xl y in jeder der 
Halbebenen y> 0 und y < 0 ein Integral. Aus den drei charakteristischen 
GIen folgt weiter 

2 x x' + 2 y y' - 2 z' = 0, also x2 + y2 - 2 z = const 

längs jeder charakteristischen Grundkurve. Daher ist auch tp2 = x2 + y2 - 2 z 
ein Integral, und zwar bilden tpl' 1f'2 eine IBasis (vgl. hierzu 3·4). 

(b) x z ?w _ y z OW + (y2 - x) ~~ = O. 
OZ oy OZ 

Die charakteristischen GIen sind 

x'(t) = x z, y'(t) = - Y z, z'(t) = y2 - x. 

Aus den beiden ersten folgt 

11 x' + x y' = 0, also x y = const 

1) Die IKurven (3) heißen zum Unterschied von (4) auch charakteristische 
Grundkurven. 
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lä.ngs jeder chararakteristischen Grundkurve, und aus den drei GIen folgt 

x' + yy' + zz' = 0, also 2 x + y2 + z2 = const. 

Daher sind "1'1 = x y und "1'2 = 2 x + y2 + Z2 Integrale der partiellen 
DGl, und zwar bilden diese wiederum eine IBasis. 

Wie die Beispiele zeigen, besteht das Verfahren darin, daß man durch 
geschickte Kombination der charakteristischen GIen DGlen gewinnt, für 
die man eine von tunabhängige Stammfunktion angeben kann. 

3·4. Gewinnung aller Integrale aus einer Integralbasis. 
(a) Ein System von n - 1 Integralen 

(5) "1'1 (~), ... , "1'''-1 W 
der DGl (I) für das Gebiet cD heißt dort eine Integralbasis (IBasis, 
Hauptsystem oder Fundamentalsystem von Integralen), wenn die Funk
tionalmatrix (zur Bezeichnung s. 2'7 (c» 

0('1'1' ... , 'I' .. -d 
0(X1 ,···, XII) 

in jedem Teilgebiet von<» den Rang n - 1 hat, d. h. wenn dort mindestens 
eine (n - l)-reihige Determinante an mindestens einer Stelle =1= 0 ist. 

Nach 2'7 (c) sind die Funktionen dann in jedem Teilgebiet des Gebiets <ß vonein
ander unabhängig. Umgekehrt folgt aus 2'7 (d), daß n - 1 Integrale, die in jedem 
Teilgebiet des Gebiets <5 voneinander unabhängig sind, in <5 eine IBasis bilden, 
falls sie auch noch stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung haben. 

Ist (5) in <» eine IBasis der DGl (I), so besteht die Gesamtheit der In
tegrale von (I) in <» gerade aus der Gesamtheit der Funktionen, die in cD 
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben und von den Funk
tionen (5) abhängig sind. 

Für die Darstellung aller Integrale durch eine IBasis in einem charakteristischen 
Fl'ld 8. 3.6 (b). 

I . IB' .. . C ("1'1' ... ,V'n 1) 
st tpl , ••• ,tpn-l ewe aSIS, fur dIe ( o Xl"'" X,,) 

sogar an jeder Stelle von cD den Rang n - 1 hat, und haben die "1',) stetige 
partielle Ableitungen zweiter Ordnung, so ist 

n-l 

tp = E a. "1'. + a .. 
• -1 

ein vollständiges Integral im Sinne von 12'1. 

(b) Wird ein Integral gesucht, das für Xl = E gleich einer gegebenen 
Funktion co (x2 , ••• , x,,) ist, und kennt man eine IBasis (5) der DGl (I), 

so kann man versuchen, eine stetig differenzierbare Funktion.o( u1 ' ••• , U II_ 1) 

80 ausfindig zu machen, daß 

.0("1']>' .. , "1'''-1) = W(x2,···, x,,) für Xl = E 
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ist. Dann ist 

nach den 1etzten Zeilen von 3·I ein Integral der verlangten Art. 
Dieses Verfahren kann auch benutzt werden, um noch allgemeinere 

"Anfangsbedingungen" zu erfüllen. Ist etwa bei dem Beispiel von 3·3 (b) 
ein Integral w(x, 1/, z) gesucht, das die Werte 

w(x, 1/, z) = 112 - Z2, für x = 11 

annimmt, so sucht man D(u. v) so zu bestimmen, daß 

D("Pl' "P2) = 112 - Z2 für x = y, 
d. h. 
(*) D(u, v) = y2 - Z2 für u = ti, v = 2 Y + 1/2 + z2 

ist. J.Öst man die beiden letzten GIen von (*) nach 1/, z auf und trägt man 
das Ergebnis in die erste Gl (*) ein, so erhält man 

D(u,v) = 2 (u ± y-;) - v. 

Das gesuchte Integral ist somit 

w(x,y,Z)=D("Pl,"P2)=2(xy± Yxy)-2x- y2- z2 für xy>O; 

das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem 1/ ~ 0 ist. 

3-5. Reduktion der Differentialgleichung, wenn einzelne Lösungen be
kannt sind. Hat man bereits Integrale der DGl (I) gefunden, so kann 
man die DGl auf eine solche mit einer kleineren Anzahl von unabhängigen 
Veränderlichen zurückführen: 

(a) Für das Gebiet a; seien k< n - 1 Integrale 

(6) VIW, ... , "P.,W 
der DGl (1) bekannt, und es sei die Funktionaldeterminante 

O(tpl'···' tp.,) 4= O. 
O\ZI' ••• , Z.,) 

Ferner werde das Gebiet a; durch 

(7) 
:z"+1 = X.,+I' •• :, :Zn = xn 

eineindeutig auf ein Gebiet ~(xl' ... , :Zn) abgebildetl); die von den x. 
abhängenden Funktionen IHl' ... , In mögen dabei in die von den :Zr ab
hängenden Funktionen JA:+ l' ••• , J~ übergehen. 

Die mit diesen Funktionen gebildete DGl 

(8) 

1) Das folgt für das ganze Gebiet C5 bekanntlich noch nicht aus dem Niohtv'er
schwinden der vorangehenden Funktionaldetermmante. 



3. Lineare homogene DGl 1: f~(Xl" •• , x,,) :~ = o. 
uX. 

23 

ka.nn dann als eine DGl für Funktionen z angesehen werden, die von den 
unabhängigen Veränderlichen xk+ l' ... , x" und den Parametern Xl' ... , xk 
abhängen. Sind nun in <» die Funktionen 

(9) ipk+1(x1"", x,,), ... , ip"_1(X1"", x,,) 

Integrale von (8), die in bezug auf ihre sämtlichen n Argumente stetige 
partielle Ableitungen erster Ordnung haben und für die auch noch 

O(1Pk+lJ ••• , 'Pn-I) =1= 0 in ~ 
O(Xk+P"" XII-I) . 

gilt, so bilden die Funktionen 'I{'t+1' ... , tp"-l' die durch (7) aus den 
Funktionen (9) hervorgehen, mit den Funktionen (6) in <» eine IBasis 
der DGI (I), und zwar ist dann sogar in allen Punkten von <» 

o(tpl' ... , tpn-l) 0 -=----"--=- =l= • 
o(xl' ..• , x n- 1) 

Für weitere Reduktionsmöglichkeiten mittels eines Multiplikators (zu 
s. 3.8) vgl. SERRET-SCHEFFERS, Differential- und Integralrechnung, 
S. 563ft 

(b) Beispiel: 
OW otV OW - + xz-- xy-;- = O. 
OX oy cz 

diesem 
Bd. 3, 

Da die erste der charakteristischen GIen x' (t) = 1 lautet, kann t = x 
gewählt werden. Die charakteristischen GIen lauten dann 

y'(x)=xz, z'(x)=-xy. 
Aus diesen GIen folgt 

y y' + z z' = 0, also y2 + Z2 = const 

längs jeder charakteristischen Grundkurve. Nach 3'2 (b) ist daher ein In
tegral tpl = y2 + Z2. 

Setzt man nun 
x = x, y = y2 + Z2, Z = Z, 

50 wird hierdurch der Halbraum y > 0 auf den parabolischen Zylinder 

ii > z2 eineindeutig abgebildet, und es ist dort ~!~! =l= O. Daher ist das oy 
Reduktionsverfahren (a) anwendbar. Die GI (8) lautet hier 

(*) ow _Y-_--;::- OW 
,.' - x y - z2 - = 0 o x OZ 

und hat die charakteristische GI 
d-z 
d~ = - xYy Z2, 

in der y als Parameter anzusehen ist. Sie ist also eine DGI mit getrennten 
Variablen; aus ihr folgt, daß!) 

A . Z +1 2 rc sm ---=- - x V y 2 

1) Are sin u bedeutet den Hauptwert, d. h. der absolute Betrag ist < i . 
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längs jeder charakteristischen Grundkurve konstant, also ein Integral 
von (*) ist. Da nach 3'1 jede stetig differenzierbare Funktion eines Integrals 
wieder ein Integral ist, ist auch der Sinus dieser Funktion ein Integral, d. h. 

Z 1f2 1 r:--ii 1f2 vy oos2+ fl- y sin 2 · 

Die Räcktransformation in die Variablen x, y, z ergibt somit für die ur
sprüngliche DGI das Integral 

tp = ~ (Y sin i + z cos ~) . 
Da. nach 3'1 auch eine beliebige stetig differenzierbare Funktion der beiden 
Integrale tp, tp1 wieder ein Integral ist, ist insbesondere auch 

11 . x9 xl 
'1'2 = 'I' ytp1 = Y sm -2 + z cos 2 

ein Integral. 

Die beiden Funktionen '1'1' '1'2 sind also Integrale der gegebenen DGI. 
und zwar, wie man nachträglich leicht bestätigt, in dem ganzen x, Y, z
Raum, und sie bilden dort eine IBasis. 

(c) Eine andere Form des Reduktionsverfahrens. Für die praktische 
Rechnung ist folgende Umgestaltung des Verfahrens im allgemeinen be
quemer. Aus den charakteristischen GIen war gefunden, daß 

y2 + Z2 = Ci 
für jede charakteristische Grundkurve ist, d. h. es ist. 

y= VGi- Z2. 

Damit wird aus der zweiten der charakteristischen GIen die DGl mit 
getrennten Variablen 

z' = - x V Ci -Z2, 

also 
Z x2 

Arc sin Cl +2 = C2 

für jede charakteristische Grundkurve, d. h. 

tp*(x, y, z) = Arc sin V z +~2 
yl + Z2 

konsta.nt längs jeder cha.rakteristischen Grundkürve. Daher ist '1'* ein In
tegral der gegebenen DGl, also lI.uch 

'I' = sin tp* = V 1 (Y sin ~ + z cos X2~) . 
y2 + Z2 w 

Damit hat man wieder die schon in (b) gefundene Funktion '1" 

3-6. Der Sonderfall p + E I.(a:, y) q.= O. Ist einer der Koeffizienten 
von (I) in dem ganzen betrachteten Gebiet =l= 0, so erhält die DGI nach 
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Division durch diesen Koeffizient.:m und unwesentlicher Änderung der 
Bezeichnung die Gestalt .. 
(10) p + E f.(x, y) q. = 0; 

.-1 

dabei ist z = z(x, y) die gesuchte Funktion, p = ;;, q" = :;., und es 

steht y für YI"'" Y", Die zugehörigen charakteristischen GIen lauten 
jetzt, da t = x gewählt werden kann, 

(II) ('V = 1, ... , n). 

Ober die Koeffizienten f. (x, y) wird in dieser Nummer vorausgesetzt, 

daß sie in einem Gebiet <J>(x, y) stetige partielle Ableitungen nach dp,n y" 

haben. 

(a) Grundlegender Existenzsatz. Unter den genannten Voraussetzungen 

haben die charakteristischen Funktionen (vgI. I A 5 '4) P. (x, .;, 111' .' .. , 11ft) 
des Systems (II) in ihrem Existenzbereich stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung nach allen n+ 2 Argumenten, und es ist nach E. LINDELÖF 

oqJ" .p oqJ" 
~ + .c..; fv(';' 171, ... , 11ft) a = 0 

\0 .-1 11. 

und 

O(qJl'···,'Pn) 0 >. 
8(111' ... , I1n } 

Bei festem Xo bilden also die charakteristischen Funktionen 

(r2) 1jJ",(x, VI"'" Yn) =Pk(Xo, x, Yl"'" Yn) (k = 1, ... , n) 

eine IBasis der DGI (10) in jedem Gebiet. in dem diese Funktionen exi
stieren!). 

Ist e ein offenes und zusammenhängendes Stück der Ebene x = X o, 
das ganz in <J> liegt, so ist ein Existenzbereich g(e) der Funktionen (12) 
das Teilgebiet von <J>, das von den durch e gehenden Charakteristiken 
gebildet wird; g(e) soll ein charakteristisches Feld der DGl (ro) 
heißen. 

(b) Integral mit vorgeschriebenen Anfangswerten (Cauchys Problem). 
CAUCHYS Problem besagt: Es soll ein Integral z = 1jJ(x, y) angegeben 
werden, das auf der "Normalebene" x = Xo vorgeschriebene Werte w(y) 
annimmt, d. h. es soll1jJ(xo, y) = w(y) sein2). 

1) Für einen allgemeineren Existenzsatz, bei dem die Koeffizienten noch von 
Parametern abhängen, s. 4'3. 

2) .Für den Fall, daß die Anfangswerte nicht auf einer Normalebene, sondern in 
einem allgemeineren Bereich gegeben sind, s, 3'7. 
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Erfüllen die charakteristischen Funktionen (I2) in 9 (e) UnGlen 
A. < fP. < B. und ist w (y) für A. < Y. < B. (lI = 1, ... , n) stetig diffe. 
renzierbar, so gibt es solche Integrale und für den Bereich 9 (e) genau eines, 
nämlich 

(I3) 

Analytisch ergibt sich das daraus, daß die rechte Seite nach x und den Y. 
stetig differenzierbar und fP.(xo, xo, Y) = Y. ist, also die rechte Seite für 
x = Xo den 'Wert w(y) annimmt. 

Geometrisch gelangt man zu der IFläche auch so: Man legt durch 
jeden Punkt 

XO,1]l,···,'YJII' '=W('YJl"",'YJn) 
die Charakteristiken 

Y. = (jI.(x, XO,1]I'" .,'YJ,,) 

z = W ('Y/l' .•. , 'Y/;,) 

(v=l, ... ,n), 

und eliminiert die '7v' Da aus den ersten n GIen für jeden Punkt x, Yl' ... , y" 
der durch sie bestimmten charakteristischen Grundkurve 

'Y/. = (jI.(xo, x, Yl' ... , Yn) 

folgt, erhält man gerade (I3). 

Ist (J; ein Parallel streifen 

a < x < b 1) , - 00 < Yl' ... , Y n < + 00 

und sind alle!. oder alle 81. in (J; beschränkt, so fällt 9 (e) mit (J; zusammen, 
(I y" 

falls e irgendeine Ebene x = X o mit a < X o < b ist. Man kann dann die 
Werte des Integrals auf einer beliebigen Ebene x = X o mit a< xo < b 
vorschreiben. Das Integral ist dadurch eindeutig bestimmt und existiert 
in dem ganzen Parallelstreifen (J; 2). 

(c) Über die Existenz eigentlicher Integrale in beliebigen Gebieten. 
Schon in 2·6 (d) ist darauf hingewiesen, daß für die DGl (10) in dem ganzen 

Gebiet (J; kein eigentliches Integral zu existieren braucht. Dagegen gilt 
wieder der folgende Existenzsatz 3) : 

In dem Gebiet (J;(x, y) seien di~ Funktionen !.(x, y) (v = 1, ... , n) 

beschränkt und nebst den partiellen Ableitungen nach den Yx stetig. Es 
sei a die untere, b die obere Grenze (a = -00, b = +00 zugelassen) der 

1) Dabei darf a = - 00, b = + 00 sein. 

2j Für beschränkte f., bei KAMKE, DGlen, S. 326. Der Beweis läßt sich auch 
auf dcn Fall beschränkter Ableitungen ausdehnen. 

3) E. KAMKE, Jahresbericht DMV 44 (1934) 156-161. 
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Abszissen z deT in ~ gelegenen Punkte z, y. Dann gibt es in jedem '!eil
gebiet g von cJ), dessen im Innern des Streüens 

a< z < b, - 00 < Y1', ... , Y .. < + 00 

gelegene Randpunkte zu cJ) gehören, d. h. nicht zugleich Randpunkte 
von cJ) sind, eine IBasis tp. ( z, y) (" = 1, . . ., n), für die in dem ganzen 
Gebiet cJ) die Funktionaldeterminante 

ist. 
Das ergibt sich mit dem 

O(1J1l' ••• , 1J1 .. ) > 0 
a(ll1' •.. , y,,) 

Hilfssatz 11): Es sei a; (Xl •••• ' z .. ) eine offene Punktmenge im :a:,., ••• , z,,
Raum und g(x1 , ••• , x .. ) eine abgeschlossene Teilmenge von iß. Dann gibt eI' 

eine im ganzen Xl" •• , x .. -Raum mit stetigen Ableitungen jeder Ordnung ver
sehene Funktion D(Xt, •.• , x .. ), welche die UnGlen 0 s;: D s;: 1 erfüllt, in 9 den 
Vert 1 und in den nicht zu i5 gehörigen Punkten den Wert 0 hat. 

Hieraus folgt der 
Hilfssatz 2: Es sei ~(x, y) eine offene Punktmenge im x, Y1 •••. ' 1I,,-Raum. Die 

Funktion!( x, y) sei in <5 dem absoluten Betrage nach s;: A unO. mit stetigen partiellen 
Ableitungen roter Ordnung (r;;a: 1) nach den Y. versehen. Endlich sei 9(x, y) eine 
offene Teilmenge von c15, die mit c15 keinen im Endlichen gelegenen Randpunkt ge
meinsam hat. Dann gibt es eine FunktionF(x, y), die im ganzen x, Y1' •..• y .. -Raum 
definiert, dem absoluten Betrage nach:::;;; A und mit stetigen partiellen Ableitungen 
T·ter Ordnung nach den Y. versehen ist und die in 9 mit! übereinstimmt 2). 

Das ergibt sich. wenn ii die abgeschlossene Hülle von 9 und (5 eine offene Menge 
ist, die 9 enthä.lt und selbst in <5 enthalten ist, indem man 

F = {D f für die Punkte von <5 
o für die nicht zu c15 gehörigen Punkte 

setzt. 
Indem man nun von den f. des obigen Existenzsatzes zu den entsprechenden 

Funktionen F, des Hilfssatzes 2 übergeht, wird aus (10) im Falle a = - 00, 
b = + 00 eine DGI mit F. statt f., auf die der Existenzsatz des letzten Absatzes 
von (b) anwendbar ist. Es gibt für diese DGI also eine IBasis mit der Eigenschaft (14) 
im ganzen X, Y1"'" y .. -Raum. Damit hat man dann insbesondere auch für die 
DGI (to) in 9 eine IBasis mit dieser Eigenschaft. - Ist nicht a = - 00, b = + 00, 
so führt eine leichte Erweiterung des Hilfssatzes 2 ebenfalls zum Ziel. 

3-7. Die allgemeine Differentialgleichung: Existenz der Iniegrale; Inte
grale mit gegebenen Anfangswerten. 

(a) Für die allgemeine DGl (1) gIot es hier keinen Existenzsatz, der 
dem Satz 2·8 (c) entspricbt, wie das Beispiel E 3'45 

OW OW OW 
[(x2 + y2 - 1) x + y] ax + [(x2 + y2 _ 1) Y - x] GY + 2z 0:' = 0 

1) BIELECKI, Annales 80c .. Polon. Math. 10 (1933) 34ff. 
I) Vgl; hierzu auch KAMKE, DGlen. 8. 326f. 
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zeigt. In dem einfach zusammenhängenden Gebiet ~,das aus dem z, 1/, z
Raum durch Herausnahme der Punkte z :::; 0 der z-Achse entsteht, sind 
die Koeffizienten beliebig oft stetig differenzierbar und nirgends alle drei 
gleich Null. Aber jedes Gebiet, das die Charakteristik z2 + r = 1, z = 0 
enthält, hat ein Teilgebiet, in dem jedes Integral der DGI konstant ist. 

(b) CAUCHYB Problem (Anfangswertaufgabe) besagt hier: Für ein Grund
gebiet ~ (t), das in einer Parameterdarstellung 

z. = 1' .. (tl , ... , t"_I) (v = 1, ... , n) 

gegeben ist, ist ein Integral von (1) gesucht, das in ~ die vorgeschriebenen 
Werte 

(15) z = l'(t1 , ••• , tll- l ) 

annimmt. Die Aufgabe ist unter folgenden Voraussetzungen lösbar 1) : 

Die I, (t) seien in dem Gebiet ~ (t), die 1'. und u in einem Gebiet 
([(tl' ... , t"_l) stetig differenzierbar. Die Punkte von Q mögen zu ~ ge
hören, und in tr sei die Determinante 

11 ( ~, . . ., 1',,). . . .• I" (1'1' . . ., 1' .. ) 

, ••• J 

(16) • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• =1= 0 1). 

, ... , 

Durch die Punkte von Q lege man die charakteristischen Grundkurven 2) 

(17) z,. = tp.,(t, 1'1' ... ,1',,) (v = 1, ...• n); 

diese bestimmen ein. charakteristisches Teilgebiet g (tr) von ~ . Dann 
liefern die GIen (17) und (I5) eine Parameterdarstellung des gesuchten 
Integrals in jedem Teil von g«[), der das Grundgebiet Q enthält und in 
dem die Auflösung der GIen (17) nach t, '1' ... , tll _ 1 stetig differenzier
bare Funktionen von Xl' ••• , X" liefert; wegen (I6) trifft dieses sicher in 
einer hinreichend kleinen und passend geformten Umgebung von Q zu. 

1) Vgl. COURANT-HILBERT, Methoden ma.th. Physik H, S. 67ff.; dort S. 60-63 
auch Untersuchungen über den Fall, daß die Determinante = 0 ist. 

2) Vgl. IA 5'4 und 7·r. Da. die rechten Seiten der cha.rakteristischen GIen (2) 
die Veränderliche t selbst nicht entha.lten, gilt für die IKurve, die für t = T durch 
den Punkt ~]t ••• , ~II geht, 

9',(t, T, e1 , •• • , ~Il) = 9'.(t - T, 0, ~1"'" ~,,). 
In den 9'., des obigen Textes ist 0 fortgelassen und T = 0 gewählt. 
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3-S. lacobischer Multiplikator :1). 

Die Theorie des Jacobischen Multiplikators wird zwar gewöhnlich für die DGI (I) 
auseinandergesetzt, implizite wird aber vorausgesetzt, daß einer der Koeffizienten 
ständig 9= 0 ist. Daher wird hier von vornherein die DGl in der Form (10) ge
wählt. 

Eine Funktion M = M(x, y), die in eine'm. Gebiet Q;(x, y) stetig und 
=t= 0 ist, heißt ein Multiplikator der DGl (10), wenn es ein stetig differen
zierbares Funktionensystem 'Pl(x, y), ... , 'P,,(x, y) gibt, so daß für jede 
stetig differenzierbare Funktion z(x, y) 

(18) M {~ f! /, ( ~} _ o(z, .'P1' •.• , 'P,,) " + ~ . x, y) " - o( ) 
uZ .-1 uY. Z'Yl'···'Y" 

ist. Da M =1= 0 ist, ist dann 

(19) 

und die Funktionen 'P. bilden eine IBasis der DGl (10). Umgekehrt ist (I9). 

wie man leicht sieht, für jede IBasis 'PI'" .,'Pn mit O('Pl,···,'P"~=I=O 
O(Yl' ... , 1In) 

ein Multiplikator der DGI (ro), d. h. es gilt (r8). 

Unabhängig von der Kenntnis einer IBasis kann man einen Multipli
kator auf Grund folgender Tatsachen gewinnen: 

Sind die Koeffizienten f.(x, y) in dem Gebiet Q;(x, y) mit stetigen 
partiellen Ableitungen nach den yp versehen, so ist 

(20) oM + iJ ~(M I.) = 0 
OX .-1 oY. 

eine notwendige Bedingung dafür, daß eine in <» stetig differenzierbare 
.Funktion M(x, y) dort ein Multiplikator von (10) ist. 

Von Umkehrungen dieser Tatsache seien die beiden folgenden genannt: 

Sind die f. wieder in Q; nach den yp stetig differenzierbar und ist in 
einem charakteristischen Feld g(e) der DGl (10) 

iJ 01. = 0, 
.-1 011. 

so hat die DGI (ro) in 9 den Multiplikator 1. 

Sind die f. in dem ganzen x, y.Raum beschränkt, stetig und nach den 
Yp zweimal stetig differenzierbar, so ist jede überall stetig differenzierbare 

1) Vgl. etwa SERRET.SCHEFFERS. Differential· und Integralrechnung III, 
S. 554ff., sowie Bemerkungen von E. KAMKE. Journal für Math.161 (1929) 195-197. 
Da dem Multiplikator für die wirkliche Lösung der DGl keine große Bedeutung zu· 
kommt, beschränke ich mich hier auf einige wenige Angaben. 
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Funktion M(x, y), die der DGl (20) genügt und =l= 0 ist, ein Multiplikator 
von (10). 

Die Kenntnis eines Multiplikators kann zur Auffindung des letzten, 
an einer IBasis noch fehlenden Integrals ausgenutzt werden (J ACOBIS sog. 
"Prinzip des letzten Multiplikators"). Es seien 1) für die DGl (10) 1/, - ] 

I I . 0 ('Pi' ... , 'Pn-I) d . MI· ntegra e "1'1 (x, y), ... , "I'n-l (x, Y) lIut =l= 0 un em u tI-
o(Yl' ... , Yn-l) 

plikator M (X, y) 'bekannt. Führt man neue Veränderliche 

z(x,y)=z(x,y), x=x, ih="Pl(x,Y),···,Yn-t ="Pn-l(x,y), Yn=Y,. 

ein (vgl. dazu 3·5 (a)), so nimmt die DGl (ro) die spezielle Gestalt 
oi _ oi .,_ + g(x, y) .,-:;- = 0 
uX uYn 

an, und die zugehörige charakteristische DGl 

Y~ (x) = g(x, y), 
in der Yl' •.. , Yn-l als Parameter anzusehen sind, hat den EULERschen 

M I . lik (I I A ) M o('P1 ,···, 'Pn-l) k I hd U tlP ator vg, 4·r3: , ann aso, nac em 
o(Yl' ., " Yn-Il 

hierin die neuen Variablen Yv eingeführt sind, durch bloße Quadraturen 
gelöst werden. 

3·9. Weitere Bemerkungen. Zu diesen s. 2·g. 

3·10. ÜberSicht über die Lösungsmethoden. Es stehen folgende Lö
sungsmethoden zur Verfügung: 

(a) Charakterisierung der Gesamtheit der IFlächen durch das Studium 
der Charakteristiken nach 2·4, 

(b) Gewinnung einzelner Integrale oder einer IBasis durch Kombi
nation der charakteristischen 'GIen nach 3'3, Hat man ein oder mehrere 
voneinander unabhängige Integrale gefunden, so kann die DGI nach 3·5 
auf eine solche mit weniger unabhängigen Veränderlichen reduziert 
werden; evtl. kann für die Gewinnung einer IBasis auch noch 3.8 benutzt 
werden. Aus einer IBasis kann man nach 3·4 die Gesamtheit aller Inte
grale erhalten. 

(c) Ist ein Integral mit gegebenen Anfangswerten zu bestimmen, so 
kann man, wenn bereits eine IBasis bekannt ist oder leicht gefunden 
werden kann, nach dem Muster von 3·4 (b) vorgehen, Oder man kann 
auch 3.6 und 3"7 benutzen, da die Beweise der Existenzsätze zugleich ein 
Verfahren zur Konstruktjon der Lösung enthalten (vgl. auch die Beispiele 
in 2·6 (b), (c) und 2·8 (d)). 

1) Auf die Angabe der genauen Voraussetzungen sei verzichtet; die gewöhnlich 
angegebenen sind unvollständig. 
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(d) Weiter stehen die in 2-9 erwähnten Entwicklungsmethoden zur 
Verfügung_ 

(e) Führt keine dieser Methoden zum Ziel, weil die analytischen Ent
wicklungen zu kompliziert werden, so kann mall die charakteristischen 
GIen (2) oder (u) nach einem der in IA § 8 beschriebenen Näherungs
verfahren lösen_ Konstruiert man diejenigen Lösungen, die den gegebenen 
Anfangsbedingungen entsprechen, so erhält man näherungsweise das ge
suchte Integral. 

4. Die allgemeine lineare Differentialgleichung 
Ilz E Iv (~H •.. , ~,,) ~ + 10 (~H ••• , ~,,) z = 1(~1' •.• , ~,,). 

4-1. Vorbemerkungen. Die allgemeine lineare DGI für eine Funktion 
% = z(x1 , ___ , x,,) ist (vgl. I-I) von der Gestalt 

" OZ 
(1) I} fy(XI , - - -, x,,) 8 +fo(xl , - - -, x,,) Z =f(xl , - - -, '>;,,) 

y-I Xv 

oder bei Verwendung der Abkürzungen pv = :z und! für Xl' ___ , XfI: 
uXy 

" (Ja) I} fv(!) py + fo(!) z = fW-

Die DGI möge verkürztl) oder im weitereIl Sinne homogen heißen, 
wenn fW = 0 ist_ Sie ist homogen schlechthin im Sinne von 3-1, wenn 
außerdem auch noch fo = 0 ist_ 

Offenbar gilt folgendes: Sind tpl (!), tp2 (!) irgend zwei Lösungen von (1), 
80 ist z = "PI - "P2 eine Lösung der zugehörigen verkürzten DGl. Ist "Po 
irgendeine Lösung von (1), so durchläuft z = tpo + tp alle Lösungen von (r), 
wenn tp alle Lösungen der zugehörigen verkürzten DGI durchläuft_ 

4·2. Reduktion auf die homogene Differentialgleichung. 

(a) Reduktion auf eine (n + 1) -gliedrige homogene Differentialgleichung. 

Da die DGl (r) ein Sonderfall der quasilinearen DGl 5 (1) ist, läßt sie 
sich nach 5-4 auf eine (n + l)-gliedrige homogene lineare DGl 

"ow 8w 
I) fy(!) l5X + [fW - foW z] az = 0 
y~I • 

zurückführen_ Die charakteristischen GIen 

I x;(t) = fy 
1 z' (t) = f - z fo 

(11=1, ___ ,,.,,), 

1) In der Litera.tur, in der die DGJ (I) kaum besonders behandelt ist, wird unter 
der verkürzten DGI die homogene DGI im engeren Sinne verstanden_ 
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dieser DGI werden auch die charakteristischen GIen von (I) genannt. 
Die eisten n dieser GIen können für sich gelöst werden, die Lösungen 
der letzten Gl findet man dann durch eine bloße Quadratur. 

(b) Reduktion auf eine n-gliedrige homogene DiflereDtialgleichUDg. Diese 
n-gliedrige DGI ist 

11 

(2) E I.(!) 'P. = O. .-1 
Es kOlIllnt darauf an, für die DGl (2) in ihrelIl Definitionsbereich o;(!) 
eine IBasis "I (!), ... , ""-1 W mit folgenden Eigenschaften zu gewinnen: 
In (f; (~) ist 

8(9'1' •••• '1'11-1) =+ 0 
8(ZI' ...• .1:"-1) , 

und durch die Transformation 

(3) 'YI = "1 (~) ..... Yn-l = ""-1 W. 'Y" = ~II 
wird das Gebiet (f; (!) eineindeutig auf ein Gebiet li (y) abgebildet. Dann 
sind die Integrale von (I) genau die nach allen 'Y. stetig differenzierbaren 
Funktionen zW = C(y), die der DGl 

(4) g" (y) C"" + go(y) C = g(y) 

genügen; dabei sind g", go' g die Funktionen, die aus 1",/0' I durch die 
Substitution (3) entstehen. Die DGl (4) ist eine gewöhnliche (also durch 
eine Quadra~ur lösbare) DGI mit der unabhängigen Veränderlichen 'Y" 
und den Parametern 111, ... , Y .. -l' 

Das ergibt sich daraus, daß für die Größen (3) 
• 11-1 "8 

E I,(!) 'P. + lo(!) z = E C"k EI. 8:1' + I" CII ,. + 10 C 
.-1 1'-1 .=1 • 

ist und die innere Summe auf der rechten Seite nach der Definition der 
'PI' den Wert 0 hat. 

Beide Methoden (a) und (b) laufen übrigens auf dasselbe hinaus. Für 
Beispiele s. E 2'I4, 2'20. 

4·3. Ein Existenz. und Eindeutigkeitssatz. Ein solcher läßt sich in 
einem großen, angebbaren Gebiet nur beweisen, wenn einer der Koeffi
zienten I. ständig =+ 0 ist l ). Dann kann man die DGl durch ihn dividieren, 
einer der neuen Koeffizienten wird also 1. In der so spezialisierten DGl 
sollen die Koeffizienten aber nun noch von Parametern abhängen dürfen, 
da man das bisweilen braucht (vgl. 6'4), d. h. es wird die DGl 

8z n 8z 
(5) ox + E I,(x, y, A) a + lo(x, y, A) Z = [(x, y, A) 

'-1 Y. 
behandelt; dabei steht y für 'Yl' ••• , Y,. und A für Al' ... , A,.. 

1) Vgl. jedoch 5'6 eb) für ft = 2. 



4. Lineare DGll:/'(%I'''''%''):~ +/0(x1, ... ,%II)Z=/(%I' .... %")· 33 

V oraU8setzung: In dem Bereich 

a:;;;: :z; :;;;: b 1), - 00 < Yl' ... , YII < + 00, Ap ::;;;; Äp S; A: 2) 

seien die J. für v ~ 1 bei festem Ä beschränkt 2) und alle J. und J stetig, 

d· . 11 Abl't 8/. 8/. ( 0 1 ) d 8/ 8/ . le partIe en el ungen 8y,c' 8A" v = , , ... , n un 8y,.' 8A" selen 

vorhanden, stetig und für ein Tc ~ 1 noch (Tc - 1)-mal Vach allen 
m + n + 1 Argumenten stetig differenzierbar. - Die Funktion w(y, Ä) 

sei im Bereich 

- 00 < Yl' ... , YII< + 00, Ap S; Äp ~ A: 3) 

nach allen m + n.Argumenten k-mal stetig differenzierbar. 

Behauptung: Für beliebige E, Ä aus den Intervallen 

a ~ E ~ b 3), Ap ::;;; Äp ::;;; A: 3) 

hat die DGI (5) in dem Bereich 

a::;;; :z; :s;; b 3), - 00 < Yl' 

genau ein Integral 

.. -, y" < +00 

z = ,/,(x, y; E, Ä) 

mit dem Anfangswert 

'P(E, y;;, Ä) =w(y, Ä). 

Dieses Integral hat st(ltige partielle Ableitungen k-ter Ordnung nach aUen 

·m + n + 2-Argumenten. 
Sind 

y.=CfJ.(X,E,'YJl' ••. , 'YJII,J·) 

die charakteristischen Funktionen 4) des Systems 

(6) 

so ist das Integral durch die Parameterdarstellung 

y. =rp,(x, E, 1}1> ••• , '}", i.) 
2: 

(V=1, ... ,fl.) 

(-v = 1, ... , n), 

(v = 1, ... , n) 

Z = e-F, {W('YJl' ••• , 'YJ", A) +.r J(3.~,CfJl' ••. , CfJ", J..) eF'dx} 
~ 

1) In diesen UnGlen dürfen auch ein oder heide Gleichheitszeichen gestrichen 
werden; die entsprechenden Intervallgrenzen dürfen dann - co oder + 00 sein. 

I) Diese Voraussetzung kann auch durch folgende ersetzt werden: Bei festem A 

sind die partiellen Ableitungen ~/. (v ~ 1) beschränkt. 
CI 1/" 

') V gl. Fußnote 1. 

.) D. h. die IKurven von (6), die durch den Punkt ;,111' .•• , 1In gehen; vgl. 
IA 5'4' 
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z 

Fo = Fo(x, E, 1Jl' .•. , 1J .. , A) = fO(X,lPl"'" lP .. , A) d:r: wt f 
gegeben!). 

4-4. Haars Ungleichung2). In dem Pyramidenbereich 

g: E ~ x< c, Ot" + A(x - E) ::;;; Y. ::;;; ß. - A(x - E) (v = 1, ... , n) 

mit ß. - «, > 2 A(c - E) sei z(x, y) eine stetig differenzierbare Funk
tion 3), die den UnGlen 

I ez \ ::;;; A .p I ~ 1+ B Iz 1 + 0 A ex :=t ey. ( ,B > 0, 0 ~ 0) 

- w(y) ::;;; z(E, y) ::;;; w(y) 

genügt, wobei w(y) für «.::;;; Y.::;;; ß, (v = 1, "'J n) stetig differenzierbar 
ist und die UnGlen 

(v = 1, ... , n) 

erfüllt. Dann gilt in 9 

I z(x, y)1 ::;;; -~ (eB(z-e) - 1) + eB(:r;-el wW) 

mit fi. = Y. + A (x - ~). 

4-5. Zusätze für den Fall n = 2. 

(a) In dem achsenparallelen Rechteck ABO D (Fig.9) seien f(x, y), 

g (x, y), 11, (x, y) stetig differenzierbar und f ~ 0 (I:;;;;; 0), ferner sei a: eine 

[sj 
A B 

die Punkte B, D (A, 0) verbindende stetig differen
zierbare Kurve mit negativer (positiver) Ableitung, 
und auf a: sei eine stetig differenzierbare Funktion 
w(x) gegeben. Dann hat die DGl 

p + f(x, y) q = g(x, y) z + k(x, y) 

.I!'ig. 9. in dem Rechteck genau eine Lösung, die auf a: die 
Werte w annimmt 4). Das ist fast selbstverständ

lich, da die durch a: gehenden charakteristischen Grundkurven ansteigen 
(abfallen). 

(b) In dem Trapez (Fig. 10) 0 ~ x:;:;: a, lyl + A x::;;; b seien f(x, y), 
g (x, y), f y' gI/ vorhanden und stetig, ferner sei 

C x k Dx' 
I/I~A, Ifl/I::;;;B, Igl::;;;kT' Iggl:;:;:l! (k.l~O). 

1) E. KAMKE, Math. Zeitschrift 49 (1943) 275f!. 
2) A. HAAR, Acta. Szeged 4 (1928) 103ff. und Atti Congresso Intern. Bologna 

1928, IH, S. 5-10 (dort ist (J) eine positive Konsta.nte). Der Satz von HAAR ist als 
Sonderfall in !2'II enthalten. Vgl. auch NAGIDlO, Journal ofMath. 15 (1938) 51-56; 
J. SZAB.SKI, Annales Soc. Polon. 21 (1948) 7-25. 

8) Es steht wieder !I für Yt, .•• , Y ... 
') A. COLUCCI, Atti Torino 64 (1928-29) 219-234. 
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Dann hat die DGI 

p =J(x, y) q + g(x, y) 

in dem Trapez genau ein Integral, das für x = 0 den 
Wert 0 hat, und für dieses ist 

o xk+ i D eo,B X'+l 

I Z I :s;: (l~ + 1)! ' I Zy I:s;: (Z' + 1)! J). 

(c) Asymptotische Integration von Fig. 10. 

J(x, y) P + g (x, y) q = [e h(x, y) + k(x, y., e)1 z. 

35 

Dabei sollen J, g in einer Umgebung von x = a, y = b regulär analytisch 
sein, außerdem sei k gleichmäßig in eine asymptotische Reihe 

co 

k "" E yp(x, y) e-" 
~-o 

entwickelbar mit Koeffizienten y~, die in der obigen Umgebung ebenfalls 
regulär analytisch sind. 

Wird z = u(x, y, e) e'l'(a:, ")11 

gesetzt, so wird aus der obigen DGI 

u e(fq;a: + gq;" - h) + JUa: + g u" - ku = O. 
Wird für q; eine Lösung der linearen DGI 

Jq;a: + gq;" = h 
gewählt, 80 bleibt noch die DGI 

Jux +guy = ku 
zu lösen. Für die Lösungen dieser DGI kann man nun, indem man die 
cha,rakteristischen GIen aufstellt, eine asymptotische Lösungsentwicklung 
erhalten 2). 

5. Die quasilineare Differentialgleichung 

E f. (~H" ., ~n, z) ~z = 9 (~u ... , ~'" z) 3). 
'" a:. 

6-1. Die Differentialgleichung und ihre Veranschaulichung. Die quasi
lineare DGl4) für eine Funktion z = z (Xl' ... , xn ) hat die Gestalt 

(I) 
n 0% 

l} J,,(xl ,···, x"' z) ;;;- = g(xl , . .. , xn' z) 
l uX • 

.. -
1) O. PERRON, Math. Zeitschrift 27 (1928) 554ff. 
2) W. STERN BERG, Sitzungsberichte Heidelberg 1920, 11. Abh. 
a) Die nachfolgende Darstellung lehnt sich an KAHKE, DGlen, S. 330- 341 aD. 

') Ich schließe mich der Bezeichnung von COURANT·HILBERT, Methoden math. 
Physik H, S. 57 an. Früher wurden diese DGlen linear genannt; planar bei FRANK
v. M!SES, D- u. IGlen I, 2. Auß. S. 628, 634. 
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oder bei Verwendung der Abkürzungen P. = :z und! für xl' ... ' x" 
uX. 

" (la) 2} Iv(!' z) P. = g(!,.z). 
v_I 

Sie ist also linear in den Ableitungen der gesuchten Funktion, während 
diese selber in nicht·linearer Form auftreten darf. 

Im folgenden wird die DGI immer nur in einem solchen Gebiet 
<»"+1 (~, z) des (n + l).dimensionalen !, z·Raumes betrachtet, in dem die 
Koeffizienten Iv und g stetig sind. 

Eine echte Veranschaulichung der DGl ist nur für n = 2 möglich. 
Schreibt man dann die DGl in der Gestalt 

OZ 0% 1 I I I(x, y, z) ox + g(x, y, z) oy = hex, y, z), 11 + g > 0, 

S8 werden durch die DGl jedem Punkt xo, Yo, Zo die Flächenelemente 
xo, Yo, zo, p, q zugeordnet, deren Richtungskoeffizienten p, q die GI 

I(xo, Yo, zo) p + g(xo' Yo, zo) q = h(xo, Yo, zo) 

erfüllen. Das sind die sämtlichen Ebenen (ohne die zur x, y.Ebene senk
rechte Ebene), die durch die Gerade 

x - Xo = I(xo, Yo, zo) t, Y - Yo = g(xo' Yo, Zo) t, z - Zo = h(xo, Yo, zo) t 

(t ist Parametet) gehen. Durch die DGl wird also jedem Punkt xo, Yo, Zo 
wie in 2·1 ein Ebenenbüschel zugeordnet, aber die gemeinsame Gerade 
der Ebenen ist (anders als in 2·1) jetzt im allgemeinen nicht parallel zur 
x, y.Ebene. 

5·2. Charakteristiken un~ Integra)fläcben. 
(a) Unter den zu der DGl (I) gehörigen charakteristischen oder 

LAGRANGEschen GIen versteht man das System der n + 1 gewöhnlichen 

DGlen 

(2) { X;(t) =Iv(~' z) 
z'(t) = g(!, z) 

(v=l, ... ,n), 

(man beachte, daß es bei der letzten GI g und nicht etwa -g heißt). 

Jede Lösung 

(3) 

dieses Systems heißt eine Charakteristik der partiellen DGl (I); die 
durch die ersten n GIen (3) bestimmte Kurve im !-Raum heißt auch 
charakteristische Grundkurve. 

Zwischen den Integralen und den Charakteristiken von (I) besteht, 
entsprechend 3.2, folgende Beziehung: 



5. Quasilineare DGl 1.:1.(:1:1' ..• , z", z) :~ = g(Zl"'" z,,' z). 37 

(b) Die Funktion X W sei in dem Gebiet <» .. W mit stetigen partiellen 
Ableitungen versehen, und die Punkte ~, ~ = X(~) mögen zu <»"+1 ge
hören. Unter diesen Voraussetzungen ist die Funktion z = X (~) im Ge
biet <»" genau dann ein Integral der DGI (I), wenn durch jeden Punkt 
e1 , .•• , e", C der Fläche z = X mindestens ein Charakteristiken stück geht, 
das ganz der Fläche angehört, d. h. wenn 

9'(t) = X (9'1 (t), ... ,9'" (t») 

für ein durch e1 , ••• , e", C gehendes Charakteristikenstück (3) gilt. 

5·3. Beispiele für die Lösung der Differentialgleichung durch geome
trische Charakterisierung der Integralflächen. Nach 5.2 (b) sind die In
tegrale von (I) die stetig differenzierbaren Flächen z = X W, die sich aus 
Charakteristiken aufbauen lassen. Haben bei einer speziellen DGl die 
Charakteristiken eine gut übersehbare Gestalt, so kann man die DeI 
auf Grund jener Tatsache bereits als gelöst ansehen. Einige Beispiele 
mögen das erläutern. 

(a) a~z +b~z =c mit lal+lbl>O. 
uX oy 

Die charakteristischen GIen sind 

x'(t) = a, y'(t) = b, z'(t) = c. 

Die Charakteristiken sind daher 

x=e+at, y='YJ+bt, z=C+ct, 

wobei e, 'YJ, C beliebig gewählt werden können. Die Charakteristiken bilden 
also eine Schar von parallelen Geraden, die wegen 1 a I + I bl > 0 nicht 
senkrecht zur x, y-Ebene sind, und die IFlächen sind die stetig differen
zierbaren Zylinderflächen z = X(x, y), deren Erzeugende parallel zu jenen 
Geraden sind. 

OZ 8z 
(b) (x - a) OX + (y - b) oy = z - c. 

Die charakteristisohen GIen sind 

x'(t)=x-a, y'(t)=y-b, z'(t)=z-C t 

und die Charakteristiken 

x - a = Cl el , y - b = C2 el , z - C = Cs el , 

d. h. die Charakteristiken sind die sämtlichen Strahlen, die von dem Punkt 
a, b, C ausgehen. Die IFlächen sind daher die stetig differenzierbaren 
Kegel (Konoide) z = X(x, y) mit der Spitze im Punkt a, b, c. 

) oz oz . I I (c (bz-cY)az+(cx-az)oy=ay-bx mIt a +lbl+lcl>O. 
Die charakteristischen GIen sind 

x'(l)=bz-cy, y'(t)=cx-az, z'(t)=ay-bx. 



38 D. § 1. Lineare und quasilineare Di1ferentialgleichungen. 

Aus ihnen .folgt für jede Charakteristik 

ax' + 6y' + ez' = 0, xx' + yy' + zz' = 0, 

also ist 

ax + 6y + ez = const und x'l. + y'l. + z'l. = const 

längs jeder Charakteristik1), d. h. jede Charakteristik gehört einer Ebene 
a x + 6 y + e z = 01 und zugleich einer Kugel x2 + y'l. + z2 = 0: an, ist 
also ein in jener Ebene liegender Kreis (der auch in einen Punkt entartet 
sein kann). Die IFlächen sind also die sietig differenzierbaren Flächen 
z = X (x, y), die aus diesen Kreisen aufgebaut werden können, d. h. sie 
sind die stetig differenzierbaren Rotationsflächen (oder Teile von solchen), 
deren Rotationsachse durch den Nullpunkt geht und senkrecht zur Ebene 
a x + 6 11 + e z = 0 ist. 

8z 8z 
(d) (6 z - e y + A) 8z + (e x - a z + B) 81/ = a y - 6 x + O. 

Die IFlächen sind gewisse Schraubenfiächen. Das läßt sich nach dem 
Muster von (c) zeigen. Die Rechnung wird jedoch einfacher, wenn man 
mit Vektoren rechnet. Wird 

Cl=(a,b,e), a=(A,B,O), ~=(x,1I,z) 

gesetzt, so lauten die charakteristischen GIen 

(*) ~'(t) = a + Cl X ~. 

Damit nicht der Sonderfall (a) oder (c) vorliegt, wird Cl =1= 0 und a =1= 0 

vorausgesetzt. 

Es soll bewiesen werden, daß jede Charakteristik ~ = ~(t) eine Schrau

o 
Fig. 11. 

benlinie ist, deren Achse durch den Endpunkt D 
axt{ 

des Vektors -8- geht und parallel zum Vektor Cl 
a 

p ist (Fig. 11). Für einen beliebigen Punkt. 
P = P(~) der Charakteristik ist der Vektor 

_.--1- ax t{ 
II=DP=,.--
:1 C< aB' 

und das Quadrat des Abstands r = r(t), den der 
Punkt P von der oben eingeführten Achse hat, 
ist, von einem konstanten Faktor abgesehen, 

1) Hieraus folgt mit 5·4 oder auch mit 5.2 (b), daß z = YOI- f!. - 1/1 und, 

falls c * 0 ist, auch z = 0- a:r: - b 1/ ein Integral der DGl ist. 
c 
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r 2 = (a X y)2 = (a X t - a X Q :,i!Y 
= (a X t)2- 2(a X t) (a X 0:/1)+ (a X a:,A)2 

1 = (a X t)2 - 2 (a X t) al [a (a fl) - fl a2] + const 

= (a X t)2 + 2 (a X t) fl + const 

= (fl + a X t)2 + const . 

Da nach (*) 
d 
dt (fl + a X t)2 = 2 (fl + aXt) (a X t) = 2 t (a X ~/) = 0 

ist, ergibt sich in der Tat, daß r2 konstant ist. Alle Punkte der Charakte
ristik haben also yon der Achse einen festen Abstand. Weiter ist 

t 2 = (fl + a X ~)2 = const 

und 

a t = a (fl + (I X ~) = a fl = const, 

also bilden die Tangenten in einem Kurvenpunkt tnit der Parallelen zu Q 

stets gleiche Winkel, d. h. die Charakteristiken sind die Schraubenlinien 
mit der festen Achse, die parallel zu a durch den Punkt !J geht, und die 
IFlächen der partiellen DGI daher die Schraubenflächen, die sich aus diesen 
Schraubenlinien aufbauen lassen. 

5·4. Lösung der DifferentialgleichlUlg durch Reduktion auf eine lineare 
homogene DiUerentialgleichung. Durch das Reduktionsverfahren I2'3 (a) 
entsteht aus der DGI (I) die lineare homogene DGP) 

n OW OW 
(4) L.J f,,(~, z) OX + g(~, z) oz = 0 

,. ... 1 " 

für w = w(~, z) als gesuchte Funktion. Löst man für ein Integral w dieser 
DGI die GI w = (:) nach z auf, so erhält man unter den nötigen Voraus
setzungen eine Lösung von (I). Genauer gilt folgend~s: 

Es sei w = 1J'(~, z) in G;"+1 (~, z) ein Integral der homogenen DGI (4). 
Ferner sei xW in G;,,(~) eine Funktion mit folgenden Eigenschaften: 

(X) X ist in G;" stetig differenzierbar; 
ß) die Punkte ~,z = X(~) gehören dem Gebiet G;fl+l an; 
,,) in keinem Teilgebiet von G;" ist 1J'z (~, X (~)) = 0: 
<5) 1J' (~ , X W) ist konstant in G;". 

Dann ist X (t) in a)" ein Integral der quasilinearen DGI (I). 

1) Das Plus-Zeichen in der folgenden GI ist richtig. 
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Die charakteristischen GIen der linearen DGI (4) sind nach 3'2 gerade 
die charakteristischen GIen (2) der quasilinearen DGI (I). 

ZU der Frage, ob man nach diesem Verfahren durch Variation der In
tegrale 11' von (4) sämtliche Integrale von (I) erhalten kann, s. KAMKE, 
DGIen, S. SSSf. und Nachtrag zu Nr. 172. 

B · I 2 ez ez eis pie : (y+z) ez-x(y+2z}e-Y=xz. 

Es soll eine IFläche angegeben werden, die durch die Raumkurve z = x2, 

1/ = 0 geht. 

Man versucht zunächst, Integrale der 'Z'Ugehärigen linearen homogenen 
DGl ote OW OW 

(1/ + Z}2 OZ - x(y + 2 z) ey + x z OZ = 0 

zu erhalten. Die charakteristischen GIen diese~ DGI sind 

x' (t) = (y + z)2, 1/' (t) = - x(y + 2 z), z' (t) = x z. 

Aus ihnen folgt 

(y + z) z' + (11' + z') z = 0, x x' + y y' - zz' = O. 

Nach 3'3 hat die homogene DGI daher die Integrale 

tpl(X, y, z) = (1/ + z) z, tp2(X, y, z} = x2 + y" - z", 
und zwar bilden diese Funktionen eine IBasis. Für eine beliebige stetig 
differenzierbare Funktion D(u, v) ist auch 

(*) tp(x, y, z) = D(tpl(X, y, z), tp,,(x, 1/, z» 

ein Integral der homogenen DGl. Kann man die GI 11' = 0 nach z auflösen 
und erfüllt die Lösung z = X(x, y) die vorher genannten Voraussetzungen, 
so ist X ein Integral der gegebenen quasilinearen DGl. Dieses Integral 
soll hier für 1/ = 0 den Wert z = x" haben, d. h. es ist z aus 

.fJ(u, v} = 0 
zu bestimmen, und diese GI soll insbesondere erfüllt sein für 

u = 11'1 (x, 0, x2) = Xl, V = tp,,(x, 0, xl} = xl - x'. 
Aus diesen GIen folgt (u + V)2 = u. Für .fJ(u, v) = (u + v)" - u ist also 
die Anfangsbedingung erfüllt, und aus (*) wird 

11' = (x" + y2 + Y z)" - (1/ + z) z. 

Indem man schließlich 11' = 0 nach z auflöst, erhält man das gesuchte 
Integral. 

5·5. Der Sonder.fa1l p + E I.(~, y, z) 9. = g(~, \I, ~). 
<a) Allgemeine Sätze über die Existenz von Integralen mit gegebenen 

Anfangswerten (CAUCHYS Problem) für große, angebbare Gebiete sind wie 
bei der linearen DG] auch hier wieder nur für den Fan bekannt, daß einer 



5. Quasilineare DGl Ef.(x1, ••• ,Zra,Z):Z =g(~, .•. ,x",z). 41 
ClXI' 

der Koeffizienten!. von (r) in dem ganzen betrachteten Bereich =l= 0 ist. 
Dividiert man durch diesen Koeffizienten, so erhält die DGI (I) bei un
wesentlicher Änderung der Bezeichnungen die Gestalt 

8z 11 8z 
(5) 8x + E !.(x, y, z) 8y = g(x, y, z); 

,,==1 ' 

dabei steht y für Y1' ... , Y"" und z = z(x, y) ist die gesuchte Funktion. 
Die charakteristischen GIen (2) lauten, da t = x gewählt werden kann, 

(6) {y~(x) = ! .. (x, y, z) (v = 1, ... , n), 
z (x) = g(x, y, z). 

Legt man für eine gegebene Funktion co (rh, ... , 11,,) die Charakteristiken 
durch die Anfangspunkte 

E, 111' . . ., 11", , = co (111' . • ., 11",) 
und untersucht man, wann die Charakteristiken sich zu einer IFIäche 
zusammenschließen, so gewinnt man z. B. den folgenden 

(b) Existenzsatz: In dem Bereich 

(7) Ix - EI< a, y, z beliebig 

seien die Funktionen A, ... ,!"" g stetig und mit beschränkten stetigen 
partiellen Ableitungen erster Ordnung nach den Yp und z versehen; die 
absoluten Beträge aller dieser Ableitungen seien< A. -- Ferner sei co(y) 
eine Funktion, die tür aUe Y,. beschränkte stetige partielle Ableitungen erster 
Ordnung hat; die absoluten Beträge aller dieser Ableitungen seien < O. 

Dann hat die DGI (5) für 

oe = (n +\) A log (1 + n ~O+:l») 
in dem Bereich 

Ix-EI<Min(a,oe), y beliebig 

genau ein Integral z = x(x, YI mit den Anfangswerten 

x(E, y) = co(y). 

Dieses Integral ist in einer Parameterdarstellung - die Parameter sind 
111' •.. , 11", - durch 

z = tp(x, E, 111' .• ·,11"" co (111' •. ·,11",», 

Y. = tp.(x, E, 111"· ·,11", co (111' · •• ,11",1) (v = 1, ... , n) 

gegeben; dabei sind 

Y.=tp,(x,E,111, ... ,11",') (v=l, ... ,n) 

z=tp(x,E,111'" ·,11",') 

die zu dem System (6) gehörigen Charakteristiken (vgl. IA 5·4)1). 

1) E. KAMEE, DGlen, S.335-340 uhd Nachträge zu diesen Seiten. 
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Zieht man die aus 12'2 für die DGI (5) sich ergebenden 2 n + 1 charakte
ristischen GIen heran, so läßt sich zeigen, daß die oben eingeführte Zahl IX 

vergrößert werden kann, und zwar kann man setzen 

IX = A (d + 1) für n = 1 1), 

1 n (0 + 1) 
IX = (n -1) A log nO + 1 für n ~ 2 2). 

Daß überhaupt eine solche Zahl IX eingeführt werden muß, obwohl die 
Charakteristiken, wie leicht zu sehen ist, bei den Voraussetzungen des 

Fig. 12. 

Existenzsatzes in dem ganzen Bereich 
I x - ~ I < a existieren, ergibt sich 
schon im Fall n = 1 daraus, daß ein 
zunächst schlicht über der x, y-Ebene 
liegendes Charakteristikenband sich 
mit Entfernung von x = ~ verdrehen 
kann, so daß es dann nicht mehr 
schlicht über der x, y-Ebene liegt 
(vgl. Fig. 12). 

(c) Allgemeine Gebiete. Ist die 
DGI nicht in dem speziellen Bereich (7), 
sondern in einem allgemeineren Ge
biet Gj"+2(X, y, z) gegeben, so kann 
man nach dem Muster von 3·6 (c) den 
Definitionsbereich der Koeffizienten 

auf einen Bereich (7) oder auf den ganzen x, !I, z-Raum ausdehnen und 
a.uf diese Weise mit. Hilfe von (b) einen Existenzsatz für ein Teilgebiet von 
Gj,. + 2 herleiten 3). 

()z oz 
(d) Beispiel: ox +ay = z. 

Es soll ein Integral z(x, y) mit dem Anfangswert z(O, y) = w(y) bei ge· 
gebenem w gefunden werden. 

Die charakteristischen GIen sind y'(x) = 1, z'(x) = z. 

Die durch den Punkt ~, 1/, C gehenden Charakteristiken sind 

y =tpl(X,~, 1/, C) = x - ~ + 1/, 

z = tp(x,~, 1/, C) = C eZ-;. 

1) J. PERAus6WNA, Annales 80c. Polon. Matb. 12 (1934) 1-5. 
S) T. W AZEWSKI, Annales 80c. Polon. Matb. 12 (1934) 6-15. E. KAMKE, Publi· 

cations de I' Institut Math. de l' Acad. Serbe 4 (1952) 61--68 [mit vielen unberichtig
ten Druckfehlern]. 

1I) VgI. auch O. PERRON, Math. Zeitschrift 27 (1928) 557fl. (n = 1, trapez. 
fOrmiges Gebiet, Methode: Iterationsverfahren). 
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Daher ist 
y = x + 1'J, z = et c.o(1'J) 

eine Parameterdarstellung für das gesuchte Integral. Hier kann man den 
Parameter 1'J noch leicht entfernen und findet 

z = e~ c.o (y - x) 

als gesuchtes Integral, und zwar auch dann, wenn c.o nicht alle Voraus
setzungen des Existenzsatzes erfüllt. 

5·6. Die allgemeine Differentialgleichung, insbesondere auch für n = 2. 

(a) Die Anfangswertaufgabe (CAUCHYS Problem) für die DGI (1) 

lautet hier wörtlich wie in 3·7 (b): Für ein Grundgebiet ~ (~), das in 
einer Parameterdarstellung 

~: x. = u.(tv ... , tn-I) (v = 1, ... , n) 

gegeben ist, soll ein Integral angegeben werden, das in ~ vorgeschriebene 
Werte 

(8) z = u(t1, ... , tn-I) 

annimmt. Die Aufgabe ist unter folgenden Voraussetzungen lösbari): 

Die J.(~, z) und g(l, z) seien in dein Gebiet er;(l, z), die u. und 11 in 
einem Gebiet «(tl' ... ' tn_l) stetig differenzierbar. Die Punktmenge 
1; (~, z) , die aus den Punkten ~ und (8) besteht, möge zu er; gehören. Schließ
lich sei die Determinante 

fl(u1, ... , u", u), ... , fn(u1 , ••• , un ' u) 

, . . ., 
• • • • • • • =l= 0 

, . . ., 
in dem Gebiet [. 

Durch die Punkte von 1; lege man die Charakteristiken 2) 

(ro) 
x. = fP. (t, "t, . . ., u .. ' u) 
z = fP (t, "t •... , un ' u). 

(v = 1, ... , n) 

Die ersten n dieser GIen bestimmen ein charakteristisches Grundgebiet 9 ([) . 

Dann liefern die GIen (10) eine Parameterdarstellung des gesuchten 
Integrals in jedem Teil von g([), der das Grundgebiet ~ enthält und in 
dem die GIen (10) Punkte von er; liefern und die Auflösung der ersten 

1) Vgl. COURANT-HILBERT, Methoden math. Physik II, S. 57ff.; S. 60-63 
auch Untersuchungen über den Fall, daß die Determinante (9) Null ist. 

2) Die Bezeichnungen sind entsprechend 3·7 gewählt. 
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n GIen nach t, t1 , ••• , tn- 1 stetig differenzierbare Funktionen von Xl' .•• , xn 

liefert; wegen (9) trifft dieses sicher in einer hinreichend kleinen und passend 
geformten Umgebung von q zu. 

(b) Für den Fall n = 2 und die DGI 

OZ OZ h(x,y) 
I(x, Y) OX + g(x, y) oy = T(Z) 

gilt noch folgender Satz: 

Die Funktionen I, g, h seien in dem Gebiet ~(x, y) stetig differenzier

bar, und es sei 1I1 + Igl > 0; ferner durchlaufe Ä(u) für u l < u < u 2 

den Bereich aller reellen Zahlen und habe eine stetige Ableitung ::f:: O. -
Dann hat die DGI ein Integral in jedem einfach zusammenhängenden 
Teilgebiet 9 von ~, das keinen im Endlichen gelegenen Randpunkt mit ~ 
gemeinsam hat und in dem I, g beschränkt sind 1). 

Für Ä(u) = u, log u, tg u, cgt u lautet die rechte Seite der DGI: 
h, zh, hcos2 z, -hsin2 z. 

5·7. Reihenentwicklungen. 

(a) Bei Zulassung komplexer Veränderlicher gilt folgender Existenz
satz: In der expliziten Form (5) der DGl seien die Koeffizienten I~ (x, y, z) 

und g(x, y, z) reguläre Funktionen der Veränderlichen x, Yl" .. , Yn , z in 
einer gewissen' Umgebung der Stelle ~,111' ... , 1111' C, d. h. sie seien in 
absolut konvergente Reihen entwickelbar, die nach natürlichen Potenzen 
von x -~, Y. -11., z - C fortschreiten. Ebenso sei w(y) eine gegebene 
reguläre Funktion von Yl' ••• , Yn in einer gewissen Umgebung von 

111> ... , 11n' und es sei 

W(111' ... , 11n) = C. 
Dann hat die DGI (5) genau ein Integral, das in einer hinreichend kleinen 
Umgebung von ~,7]1' ... , 7]n eine reguläre Funktion von x, Yl' .•. , Yn 
ist und für x = g die Werte 

z(~, y) = w(y) 
annimmt 2). 

Die Koeffizienten der gesuchten Potenzreihe 

z = E c.,"". --'"n (x - ~r (Y1 - 7]1)"" .. (Yn - 7]n)"n 

1) E. KAMKE, Math. Zeitschrift 41 (1936) 66. Vgl. auch M. CIBRARIO, Atti 
Accad. Lincei (6) 13 (1931) 26-31; dort ist die rechte Seite allgemeiner, dafür wird 
die Existenz des Integrals nur in einem charakteristischen Feld 9 behauptet. 

2) VgI. COURANT-HILBERT, Methoden math. Physik II, S.31-44. FORSYTB, 
Diff. Equations V, Kap_ 1. GOURSAT, Equations du premier ordre, Kap. 1. 
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erhält man durch Eintragen dieser Reihe in die DGl (5) und Vergleichen 
entsprechender Potenzen unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen. 

(b) Für die Benutzung allgemeinerer Reihenentwicklungen s. 10'5. 

5-8. 'Öbenicht über die Lösungsmethoden. In einer Reihe von Fällen 
wird man durch die Methoden von 5'3 und 5'4 zum Ziel kommen. Gelingt 
es nicht, auf diesem Wege die gesuchte Lösung zu erhalten, so kann man, 
wenn die Anfangswerte des Integrals gegeben sind, die charakteristischen 
GIen nach einem der in I A § 8 beschriebenen Verfahren lösen und erhält 
dann nach 5'5 oder 5.6 die gesuchte Lösung in einer ParameterdarsteUung. 

6. Systeme linearer DifFerentialgleichungen. l ) 

6·1. Der Sonderfall P. = I. (~l' ... , ~n)' (v = 1, .•. , n). Das ein
fachste System linearer DGlen ist von der Gestalt 

oz 
ox =f.(~) (v = 1, ... , n), 

• 
wo wieder ~ für Xl' ••• , xn steht und z = z(~) die gesuchte Fu;!ktion ist. 
Sind die Iv in dem Gebiet CI; (~) stetig differenzierbar, so ist jede Lösung 
des Systems sogar ~weimal stetig differenzierbar. Da dann 

ist, muß 
Of. 81" -=- (Integrabilitätsbedingung) 

gelten. Ist diese Bedingung erfüllt, so ist das System in jedem einfach 
zusammenhängenden Gebiet CI; auch wirklich lösbar, und mall kann den 
Anfangswert C von z noch für einen beliebigen Punkt EI> .•. , En von CI; 

beliebig vorschreiben. Die Lösung des Systems ist dann 

:1:1 , • •• , Zn 

Z = C + I (/1 dXI + ... + In dxn) . 
l ••.. .• ~" 

Dabei is.t das Integral über eine stetige rektifizierbare Kurve zu er
strecken, die in CI; den Punkt EI"'" ~ n mit xl' ... , xn verbindet; 
sein Wert hängt nur vom Anfangs. und Endpunkt, nicht von dem spe
ziellen Verlauf der Kurve ab. 

Bei einem konkret gegebenen System wird man etwas andflrs vorgehen: 
man wird erst alle Funktionen bestimmen, welche die erste GI des Systems 

1) Zu diesem Abschnitt vgl. FORSYTH, Diff. Equations V, Kap. 3. GOURSAT, 

EquatioDs du premier ordre, Kap. 2. 
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erfüllen; dann die Teilmenge dieser Funktionen, die auch noch die zweite 
GI erfüllen usw. 

B · . I OZ OZ D' I t b'l'" bed' . eIspIe : ~ = X2 ' ~ = Xl' le n egra lltats mgung 1st er-
uZl uX2 

füllt. Aus der ersten Ol findet man z = xl X2 + «p(X2) , und aus der 
zweiten GI weiter «p' (x2) = 0, also schließlich z = Xl X2 + C. 

6·2. Das allgemeine lineare System. Die Ktammerbildung. 

(3) Das allgemeine lineare System ist von der Gestalt!) 
n 0 E jP-"("&) ~ + fP.o('~) Z = !f(~) (p, = 1, ... , m), "-I uX" 

(I) 

wobei wieder! für Xl' ••• , xn geschrieben ist und z = z(~) die gesuchte 
Funktion ist. Wird unter FI' der Operator 

n 0 
FI' = E f"'''- + /".0 

"-1 oX/c 

verstanden 2), so kann für (I) auch kurz 

(la) (p, = 1, ... , m) 

geschrieben werden. Statt von einem System spricht man, vor allem in 
der technischen Literatur, auch von gekoppelten DGlen. 

Läßt sich das System (I) nach m der Ableitungen auflösen, so nimmt 
es, wenn Jetzt die unabhängigen Veränderlichen mit Xl' ••• , X" Yl' ... , y, 
bezeichnet werden (es ist r = m), die Gestalt 

OZ p" OZ 0 (2) - = ~ J"'- (!, y) - + J"- (!.!J) z + gl'(!, y) 
oXp k=1 °Yi: 

(p, = 1, ... , r) 

an, wobei hier ! und y für Xl' ••• , xr und Yl' ... , Ya geschrieben ist. 
Man nennt (2) die explizite oder kanonische Gestalt eines Systems 
linearer DOlen. 

Integral eines Systems ist jedes gemeinsame Integral aller DOlen des 
Systems. Die Gesamtheit der Integrale ist also eine Teilmenge der Inte
grale jeder einzelnen Ol und kann daher (vgl. 6'7 (b») durch Einengung 
der Integrale einer einzelnen GI erhalten werden. 

Über die Koeffizienten der Systeme (I) und (2) wird durchweg voraus
gesetzt, daß sie in dem betrachteten Gebiet (J;(!) bzw. (J;(!, y) stetig 
differenzierbar sind. 

1) Es ist zweckmäßig, hier zur Unterscheidung der Funktionen obere statt 
untere Indizes zu benutzen und mit unteren Indizes Differentiationen anzudeuten, 

or-i: 
so daß also z. B. !~- i: = -- ist. 

I! ox(} 
I) Offenbar ist FI'(u v) = v Fp u + u FP 11 - !P, 0 U 11. 
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Für jedes Integml z des Systems (I) ist 

(3) F'(F~z - g") - F~(F' z - g") = 0, 

da. die Klammem Null sind. Für beliebige, zweimal stetig ditferenzierbare 
Funktionen z heben sich bei Ausführung der bei den Operatoren F a.uf
tretenden Düferentiationen die zweiten Ableitungen von z fort. Die Gien (3) 
lauten dann, ausführlich geschrieben: 

ft 

= E (g~l:rl: - fi'sl:rl:) + g" r o - g" f~o , 
1:-1 

haben also wieder die Gestalt der Gien (I). Von der GI (4) sagt man, 
sie sei durch Klammerbildung [,u, v] aus der ,u-ten und voten GI des 
Systems (I) entstanden. Es besteht also die grundlegende Tatsachel) : 

(b) Jedes Integral des Systems (I) muß auch die durch Kla.mmer
bildung entstehenden GIen (4) für 1 S:,u, v s: m erfüllen2) 8). Man bildet 
diese GIen am einfachsten auf Grund von (3), indem man die zweiten 
Ableitungen von z unberücksichtigt läßt &). 

Für das System (2) lauten die GIen (4) 

p { .p (re /"" - f"Q !"") - r Q + f"e} ~ 
~ ~ 11" 11" z. z~ O" 
{I-I "-1 "'11 

(5) 

+ { EU:: /,1: - .r.,~ f~l:) - f~~ + ~!} Z 

"-1 
• + E (g'(,,,rl: - g;JIA") - g~. + g;~ + gIA /,0 - g""'o = o. 

A:~1 

1) Der obige Beweis gilt nur für zweimal stetig differenzierbare Funktionen z. 
Die Tatsache gilt aber auch für Funktionen z, die nur einmal stetig differenzierbar 
sind. Erster Beweis von E. SCHMlDT, Monatshefte f. Math. 48 (1939) 426-432. Ein
facher bei O. PERRON, Mathem. Annalen 117 (1941) 687-693 und A. OSTROWSKI, 

Commentarii math. Helvetici 15 (1942) 217-221. In diesen Arbeiten ist g~ = I~o = o. 
Nach brieflicher Mitteilung von O. PERRON gilt der Satz aber auch für belie
bige g~~ f~O. 

2) Da [p, v] und [v, p] sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden und [p, p] 
die GI. 0 = 0 bedeutet, genügt es, die GIen (4) für 1 :s: p <,,:s: m aufzustellen. 

8) Die Gien (4) sind nicht ein Sonderfall der in 14.6 aufgestellten GIen (I4); 
dagegen sind die GIen (5) ein Sonderfall der GIen (2) von 14.1. 

') Für Beispiele s. etwa E S·6 und s·u. 
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6·3. InvolutioDssJ'steme und vollständige Systeme. 

(8) Das System (I) heißt Involutionssystem, wenn die Gien (4) 
für alle stetig differenzierbaren Funktionen z erfüllt sind, d. h. wenn die 
Koeffizienten von (I) die sog. Integrabilitätsbedingungen 

l
i; (f':: /,1: - j;: /,,1:) = 0 (t-t, 11 = 1, ... , m; Q = 0, 1, ... , n), 
k-l 

" E (Y':krl: - g~kffAl:) =jfAO gP - 1"0 gfA (p" v = 1, ... , m) 
k-l 

(6) 

erfüllen. Insbesondere ist also das System (2) ein Involutionssystem, 
wenn die zu ihm gehörigen Integrabilitätsbedingungen 

{ f(f;:J'k_r":/,,k)=j~:-j;;, (t-t,v=1, ... ,r; e=O, 1, ... ,8) 
k-l 

• E (u';krk - g;kftAk) = g;. - g;fA + /,,0 gP - rOg", (p" v = 1, ... , r) 
1:-1 

erfüllt sind; das System (2) wird dann auch ein J.ACOBISches System 
genannt. 

über die Erhaltung eines Involutionssystems bei Transformation der 
unabhängige~ Veränderlichen s. 6'5. 

(b) Das System (r) heißt vollständig (systeme compIet), wenn jede 
der durch Klammerbildung entstehenden GIen (4) für beliebige z nur eine 
lineare Komposition der GIen (r) ist, d. h. wenn 

m 

FfA (r z - gP) - r (FfA z - gfA) = E Äk W (F'" z - I) 
"-I 

mit geeignet gewählten (von p, und 11 abhängenden) Funktionen Ä" (!) für 
beliebige stetig differenzierbare Funktionen z ist. 

(c) Um die Lösung eines gegebenen Systems (r) vorzubereiten und 
einen Anhaltspunkt über die Menge der Lösungen zu erhalten, bildet man 
aus (I) in folgender Weise ein vollständiges System: 

Ist eine der GIen (I) in (J) W für beliebige stetig differenzierbare Funk
tionen z eine lineare Komposition der übrigen, z. B. 

FfA Z - gfA = E Äe(!) (FP z - g") 
,,"',.. 

für passend gewählte Funktionen Ä" (!), so kann die GI fortgelassen werden. 
In dieser Weise sei das System (r) auf möglichst wenige GIen reduziert 
(reduziertes oder linear unabhängiges System). 
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In der Literatur findet man die Behauptung, daß jedes reduzierte System aus 
höchstens n + 2 GIen bestehtl). Zur Begründung (falls eine solche gegeben wird) 
wird angeführt, daß für je ", -I- 3 Gien die Matrix der Koeffizienten 

(1'=1, ... ,,,,+3) 

mehr Zeilen als Spalten umfaßt, also eine Zeile sich aus den übrigen linear kompo. 
nieren läßt und somit für m:;::; n + 3 eine Zeile des Systems (I) gestrichen werden 
kann. Es ist richtig, daß für jedes feste ~ eine Zeile sich aus den übrigen linear 
komponieren läßt; aber es ist nicht richtig, daß das für eine feste Zeile in dem ganzen 
Gebiet cB (E) oder auch nur in einer hinreichend kleinen Umgebung eines beliebigen, 
jedoch fest gewählten Punktes ~o gilt. Das letzte ist jedoch dann richtig, wenn die 
Matrix an der Stelle ~o einen Rang hat, der der höchste in einer gewissen Umgebung 
von Eo auftretende Rang ist. 

Nach 6'2 (b) muß jede etwa vorhandene Lösung des Systems (r) auch 
die durch Klammerbildung entstehenden GIen (4) erfüllen. Das System (r) 
kann daher durch diejenigen GIen (4) ergänzt werden, die sich nicht aus 
den GIen (r) linear komponieren lassen. Es entsteht dann wieder ein System 
von der Gestalt (r), das jetzt m1 GIen umfassen möge. Ist m1 > m, so 
wird das eben geschilderte Ergänzungsverfahren (wobei die Koeffizienten 
als hinreichend oft stetig differenzierbar vorausgesetzt werden) vop neue m 
auf das System der m1 GIen angewendet; usf. Führt das Verfahren nach 
endlich vielen Schritten zu keinen neuen GIen 2), so hat man ein vollstän. 
diges System erhalten, das man nun evtl. nach 6'5 (c) noch in ein Invo. 
lutionssystem überführen kann. 

Eine notwendige Bedingung für die Lösbarkeit des erhaltenen voll. 
ständigen und somit des ursprünglichen Systems ist jedenfalls, daß es, 

als algebraisches GIsSystem für die Größen z, :z , ... , :z betrachtet, 
<lXI <IX" 

lösbar sein muß. Ergibt sich dabei, daß alle z'" = 0 sein müssen, so kann 
• 

das System höchstens die Lösung z = const haben. 

Für Beispiele s. E 5. 

1) Vgl. GOURSAT, Equations du premier ordre, S. 66. SERItET-SCHEFFERS, 
Differential. und Integralrechnung In, S. 566f., 569f. CARATHEODORY, Variations. 
rechnung, S. 33. In Wirklichkeit wird die Behauptung für j"'o = g'" = 0 ausge. 
sprochen und lautet dann, daß das reduzierte System aus höchstens m Gien be· 
steht, wobei übel' das Gebiet, für das die Behauptung gelten soll, nichts gesagt 
wird. 

2) In der Literatur findet man die Behauptung, daß dieser Fall stets eintritt und 
daß ein reduziertes vollständiges System höchstens n + 2 Gien umfaßt (vgl. etwa 
GOURSAT, a. a. 0., S. 67; SERRET-SCHEFFERS, a. a. 0., S. 569; CARATHEODORY, 
a. a. 0., S. 33). Diese Aussage beruht auf demselben Fehlschluß, der oben für die 
linear unabhängigen Systeme aufgezeigt ist. 
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6-4. Existenz. und Eindeutigkeitssatz für Jacobische Systeme. A. !llayers 
Lösungsverfabren. In dem Bereich 

(8) a(! s: XC! ::;;;: bll 1) (e = 1, ... , r), y beliebig 

seien die Koeffizienten r'" des Systems (2) für k:::::: 1 beschränkt 2), alle 
r k und yIA stetig differenzierbar, und es seien die Integrabilitätsbedin. 
gungen (7) erfüllt. Ferner sei eine Funktion w(y) gegeben, die für be· 
liebige y stetig differenzierbar ist. - Dann hat das System (2) in dem 
Bereich (8) für beliebige ~(! aus den Intervallen aQ ::;;;: ~p :s;; bp 1) genau ein 
Integral z = 1p(!, y) mit dem Anfangswert 1p(~1' ... , ~" y) = w(y) 3). 

Der Beweis wird am einfachsten bei Verwendung der A. ~1AYERschen 
Transformation4). Bei dieser werden die unabhängigen Veränderlichen x 

als Funktionen von r + 1 unabhängigen Veränderlichen u, u1 ' ..• , 'Lt, 

dargestellt, und zwar wird 

(e = 1, ... , r) 

gesetzt. Für Z(u, u1 ' ... , ur' y) = z(!, y) erhält man dann aus dem 
System (2) 

(ro) 

mit 

und aus 

(II) 

r 

• 
Zu = E F'" ZlIk + FO Z + G 

k=1 

F"'-'" fPk (k 0 1 ) - "-' ull = , , ... , 8 , 
1.'=1 

den Anfangsbedingungen für z folgt 

Z(O, U 1"'" ur' y) = w(y). 

Die GI (10) ist eine lineare DGI für Z, bei der u, y als unabhängige Ver· 
änderliche und U 1 , ••• , Ur als Parameter anzusehen sind. 

1) Hier kann an beliebigen Stellen das Gleichheitszeichen auch fehlen, und es 
darf dann an solchen Stellen a(} = - 00 bzw. bll = + 00 sein. 

S) Diese Voraussetzung kann auch durch die Forderung ersetzt werden, daß 

alle Ableitungen f~: für 1c;;;:: 1 beschränkt sind. 

I) Für einen allgemeineren Satz, bei dem die Koeffizienten von (2) und Cl) noch 
von Parametern abhängen dürfen und der schärfere Differenzierbarkeitsaussagen 
enthält, s. E. KAMKE, l\lath. Zeitschrift 49 (1943) 275ff. 

') A. MAYER, Mathem. Annalen 5 (1872) 459f., setzt x.-~. = u1h.(u1 , ••• , u,) 
und wählt insbes. auf S. 460 

Xl - ~l = U1 und x. -~. = U l u. für v > 1 

(ein U ohne Index tritt also nicht auf). Ebenso verfahren spätere Autoren. Dabei 
wird übersehen, daß man auf diese Weise keine volle Umgebung des Punktes 
~1' ••• , ~, erhalten kann, da für Xl = ~l notwendig alle x. = ~. sind. Die obige all· 
gemeinere Form der MAYERschen Transformation findet man bei CARATHEODORY. 
Variationsrechnung, S. 26. 
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Für die Lösung der Aufgabe (10), (II) stehen die Methoden von 4- zur 
Verfügung. Ist eine nach allen r + 8 + 1 ~.o\rgumenten stetig differenzier
bare Lösung Z dieser Aufgabe gefunden, so ist 

z(~, y) =Z(l, xl - ~l"'" xr - ~r' y) 

die gesuchte Lösung des Systems. 

Damit ist das System (2) auf eine einzige DGI zurückgeführt. Theore
tisch ist dieses Verfahren sehr bequem, bei der Anwendung auf konkrete 
Beispiele kann das anders sein, zumal wenn das System nicht yon vorn
herein in der expliziten Gestalt (2) gegeben ist. 

8z 8z 8z 8z 
Beispieli): 8:1:1 = Z + 81/' 8:1:. = Z + 8y 

für die Funktion z = z (xl' X 2 .. y). Das System ist ein Involutionssystem . 
Für Z(u, ul ' Uz, y) erhält man die DGI 

(*) Zu = (Ut + Uz) (ZII + Z). 

Die zugehörige dreigliedrige lineare homogene DGI für W = W (u, y, Z) 
(vgl. 4.2 oder 5'4) ist 

W" - (ul + uz) w" + (ul + Uz) Z Wz = O. 
Für diese GI ist 

Z g1l, (ul + u2) U + y 

eine IBasis, Lösungen sind also z. B. für eine beliebige stetig differenzier
bare Funktion Q die Funktionen 

W = Z eil - Q [(u1 + Uz) U + y], 

also für (*) die Funktionen 

Z = e-Y Q [(u-l + u2 ) U + y], 

also für das gegebene System di 3 Funktionen 

z = g-Y .Q(xl + :1"2 + y), 

falls ~l = E2 = 0 gewählt wird. 

6·5. Eigenschaften vollständiger Systeme. 
(a) Jedes vollständige System (1) geht durch die Transformation 

z(x1"'" x,,) = C(Y1"'" V,,), Y. = x,. (x1, ... , x,,) (v = 1, ... , n) 

wieder in ein vollständiges System über, wenn die x. in (J)(~) zweimal 
stetig differenzierbar sind, (J) (~) eineindeutig in ein Gebiet des '1ft, ... , Y,,
Raumes übergeführt wird und 

8(XI' ••• , XII) =t= 0 
8(:1:p •.• , XII) 

1) L. BIEBERBACH, DGlen, 3. Aufl., S. 314, wo das Beispiel jedoch nicht richtig 
behandelt ist. 
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ist l ). War (r) ein Involutionssystem, so ist auch das neue System ein 
Involutionssystem. 

(b) Jedes System, das einem vollständigen System algebraisch äqui
valent ist, ist selber vollständig. Genauer gesagt: Es sei (r) ein vollständiges 
System, und es seien A".W (1',11= 1, .... m) in es;(~) stetig differenzier
bar und die Det I AI'. 1 =t= O. Wird 

tn m 

GI' = E A"l&Fl&, k"(~) = E A"l& !f(!) (I' = 1, ... , m) 
1&-1 1&-1 

gesetzt, so ist auch 

(I' = 1, ... , m) 

ein vollständiges System2). 

(c) Überführung eines vollständigen Systems in ein Involutionssystem : 
Das System (I) sei in es; (~) ein vollständiges System mit m s: n. Ist in 
dem ganzen Gebiet es; eine feste m-reihige Unterdeterminante der Koeffi
zientenmatrix 

(f"V) (I' = 1, ... , 1I~; 11 = 1, ... , n) 

von Null verschieden, etwa 

Det 1/"'1 =1= 0 (1',11= 1, ... , m), 

so ist das System (I) nach :z , ... , "'oz eindeutig auflösbar und in dieser 
uX1 uXm 

aufgelösten Form ein Involutionssystem 3). 

6.6. Homogene Systeme. Das System (I) ist ein homogenes System, 
wenn alle /,,0 = 0 und alle g" = 0 smd, d. h. wenn das System die Gestalt 

(12) (p=1, ... ,m) 

hat; dabei ~ird über die f"v vorerst nur vorausgesetzt, daß sie sämtlich 
in einem Gebiet es; (~) stetig sind. 

(a) Sind 1f'l W, ... , 1f"'w Integrale von (12), so ist für eine beliebige 
stetig differenzierbare Funktion Q (u,., ... , u,,), die für den Wertebereich 
der vi' definiert ist, auch Q(1f'l, ... , 1f"') ein Integral von (12). 

I) FORSYTH, Diff. Equations V, S. 80f. GOURSAT, Equations du premier ordre, 
S. 68f., 92. 

11) FORSTYH, 3. 3. 0., S. 79. GOURSAT, &. a. 0., S. 69f., 92. SERRET·SCHEFFERS, 

Differential· und Integralrechnung III, S. 672ff. CARATHEODORY, Variations. 
rechnung, S. 34. 

8) FORSYTH, a. a. 0., S. 81f. GOURSAT, a. &. 0., S. 70. SERRET-SCHEFFERS, 

a.a.O., S. 573f. 
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(b) Ist m < 11, und der Rang der Koeffizientenma.trix (/, .. ) in keinem 
Teilgebiet von a; durchweg < m, so sind für je ,.. - m + 1 lntegra.le 
r(~), ... , 'P,,-m+1(~) des Systems (12) &'l1e (n-m+ 1)-reihigen Deter
mina.nten der Ma.trix1) 

in a; identisch Null. 

()('P1, ••• , 'P"-m+1) 

()(~1' ••• , ~tI) 

Daß die Integrale dann auch in dem Sinne von 2'7 voneinander abhä.ngig sind, 
ist bisher nur unter weitergehenden Voraussetzungen über die Differenzierbarkeit 
der'P" sichergestellt; vgl. dazu 2'7 (d) Fußn. 1, aber auch 6·6 (f). 

(c) Ist m< 11, und ha.t die Ma.trix (/,,') in keinem Teilgebiet von a; 
durchweg einen Rang< m, so heißen 11,- m Integra.1e rW, ... , ",,,-m(~) 
des Systems (12) eine Integra.lba.sis (Fundamenta.lsystem von Integra.len) 
von (12), wenn die Funktiona.1ma.trix 

()('P1, ••• , 'P"-m) 

()(~l' ••• , ~,,) 

in keinem Teilgebiet von <i durchweg einen Rang < 11, - m hat. 

(d) Ha.t da.s System (12) in <i die IBasis ",I, ... , ""tI-m, 80 besteht die 
Gesamtheit der Integra.le von (12) gera.de a.us den stetig differenzierbaren 
Funktionen "'(t), für welche die Ma.trix 

()('P, 'PI, ••. , 'P"-tII) 

()(~1' .... ZtI) 

in <i überall einen Rang::;;; 11, - m hat. Vgl. auch (f). 

(e) Existenz einer IBasis. Für da.s homogene2) JAcOBIsche System (2) 
gibt es unter den Vora.ussetzungen von 6'4 in dem Bereich (8) eine IBasis 
r(l; y), ... , vI(t, y) mit 

(13) 
8('11, ••• , 1J") 0 ----:- =l= • 
e(1I1' ••• , 11.) 

Das folgt aus dem Beweis zu 6'4, da. es zu der homogenen DGl (10) nach 
3.6 (a) eine IBasis gibt. 

(I) Nochmals zur Gewinnung aller Integra.le aus einer IBasis. Es sei 
wieder ein homogenes JACoBIsches System (z)unter den Voraussetzungen 
von 6'4 gegeben. Ist ",I (t, y), ... , vi (~, y) eine k-ma.l stetig differenzier
bare IBasis, für die (13) gilt und die GIen 

(I4) 1J. = ",' (to, y) E11 = 1, ... , 8) 

für to = (EI' .•. , E,) und für beliebige 1J. eindeutig nach den '!I" auflösbar 

') Zu der Bezeichnung der Matrix s. 2'7 (c). 
I) D. h. /1.0 = uP = O. 
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sind, gO ist die Gesamtheit der k-mal stetig differenzierbaren Integrale 

""(~, y) gerade durch 

gegeben, wenn .Q(uI , ..• , us) alle k-mal stetig differenzierbaren Funktionen 
durchläuft, die für den Wertebereich der ",," definiert sind. Die Voraus

setzung über die Auflösbarkeit der GIen (r4) ist insbesondere erfüllt, 

wenn ",,"{'~o, y) = Y •. ist; die Integrale werden dann auch Hauptintegrale 
(integrales principales) genannt. 

6·7. Reduktion homogener Systeme. Sind Teill5sungen ""I (~), ... , ""kw 
dos homogenen Systems (r2) bekannt, so kann man versuchen, das System 
durch Einführung der neuen unabhängigen Veränderlichen 

(rs) VI = ""l(~), ... , Yk = ""k(~), YIITI = xk+1' ••• , Yn = X" 

zu vereinfachen. Es ergibt sich so: 

(a) Für das in cD(!) gegebene System (r2) mit stetig differenzierbaren 
Koeffizienten pli' seien h Integrale ""l(!), ... , ",,"W bekannt, für die 

o (tpl, ... ,tpk) 0 
.=1= 

o( Xl' .... X,,) 

ist.. Durch die Transformation (rs) werde das Gebiet cD Weineindeutig 

auf ein Gebiet l1(Y) abgebildet; dabei mögen die Funktionen J"" (!) in 
gJlv (y) übergehen. Dann sind die Lösungen des Systems (12) gerade die 
stetig differenzierbaren Fun~tionen Z (~) = ; (y), die dem System 

(16) (Il = 1, ... , m) 

genügen, in dem YI" •. , Yk als Parameter zu betrachten sind 1). 

Ist das System (12) vollständig oder ein Involutionssystem, so gilt 
dasselbe nach 6'5 (a) auch für das System (16), falls die ",," sogar zweimal 
stetig differenzierbar sind. 

Beispiel: PI + P2 - 2 Pa = 0 

Xl PI + x2 P2 - (Xl + x2 ) Pa + x4 P4 = o. 
Das System ist vollständig Ein Integral ist offenbar"" = Xl + x2 + xa. 
Für 

Z(XI , ••• , x4) = '(Yi, ... , Y4)' YI = Xl + x2 + xa' Y2 = x2' 

Va = xa' Y4 = X4 

geht das System über in 

!;y, - 21;11, = 0, Y2 '1/, + (Va - VI) 1;11. + Y4!;1/o = 0, 

1) Vgl. GOCRSAT, Equations du premier ordre, S. 89, oder KAMKE, DGIen 1930, 
S. 324; die dort nur für eine DGI gegebene Herleitung läßt sich unmitteluar auf 
Systeme übertragen. 
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und für dieses findet man z. B. nach (b) das Integral 2 Y2 +'3 - Yl. Damit 
y, 

bekommt man für das ursprüngliche SystetrJ die IBasis 
:1:2 -:1:1 

Xl + x2 + Xa, ---. 
:1:, 

(b) Einengungsverfahren. Für eine der DGlen (12), etwa die m-te. 
sei eine IBasis 'lW, ... , tptl-1W bekannt. Dann ist für eine beliebige 
stetig differenzierbare Funktion C(YI' ... , Yn-I) auch C(tp1, ...• tp"-I) 
ein Integral der m-ten DG1. Man kann versuchen, den Bereich dieser 
Funktionen C so einzuengen, daß C (,'pl •... , tp"-I) auch den übrigen DGIen 
des Systems (12) genügt. Man trägt zu dem Zweck z(~) = C(Yl' ...• Yn-l) 
mit Yv = tpP (~) in das System (12) ein und sieht zu, ob man damit ein 
DGIsSystem für C (Yl' ... , Yn-l) erhält. 

Bei etwas abgeändertem Vorgehen läßt sich darüber folgendes be
weisen: 

In dem Gebiet a;(~) sei (12) ein Involutionssystem, insbes. seien also die 
Koeffizienten stetig differenzierbar. Für die m-te GI sei tpl (~), ... , ".-1 (~) 
eine IBasis von zweimal stetig differenzierbaren Funktionen mit 

Durch 

(17) 

O(tpl, ••• , tptr-l) 0 
=1=. 

O(zl' •.• , Zn-1) 

1ft = "1'1 (~), ••. , Yn-l = tpn-I (~), Yn = X .. 

möge das Gebiet a; (~) auf ein Gebiet 11 (Yl' ... , Yn) abgebildet werden. 
bei dem mit je zwei Punkten Yl' ... , Yn-I' Y" und Yl' ... , Yn-I' y! auch 
deren Verbindungsstrecke zu l1 gehörtl). Schließlich sei in keinem Teil
gebiet von a; der Koeffizient jm .. = O. Dann sind die Integrale von (12) 

gerade die Funktionen z(~) =C(tpl, ... , tptl-l), wo C(Yl .... ' Yn-I) die 
Lösungen des Systems 

(18) (p = 1, ... , m-1) 

durchläuft; dabei ist 
.. 

g"J: = E j" .. tp!. (p = 1, ... , m - 1; k = 1, ... , n - 1) • 
• -1 

und diese Funktionen hängen nach Ausführung der Substitution (17) nur 
von YI' ... , Yn-l ab. Das System (18) ist wieder ein Involutionssystem 2). 

Für Beispiele s. E 5·2ff. 

1) Ist dieses nicht von vornherein der Fall, 80 ist <B passend zu verkleinern. 

I) Vgl. SERRET-SCHEFFERS, Differential- und Integralrechnung III, S. 674 
bis 577. Beweisskizze auch bei GOt1RSAT, Jijquations du premier ordre, S. 70f. 
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(c) Für eine der DGIen des Systems (12) sei ein Integral bekannt. 
Man kann dann versuchen, nach 3·5 eine IBasis für diese DGI zu finden, 
und weiter das Verfahren (b) anwenden. Oder man kann nach einem 
Verfahren von JACOBI1) versuchen, aus der einen Lösung der einen DGI 
zu einer gemeinsamen Lösung des ganzen Systems zu gelangen, um dann 
das Verfahren (a) anzuwenden. 

Das System (I2) werde hierfür abgekürzt in der Gestalt 

(I9) F'" z = 0 (fl = 1, •.. , m) 

mit 

F'" = fr·(~)~ 
0=1 8:x:. 

geschrieben; das System sei ein Involutionssystem, d. h. 

(20) }'Q F<1 z = F<1 P z für 1::; (!, (J::; m 

für alle zweimal stetig differenzierbaren Funktionen z W . Ferner sei 
",1 (~) ein hinreichend oft stetig differenzierbares 2) Integral der ersten der 
GIen (I9). 

Bei dem JACoBlschen Verfahren versucht man nun zu einer gemein
samen Lösung der beiden ersten Gien (I9) zu gelangen, sodann zu einer 
gemeinsamen Lösung der drei ersten GIen usw., bis man sch1i~ß1ich zu 
einer gemeinsamen Lösung aller GIen (I9) gelangt. 

Nach der Integrabilitätsbedingung (20) ist FlF2,p1 =F2F1"P1 = 0, da. 
nach der Voraussehung Fl "P1 = 0 ist. Daher erfüllt r = F2 "P1 ebenfalls 
die erste der DGIen (19). Entsprechend ergibt sich, daß alle (schrittweise 
konstruierbaren) Funktionen 

"1'2 = F2 "P1, r = F2 ",2, "1'4 = F2 r, ... 
die erste der DGlen (19) erfüllen. Nach 6·6 (b) und (f) kann damit ge
rechnet werden, daß für ein j S;; n - 1 die Funktion -yi+l sich als stetig 
differenzierbare Funktion der "1'1, ••• , 1pi darstellen läßt, etwa 

(21) vi+1 (t) = U(1pl, ... , vi); 
dabei sei 

0('1'1, ••• , 'I'i) 0 
----=t= . 
8(:1:1 , ••• , :l:j) 

Man versucht nun eine stetig differenzierbare Funktion lPi..'/Il' ... , '/Ii) 80 

zu bestimmen, daß 

(22) x(r) = P(r, ... , vi) 

1) Vgl. GOURSAT, a.. a. 0., S. 77-81. 
') Von einer genauen Formulierung der Voraussetzungen, unter denen da.s nach

folgend beschriebene JAcoBIsche Verfa.hren zum Ziel führt, wird abgesehen. 
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auch die zweite der GIen (19) erfüllt1), d. h. daß 
"i • 
E r·· E lJIlI~ 1fe. = 0 
.-1 Q-1 

ist. Diese DGI läßt sich auch in der Gestalt 
i 

2} lJIlIfrF2 vi = 0 
e-1 

schreiben, oder nach der Definition der "" 
1 

E yf+1 lJIlI~ = 0 
CI-1 

und schließlich nach (21) 
i-I 
E yf+l lJIlI + U (t!, ... , vJ) lJIlI . = o. 
0- 1 e , 

Wird 

t!w = '!Iv ... , vJ(~) = Yj 

gesetzt, so lautet diese GI 
i-I 
2} Ye+1 lJIlI + U(Y1' ... , Yj) lJIlI • = O. 
e-1 CI , 
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Hat man eine nicht-triviale Lösung lJI(Y1' ... , Y;) dieser linearen homo
genen DGI2) gefunden, so ist (22) eine gemeinsame Lösung der beiden 
ersten GIen (19). 

Nun versucht man aus X eine gemeinsame Lösung der drei ersten 
GIen (19) zu erhalten. Wie am Anfang des ersten Schritts folgt aus (20), 

daß die Funktionen 
Xl = X, X2 = j'3 xl, r = j'3 X2, ••• 

die beiden ersten GIen (19) erfüllen. Es sei 

Xk +1 = V (Xl, ... , l') 
eine stetig differenzierbare Funktion der k ersten ~. Man sucht dann 
eine Funktion X(Y1'" ., Ylc) so zu bestimmen, daß X(xl, .•. , Xlc ) auch 
der dritten GI (19) genügt. Für X erhält man wieder eine lineare homo
gene DG1. In dieser Weise fährt man fort. Wenn das Verfahren nicht 
vorzeitig zum Stillstand kommt, erhält man schließlich eine nicht-triviale 
Lösung des ganzen Systems (19). 

1) Nach 6·6 (a) genügt X von selbst der ersten GI (19). 
2) Übrigens lauten ihre charakteristischen GIen 

1/~(t) = 1/1> ••• , 1/1-dt ) = 111' 1Ij(t) = D(111,···, 1/;), 

und diese sind gleichwertig der einen DGlj.ter Ordnung 

tft>(t) = D (1/1 011;, ... ,11/- 1». 
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Dieses Verfahren ist umständlich, kann aber manchmal doch von 
Nutzen sein, da es nur die Kenntnis einer Lösung von einer der DGlen (19) 
oder (12) voraussetzt. 

Beispiel: Es sei das Involutionssystem 

Pa + Xl P. = 0, P2 + X2 P. = 0, 'PI + (3 x~ + xa) P. = 0 

gegeben 1). Eine Lösung der ersten GI ist "1'1 = Xl Xa - X •• Mit dieser wird 

'!f=JJ'2tpl=-X2 , ~=F2tp2=_1, 

also j = 2, U = - 1. Damit erhält man für'!P(Yl' Y2) die DGI 

Y2 !Pli, - !Plis =·0 

mit der Lösung !P = 2 YI + y~. Daher ist eine gemeinsame Lösung der 
beiden ersten GIen 

Weiter wird 

X2 = J!3 Xl = - 6 xi, x3 = J!3 x2 = - 12 Xl = - 1-"-- 24 X2• 

Daher ist lc = 2, T = V (X" X2) = - V - 24X2, und man erhält für X 
die DGI 

mit der Lösung 

X(Yl' Y2) = Yl + 3 ~ (- Y2ri . 

Damit erhält man als gemeinsame Lösung der drei gegebenen DOlen 

X(X1 , X2) = 2(xl xa - x.) + ~ + 2 x~. 

6·8. Reduktion des allgemeinen Systems. Das System (I) habe im Ge
biet<» (;1;) stetig differenzierbare Koeffizienten und sei dort vollständig. Für 
das zugehörige homogene System (12), das dann auch vollständig ist, 
sei eine jetzt mit tpm+1 (~), ... , tpn (~) bezeichnete IBasis bekannt, für die 

o('Pm+l, ... ,'Pn ) 0 
,,( Zm+l' ••. , zn) =F 

ist und das Gebiet <» (~) durch 

(23) Yl = xl' •.. , Ym = Xm' Ym+1 = tpm+l (~), ... , Yn = "1''' (~) 
eineindeutig auf ein Gebiet 1j(y) abgebildet wird. Ferner sei in <»(~) 

(24) Det Ir-(~) I =F 0 (f'," = 1, _ .. , m). 

Dann sind die Integrale von (I) die stetig differenzierbaren Funktionen 
zW = C(y), die dem DGIsSystem 

(25) E g". (y) ~ + g"0 (y) C = 11,1' (y) (f' = 1, ... , m) .-1 OY. 

1) Zu dem Beispiel vgl. auch E 5'18. 
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genügen; dabei sind gI'", hl ' die Funktionen, die sich durch Eintragen von 
(23) in r', gl< ergeben. Das System (25) ist, wenn die tp' zweimal stetig 
differenzierbar sind, nach 6'5 (a) wieder vollständig und kann wegen (24) 
in der Form 

er' -.-~ = yl< (y) , + {JI< (y) 
OY" 

(fl = 1, ... , m) 

geschrieben werden; nach 6'5 (c) ist es in dieser Form ein Involutions
system. Sind alle yt' = 0, so erhält man 

C = f f; O"(y) dY'l + Q(Ym+1"'" Yn)' 
I·~l 

wo Q eine beliebige stetig differenzierbare Funktion ist l ). 

6·9. Übersicht über die Lösungsmethoden. Ist ein System (r) gegeben, 
so ist zunächst festzustellen, ob es vollständig ist. Ist dieses nicht der Fall, 
so ergänze man es nach 6'3 (c) zu einem vollständigen System. Danach 
wird man zunächst das zugehörige homogene System lösen. Dafür stehen 
die Methoden von 6·6 oder das A. MAYlmSche Verfahren von 6'4 zur Ver
fügung. Dieses letzte ist dann besonders vorteilhaft, wenn es sich darum 
handelt, eine Lösung mit gegebenen Anfangswerten zu findetl. Ist das 
gegebene System selbst nicht homogen, so kann man nach 6·8 Lösungen 
des homogenen Systems heranziehen. 

(r) 

7. Systeme quasilinearer Differentialgleichungen. 

7·1. Ein Sonderfall. 
Ca) Für eine gesuchte Funktion z = z(~) 

:z =r(~, z) 
uX, 

sei das System 

(v = 1, ... , n) 

gegeben, wobei wieder ~ für Xl' ..• , :r" geschrieben ist 2). Die r mögen 
in dem betrachteten Gebiet G) (~, z) stetig differenzierbar sein. Dann 

1) Vgl. GOURSAT, Equatioßs du premier ordre, S. 92f. 

2) Das System (I) wird häufig auch als sog. totale DGI 
n 

dz = L f"(!, z) dxv 
,,=1 

geschrieben. Doch bt'deutet das grund~ätzlich nicht dasselbe. Die totale DGl ist 
nämlich eine abgekürzte Schreibweise für 

dz tl dx 
Te =v~r(!·, z) dt"' 

und es sind Funktionen z (t). xl(t), ... , xn(l) zu bestimmen, die dieser DGl ge
nügen. 



60 D. § 1. Lineare und quasilineare Differentialgleichungen. 

ist jedes Integral von (I) sogar zweimal stetig differenzierbar, also 
OB Z asz 

Hieraus folgt bei Berücksichtigung der Gien (I) für o:z:,. oZp oz" oz,. • 
jerles Integral des Systems 

(2) I" + I" f' = f' + f'f" (1:;:;;: IL, '11 ~ n). %. Z %,. Z .. 

Sind diese GIen identisch in 1; und z erfüllt, so heißt (I) ein Involutions
system; die GIen (2) heißen die Integrabilitätsbedingungen von (I). 

Sind die f' bei festem EI' ... , E .. , C in dem Quader 

] x. - Er] < a ::;;; 00 ('11 = 1, ... , n), ].z - CI< b ::;;; 00 

stetig differenzierbar und beschränkt, etw~ ] r I S; A, und sind die Inte
grabilitätsbedingungen (2) erfüllt, so hat das System (I) für 

Gt = Min (a, "bA) 
in dem Bereich 

lxv - E.I < Gt (JI = 1, ... , n) 

genau ein Integral z = lf'W mit dem Anfangswert 

1f'(E1, ... , E .. } = C 1) 2). 

(b) Das Integral kann man z. B. konstruieren durch schrittweise Lösung 
der GIen. Man betrachtet dafür zunächst die erste GI von (I) in der spe-

1) Der Fall, daß die r noch von PaTametern abhängen, läßt sich entsprechend 
behandeln. 

11) Der Satz (b) ist wiederholt und nach verschiedenen Methoden bewiesen 
worden: 

(a) Durch schrittweise Ulsung der einzelnen GIen (oder Schluß von" auf n+ 1), 
(b) mit Hilfe der A. MAYERSchen Transformation, 
(c) durch ein Iterationsverfahren, 
(d) durch Potenzreihenansatz für regulär analytische r. 
Zu (a) vgl. die Skizze bei BIEBERBACH, DGIen, 3. Auß., S. 299-301 sowie 

oben im Text (b). 
Zu (b) vgl. CARATHEODORY, Variationsrechnung, S.26-29. A. J. MACINTYRE, 

Proceedings Edinburgh math. Soc. (2) 4 (1930) 112-117. Ferner oben im Ten (c). 
Zu (c) vgl. W. NIKLIBORC, Studia mathematlca 1 (1929) 41-49. L. BRUWIER, 

Bulletin Liege 8 (1939) 100-116. 
Zu (d) vgl. GOURSAT, Equations du premier ordre, S. 105-107. 
Ein andersartiger Beweis (Integration längs beliebiger Kurv,n, was als eine 

Verallgemeinerung des MAYERSchen Verfahrens angesehen werden kann) ist ge
geben von T. Y. THOMAS, Annals ofMath. 35 (1934) 730-734. W. MAYER - T. Y. 
TaoMAs, Math. Zeitschrift 40 (1936) 658-661. - Für eine Milderung der Voraus
setzungen, insbes. der IntegrabiIitätsbedinpngen s. P. GILLIS, Bulletin Liege 9 
(1940) 197-212. Für we!tere Bemerkungen s. auch W:WIRTINGER. Sitzungs
berichte Wien 118 (1909) 1373-1377; Monatshefte f. Math. 34 (1926) 81-8ft 
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:z =J1(x1 , E2 , • •• , E., z) 
<1:1:1 

mit der Anfangsbedingung 

z(E1 , E2 , ••• , En) = C. 
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Diese DGl ist eine gewöhnliche DGl, ihre Lösung sei z = 9'1 (XI). Der 
zweite Schritt besteht in der Lösung der DGl 

:~- =/2 (x1 , X2 ' Es, ... , En , z) 
(/:1:2 

mit der Anfangsbedingung 

z(xl , E2, Es,···, En ) = tpI(X1) , 

wobei jetzt Xl als Parameter angesehen wird. Das ist wieder eine Aufgabe 
aus der Theorie der gewöhnlichen DGlen. Die Lösung sei er (Xl' ~). Beim 
nächsten Schritt handelt es sich um die Lösung der Aufgabe 

oz 
,,- =J3(xl , x2 ' X3 , E .. , ... , E .. , z), 
u:l:3 

z(x1 , X2 ' Es,· .. , En ) = 9'2 (Xl , X2), 

wobei Xl' x2 als Parameter angesehen werden. Zuletzt ist die Aufgabe 
oz 
~ =j(x1 , ••• , x .. ' z), 
uXn 

z(x1 ,·· ., xn_ 1 , En ) =9'''-l(X1> ••• ' X"_l) 

zu lösen. Ihre Lösung z = 1f'(xl ' ... , xri ) ist, wie sich mit den Integrabili
tätsbedingungen ergibt, das gesuchte Integral des Systems (I). 

(c) Die A. MAYERSche Methode l ). Setzt man 

Z(u, u I ' ... , un) = z(!) mit x~ = E~ + U u. (v = 1, ... , n), 

so folgt aus dem System (I) 

und aus der Anfangsbedingung 

(4) Z(O,uj, ... ,u,,)=C. 

Die DGl (3) kann als eine gewöhnliche DGI mit den Parametern u 1 ' ••• , VII 

angesehen werden. Ist Z eine Lösung, die der Anfangsbedingung .(4) ge
nügt, so ist 

z = Z(1, Xl - EI' ... , X" - Eil) 

das gesuchte Integral des Systems (I). 
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'·2. Das allgemeine quasiIineare SYBtem. Dieses hat die Gestalt 

" 0 I: f'''(~, z) 0: = rt(~, z) 
~-1 • 

(I'- = 1, ... , m) 

und ist ein Sonderfall von I4. Es gelten also die dort angeführten Tat
sachen. Das System kann durch Anwendung der Transformation I2'3 (a) 
auf das homogene S~rstem 

(6) .t r"(~, z) ;~- + g(~, z) ~~ = 0 
.-1 • 

zurückgeführt werden, und zwar erhält man die Integrale von (5) aus den 
Integralen w = 'P(~, z) des Systems (6) durch Auflösen von 'P = 0 nach z. 
Genauer formuliert gilt folgendes: 

Die Funktionen r'(~, z), rt(~, z) seien in dem Gebiet C»"tl(~, z) 

stetig, w = 'P(~, z) sei in C»"+1 ein Integral des homogenen Systems (6). 
l!'erner sei X (~) in C»" (~) eine stetig differenzierbare Funktion, für welche 
die Punkte ~,z = X (~) in C»,,+ 1 liegen, wenn ~ zu C»" gehört, und für die' 

'P(~, X(~)) = const, 
'P. (~, X (~)) in keinem Teilgebiet = 0 ist. 

Dann ist z=X(~) ein Integral des Systems (5)1). 

§ 2. Die nichtlineare Differentialgleichung 

F(X,y,z,::, ::) =0. 

8. Einleitende Bemerkungen. 2) 

8·1. Die Differentialgleichung und ihre Veranschaulichung. Die all
gemeine partielle DGI erster Ordnung für eine gesuchte Funktion z = z(x, y) 

von zwei unabhängigen Veränderlichen x, y hat die Gestalt 

(I) F ( cz e:;) 0 
x, y, z, Ox' oy = 

cl . d d' AbI" OZ oz b d o er, wenn WIe er le. mrzungen p = (lx' q = oy enutzt wer en, 

(la) F(x, y, Z, p, q) = 0; 

1) Vgl. FOllSYTH, Diff. Equations V, S. 97-99. GOURSAT, Equations du premier 
ordre, S. 94f. Vgl. ferner auch 5'4. 

I) An Literatur sei genannt: COURANT-HILBERT, Methoden math. Physik H. 
R. 63-81. BIEBERBACH, DGlen, 3. Autl., S. 267-290. FORSYTH, Diff. Equa
tions V. GOURSAT, Equations du premier ordre. HORN, Partielle DGlen, S. 161 
bis 191. KAMKE, DGlen, S. 342-377. SERRET-SCHEFFERS, Differential- und 
I ntegralreehnung III, S. 591-646. 
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dabei ist F = F (x, y, z, p, q) eine gegebene Funktion, die in diesem ganzen 
Abschnitt stetige partielle Ableitungen erster Ordnung nach allen fünf 
Veränderlichen in einem Gebiet (J)(x, y, z, p, q) des x, y, z, p, q-Raumes 
hat 1). Die nach einer der Ableitungen aufgelösten GIen 

(2) p =f(x, y, z, q) oder q =f(x, y, z, p) 

heißen explizite DGIen, die GI (I) eine implizite DGI, wenn sie nicht eine 
dieser Formen hat. Zu der Definition der Integrale s. 1'1 und 8·8. 

Durch die DGI wird jedem Punkt xo, Yo, Zo des x, y, z-Raumes eine 
Schar von Flächenelementen xo, Yo, zo, p, q (vgl. dazu 2-1) zugeordnet, 
zwischen deren Richtungskoeffizienten p, q die GI 

F(xo, Y'J, zu' p, q) = 0 
besteht. Um ein anschauliches Bild vor Augen zu haben, nimmt man an, 
daß die durch diese GI dem Trägerpunkt xo, Yo, Zo zugeordneten Flächen
elemente gerade die Tangentialebenen einer allgemeinen KegelHäche mit 
der Spitze (sommet) xo, Yo, Zo bilden (Fig. 13). Diesen Kegel nennt man 

Fig.13. Fig. 14. 

Mongeschen Kegel oder Richtungskegel oder Elementarkegel 
[cone (T)] der DGl. Durch die DGI (r) oder (2) wird also jedem Punkt 
x, y, z, falls die GI für diesen Punkt überhaupt durch Zahlen p, q erfüllt 
werden kann 2), ein Richtungskegel zugeordnet. Die DGl selbst wird 
durch ein Kegelfeld repräsentiert entsprechend dem Richtungsfeld bei 
einer gewöhnlichen DGl (Fig. 14). 

Die Aufgabe, die GI (1) oder (2) zu lösen, besagt bei dies~r geometrischen 
Deutung: es soll eine stetig differenzierbare Fläche z = "I'(x, y) gefunden 
werden, für die in jedem ihrer Punkte x, y, z die Ableitungen p = "I'a:' 
q = "1'" ein zu x, y, z als Trägerpunkt gehöriges Flächenelement ergeben, 
das die GI (I) oder (2) erfüllt, d. h. in jedem Punkt x, y, z der Fläche 

1) Vgl. S. 65, Fußn. 1. 
2) Ist z. B. F = p2 + q2 + 1, so gIbt es keine (reellen) Flächenelemente, welche 

die GI (I) erfüllen. Bei der Veranschaulichung wird von solchen Fällen abgesehen. 
Sie sind aber, von gelegentlichen Einschränkungen abgesehen, in den folgenden 
Nummern dieses Abschnitts, die ja. keine Existenzsätze enthalten, keineswegs aus
geschlossen. Ferner beachte man, daß auch der Fall F 55 0 bisher nicht ausge
schlossen ist. 



64 D. § 2. Nichtlineare Differentialgleichung F (Z' '1/, z, :~, :;) = o. 

c = VJ (x, 1/) soll die Tangentialebene der Fläche zugleich eine Tangential
ebene des Richtungskegels sein. 

Ist die gegebene DGl eine quasilinea.re, etwa 

(3) I(x, 1/, z) P + g(x, 1/, z) q = 1(x, 1/, z) (1/1 + I gl > 0), 

80 artet der zu xo, 1/0' Zo gehörige Richtungskegel in die gerade Linie 

x - Zo = 10 t, 1/ - 1/0 = go t, Z - Zo = ko t 
a.us, wobei t ein Pallameter ist und 10' go, 71,0 die Werte von I, g, 71, an der 
Stelle xo, 1/0' Zo bedeuten. Aus den Tangentialebenen des Richtungskegels 
werden die Ebenen des durch diese Gerade (Büschelgerade ) gehenden 
Ebenenbüschels (ohne die zur x, y-Ebene senkrechte Ebene). Die Cha.
rakteristik (vgl. 5.1) von (3) durch einen Punkt xo, 1/0' Zo hat zur Tan
gente die zu diesem Punkt gehörige Büschelgerade, d. h. die Büschel
geraden legen dasselbe Richtungsfeld wie die charakteristischen GIen fest. 

8-S. Geometrische Festlegung der Charakteristiken. Die linearen und 
quasilinearen partiellen DGlen erster Ordnung lassen sich insofern auf 
Systeme gewöhnlicher DGlen zurückführen, als ihre IFlächen aus den 
Charakteristiken aufgebaut werden können (vgl. 2·3 und 5·2). Entspre
chendes ist auch bei der DGI (r) möglich. 

Für die quasilineare DGI (3) hat, wie eben festgestellt ist, jede Charak
teristik in jedem ihrer Punkte die zu diesem Punkt gehörige Büschelgerade 
zur Tangente, d. h. jedem Raumpunkt x, y, z ist eine bestimmte Richtung 
zugeordnet, und dieses Richtungsfeld wird analytisch durch die charakte
ristischen GIen da.l'gestellt. Bei der t-"bertragung dieser Dinge auf die 
DGI (r) begegnet man zunächst der Schwierigkeit, daß hier jedem Raum
punkt x, y, zein Richtungskegel mit seinen unendlich vielen Seitenlinien 
zugeordnet ist. Hat man jedoch bereits eine IFläche Z = VJ(x, 1/), so 
läßt sich dem Punkt xo, Yo, Zo dieser Fläche eindeutig eine Richtung zu
ordnen, nämlich die Gerade, längs welcher die im Punkt xo, Yo, Zo an die 
Fläche z = VJ(x, 1/) gelegte Tangentialebene den zu xo, 1/0' Zo gehörigen 
Richtungskegel berührt. Diese Gerade legt also eine Richtung fest, die 
entsprechend dem linearen Fall zur Festlegung der Richtung der Charakte
ristiken dienen kann. Die Gerade, d. h. die Richtung der Charakteristiken 
liegt hier aber erst dann fest, wenn man die Richtungskoeffizienten 
P=VJ:J;(xo' 1/0)' q=VJ,(xo, 1/0) oder allgemeiner überhaupt zwei dem Punkt 
xo' 1/0' Zo zugeordnete Richtungskoeffizienten Po' qo kennt. Diese Rich
tungskoeffizienten werden hier also auch noch bestimmt werden müssen; 
d. h. neben den drei Funktionen x(t), 1/(t) , z(t) sind noch zwei Funktionen 
p(t), q(t) zu bestimmen. Diese fünf Funktionen 

W x=xOO,1/=1/00,z=zOO,p=pOO,q=qOO 
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sind im Fall der DGI (I) das Analogon zu den (''harakteristiken der linearen 
DGl (3)1). Für ihre Festlegung hat man nach dem Vorangehenden die Be
dingung 

(ot) Für jeden Punkt Xo = x (to) , Yo = y(to)' Zo = z(to) soll die Tangente 
der Raumkurve x = x(t), Y = y(t), z = z(t) Mantellinie des zu xo' Yo, Zo 

gehörigen Richtungskegels sein, längs welcher das Flächenelement (4) 

für t = to diesen Kegel berührt. 

Da aus den Charakteristiken IFlächen aufgebaut werden sollen" wird 
außerdem noch gefordert: 

(ß) Die Flächenelemente (4) gehören einer IFläche an (sind einer IFläche 
"eingebettet"). 

Diese letzte Forderung wird bei der analytischen Formulierung der 
Charakteristikendefinition im allgemeinen jedoch durch die schwächere 
ersetzt: 

(ß*) Die Flächenelemente (4) gehören einer Fläche z = 1jJ(x, y) an, für 
die F(x, y, 1jJ, 1jJz, 1jJ,,) konstant ist. 

8·3. Definition des Streifens. Schon die Forderung, daß die Flächen
elemente (4) überhaupt irgendeiner stetig differenzierbaren Fläche z = 1jJ(x, 11) 
angehören (in sie "eingebettet" sind), ergibt eine Bedingung für diese 
Funktionen, nämlich die sog. Streifen bedingung 

(5) z' (t) = p(t) x' (t) + q(t) 11' (t), 

wie sich durch Eintragen der Funktionen (4) in z = 1jJ(x, 11) und Differen
tiation nach t ergibt. Das führt zu der Definition: 

Unter einem Streifen wird eine Menge 
von Flächenelementen (4) verstanden, die in ~ ~ 
einem Intervall ot < t < ß als stetig differen. ~. I ~ 
zierbare Funktionen von t gegeben sind und 
dort die Bedingung (5) erfüllen. Die durch Fig. 16. 

die drei ersten der Funktionen (4) bestimmte 
Raumkurve heißt der Träger des Streifens (IlIg. 15). Die Trägerkurve 
kann - für konstante x, y, z - auch in einen Punkt entarten. 

1) Im Anfang mag es etwas stören, daß z, p, q in mehrfacher Bedeutung vor· 
kommen, nämlich erstens als unabhängige Veril.nderIiche, wenn von der Funktion 
F(x, y, z, p, q) oder dem Gebiet <5 (x, y, z, p, q) gesprochen wird; zweitens z, p, q als 
Funktionen von x, y in der DGI (I), wobei noch p = Zz' q = z" ist; und drittens 
als Funktionen einer Veränderlichen t in den obigen Gien (4). Man wird jedoch bald 
bemerken, daß es nicht schwer ist, diese verschiedenen Bedeutungen auseinander 
zu halten, und daß ihre Unterscheidung durch verschiedene Bezeichnungen Un
nötig umständlich wäre. 



66 D. § 2. Nichtlineare Differentialgleichung F (:I:, 1/, z, ::' :;) = O. 

8-4. Definition des charakteristischen Streifens. 

(a) Die allgemeine DGI (I). Unter den nötigen Differenzierbarkeits
voraussetzungen folgt aus 8'2 (oc). wenn I F pi + I Fr I > 0 ist, 

x'(t): y'(t): z'(t) = F p : Fg: (p(t) Fp + q(t) Fg), 

wobei in Fp ' Fg die Funktionen (4) einzutra.gen sind. DurGh geeignete 
Transformation des Parameters t erhält man hieraus die ersten drei der 
nachfolgenden GIen (6). Aus (ß) ergeben sich, wenn man die dort auftretende 
GI F = const partiell nach x und nach y differenziert, die beiden letzten 
der GIen (6). Ohne Rücksicht auf die bei dieser Herleitung benutzten 
Voraussetzungen wird nun definiert: 

Die Funktion F(x, y, z, p, q) habe in dem Gebiet <»(x, y, z, p, q) des 
x, y, z, p, q-Raumes stetige partielle Ableitungen erster Ordnung. Die 
Funktionen (4), die für oc < t< ß stetig differenzierbar sein und nur Punkte 
von <» liefern sollen, heißen ein charakteristischer Streifen oder 
auch kürzer eine Charakteristik der DGI (I), wenn sie die fünf gewöhn
lichen DGlen 

(6) {x'(t)=Fp, y'(t)=Fg, z'(t)=p(t)Fp+q(t)Fg 
p' (t) = - FIX - pet) Fz ' q' (t) = - F II - q(t) F. 

erfüllen; dabei sind als Argumente in den Ableitungen von F die Funk 
tionen (4) einzutragen. Die GIen (6) heißen die charakteristischen 
GIen der partiellen DGl (I). 

Da nach den Voraussetzungen über F nur feststeht, daß die rechten Seiten des 
Systems (6) stetig sind, kann es durch dasselbe Anfangselement :1:0 , ••• , qo mehr 
als einen charakteristischen Streifen geben; ist dagegen F sogar zweimal stetig 
differenzierbar, so gibt es nur einen solchen Streifen. Für weitere Vorkommnisse 
bei den charakteristischen Streifen s. 8·6. 

Bei COURANT-HILBERT, Methoden math. Physik II, S. 64 treten noch folgende 
Bezeichnungen auf: Jede durch die drei ersten GIen (6) bei beliebigen Zahlen 
:1:, ••• , q gegebene Richtung im Raum heißt eine charakteristische Rich
tung. Eine Raumkurve, die in jedem ihrer Punkte eine charakteristische Rich
tung hat, heißt Fokalkurve oder MONGEsche Kurve. Jeder Streifen, der 
die ersten drei der Gien (6) und die GI F = 0 erfüllt, heißt ein Fokalstreifen. 

(b) Die explizite DGl. Ist. die partielle DGI in der expliziten Gestalt 

(7) p = fex, y, z, q) 

gegeben, so kann man die fünf charakteristischen GIen (6) durch drei GIen 
ersetzen. Die erste GI lautet jetzt nämlich x' (t) = 1; daher kann t = x 
gewählt werden. Da ferner für das eigentliche Ziel des Aufbaus der IFlächen 
aus charakteristischen Streifen nur solche Flächenelemente (4) in Betracht 
kommen, die der partiellen DG] genügen, kann man in der dritten GI (6) 
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p durch 1 ersetzen. Man hat dann die drei GIen 

(8) y(x) =-1" z'(x)=I-ql" q'(x)=I,,+qlz 

zur Bestimmung der drei Funktionen y(x), z(x), q(x). Diese drei GIen 
werden ebenfalls als die charakteristischen Gien der DGl (7) bezeichnet. 
Zur Bestimmung eines charakteristischen Streüens ist noch 

(9) p(x) = I( x, y(x), z(x), q(x» 

hinzuzunehmen. 

Man beachte, daß die obige Definition sich nicht durch bloße Speziali
sierung der Definition von (a) ergibt, sondern wegen der auf die Forderung 
8'2 (ß) hinauslaufenden Bedingung (9) eine neue Festsetzung ist. 

(c) Einordnung der Charakteristiken der linearen DGI in die Definition 
(a). Für die lineare DGI (3) muten die ersten drei der GIen (6) 

x'(t) =/, y'(t) =g,,_ z'(t) =pl+qg. 

Da für den Aufbau der IFläche aus Charakteristiken nur solche Flächen
elemente in Betracht kommen, die der partiellen DGI (3) genügen, kann 
in der letzten der obigen GIen pI + q 9 durch 11, ersetzt werden. Damit 
hat man die in 5·2 eingeführten charakteristischen GIen der DGI (3). 

8·5. Andere Berleitungen der charaJderistischen GIen. Die Festlegungen 
der Charakteristiken durch die Forderungen (Ilt) und (P) bzw. (pt) von 8'2 hat den 
Vorzug der Anschaulichkeit, aber den Nachteil, daß dieses Verfahren sich ka.um 
auf allgemeinere Fälle (mehrere gesuchte Funktionen von mehr als zwei unabhän
gigen Veränderlichen, DGlen höherer Ordnung) 'Übertragen läßt. Daher werden 
hier noch drei andere Verfahren skizziert. Das dritte ist das kiirzeste und am leich
testen &uf a.llgemeinere Fälle übertragbar. 

(a) Man sucht nach Streifen (4), die zugleich mehreren IFlächen, 
etwa z ='P(x, y) und z = x(x, y), angehören. Diese Integrale mägen sogar 
zweimal stetig differenzierbar sein und außerdem sollen in keinem Teil
intervall von ot < t < ß alle drei Differenzen 

'Pu ;- X2:2:' 'P"'7/- X"'7/' 'P7/7I - X"" 
nach Eintragen von X"(t), Y (t) identisc~ Null sein. 

Dann folgt aus (I) nach Eintragen_ der Integrale durch Differentiation 
nach x und y 

(10) {F2: + F, 'P2: + F, 'Pu + FIJ 'P1/2: _ 0, 
F" + F, 'P" + F, "Ps" + Fg 'PU 11 - 0, 

sowie zwei weitere GIen mit X statt 'P. ~ erden hierin jetzt die Funktionen (4) 
eingetragen, so stimmen nach Voraussetzung die Funktionen F"" F 1/' F" 
F'P' F" 'Ps' 'P7/ der obigen GIen mit den-entsprechenden Funktionen überein, 
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die in den mit X gebildeten GIen auftreten, und es ergibt sich 

(I!) {(tpu = Xxx) F p + (tpyZ = xll z) F q _ 0, 
(tpZll Xz ll ) F p + (tpllll XlIy ) Fq - 0 

mit den eingetragenen Funktionen (4). 
Anderseits ist 

(12) z(t) = tp(x(t), y(t»), pet) = tpz(x(t), y(t», q(t) = tpll (x(t), y(t)). 

und dieselben GIen gelten mit X statt tp. Hieraus folgt durch Differentiation 
die Streifenbedingung 

(13) z' = p x' + q y', 
ferner 
( ) "+ I I '+ I 14 p = tpzz X tpzy y, q = tpu z X tp1l1l Y 

und zwei weitere GIen mit X statt tp. Aus diesen vier GIen folgt 

(tpu - XZZ) x' + (tpZY - Xz ll ) y' = 0, 
(tpy", - Xy .. ) x' + (tpyy - Xyy) y' = o. 

Aus diesen beiden GIen und (I!) folgt, da in keinem Teilintervall alle 

Klammern == 0 sind und da tpxy = tpy",' Xxy = XlI z ist, 

y' F p - x' Fq = O. 

Ist I x'J + I y/l > 0, so läßt sich daher durch passende Wahl der Varia
blen t erreichen, daß die beiden ersten GIen (6) erfüllt sind, also wegen (13) 

auch die dritte GI. Dann besagen die GIen (10) nach Eintragen der Funk
tionen (4) 

q'(t) =:e tpy(x(t), y(t») = - F y - q F z ' 

und das sind die beiden letzten GIen (6). 
(b) 1) Es sei z = tp(x, y) eine zweimal stetig differenzierbare IFläche 

der DGI (I), und (4) ein dieser IFläche angehörender Streifen. Wird z = tp 

in (I) eingetragen, so erhält man wie in (a) die GIen (IO) und (12) bis (14). 

Werden nun in (10) die Streifenfunktionen (4) eingetragen und dann die 
GIen (I4) zu den GIen (10) addiert, so erhält man 

{p' + F", + pFz = tpxx(x' - Fp ) + tpXy(Y' - Fq}, 
(15) 

q' + F y + qFz = tpy",(x' - Fp } + tpyy(Y' - Fq). 

Die GIen (13) und (15) gelten für jeden 1Streifen der IFläche. Die beiden 
letzten GIen vereinfachen sich wesentlich, wenn der Streifen so gewählt 

wird, daß 
x' =Fp ' y' =Fq 

ist, und zwar erhält man dann gerade wieder die charakteristischen GIen (6). 

1) CARATHEODORY, Variationsrechnung, S. 37. 
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(e) Es sei eine Raumkurve x --:- x(t) , y = y(t), z = z(t) gegeben. Ma.n 
fragt, wann sie sich in eindeutiger Weise zu einem 1Streifen (vgl. 8'7) 

(4) x=x(t), y=y(t), z=z(t), 1>=p(t), q=q(t) 

ergänzen läßt, d. h. zu einem Streifen, dessen Flächenelemente sämtlich 
die DGl (I) erfüllen. Das ist genau dann der Fall, wenn sich p(t), q(t) 

als stetig differenzierbare Funktionen so wählen lassen, daß die Streifen
bedingung 

px'+qy'-z'=O 

und die Gl 
F(x, y, z, p, q) = 0 

erfüllt ist. 
Erfüllen die beiden Zahlen Po = p(to) , qo = q(to) die beiden obigen 

GIen, so gibt es nach dem Satz über implizite Funktionen sicher stetige 
Funktionen p(t), q(t), die diese beiden GIen erfüllen, wenn die in bezug 
auf p, q gebildete Funktionaldeterminante der linken Seiten 

(I6) 1
1 
x' y' I =1= 0 

,Fp ,Fq ! 

ist. Ist dagegen diese Bedingung nicht erfüllt, ist vielmehr 

(17) I x' y' I = 0 
Fp Fq 

für einen Streifen (4) und ist außerdem I F pi + I Fq I > 0 oder I x' I + I y' I > 0, 
so ist bei geeigneter Wahl des Parameters t 

x'=Fp , y'=Fq • 

Das Gegenteil zu der UnGl (16) führt also gerade auf die beiden ersten 
der charakteristischen GIen (6). Die dritte der Glen (6) ist nichts anderes 
als die Streifenbedingung. Die beiden letzten GIen erhält man wie in 8'4. 

8·6. Reguläre und singuläre F1ächenelemente und charakteristisce 
Streifen. Ein Flächenelement xo, Yo, zo, 'Po, qo heißt regulär oder sin
gulär in bezug auf die DGI (I), je nachdem 

IFpl + IFql > 0 oder = 0 

an der Stelle xo'·" .,90 ist. 
Für jeden charakteristischen Streifen, der mindestens ein reguläres 

Flächenelement enthält, besteht weder die Trägerkurve noch ihre Pro 
jektion auf die x, y-Ebene aus nur einem Punkt; das folgt unmittelbar 
aus den beiden ersten GIen (6). 

Enthält ein charakteristischer Streifen ein singuläres Flächenelement, so kann 
er verschiedenartige Eigenschaften haben, wie die folgenden Beispiele zeigen. Da." 



70 D. § 2. Niohtlineare Differentialgleiohung F (z,.y, z, ::' :;) = O. 

singuläre °Flichenelement ist in jedem Fall 0, ... , 0, und es wird der charakteri
stische Streifen untersucht, der durch dieses für t = 0 hindurchgeht. 

(a) pi + q" = Z + y. 
Die charakteristischen Gien sind 

:r;' = 2 p, y' = 2 q, z' = 2 pi + 2 ql, 1( = 1, q' = 1. 

Aus den beiden letzten GIen folgt p = q = " also aus den beiden ersten Gien 
:I: = Y = t2• Die Trigerkurve besteht also nicht bloß aus einem Punkt. 

(b) (1' + 1) :r; + (q + 1) 11 = z. 
Die charakteristischen Gien sind 

:r;"=:I:, y'=1/, z'=:l:p+yq, 1"=-1, q'=-l. 

Aus den beiden ersten GIen folgt z = Y = 0, also aus der dritten auch z = 0, 
während die beiden letzten p = q = - t ergeben. Die Trigerkurve besteht hier 
aus nur einem Punkt, diesem sind aber noch unendlich viele Richtungskoeffizienten 
zugeordnet. 

(c) pi + ql - z l' - Y q + z = 0 (CLAIRA'OTSche DGI 1l'I2). 

Die charakteristischen Gien sind 

z'=2p-z, 1/'=2q-y, z'=2p1+2 ql-z1'_yq, p'-O, q'=O. 

Aus den beiden letzten GIen folgt l' = q = 0, also aus den drei ersten Gien 
z = 1/ = z = 0. Der charakteristische Streifen besteht hier also aus einem 
einzigen Flächenelement. 

(d) 1'2 + ql + :.:' + 1/. = 0. 
Die charakteristischen GIen sind 

z' = 21', fl = 2 q, z' = 2 pi + 2 qS, 1" = - 2 z, q' = - 2 y. 

Aus ihnen folgt 

also 
:r;:r;' + 1/ 1/' + pp' + q q' = 0, 

Zl + y" + p. + ql.= 0, 
d. h. z = Y = P = q = O. Aus der dritten charakteristischen GI folgt dann z = c 
bei beliebigem c. Singuläre Flächenelemente sind daber 

z = 0, y = 0, z = c, p = 0, q = O. 
Zugleich sind dies die einzigen Integralelemente. Es gibt also keine IFläche, wie 
auch aus der DGI unmittelbar zu ersehen ist. 

8.7. Charakteristiken, Integralstreifen u~d Integralflächen. Ein Flächen
element x, y, z, 'P, q heißt ein Integralelement (IElement) der DGI (I), 

wenn F(x, y, z, 'P, q) = 0 ist, und ein Streüen (4) ein Integralstreifen 
(1Streifen), wenn er nur aus IElementen besteht. 

(a) Die Funktion F(x, y, z, p, q) ist längs jedes charakteristischen 
Streifens der DGI (I) konstant, d. h. es ist 

F(x(t), y(l), z(l), pet), q(t») = const1); 

1) Denn l'S ist 

:, F(:r;(t), •. . , q(t» = Fz:r;' + F lI '0' -l: Fzz' + Fp p' + F'lq'. 

Trigt man hierin (6) ein, so erhält man 0, d. b. F (:r(t), ••. , q(t») ist konstant. 
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der charakteristische Streifen ist daher ein IStreifen, wenn er mindestens 
ein IElement enthält. 

Für die explizite DGI (7) ist jeder charakteristische Streifen trivialer
weise ein 1Streifen, da (vgl. 8'4 (b» tUe GI (9) besteht. 

(b) Ist z -:- 'P(x, y) im Gebiet g(x, y) ein Integral der DGl (1), das 
sogar zweimal stetig differenzierbar ist, und ist 

(18) xo' Yo, 'P(xo, Yo), 'PAro, Yo), 'P" (xo, Yo) 

ein beliebiges Flächenelement dieser IFläche, so gehören alle charakteri
,stischen Streifen l ) (6), die dieses Flächenelement enthalten, der IFläche an, 
solange die beiden ersten I{oordinaten x, Y des Streifens (6) Punkte 
von 9 liefern 2). Die IFlächen der' genannten Art lassen sich also aus charak. 
teristischen Streifen aufbauen. Dasselbe gilt für die explizite DGI (7). 

Hieraus folgt unmittelbar: 

(c) Sind z = 'P(x, y) und z= X(x, y) im Gebiet g(x, y) zwei sogar 
zweimal stetig differenzierbare IFlächen mit einem gemeinsamen Flächen. 
element (r8), so gehören alle charakteristischen Streifen von (1), die das 
Flächenelement (r8) enthalten, beiden IFlächen an, soweit x(t), y(t) 

Punkte von 9 liefern. 
Ist das gemeinsame Flächenelement regulär, so haben daher heide 

IFlächen nach 8·6 eine Kurve gemeinsam, die nicht in einen Punkt ent, 
artet ist. 

8·8. Partikuläre, singuläre, vollständige, allgemeine Integrale. In bezug 
auf die Integrale der DGI (r) ist eine Reihe von Bezeichnungen in Gebrauch, 
die allerdings z. T. entbehrlich sind. 

(a) Ein partikuläres Integral der DGI (1) ist nichts anderes als 
ein Integral der DGl. Die Bezeichnung "partikuläres Integral" ist daher 
überflüssig. 

(b) Ein Integral der DGI (1) z = 'P(x, y) heißt singulär, wenn es 
nur singuläre Integral eiern ente (vgl. 8·6, 8'7) enthält, d. h. wenn die drei GIen 

{19) 

für 

(20) 

F(x, y, z, 'P, q) = 0, F" = 0, F'l = 0 

z = 'P, 'P = 'Pz' q = 'P" 

1) Ist F sogar zweimal stetig differenzierbar oder ist durch eine andere Bedingung 
die eindeutige Lösbarkeit der charakteristischen GIen (6) bei gegebenen Anfangs. 
werten gesichert, so gibt es nur einen derartigen Streifen. 

S) Zur Frage der Verringerung der Differenzicrbarkeitsvoraussetzungen L 

A. HAAR, Acta Szeged 4 (1928) 103-114. T. WAZEWSKI, Annales 80c. Polon. 
Math. 13 (1934) 10-12; Math. Zeitschrift 43 (1938) 621-632. 



72 D. § 2. Nichtlineare Differentialgleichung F (:c, 1/, z, 8z , 0 Z) = o. 
o:c 01/ 

bestehen. Trägt man (20) in (19) ein, so ergibt sich durch partielle Diffe
rentiation, daß für singuläre Integrale, die sogar zweimal stetig differenzier
bar sind, auch noch die GIen 

(ZI) 

bestehen. 

Ein Integral, das kein singuläres Flächenelement enthält, wird wohl 
auch regulär genannt. Ein Integral kann natürlich sowohl reguläre als 
auch singuläre Flächenelemente enthalten. 

Die singulären Integrale einer gegebenen DGl (I) erhält man, indem 
man aus den GIen (19) oder (falls man zweimal stetig differenzierbare 
IFlächen sucht) aus (19) und (ZI) alle Integralelemente x, y, Z, p, q be
stimmt und untersucht, ob sich aus diesen stetig differenzierbare Flächen 
Z = tp(x, y) zusammenbauen lassen. 

Beispiel: p q = z. 

Die singulären Flächenelemente werden aus 

z=pq, q=O, p=O 

erhalten; sie sind also z = p = q = 0 bei beliebigem :c, 11 und schließen sich zu der 
singulären IFläche z = 0 zusammen. Für weitere Beispiele s. lI·12. 

(c) Ein vollständiges IntegraP) (integrale complete) der DGl (r) 
ist eine zweiparametrige Menge von Integralen 

(ZZ) Z = tp(x, y; a, b); 

dabei soll tp nebst tpz' tpll in einem Gebiet des x, y, a, b·Raumes nach allen 
vier Argumenten stetig differenzierbar sein und die Matrix (zu der Be
zeichnung s. 2·7 (c») 

0(1jJ 1jJZ.1jJII) 

o(a, b) 

in jedem Punkt des Gebiets den Rang 2 haben2). 

Die Bedeutung eines vollständigen Integrals, das übrigens durch die 
DGl keineswegs eindeutig bestimmt ist, beruht darauf, daß man aus ihm 
durch bloße Differentiations· und Eliminationsprozesse weitere Integrale 
herleiten kann (vgl. 9·5). Es entspricht etwa der IBasis bei linearen homo

genen DGlen. 

1) FORSYTH, Dift. Equations V, S. 171. VgJ. z. B. GOURSAT, Equations du 
premier ordre, S. 134ft. HORN, Partielle DGlen, S. 182ft. 

I) Man hat auch noch gefordert, daß durch :c, y, 1jJ, 'Pz' 'Pli zugleich alle IEle· 
mente der DGI (I) geliefert werden. Doch ist diese Forderung wohl nirgends kon
sequent durchgeführt. Durch sie würde die praktische Verwendbarkeit des voll
ständigen Integrals unnötig erschwert werden. 
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(d) Allgemeine Integrale1) (integrales generales) werden solche 
Integrale genannt, die von einer willkürlichen Funktion abhängen. Dabei 
wird diese Abhängigkeit anscheinend meistens so aufgefaßt, daß in (c) 
b = rp ( ) mit einer willkürlichen Funktion rp gesetzt wird. Sinngemäß~r 

wäre die Forderung, daß die Integrale von einem willkürlich gegebenen 
Anfangsstreifen abhängen sollen. Ein Bedürfnis für die Bezeichnung 
"allgemeines Integral" liegt nicht vor. 

9. Lösungsverfahren von Lagrange. 2) 

9·1. Vorintegrale. Nach 4.2 oder 5'4 erhält man unter gewissen Vor
aussetzungen ein Integral z = X(x, y) der quasilinearen DGl 

(*) f(x, y, z) p + g(x, y, z) q = k(x, y, z), 

indem man für ein Integral w = 'IJ'(x, y, z) der zugehörigen linearen ho
mog;enen DGl 

(**) 
OW OW OW 

f(x, 1/, z) ex + g(x, 1/, z) äy + k(x, 1/, z) Bi" = 0 

die GI 'P = G nach z auflöst. Integrale 'IJ' von (**) sind dabei solche stetig 
differenzierbaren Funktionen, die längs jeder Charakteristik von (**) oder, 
was dasselbe ist, längs jeder Charakteristik von (*) konstant sind. 

Das Lösungsverfahren von LAGRANGE 3) für die DGl 

(1) F(x, y, z, p, q) = 0 

besteht in der Übertragung des eben skizzierten Verfahrens auf die DGl (1). 

(a) über die im folgenden vorkommenden Funktionen F (x, y, z, u, v) , 
G(x, y, z, u, v), B(x, y, z, u, v) wird vorausgesetzt, daß sie in einem 
Gebiet<» = <»(x, y, z, u, v) stetig differenzierbar sind. 

Die Funktion G(x, y, z, u, v) heißt ein Vorintegral (integrale premiere) 
der DGl (1), wenn G längs jeder Charakteristik von (I), d. h. für jede Lösung 
x(t), y(t), z(t), u(t), v(t) des DGlsSystems 

(2) { X'(t) = F u ' . y'(t) = F", z'(t) = uFu + vF" 
u'(t) = - F:z; - uF" v'(t) = - F!I- vF, 

1) Vgl. z. B. FORSYTH, a. e.. 0., 8.171. GOUBSAT, &. &. 0., 8. 137. HORN, 

e.. a. 0., S. 185. 
2) Zur Literatur vgl. 8. 62, Fußn. 2. 

I) Das Verfahren wird auch nach MONGE und CHARPIT genannt. Vgl. dazu die 
historischen Bemerkungen bei 8ERRET·8cHEFFERS, Differential· und Integral. 
rechnung 111, 8. 717f. 
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konstant ist. Das besagt nach 3'2 dasselbe wie: 0 soll ein Integral der 
linearen homogenen DGl 

()w ()w aw ()w 
(3) F" oX + FI) ()y + (uF" + v FI) -()z - (F:r; + uFz) aü 

8w 
- (F 11 + v Fz) a" = 0 

sein oder 

(4) [F(x, y, z, U, v), G(x, y, z, U, v)] == 0 in Cfi; 

dabei ist 

(s) [F, G] = - [0, F] = (F:r; + u F z) G" + (FII + v F z) Gf) 
- (O:r; + uGz ) F u - (G" + vGz ) FI) 

der aus Fund 0 gebildete JACOBlsche Klammerausdruck. Von Funk
tionen F, G, die (4) erfüllen, sagt man auch, sie lägen in Involution 
zueinander. 

Nach 8'7 (a) ist F(x, y, z, u, v) selber ein (triviales) Vorintegral der 
DGl (1)1). Für die Gewinnung weiterer Vorintegrale ist die lineare DGI (3) 
zu lösen; dazu vgl. 3. 

(b) Für die praktische Auflösung von DGIen ist noch eine Erweiteruni 
des Begriffs der Integrale nützlich. 

Die Funktion G(x, y, z, u, v) heißt ein Vorintegral von (I) im weite
ren Sinne, wenn G längs jedes charakteristischen lniegralstreifens von (I) 
konstant ist. Eine Funktion G ist genau dann ein Vorintegral im weiteren 

Sinne, wenn die GI (4) für jedes Integra.lement x, y, z, U, v von (I) er

füllt ist .. 
Beispiel: (xp + yq-Z)2 = (p2 + q2)J(X2 + y2). 

Die charakteristischen GIen sind 

z'=2x(xp+yq-z)-,-2pJ, y'=2y(xp+yq-z)-2qJ, 

z' = 2(xp + yq) (xp + yq- z) - 2(p2 + q2)J, 

p' = 2 X(p2 + q2)J'. q' = 2 y(p2 + q2)J'. 

Aus den beiden ersten folgt 

yp- x'q = 2(yp- xq) (xp + yq-z), 

und aus den heiden letzten 

(*) 
1/ p' - X q' = O. Daher ist (yp-xq)' = 2(xp + yq -z). 

yp-xq 

Bei Beschränkung auf charakteristische 1Streifen kann zur Umformung der charak
teristischen GIen die gegebene DGl herangezogen werden. Aus dieser und der 
dritten charakteristischen GI folgt 

z'=2z(xp+ yq-z). 

1) Das ergibt sich auch unmittelbar aus der GI (3), der w = F offenbar genügt. 
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Damit ergibt die GI (*) 

hs ist somit 

(gp-sq)' z' 
1IP-sq =z· 

log Igp-sql-Iog Izl oder auch 
yp-sq 

z 
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ein Vorintegral, und zwar im weiteren Sinne, da zu seiner Aufstellung die gegebene 
partielle DGl selber benutzt worden ist. 

Ist G für die DGI (1) ein Vorintegral im weiteren Sinne und sind 
p = U(x, '1/, z), q = V(x, '1/, z) in einem Gebiet <»(x, '11, z) gemeinsame 
stetig differenzierbare Lösungen der beiden GIen F = 0 und G = 0, so ist 

[F, G] = 0 in <», 
wenn hierin 'P = U und q = V eingetragen wird. 

Sind G und B für die DGI (1) Vorintegrale im weiteren Sinne und sind 
z = 'IjJ(x, '1/), 'P = U(x, '1/), q = V(x, '1/) in einem Gebiet (f)(x,'I/) gemein
same Lösungen der drei Gien F = 0, G = 0, B = 0, so ist 

[F, G] = 0 und [F, B] = 0 in <», 
wenn hierin z = 'IjJ, 'P = U, q = V eingetragen wird. 

(e) Das Verfahren für die Lösung der DGI (I) gabelt sich nun, je nach. 
dem es gelingt, außer dem trivialen Vorintegral F :w'ei oder nur ein weiteres 
Vorintegral ausfindig zu machen. 

9·2. Gewinnung von voUständilen Integralen aus zwei nicht-trivialen 
Vorintegralen. Sind außer dem trivialen Vorintegral F der DGI (I) noch 
zwei weitere Vorintegrale G und H bekannt, so wird durch das am Anfange 
von 9.1 skizzierte Verfahren folgendes Vorgehen nahegelegt: Man löst 
die drei GIen 

(6) F(x, '1/, z, u, v) = 0, G(x, '1/, Z, U, v) = 0, H(x, '11, z, U, v) = 0 

nach z,U, v auf. Erhält man dabei ste!ige Funktionen U = u(x, '1/), v = v(x, '11) 

sm"ie eine stetig differenzierbare Funktion z = z(x, y), so kann man 
fragen, ob Zx = U, z,l = v ist. Trifft das zu, so ist offenbar z(x, '1/) eine 
Lösung der DGI (I) und sogar eine gemeinsame Lösung der drei DGIen 

(7) F(.x, '1/, z, 'P, q) = 0, G(x, y, z, 'P, q) = 0, H (x, '11, Z, 'P, q) = O. 

Nun haben jedoch schon zwei GIen der Gestalt (I) nicht immer eine ge_ 
meinsame Lösung, wie das triviale Beispiel 'P = 0, 'P = 1 zeigt. Wie leicht 
nachzurechnen ist, gilt der Satz: 

(a) Ist ",(x, '11) in g(x, '11) ein sogar zweimal stetig differenzierbares 
Integral der beiden DGIen 

(8) F(x, y, z, 'P, q) = 0, G(x, '11, z, 'P, q) = 0, 
80 erfüllt 'IjJ in 9 auch die DGI 

(9) [F(x, '1/, z, p, q), G(x, '1/, z, 'P, q)] = O. 
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Eine notwendige Bedingung für die simultane Lösbarkeit der beiden 

GIen (8) ist somit, daß sogar die drei GIen (8) und (9) eine gemeinsame 
Lösung haben l ). 

Für die Durchführung des oben skizzierten Verfahrens wird neben der 
Bedingung (9) und entsprechenden für F, Hund G, H jedenfalls noch zu 
verlangen sein, daß die drei GIen (6) voneinander unahhängig sind, etwa. 
in dem Sinne, daß die Funktionaldeterminante von F, G, H in bezug auf 
z, u, v nicht Null ist. Dann gilt in der Tat der Satz: 

(b) Die Funktionen 

(10) z = ",,(x, 1/), u = U(x, 1/), v = V(x, 1/) 

mägen in 9 (x, 1/) stetig differenzierbar sein, für die Punkte von 9 nur 
Punkte von G; liefern und die drei GIen (6) erfüllen. Ferner ßei für die 
Funktionen (10) 

(H) [F, G] = 0, [F, H] = 0, [G, H] = 0 in g(x, y), 

und in jedem Teilgebiet von 9 

(IZ) 8(F, G, H) ='=- 0 
8(z, u, tJ) -r- • 

Dann ist 
U(x, 1/} = ""z(x, 1/), V(x,1/) = ""I/(x, 1/), 

also ",,(x, 1/) in g(x, 1/) ein gemeinsames Integral der drei DGIen (7) und 
insbesondere ein Integral der DGI (I). 

Die Voraussetzungen (Il) und (12) bleiben erfüllt, wenn man G und H 
für zwei beliebige Konstanten a, b durch G - a und H - b ersetzt. Man 
hat dann die Funktionen (10) durch Lösung der GIen 

(13) F(x, 1/, z, u, v) = 0, G(x, 1/, z, u, v) = a, H(x, 1/, z, u, v) = b 

zu gewinnen und erhält so in gewissen Bereichen ein vollständiges In
tegral z = ",,(x, 1/; a, b) von (I). 

(r.) Anwendungsvorschrift. Bei der Anwendung von (b) zur Lösung 
einer gegebenen DGI (I) stellt man zuerst die charakteristischen GIen (2) 

auf (die man nun auch wieder wie in 8'4 (6) mit den Buchstaben p, q statt 
u, v schreiben kann) und sucht durch Kombination dieser GIen zwei stetig 
differenzierbare Funktionen G und 11 zu gewinnen, die längs jeder Charak
teristik oder längs jedes charakteristischen Integralstreifens konstant sind. 
d. h. zwei Vorintegrale im eigentlichen oder im weiteren Sinne. Dabei ist 
darauf zu achten, daß die drei Funktionen F, G, H voneinander unab-

1) Die GI (g) braucht jedoch neben den beiden GIen (8) keineswegs eine neue Be
dingung zu sein. Denn ist z. B. G ein Vorintegral der GI (I), so gilt nach g'I die GI (4) 
sogar identisch in allen fünf Veränderlichen. 
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hängig sind. Die beiden ersten der GIen (Il) sind dann reichlich erfüllt, 
nämlich identisch in x, 1/, Z, 'U, 1) bei eigentlichen Vorintegralen, aber auch 
bei solchen im weiteren Sinne nach 9.1 (b) wieder in dem durch (b) !8· 

forderten Umfang. Man löst nun weiter die GIen (6) oder allgemeiner (13) 
nach z, 'U, v auf. Ob die so gefundene Funktion z = ",(x, 1/) ein Integral 
der DGI (I) ist, kann man dann durch Eintragen dieser Funktion in (I) 
feststellen oder dadurch, daß man untersucht, ob auch die übrigen Voraus
setzungen von (b) erfüllt sind. 

Beispiel: Für die DGl 

(14) 1Hl = z 
lauten die charakteristischen GIen 

z'(t) = v, V(t) = u, z'(t) = 2 U11" u'(t) = u, v'(t) = v. 

Aus diesen Gien folgt 

u' - y' = 0, v' _. z' = 0, u' " - u v' = O. 

Daher sind die Funktionen u - 11, v - z und, wenn man sich auf ein Gebiet be

schränkt, in dem v 9= 0 ist, ~ stetig differenzierbare FunktioneQ, die längs jeder 
v 

Charakteristik von (14) konstant sind, d. h. Vorintegrale von (14)' Dazu kommt 
floch das triviale Vorintegral z - u v. Jede stetig differenzierbare Funktion von 
diesen ist wieder ein Vorintegral. Wählt man etwa 

u 
F = z - u v. 0 = u - Y. H = - - I, v 

so ergeben die Gien (6) die Funktion z = y', und diese ist kein Integral von (14). 

Das ist kein Widerspruch zu (b), da hier [0, H] = ~ 9= 0 ist. Wählt man dagegen v 
F = z - u v, G = z - v, H = y - u, 

so erhält man aus den Gien (13) das vollständige Integral z = (z - a) (y - b). 
WähU man die Vorintegrale 

u 
F = z - u v, 0 = a(z - v) + y - u, H =-. 

V 

so erhält man aus (13) mit b,1l statt a, b das vollständige Integral 
1 

z = 4a (a z + y - b)'. 

9·3. Gewinnung von vollständigen Integralen aus einem nicht-trivialen 
VorintegraP). Ist für die DGl (I) nur ein Vorintegral G im eigentlichen 
oder im weiteren Sinne gefunden, das von dem trivialen Funabhängig 
ist, so kann man trotzdem ein vollständiges Integral gewinnen. Zu dem 
Zweck löst man die Glen 

F(x, 1/, z, 'U, v) = 0, G(x, 1/, z, 'U, v) = a 

1) Vgl. GOURSAT, EquatioDB du premier ordre, S. 134f. KAMKE, DGJen, 
S. 368ff. 
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bei beliebigem a nach 'U, tI auf; gibt es überhaupt ein Zahlensystem xo' ... , 1.0 , 

das beiden GIen genügt, und ist die Funktionaldeterminante 

8(F, G) =l= 0 
8(u, v) 

in einer Umgebung jener Stelle, 80 haben die beiden GIen (IS) in einer 
Umgebung der Stelle xo' 110' Zo eine stetig differenzierbare Lösung 

'U = U(x, 11, z), v = V(x, y, z). 

Mit dieser bildet man das DGlsSystem 1) 

(16) 
8z 8z 
8x = U(x, 11, z), 8y = V(x, y, z) 

und sucht eine gemeinsame Lösung z = V'(x, V). Da aus den Voraus
setzungen die Integrabilitätsbedingung 

U 11 + V Uz = V z + U V. 

für eine volle Umgebung des Punktes xo' Yo, Zo folgt, gibt es (vgl. 7.1) 
eine solche gemeinsame Lösung, und. zwar kann man für V' (xo, Yo) noch 
einen beliebigen Wert b in einer hinreichend kleinen Umgebung von Zo 
vorschreiben. Die Funktion z = V'(x, y; a, b) ist dann ein gemeinsames 
Integral der GIen (16) und ein vollständiges Integral von (I). Der Existenz
bereich des Integrals ist im allgemeinen größer, als die Voraussetzungen 
ervvarten lassen. 

Beispiel 1 2): pq = z. 

In 9.2 (c) waren die Vorintegrale u - y, v - x. u/v gefunden. Wählt man G = u - y, 
so lauten die GIen (15) hier u v = z, u - y = b, d. h. man hat 

~ = + b oz Z 
0% Y , oy Y + b 

zu lösen. Man findet mit u/v = a 
z = (x + a) (y + b). 

Dasselbe Ergebnis erhält man mit dem zweiten Vorintegral. Mit dem dritten erhält 
man ein vollständiges Iutcgral in der Gestalt 

z = ~ (a x + * + b) 2, 

Beispiel 2: Es sei wieder die DGI 

(xp + yq_Z)2 = (p2 + q2)f(x2 + y2) 

von 9'1 (b) gegeben. Dort war (yp - xq)/z als Vorintegral im weiteren Sinne ge
funden. Wird dieses gleich A gesetzt, so bekommt man durch Auflösung dieser 

l) über die Schreibweise als totale DGI dz = U d:x; + V dy s. S. 59, Fußn. 2. 

') Für ein Beispiel, bei dem das Verfahren nicht zu einem vollständigen Integral 
führt, s. E 6'97, 
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und der gegebenen GI nach p, q die heiden Gien 

a log z A Y + z Z lfJi 
fix = rz r 2 - 1 ± r l (rl - j) r'" , 
a log z A z y ± y lfJi 
8y = - rz + TZ -I r 2 (r l -/) f'" 
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mit rl = Zl + yl, R = (All + rI), - AI, •. Hieraus kann man log z berechnen, 
indem man statt x, y Polarkoordinaten einführt. Vgl. a.uch E 6'107_ 

9·4. GewinnlUlg einer einparametrigen Schar von Integralen aus zwei 
nicht-trivialen Vorintegralen. Es kann vorkommen, daß man neben den 
trivialen Vorintegralen zwei weitere Vorintegrale G, H erhält, die jedoch 
nicht in Involution sind. Dann gelingt es manchmal, durch Spezialisierung 
der Konstanten a, b in (13) zu einer einparametrigen Schar von Integralen 
zu gelangen. 

Beispiel: pq=x+y+z. 
1 

Aus den charakteristischen GIen 

z'=q, y'=p, z'=2pq, p'=p+l, q'=q+l 

findet man die Vorintegrale 
p+l 

p-q+z-y, q+l' 

die jedoch nicht in Involution sind. Stellt man trotzdem die GIen (13) auf, d. h. 
die GIen 

p q = z + y + %, P - q + x - y = 2 a, p + 1 = b(q + 1), 
80 erhält man aus den heiden letzten GIen 

(b - 1) P = b(y - z) + 2 ab - b + 1, (b - 1) q = 1/- z + 2 a - b + 1. 

Da p = Z"', q = %11' also Pli = q" sein soll, folgt aus diesen Gien b = - 1. Für 
diesen Wert hat man dann 

also 
2 Z", = Y - x + 2 a - 2, 2 %/1 = z - 11 - 2 a - 2, 

(x _y)2 
% = - ------ + a(x - y) - (x + y) + 1 - aB. 

4 

Damit ist wenigstens eine einparametrige Schar von Integralen einfacher Bauart 
gefunden. 

9·5. Gewinnung weiterer Integrale aus einem vollständigen Integral, 

(a) Es sei 

(17) z = tp(x, y; a, b) 

in der Umgebung einer Stelle xo, Yo, ao, bOl) ein vollständiges Integral 
der DGI (1). Das Verfahren, durch das man aus diesem weitere Integrale 
bilden kann, läuft geometrisch auf die Konstruktion von Hüllflächen zu 
der gesamten Menge oder zu eiller Teilmenge der IFlächen des vollstän-

1) Das Folgende bezieht sich auf eine hinreichend kleine Umgebung dieser Stelle. 
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Bx By 

digen Integrals hinaus und kann analytisch als Variation der Konstanten 
bezeichnet werden. 

Sind 

(18) a = «(x, 1/), b = ß(x, 1/) 

stetig differenzierbare Funktionen, so folgt aus (17) durch partielle Diffe
rentiation 

Zz = 1jJx + 1jJa «z + 1jJb ßx. z1/ = 1jJy + 1jJa «y + 1jJb ß1/' 

und diese Funktionen erfüllen zusammen mit (17) offenbar wieder die 
DGl (1), wenn 

(19) 'Pa otx + 1jJb ßx = O. 'Pa «11 + 1jJb ßII = 0 
ist. 

(b) Diese GIen sind trivialerweise erfüllt, wenn "Pa = 1jJb = 0 ist. Sind 
d,ese GIen identisch in x, 1/ erfüllt, so erhält man eine singuläre !Fläche 
aJs HüllBäche zu der Gesamtheit der IFlächen. Für die Gewinnung 
dieHer IFlächen ist allerdings das direkte Verfahren von 8-8 (b) im a.Il
gemeinen bequemer. Wichtiger ist der folgende Fall l ): 

(c) Sind (])(a, b), «(x. 1/), ß(x, 1/) stetig differenzierbare Funktionen 
und ist 

(20) {I (])a I + I (])b I > 0, <P(ot(x, 1/), ß(x, 1/)) = 0, 
1jJa(x, 1/; ot, ß) (])b(ot, ß) -1jJb(X, 1/; ot, ß) (])a(ot, ß) = 0, 

so ist 
Z = 1jJ { x, 1/; ot (x, 1/), ß (x, 1/» 

ebenfalls ein Integral von (1), und zwar die Hüllfläche zu den Flächen (17) 
mit (])(a, b) = O. Ist <P gegeben, so dienen die beiden GIen von (20) zur 
Berechnung von ot, ß, falls Lösungen dieser GIen existieren. 

Beispiel: pq = z. 

Nach 9.2 (c) ist 
:z = (x - a) (y - b) 

ein vollständiges Integral. Wä.hlt man 

4'1(a,b)=la+l-'b mit IAI+II-'I> 0, 

80 ist die erste der Bedingungen (20) erfüllt. Die beiden GIen von (20) lauten 

l« + I-' ß = 0, l(x - «) - /.4(Y - ß) = 0 

und ergeben 
«=Äx-fl p=_lx-ll. 

2l' 2,u 

1) Zu diesem Fall gelangt man auf folgende Weise: Ist «z P1/ - rI.y P. =t= 0, 80 
folgt aus (19), daß 'Pa = 'Pb = 0 ist, also der vorhergehende Fall vorliegt. Ist da
gegen «z Pli - «1/ Ps = 0, 80 sind die Funktionen «(x, y), P(:JI, 11) nach 2'7 (a) 
voneinander abhängig. Wird diese Abhängigkeit durch eine Funktion 4'1(a, b) 
vermittelt, 80 kommt man gerade auf den Fall (0) mit den VoraussetZungen (20). 
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Damit erhält man für ). p, =t= 0 das Integral 
1 

Z = 4). P, (). :r: + p, 1/)1. 
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(d) Über das Vorkommen eines gegebenen Integrals unter den durch 
ein vollstä.ndiges Integral bestimmten Integralen. 

Es sei X(x, y) eilt Integral der DGI (I). Dieses ist nach (a) unter den 
durch das vollstä.ndige InMgral (17) bestimmten Integralen enthalten. 
wenn für geeignete, stetig differenzierbare Funktionen «(x, y), (J(x, y) 

(21) 

und 

(22) 

istl). 

1I1(x, y; Ot, (J) = X, "Ps = Xs' "P1/ = XII 

Praktisch wird man so vorgehen, daß man «, (J aus (21) berechnet und 
untersucht, ob für diese Funktionen «, ß auch die GIen (22) erfüllt sind. 

Wird das vorige Beispiel gewählt und 

tp(x, 1/; a, b) = (x - a) (1/- b), X(x,1/) = (l x4i': y)Z 

gesetzt, so lauten die GIen (21) 

(x-a) (1/-b) = ().x + p,y)Z y-b =).x + p,y z-a =).x +!!:..J!.. 
4lp, , 2p, , 2l 

und ergeben 
lx-p,y I,y-lx 

a = a(x, 1/) = -2-).-' b = ß(x, y) = -lfji-' 
Für diese Funktionen sind die GIen (22) ebenfalls erfüllt. 

9·6. IntegraJf1äche durch einen gegebenen Anfangsstreifen (Cauch,. 
Problem) 2). Für eine Umgebung der Stelle Tu sei ein 1Streifen 

(23) X=Wt(T), y=W2 (T), Z=Ws(T), P=W,(T), q=w/i('r) 

gegeben; es ist also die Streifenbedingung 

(24) 

und 

(25) F(w1 , ••• , ws) = 0 

vorausgesetzt. Gesucht ist eine !l!'läche, die den Streüen (23) enthält3). 

1) Vgl. FORSYTB, Diff. Equations V, B. 172-178. 
I) Vgl. auch GOURSAT, Equations du premier ordre, S. 1öOff. G. HOHEISEL, 

100. Jahresbericht der Schlesischen Gesellschaft für Vaterländische Kultur, 1927, 
S. 10ff. 

I) Ist statt eines Anfangsstreifens eine Anfangskurve für die IFläche gegeben, 
so hat man diese zu einem Anfangsstreifen (23) zu ergänzen, für den (24) und (25) 
enallt lind. 
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Ähnlich wie in 9'5 (a), jedoch unter Einschaltung einer Funktion 
tex, y), versucht man diese IFläche aus 9'5 (17) durch den Ansatz 

a=a(t), b=ß(t), t=t(x,y) 

mit stetig differenzierbaren Funktionen zu erhalten. Die Funktion'P(x, y). 
die sich aus (17) durch Eintragen dieser Funktionen ergibt, ist (vgl. 9'5) 
offenbar wieder ein Integral von (I), wenn 

(26) 'Pa(x, y; a, ß) a' + 'Pb (x, y; a, ß) ß' = 0 

für a(t), ß(t), t = tex, y) ist; sie enthält den Anfangsstreifen (23). wenn 

(27) W4(T) = 'Px(x, y; a(T), ß(T»). {
W3(T) = 'P(x, y; a(T), ß(T», 

Ws(T) = 'Py(x, y; a(T), ß(T» 

für X = W1 (T) , y=W2(T) und 

(28) t(w1 , (2) = T 

ist. Die GIen (27) dienen zur Bestimmung der Funktionen a(t), ß(t), die 
GIen (26) und (28) zur Bestimmung von tex, y). 

Ist (27) für T=To, X = W1(TO) , y=W2(To) und irgend zwei Zahlen 
ao' bo statt a(T), ß(T) erfüllt und ist außerdem 

F p (Wl (TO), ...• Ws (TO») =l= 0, 'Pa =l= 0, 'Pb =l= 0, 'Pa 'Pli b - 'Pb 'Plla =l= 0 

oder 

Fq (w1 (TO)' ••• , wdTo») =l= 0, 'Pa =l= 0, 'Pb =1= 0, "Pa 'Pxb - 'Pb 'Pxa =1= 0 
mit x = W1(To), y = W2(TO)' a = aO' b = bo, so sind a(i), ßet) durch (27) 
in einer Umgebung von To eindeutig als stetig differenzierbare Funktionen 
mit a(To) = ao' ß(To) = bo bestimmt. Es ist nun noch tex, y) aus (26) zu 
bestimmen; es ist dann (28) von selbst erfüllt. 

Beispiel 1: pq=z. 

Nach 9'2 (c) ist z = (x - a) (y - b) ein vollständiges Integral. Es wird eine. 
IFläche gesucht, die den 1Streifen 

t 
x = 0, y = t, z = t2, P = 2' q = 2 t 

enthält. Die GIen (24) und (25) sind erfüllt. Die GIen (27) lauten hier 
t 

t l = - a(t - b), 2 = t - b, 2 t = - a 

und liefern 

Die GI (26) lautet nun 

und liefert 

t 
a(t) = - 2 t, ß(t) =2' 

z t= y--. 
4 
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Damit wird 

und das gesuchte Integral 

Beispiel 21): pq=axy. 

In der DGI lassen sich die Variablen trennen (s. n·s). Ein vollstä.ndiges Integral ist 
a 

(*) z = A x2 + 4 A y2 + B. 

Es wird die IFläche gesucht, welche die Anfangskurve 

x=~, Y=TJ, z=w(1/) für -oo<TJ<+OC>, 
also (vgL S. 81, Fußn. 3) den Anfangsstreifen 

a~1/ 
x =~, y = TJ, Z = (0(1/), p = W'(I1) , q = w'(TJ) 

enthält, wobei w'(1/) =l= 0 vorauszusetzen ist. 
Die GIen (27) lauten hier, wenn A, B statt oe, ß beibehalten wird, 

a a~1/ ,a 
w(1/) = A ~2 + 4A TJ2 + B, w'(1/) = 2 A~, W (1/) = 2A 1/ 

und ergeben 

(*"') 

Die GI (26) lautet somit 

(t) (TJ w" - w') [a1/2(x2 - ~2) - (y2 - TJ2) W'2] = O. 

Ist TJ w" - w' =l= 0, so ist daher 1/ als Funktion von x, y aus 

a TJ2(X2 - ~2) = (y2 - 1/2) W'2 

zu bestimmen und dann in (**) und (*) einzutragen; z. B. erhält man so für 

Z = Y l'a(x2 - ~2) + 1. 

Ist TJ w" - w' = 0, so ist W = oe 1/2 + ß mit irgendwelchen Konstanten oe, ß. 
Die GI (t) kann nun nicht zur Bestimmung von TJ = TJ(x, y) dienen. Man er
hält jetzt aber aus (**) 

A=~, B=ß_!!:...~2 
40e 40e 

und somit als gesuchtes Integral, wie die Probe bestätigt, 
a 

Z = 4 oe (x2 - ~2) + oe y2 + ß· 

10. Existenzsätze und weitere Lösungsverfahren. 

10·1. "Überführung einer beliebigen Anfangswertaufgabe in eine "Nor
malaufgabe" 2). CAUCHYS Anfangswertaufga be besagt: Für die DGl 

(r) F(x, y, z, p, q) = 0 

1) GOURSAT, Equations du premier ordre, S. 15ö. 
I) Vgl. GOURsA'r, Equations du premier ordre, S. 20ff. 
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ist eine IFläche z = tp(x, y) gesucht, die einen gegebenen 1Streifen 

(2) x = w1 (s), y = W2(S) , Z = Wa(S) , P = W4(s) , q = w5(s) 

enthält, wo die W v (s) für ot < s < ß stetig differenzierbar sind. Über die 
Funktion F wird wieder die in 8'1 genannte Voraussetzung gemacht. Fer. 
ner sei 

(3) F p (w1 , ••• , ws) w; - Fq(w1 , ••• , ws) w~ =1= 0, 

d. h. wenn man die Trägerkurve des Streifens (2) und die. Trägerkurve des 
charakteristischen Streifens 8'4 (6) auf die x, y-Ebene projiziert, so soll die 
erste Projektion keine der anderen Projektionen berühren. Für s = So 

möge der Streifen (2) das IElement xo' Yo' zo, Po' qo ergeben. 
Aus (3) folgt insbesondere, daß der Streifen (2) nur reguläre Flächen

elemente enthält und Iw~ 1+ Iw; I> 0 ist. Ist etwa w; =1= 0 an der Stelle So 

und somit auch in einer Umgebung dieser Stelle, so läßt sich die aus (I) 

und (2) bestehende Anfangswertaufgabe in eine "Normalaufgabe" 1) der 
speziellen Gestalt 

(4) p=!(x,y,z,q), x=O, y=Tj, z(O,y)=O 

überführen. 
Man löst zu dem Zweck die GI Tj = (I)2(S) nach s auf und wählt Tj als 

unabhängige Veränderliche. Dann erhalten die GIen (2) die Gestalt 

(5) x'= e(Tj), y = Tj, Z = a(Tj), p = T('I'}) , q = w(Tj). 

Führt man nun bei der stetig differenzierbaren Funktion z (x, y) die Trans. 
formation 

Z(X, Y) = z(x, y) - a(y), X = x - e(y), Y = y 

aus, so wird aus der DGI (I) für z die DGI 

F(X + e(Y), Y, Z + a(Y), Z; .... Zy - Zx e'(Y) + a'(Y») = 0, 

für Z, die man, wie sich aus der transformierten Bedingung (3) ergibt, 
nach Zx auflösen kann und die somit die erste der GIen (4) mit großen 
statt kleinen Buchstaben liefert. Aus den drei ersten GIen (5) werden 

1) Unter einer Normalaufgabe sei eine Anfangswertaufgabe verstanden, die aus 
einer expliziten DGI 

'P = f(x, Y, Z, q) 
und einer Anfangsbedingung 

z =~, Y = 1/, z(~, 17) = co(1/) 

bei festem E und variablem 17 oder 

q = f(x, 1/, Z, p) 
und 

z=~, Y=17, z(~,17)=com 

bei festem '1 und variablem E besteht. 
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die letzten drei GIen (4), während die letzte GI (5) in die aus der letzten 
GI (4) folgende GI Z}. (0, Y) = 0 übergeht und die vorletzte GI (5) eine 
Folge der ersten GI (4) wird. 

Ist ru~(to) =l= 0 statt ru~(to) =l= 0, so kann man offenbar in entsprechender 
Weise vorgehen. 

10.2. Allgemeiner EDstenzsatz. Cauchys Charakteristikenverfahren 1). 

Der Abschnitt 9 enthält zwar Methoden, durch die man in einer Reihe von 
Fällen bestimmt gegebene DGlen (I) lösen kann. Unter welchen al1gemeinen 
Bedingungen ein Integral sicher existiert, darüber ist dort jedoch nicht.s 
gesagt. Die folgenden Existenzsätze beziehen sich auf CAUCHYS Anfangs
wertaufgabe : 

Die linke Seite F(x, y, z, p, q) der DGI (I) sei in einem Gebiet 
d;(x, y, z, p, q) zweimal stetig differenzierbar. Es sei 

(6) x=.1'o(s), Y=Yo(s), z=zo(s), P=Po(s), q=qo(~) 

für (X< 8< ß ein gegebener IStreifel\ rler DGl (I) 2), für den 

(7) F p JI~(s) - F'I x~(s) =l= 0 

ist, wobei in F p ' Fg die Funktionen (6) einzutragen sind3). Gesucht ist 
eine IFläche, die den Streifen (6) enthält. 

Diese Aufgabe ist unter den angegebenen Voraussetzungen "im kleinen" 
lösbar, und zwar ist das erhaltene Integral sogar zweimal stetig differenzier
bar'). Man kann es auf folgendem 'Vege erhalten: 

Da F zweimal stetig differenzierbar ist, sind die rechten Seiten der 
charakteristischen GIen 8'4 (6) stetig differenzierbar, ihre Lösungen sind 
also durch die Anfangswerte xo' ... , go' die etwa für t = 0 angenommen 
werden mögen, eindeutig bestimmt. Dipse Lösungen seien 

x = x(t, :ro," ., go)' ... , q = q(t, xo' ... , qo)' 

Als Anfangswerte werden die durch den 1Streifen (6) gegebenen gewählt, 
d. h. es werden die Funktionen 

X(s, t) = x(t, %o(s) , ... , qo(s» , ... , Q(8, t) = q(t, xo(s) , ... , qo(s» 

1) Vgl. BIEBERBACH, DGIen, 3. Auß., S. 295-299. COURANT-HILBERT, Me
thoden math. Physik 1I, S. 66- 68. 

Z) Man kann auch von einer stetig differcnzierbaren Raumkurve z = :1:0(8), 
1/ = 1/0(8), z = %o(s) ausgehen und - wofern das möglieh ist - durch stetig differen
zierbare Funktionen 1'o(s), qo(s) so ergänzen, daß die Funktionen (6) die Streifen
bedingung und die GI (I) erfüllen. 

8) }'ür die geometrische Bedeutung der VnGI (7) s. 10'1. A1,ls (7) folgt, daß der 
Anfangsstreifen (6) nur reguläre Flächenelemente enthält. 

C) Ob es nur ein Integral gibt, hingt Ton der Gestalt des Gebiets ab. 
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gebildet. Man kann zeigen, daß diese Funktionen in ihrem Existenzbereich 
lauter IElemente der DGl (r) liefern. Wegeu der Voraussetzung (7) lassen 
sieh die GIen 

x = X(s, t), y = Y(s, t) 

sicher in jedem Teilintervall Cl < CXo :;;:;; s :s;: ßo < ß für alle hinreichend 
kleinen t eindeutig nach 8, tauflösen: 8 = s(x, V), t = t(x, V). Durch Ein
tragen dieser Lösungen in z = Z (s, t) erhält man das gesuchte Integral der 
DGI (r). 

Beispiel: pq = 1. 

Für diese DGI, die vom Typus Il'Z ist, sei der 1Streifen 
1 

:1:=8, 1/=83, z=282 , P=8, q=-
8 

gegeben. Die charakteristischen Gien sind 

(8) 0) 

:r'(t) = q, y'(t) = p, z'(t) = 2 P q, p'(t) = 0, q'(t) = O. 

Die Charakteristik mit den Anfangswerten xo, ..• , qo für t = 0 ist somit 

x = Xo + qo t, 1/ = 1/0 + Po t, z = 2 Po qo t + zo, p = Po, q = qo. 
Durch Eintragen des Anfangsstreifens erhält man 

t 1 
:I: = 8 + 8, Y = 8 t + 83, Z = 2 t + 282 , P = 8, q = 8' 

also z = 2 "L. Da aus den bei den ersten GIen 11 = x 82 folgt, ist das gesuchte 
8 

Integra.l 
Z = 2 V;-; für x> 0, y> O. 

10·3. Der Sonderfall p = f (x, y, z, q); Cauchys Charakteristiken
verfahren. Ist die explizite DGI 

(8) p = f(x, y, z, q) 

gegeben und wird für diese eine Fläche gesucht, die durch eine gegebene 
Normalkurve geht, d. h. durch eine Kurve, die parallel zur y, z-Ebene-ver
läuft, so läßt sich für den Existenzbereich des Integrals unter geeigneten 
Voraussetzungen eine Abschätzung geben. 

(a) In dem Gebiet 

(9) I x - ~I < a, y, z, q beliebig 

möge f(x, y, z, q) zweimal stetig differenzierbar sein, ferner mögen diese 
Ableitungen dem absoluten Betrage nach kleiner als eine Zahl Asein, 
die > 1 angenommen wird. - Die Funktion ro (7) sei für alle 7) defi
niert, zweimal stetig differenzierbar und erfülle eine UnGl. 

I ro' (7) I + I ro" (1]) I :s;;: B. 

Dann hat die DGI (8) gen au eine IFläche z = tp(x, V), welche die Kurve 

x=~, Y=7), z=ro(7) (-00<7)<+00) 
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enthält, mindestens in dem Gebiet 

Ix-EI<Min (a'3A(~+1»)' -00 < y< +00 
existiert und dort sogar zweimal stetig differenzierbar ist. 
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Man erhält die IFIäche, indem man für die charakteristischen GIen 

(IO) y'(x) = - /g' z'(x) =/ - q/g' q'(x) =/11 + q/z 

die IKurven 

(II) y = Y(x,1J), Z = Z(x, 1J), q = Q(x, 1J) 

bestimmt, die durch die Anfangspunkte 

x = ~, y = 1J, Z = ro (1J) , q = ro' (1J) 

gehen, und die erste der GIen (lI) nach 1J auflöst. Ist 1J = X(x, y) die 
Lösung, so ist z = Z (x, X (x, y)) das gesuchte Integral, die beiden ersten 
GIen (II) geben dieses Integral also in einer Parameterdarstellungi). 

(b) Ist die Funktion/nicht in einem Gebiet (9), sondern in irgendeinem 
endlichen Gebiet gegeben, so kann man zu einem Existenzsatz gelangen, 
wenn man den Definitionsbereich von / auf einen Bereich der Gestalt (9) 
so erweitern kann, daß dort wiederum die Voraussetzungen des Satzes (a) 
erfüllt sind 2). 

(c) Auch wenn die ziemlich einschneidenden Beschränktheitsvoraus
setzungen für die Ableitungen von / und ro nicht erfüllt sind, erhält man 
auf Grund der Methode von (a) in vielen Fällen das Integral in einem aus
gedehnten Gebiet. 

Beispiel 1: 
Aus den charakteristischen GIen 

y' = - 2 q, z' = - q2, q' = 0 

folgt 
q = 2 TI, Z = TJ2 - 4( z - ~) Tl2 , Y = TI - 4(z - ~) TI. 

1) KAMKE, DGlen, 8. 352-358; dort ist noch 1/1< A vorausgesetzt; das ist 
aber unnötig, da sich f nach dem Mittelwertsatz mittels der Ableitungen aus. 
l'cichend abschätzen läßt. 

Für eine andere Festlegung des Existenzbereichs des Integrals s. T. W AZEWSKI, 
Annales 80c. Polon. Math. 13 (1934) 1-9; 14 (1935) }49-177. Zur Diskussion der 
Dlfferenzierbarkeitsvoraussetzungen für I lind (JJ s. WAZEWSKI, a. &. O. 13 (1934) 
10-12; Math. Zeitschrift 43 (1938) 521-532. 

Zur Frage der eindeutigen Bestimmtheit des Integrals vgI. A. HAAR, Acta 
Szeged 4 (1928) 103-114. 

Für historische Bemerkungen s. 8ERRET.8cHElI'FERS, Differential. und Integral
rechnung III, 8. 719f. 

I) VgI. hierzu nie Hilfssä.tze von 3.6 (c) sowie KAMKE, DGlen, S. 359-362. 
T. WAZEWSXI, Annales 80c. Polon. Math. 14 (1935) 149-177. 
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also aus der let.zten GI 

und somit 

f " I: 1 ur x- .. <-
4 

1/1 
Z = 'I'(x, y) = 1-4(x-;)' 

Beispiel 2: 11 = log q mit q> 0, w(T}) = T}2 mit T} > O. 
Aus den charakteristischen GIen 

1/' = - ~, z' = log q - 1, q' = 0 

folgt 
;-2: 

q = 21], z = (log 21] - 1) (x - ;) + 1]2, 1/ = 217 + 1]. 

Aus der letzten GI folgt 

y Vy2 z-t '7="2-+ 4+-2- f " I: y' ur x- .. <-2 

(die Quadratwurzel ist positiv zu nehmen, damit 1/ = '7 für x = ~ wird). Daher 
2 

erhält man für x - ; < ~ das Integral in der Parameterdarstellung 

;-z 
z = (log 21] - 1) (x - ;) + 1]2, 1/ = 21] + 1]. 

10.4. Ansetzen einer Potenzreihe im Fall analytischer Funktionen 1). 
Es handelt sich wieder um die Anfangswertaufgabe für die explizite 
DGI (8). Die vorkommenden Funktionen und Veränderlichen können jetzt 

komplex sein. 

In einer Umgebung der Stelle xo, Yo' zo' qo sei f(x, y, z, q) eine reguläre 
Funktion der komplexen Variablen x, y, z, q, d. h. in eine absolut konver. 
gente Potenzreihe 

f(x, y, z, q) = E a".;'",, 7 (x - xo)" (y - Yo»). {z - zoY' (q - qoY 
", A, 11," 

entwickelbar. Ferner sei w(y) in einer Umgebung von Yo eine reguläre 
Funktion der komplexen Variablen y und G 

w(Yo) = zo, w' (Yo) = %. 

Dann hat die DGl (8) in einer hinreichend kleinen Umgebung der Stelle 
xo' Yo genau eine.LösuJ,;g z = 1p(x, V), die in dieser Umgebung regulär, d. h. 
durch eine absolut konvergente Potenzreihe 

1p(x, y) = IJ Cp,7(X-XO)l'(y-yo)" 
p, v 

1) Vgl. HORN, Partielle DGlen, 2. AuB., S. 161-166. GOURSAT, :gquations du 
premier ordre, S. 2- 6. O. PERRON, 1t1ath. Zeitschrift I> (1919) 104-160; dort auch 
t'inige histonsche Bemerkungen. 
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darstellbar ist, und die für x = Xo die Werte 

(I2) 1p(xo, y) = w(y) 

annimmtl). 
Die Koeffizienten clI •• der gesuchten Funktion z sind 

1 ( 011+' Z ) 

cp ,_ = Jd '1'1 ozPoy' 0' 

wo der Index 0 bedeutet, daß x = xo, y = Yo einzutragen ist. Die cp ,,, 

sind also bekannt, wenn diese Werte der Ableitungen berechnet sind. 
Aus (I2) folgt 

Aus der DGI (8) folgt 

(:;)0 =/(xo, Yo, Zo, qo) 

und weiter durch v-malige Differentiation nach y 

( 81+' Z) (0" ( 0' (z, y))) 
o~ay'o= oy.1 x,y,z(x,y), oy o· 

Weiter differenziert man (8) nach x und sodann v-mal nach y; auf diese 
Weise erhält man 

( 
(lIHZ) 

(l~201l' o' 

Indem man in dieser Weise fortfährt, erhält ma.n a.lle Ableitungen von z 

an der Stelle xo' Yo' 

10.5. Allgemeinere Reihenentwickl1ll1gen 2). Die Veränderliohen sind 
jetzt wieder reell. Es sei eine explizite DGl (8) in der Gestalt 

00 00 

(13) p = I: E 11I .• (x, y) Zllq" 
11-0 .-0 

gegeben; gesucht ist ein Integral, das für x = 0 gleich der gegebenen 
Funktion w(y) ist. 

Formal verläuft der Lösungsprozeß 80: Man geht mit dem Ansatz 
00 

(I4) z = I: Cfl/(X, y) 
11-1 

in die GI (13) hinein. Dabei sei 

(I5) Cfl(O,y)=w(y), und für e~ 2: CfIl(O,y) =0; 

1) Zur Diskussion der analytischen Fortsetzung des Integrals s. GOURSAT. 

~quations du premier ordre, S. 11ft. 
I) O. PEltRON, "8itzungsberichte Heidelberg, 1920, Abhdlg. 9. Vgl. auch I A 2'4. 
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dann erfüllt z sicher die Anfangsbedingung. Durch Eintragen von (14) 
in (13) tlnd Ausmultiplizieren der Potenzen erhält man 

6 ~ °IPII "l'I v! fJ fJ (alP!)·' (afl',)'" 
(I) II~ ax-="'" Ill!···l'r!Vl!···V8!/fJ • ."fP!'···qJrr fiii ... ay ; 

dabei ist über alle ganzen Zahlen JJ, ~ 0, " ;;;;:; 0 und 

"'1 + ... + "'r = "', "1 + ... + Vs = " 
zu summieren. Die rechte Seite bringt man durch Umordnen in die Ge
stalt einer einfach unendlichen Reihe, so daß die obige GI 

(17) 

laut.et; dabei soll in jedem w(! eine endliche oder unendliche Anzahl von 
Gliedern der rechten Seite von (16) zusammengefaßt sein, und zwar so, 
daß W 1 kein qJ(} enthält (also W 1 = 0 oder 100 ist) und im übrigen jedes w, 
höchstens 'PI' ••• , qJ(}-1 enthält. 

Die GI (17) und damit auch (13) ist nun formal erfüllt, wenn die fI', 
80 gewählt werden, daß 

(e = 1, 2, ... ) 

ist. Das ist aber möglich, und zwar ergibt sich wegen (15) 
:r 

qJl = w(y) oder qJl = I loo(x, y) dx + w(y). 
o 

Nun kann W2 berechnet werden, da es höchstens von 'PI abhä.ngt und dieses 
soeben berechnet ist; damit erhält man 

:r 

qJ2 = I W 2 dx. 
o 

Weiter kann jetzt Ws berechnet werden, da es höchstens von den jetzt 
schon bekannten qJl' qJ2 abhängt; man erhält 

\1: 

qJs = J Ws dx. 
o 

In dieser Weise kann man fortfahren und erhält somit schließlich die for
male Lösung (14). 

Dieses Verfahren führt auch wirklich zu der gewünschten Lösung, d. h. 
die mit den Funktionen qJlI gebildete Reihe (14) konvergiert in einem Be
reich 

(18) os: x s: a, 0 $;; '!J :;;;; b 
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gleichmäßig l ) und ist dort das gesuchte Integral, wenn folgende Bedin
gungen erfüllt sind: 

(Cl) f/J'v(x, y), F/J.v(x, y) sind in (r8) stetig, haben dort stetige partielle 
Ableitungen jeder Ordnung nach y, und für diese gilt 

IC!.."}/J,vl ::;;;; o"F/J.v 
0'11" I 0 '11" 

(n = 0, J 2, ... ), 

und die rechts stehenden Ableitungen wachsen bei festem 1/ monoton mit x 
(Konstanz zugelassen); 

(ß) w (y), Q (y) sind in 0::;;;; y :;;;; b beliebig oft stetig differenzierbar 
und erfüllen die UnGlen 

I w(n) (y) I ::;;;; Q(n) (1/) (n = 0, 1, 2, ... ); 

(r) die DGl 

hat im Bereich (18) ein Integral Z(x, 1/) mit stetigen partiellen Ableitungen 

0" Z 0" oZ 
(n = 0, 1, 2, ... ), 

und es ist 
O"Z 0" oZ 

Z(O,y)=Q(y), -:;':;;0, --;;:;:0 (n=0,1,2, ... ). 
0'11" 0'11" O:C 

Durch Spezialisierung ergibt sich hieraus für 

_ (IL + v) A bV 
• 

(A) FfJ,'(x, y) - V (Y)fJ+1' • 
cJl +v 1--

b 

Wenn die fp,v(x, y) in dem Bereich (r8) stetig sind und stetige partielle 
Ableitungen jeder Ordnung nach y haben, wenn außerdem für ein c > 0 
und ein A > 0 

I 0" 1p ,., s.:: (IL + V) (IL + n) An! bv- n 

cll" v n cP+v(l_i)/J+"+l 

ist, so liefert das vorher geschilderte Verfahren mit w(y) = 0 in der 
Reihe (14) ein für x = ° verschwindendes Integral, das im Bereich 

0::;;;; x< Cl(y), 0:;;; 1/< b 

1) Es bestehen auch die GIen 

(jfI2 O"qJ(! 0"+1 2 0"+1 qJ, 

0'11'; =.r 0'11'" oy"8x = .r 0'11" oz 
mit gleichmäßig konvergenten rechten Seiten. 
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mit 

existiert. 
(B) Die obigen Voraussetzungen sind insbesondere erfüllt, wenn für 

die Ip.,. Entwicklungen 
co 

Ip.,.(x, y) = E .r:.~~(x) y1& 
1:-0 

mit 

bestehen. 
(C) Für den Fall, daß w(y) $: 0 ist, sei verwiesen auf PERRON, a. a. 0., 

S. 22-27. Dort findet man S. 21 f. auch Restabschätzungen für die 
Reihe (I4). 

Beispiel: p = ql 

mit der Anfangsbedingung z(O, '!I) = eIl. 

Macht man hier noch spezieller den Ansatz 

80 findet m&}l 

(19) 

mit Wo = e", 

00 

z= ~('.z·e(·+])11 .-0 
1 " 16 50 All" mit Co = Cl = , CI = ~, c3 = 3'" c, = lf ' . . .. gcmem 1st 

(11 + 1) c.+! = 1: (r + 1) (8 + 1) cr c" 

und l ) die Reihe (19) konvergiert mindestens ffir Izelll < {. 

10·6. UngleichUDgen und Abschätzungen. Hierzu s. 12·II. 

10·7. 'Übersicht über die Lösungsmethoden. 

(A) Sind für die Integrale keine bestimmten Eigenschaften vorgeschrie
ben, so kann man das Verfahren von LAGRANGE anwenden. Man sucht ein 
nicht-triviales Vorintegral (s. 9'I) zu erhalten und verfährt weiter nach 9'3 
oder, falls man sogar zwei solche Vorintegrale erhält, nach 9'2. Man kann 
auf diese Weise sogar ein vollständiges Integral und aus diesem nach 9'5 
noch weitere Integrale erhalten. In Sonderfällen kann man auch die in 
Nr. XI beschriebenen Lösungsmethoden benutzen. Ein Beispiel, das nach 
verschiedenen Methoden behandelt ist, findet man in E 6'36. 

1) Briefliche Mitteilung von O. PElmON. 
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(B) Ist eine Flä.che gesucht, die durch eine gegebene Anfangskurve oder 
einen gegebenen Anfangsstreifen geht, so hat man folgende Möglichkeiten: 

(a) Ist ein vollstä.ndiges Integral bekannt, so kann man nach 9.6 ver
fahren. 

(b) Außerdem hat man die Verfahren von IO·2ff. Gegebenenfalls wird 
man sich dabei auf eine genäherte Lösung der charakteristischen GIen be
schränken müssen, um nach IO'2 oder 10'3 die gesuchte IFläche genähert 
~u erhalten. 

(C) Ist eine implizite DGI gegeben, so können singuläre Integrale aUf
treten. Diese können nach 8·8 (b) gefunden werden. 

11. Lösungsverfahren für einige Sonderfälle. 

n.1. F(~, y, z, p) = 0 oder F(~, y, z, q) = O. Die erste GI kann 
als gewöhnliche DGl mit der unabhängigen Veränderlichen x und dem 
Parameter y behandelt werden. An Stelle einer Integrationskonstanten 
tritt dann eine willkürliche, stetig differenzierbare Funktion von y auf. 
Entsprechendes gilt für die zweite GI. 

n.2. F(p, q) = O. Für jedes Zahlenpaar a, b, das die GI F(a, b) = 0 
erfüllt. ist die Ebene 

z=ax+by+c 

bei beliebigem c ein Integral. Ist F in der Umgebung einer Stelle p = ao, 
q = bo zweimal stetig differenzierbar und ist außerdem I F p I + I F g I > O. 
80 bilden jene Ebenen für alle hinreichend nahe an ao• bo gelegenen a, b 
ein vollständiges Integral der DGl. 

N ach den charakteristischen GIen 

x·(t)=F.", y'(t)=Fg, z'(t)=pFp+qFg• p'(t) =0, q'(t)=O 

ist die für t = 0 durch das Flächenelement xo, yo, %0' a, b gehende Cha
rakteristik 

{ p = a, q = b, 
x-xo=Fp(a,b)t, y-Yo=Fg(a,b)t, z-zo=(aFp+bFq)t. 

Ist I Fp(a, b) I + I Fq(a, b) I> 0, so ist also die Charaktetistik eine gerade 
Linie, die der Ebene 

z - zo = a(x - xo) + b(y - Yo) 

angehört; aßen Punkten dieser Charakteristik ist dasselbe Richtungs
element. zugeordnet; die derselben Ebene z = a x + b y + c angehörenden 
Charakteri'ltiken mit übereinstimmenden Richtungselementen a, b sind 
untereinander parallel. Reguläre !Flächen sind somit sicher alle stetig 
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rlifferenzierbaren Flächen z = 1p(x, y), die aus Charakteristikeu der ohigen 
-\rt mit P(a, b) = 0 aufgebaut sind; diese IFlächen sind abwicl,elbare 
Flächen (Torsen). Beschränkt man sich auf IFlächen, die sogar zweimal 
stptig differenzierbar sind, so gibt es nach 8'7 (b) auch keine anderen re
~uliiren IFlächen. 

Ob es singuläre IFlächen oder IFlächen gibt, die einzelne singuläre 
Flächenelemente enthalten, ist im Einzelfalle noch zu untersuchen. 

11·3. F(z,p, q) = 0 1). Für beliebige a, b mit lai + Ibl > 0 macht 
man den Ansatz 

z = C (~) mit ~ = a x + b y. 

Dann 'wird p = a" (~), q = b C' (~) und somit aus der DGl die gewöhn
liche DGl 

F (C, a C', b n =0. 

Diese sei nach C' auflösbar: C' = !(C). Dann wird für! =F 0 

J j~~j =; + c =- a x + b y + c. 

Zu demselben vollständigen Integral gelangt man auch nach 9'3. 
Die erhaltenen Lösungen sind Zylinderflächen, deren Erzeugende 

parallel zur x,. y-Ebene sind. Denn die Lösung z ist eine Funktion von 
a x + b y allein. '\Vird 

~=ax+by, 'YJ=bx-ay 

gesetzt, so geht das ~, 'YJ-System aus dem x, y-System durch Drehung um 

den Winkel arc tg -~ und Streckung im Verhältnis V~ + b2 : 1 hervor. 
a 

Die Funktion z = C(~) ist also eine Zylinderfläche, deren Erzeugende par
allel zur 17-Achse ist. 

Beispiel: 9(p2 z + q2) = 4. 

Mit der obigen Substitution erhält man 

3 C' Va2 C + b2 = ± 2, 

also 

(a2C+b2)~-=±a2(~+c) für a=l=O, c=±~i+c für a=O, 

also 

1) Vgl. FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 382-384. 
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11.4. P = f(~, q) oder q = g (y, p) 1). Setzt man bei der ersten 
GI q = a, 80 erhält man das vollständige Integral 

z = f fex, a) dx + a y + b. 

Für die zweite GI findet man entsprechend 

z = I g(y, a) dy + a x + h. 

Diese vollständigen Integrale sind Zylinder, deren Erzeugende parallel zur 
1/, z-Ebene bzw. zur x, z-Ebene sind. 

11·5. fez, p) = g (y, q) und F [f(~, P qJ (z», g (y, q p (z»)] = 0; 
Differentialgleichungen mit getrennten Variablen. Bei der ersten DGI 
setze man für eiIle beliebige lConstante a 

fex, p) = a, g(y, q) = a 

und löse dieses DGlsSystem. Nur eine andere Form dieser Methode ist 
der Ansatz z = l' (x) + v (y). Man erhält dann für 'U, v die gewöhnlichen 
DGIen 

fex, u') = a, g{y, v') = a. 

Im allgemeinen erhält man durch diesen Ansatz ein vollständiges Integral. 
Die Methode 9'3 führt zu demselben Ergebnis. 

Für die Lösung der zweiten, allgemeineren DGl 8. 13·3. 

11·6. f(z,p) +g(y, q) = z. Mit dem Ansatz z = u(x) + v(y) er
hält man 

f(x, u'(x)) - u(x) = v(y) - g(y, v'(y)). 

Löst man mit beliebigem a die gewöhnlichen DGIen 

fex, 'U') - 'U = a, f' - g(y, v') = a, 

80 erhält man für die gegebene DGl im allgemeinen vollständige Integrale. 

1l.7.P=f(:,q); F(:,p,q,zp+yq-Z)=02). Die erste 

DGI ist ein Sonderfall der zweiten. Aus den charakteristischen GIen der 
DG} folgt 

x p' (t) + y q' (t) = 0, 
also auch 

d 
Ji (z - x P - 1/ q) = 0, 

d. b. z - x'P - 1/ q ist ein Vorintegral. Man bekommt also nach 9'3 In
tegrale der gegebenen DGI, indem man die beiden GIen 

x p + y q = z + a, F (~ , p, q, a) = 0 

nach p, q auflöst und aus den beiden so entstehenden GIen z berechnet. 

1) Vgl. GOURSAT, EquatioDs du premier ordre, S. 141. 
t) JULIA, Exercices d'analyse IV, S. 1'14-178. 
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11·8. F (z p + Y q, e, p, q) = 0 1), Aus den charakteristischen Clen 
der DGl folgt, daß q/p ein Vorilltegral ist. Man bekommt also nach 9'3 
ein vollständiges Integral der gegebenen DGl durch Lösung des DGIs. 
Systems 

F (p(x + a 1/), z, p, a p) = 0, q = a p. 

11.9.1''1. + q" = f(z'l. + y2, yp - Z q) 2). Aus den charakteristischen 
Gien ergibt sich, daß 1/ p - x q ein Vorintegral ist. Nach 9'3 hat man, 
indem man 1/ p - !J: q = a setzt, z aU3 

P =ay+xR q=_~+lIR 
r r' r r 

mit 
,. = x2 + y2, Jl2 = ,. f(r, a) - al 

zu bestimmen. IDeraus erhält man das vollständige Integral 

z=-aarctg~+ f :r dr + b. 

Man kann die DGl auch auf Polarkoordinaten e. {} transformieren, 
indem man 

z(x,1/) = C(e, (}), x = e cos{}, y = (! sin." 

setzt. Man erhält dann die DGI 

'! + :. Ci = f(~2, - C,,), 

die von dem Typus II'4 ist. Mit C, = - a erhält man hieraus 

C=- a{}± J ~ Ye2 f«(!?, a) - a2 de+ b. 

11.10. Gleichgradige ;Differentialgleichungen. Hierunter seien folgende 
Fälle zusammengefaßt: 

ft 

(a) I: [f(x) p]Cl, [9(11) qt· k. (z) = 0 
.-1 

oder allgemeiner 
(J) [fex) p, g(y) g, z] = o. 

Für 

)
4 d~ f dll 

%(x,y)=C(~,1J), E= f(z)' 1J= 9(Y) 

wird aus der DGI der Typus II'3 
ft 

" ":. "(1,,' 1.. (") -_ 0 bzw '" (,. ,. ") - 0 ~ ~. ~ I. ~ . 'V ~e' ~", ~ - • 
.. -1 

1) JULIA, Exercices d'analyse IV, S. 169-171. 
I) GOVBSAT, Elquations du premier ordre, S. 148r. 
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Beispiel: (_P_)" + (_q_)b -r '!=: Z:~b 
C081 :I: Binl 11 • 

Für z(x, y) = C(E, '1), E = -~ + ~ sin 2 x, '1 = i - ~ sin 2 y erhält man 

""c 

(r) G + ~ ce = Ci ':-'; . 
.. 

(b) 1) E a. pa.. t. z'Y· = 0 mit (IX,. + P. + Y.) l- (<<. + P.) = 6 
.-1 

für geeignet gewählte feste Zahlen l, 6. Für z = t,} geht die DGl bei kon
stanten a. in den Typus II'2 

über. Sind die a. Funktionen von x, y, so ist wenigstens z herausgefallen, 
und man hat den Typus II·I3. 

Beispiel: Die Voraussetzungen sind bei der obigen DGI (r) erfüllt. 
. ~ a-b ~ ac d ,. i.. GI Für" = b ' U =--b-- un .. = U WIrd aus der D a- -c a--c 

;."" ue + )," u~ = 1. 

(c) 1) Ist «. + Pp + Y. =!5 in der DGl (b) eine feste Zahl, 80 wird 
aus der DGl für z = eU der Typus II'2 

~ a ua.· ufJ• = 0 
~ • z 11 • 

11·11. I (p, q) = z p + Y q, wo I homogen in p, q ist 2). Es sei 
J (p, q) eine homogene Funktion noten Grades. Die beiden letzten cha
rakteristischen GIen 8'4 (6) der DGl lauten p' = p, q' = q. Aus ihnen 
folgt, daß q/p ein Vorintegral ist. Für q = a p wird aus der DGI 

d. h. 

also 

und somit ist 

J(p, a p) = x p + a y p, 

pn-l J(l, a) = x + ay, 

1 

P = (j~,:n~, q = a p, 

" 
n - 1 (Z + a 11)"-1 

Z = -n- /(1, a) J(l, a) + b 

ein vollständiges Integral. 

1) Für eine Vera.llgemeinerung dieser Falle 8. 13'4' 
') Vgl. FOBSYTB.JAcOBSTBAL, DGlen, S. 398, Bei8piel 2; S. 828. 
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8x 8y 

11·12. z = ~p + Y q + f(p, q), F(p, q, Z - '" p - y q) = Q; Clai
raatsche DiHerentia1g1eichungl). Ist die Funktion F (u, v, w) an einer 
Stelle a, b, c definiert und hat sie dort den Wert 0, so ist z = a x + b Y + c 
offenbar eine Lösung der an zweiter Stelle angeführten DGI. Im übrigen 
behandelt man diese DGI, indem man sie nach z - x p - y q auflöst und 
damit auf die zuerst genannte DGl zurückführt. 

DieDGl 

(I) z = x p + y q + f(p, q) 

hat offenbar für je zwei Zahlen a und b, für die !(a, b) definiert ist, das 
Integral 
(2) z = a x + b y + !(a, b). 

Ist! zweimal stetig differenzierbar, so bilden diese Ebenen ein vollständiges 
Integral, aus dem man nach 9'S weitere Integrale herleiten kann. 

(a) Ist bei festem a in einem Intervall VI < V < v2 die Ableitung 
!fJO (a, v) =1= 0, so ist 

y=-!v(a,v), z=ax+vy+f(a,v) 

die Parameterdarstellung eines Integrals, ebenso 

x = - f • .(-u, b), z = u x + b y + f(u, b), 

falls fuu (u, b) =1= 0 bei festem b in einem Intervall u1 < u< u2 ist. 
(b) Ist leu, v) in dem Gebiet g(u, v) zweimal stetig differenzierbar, ist 

weiter 
o(fu·f,,) =1= 0 
o(u,v) 

und wird das Gebiet g (u, v) durch die Funktionen 

x·= - f,,(1t, v), y = - !,,(u, v) 

eindeutig auf ein Gebiet 'fI(x, y) abgebildet, so hat die DGl (I) in ~(x, y) 
ein nicht-lineares Integral, das in Parameterdarstellung durch 

x = -!u(u, v), y = -!c(u, v), z = u x + v y +f(u, v) 

gegeben ist (singuläres Integral). Ein solches braucht jedoch nicht vor
handen zu sein; vgI. dazu E 6'7. Jede abwickelbare Fläche, die auf jeder 
ihrer Geraden einen Berührungspunkt mit der singulären IFläche hat, ist 
ebenfalls eine IFläche. 

Eine IFläche durch eine gegebene Anfangskurve erhält man geometrisch 
so, daß man die Ebenen bestimmt, welche zugleich die Anfangskurve und 
die singuläre IFläche berühren, und dann deren Hüllfläche bildet. 

1) Vgl. SERRET-SCHEFFERS, Differential- und Integralrechnung III, S. 63H. 
KAMKE. DGlen. S. 37b- 377. COURANT.HILBERT, Methoden math. Physik 11. 
S. 79f. 
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11·13. F (:r, y, p, q) = O. Die charakteristischen GIen 8·4 (6) ohne 
die mittlere GI, d. h. ohne die Streifenbedingung, lauten hier 

(1) x'(t)=Fp , y'(t)=F", p'(t)=-Fo;' q'(t)=-Fy • 

Sie sind die sog. kanonischen GIen (vgl. dazu auch 12·10) und bilden 
ein für sich lösbares System. Hat man eine Lösung dieser GIen gefunden, 
so erhält man aus der Streifenbedingung 

z' (t) = p(t) x' (t) + q(t) y' (t) 

die noch fehlende Funktion z(t) durch eine bloße Quadratur. Das ist eine 
vrichtige Besonderheit der obigen partiellen DGl. 

Kennt man eine einparametrige Schar von Integralen 

z = "P(x, y, a), 

die in bezug auf alle drei Argumente zweima.l stetig differenzierbar ist, und 
ist außerdem 

80 ist offenbar 

z = "P(x, y, a) + b 
ein vollständiges Integral. 

Die chara.kteristischen Grundkurven x = x(t), Y = y(t) genügen der GI 

(2) "Pa = const; 

denn es ist ja 
F(x, y, "Px' "1',) = 0, 

und durch Differentiation nach a folgt 

F p "Pax + F q "Pay = 0, 
also, wenn hierin eine Lösung des Systems (r) eingetragen wird, 

"Pao; x'+"Payy'=O. 

Da.!! ist aber die Behauptung (2). Diese Eigenschaft findet Anwendung bei 
der Lösung der BewegungsGIen der Mechanik; vgl. E 6·65. 

11·14. F (:r, y, z, p, q) = 0, Legendresche Transformation!). In dem 
Gebiet 9 (x, y) sei z(x, y) zweimal stetig differenzierbar, es sei 

o (zx' z,,). k· T·l b· t 0 (1) 0(:1:, y) m emem el ge le = , 
und das Gebiet 9 möge durch 

X = zo;(x, y), Y = zll(x, y) 

eineindeutig auf ein Gebiet (I) (X, Y) abgebildet werden. Wird 

Z(X, Y) = x z", + Y zll - Z 

1) Vgl. z. B. SERRET-SCHEFFERS, Differential- und Integralrechnung III, 
S. 632f. 
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gesetzt, so hat auch Z in (J; stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung, 
und neben 

(2) 

gilt auch 

(3) x=Zx, y=Zy, z=XZx + YZy-Z. 

Das ist die LEGENDREsche Transformation (duale Transformation). Durch 
sie geht, soweit für die Integrale die genannten Voraussetzungen erfüllt 
sind, die DGl 

(4) F(x, y, z, p, q) = 0 

in die DGI 

(5) F(Zx, Zr> X Zx + Y Zy - Z, X, Y) = 0 

über, die bisweilen einfacher als die ursprüngliche DGl ist. Ist Z = Z (X, Y) 
ein Integral von (5), so liefert (3) eine Parameterdarstellung des entspre
chenden Integrals z(x, y) der DGl (4). 

Durch die Transformation können (man beachte die Voraussetzungen) 
Integrale verloren gehen. Z. B. gehen bei der CLAIRAuTschen DGI H'12 (1) 

die ebenen IFlächen (2) verloren, da für sie die UnGl (1) nicht erfüllt ist. 
Aus demselben Grunde gehen die abwickelbaren Flächen von H'12 (a.) 
verloren 1). :pagegen ist die LEGENDRESche Transformation in dem dortigen 
Fall (b) anwendbar. Die transformierte GI ist 

Z = -f(X, Y); 

sie ist nicht mehr eine DGl, sondern gibt unmittelbar die Lösung. Durch 
Übergang zu den ursprünglichen Variablen erhält man die Lösung der 
CLAIRAuTschen DGI in der Parameterdarstellung 

x = - fx(X, Y), y = - fy(X, Y), z = x X + y Y + f(X, Y) 

in Übereinstimmung mit II'I2 (b). 

11·15. F (x, y, z, p, q) = 0, Eulersche Transformation 2). In dem Ge
biet 9 (x, y) sei z (x, y) zweimal stetig differenzierbar, es sei Zu =f= 0 und 
das Gebiet g(x, y) möge durch 

X = zx(x, y), Y = Y 

eineindeutig auf ein Gebiet (!j (X, Y) abgebildet werden. Wird 

Z (X, Y) = x Zx - Z 

1) Zur Frage, wie man die bei dieser Methode verloren gegangenen Integrale 
erhält, vgl. das Beispiel E 6'36. 

2) Vgl. z. B. SERRET·SCHEFFERS, Differential- und Integralrechnung IH, 
S. 634f. 
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gesetzt, so ist Z in (Jj zweimal stetig differenzierbar, und neben 

X=z:r;, Y=y, Z=xz:r;-z, ZII=-zlI 

gilt auch 
X=Zz, y=Y, z=XZz-Z, Zy=-Zy. 

Das ist die EULERsche Transformation. Durch sie geht die DGl 

F(x, y, z, p, q) = 0, 
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soweit die Integrale die genannten Voraussetzungen erfüllen, über in 
die DGl 

F(Zz, Y, X Zz - Z, X, -Zy) = 0, 

die bisweilen einfacher als die ursprüngliche ist. 
Wendet man diese Transformation auf die CLAlRAuTsche DGl II'I2 (I) 

an, so gehen wieder die ebenen IFlächen (2) verloren, da für sie die UnGI 
Zu =1= 0 (oder Zyy =1= 0) nicht erfüllt ist. Dagegen ist die EULERsche Trans
formation in dem dortigen Fall (a) anwendbar und führt die partielle 
CLAIRAuTsche DGl in die DGl 

Z = Y Zy-f(X, - Zy) 

über, die als gewöhnliche CLAIRAuTsche DGl mit einem Parameter X an
gesehen werden kann und die Lösung 

Z = - b Y - f(X, b) 

hat; diese führt zu 

z=xX+bY+f(X,b}, x=-fz(X,b), 

d. h. zu der an zweiter Stelle von (a) genannten Lösung. 

11·16. F (a: p - z, y, p, q) = O. Der Ansatz z = Cx + u(y) führt 
auf die gewöhnliche DGl 

F(- u(y), y, 0, u'(y») = 0 

zur Bestimmung von u(y). - Für die Lösungen mit Zu =1= 0 wird die DGI 
durch die EULERsche Transformation in den Typus IIoI 

F(Z, Y, X, - Zr) = 0 
übergeführt. 

110 17. a: I(Y, p,:l! p- z) + q 9 (y, p, ~ p - z) = h (y, f', :l!P-z). 
Mit der EULERschen Transformation 1t·15 wird aus der DGI die quasi
üneare DGl 

!(Y, X, Z) Zz - g(Y, X, Z) Zy = h(Y, X,Z). 

11·18. q I(u) = ~ p- yq; 
a: q 1 (u) = :l! P - Y q; mit u = :l! P + Y q - Z; 
:l! I(u, f', q) + Y 9 (u, p, q) = h (u, p, q). Mit der LEGEN-
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DREschen Transformation II'!4 erhält man aus den DGlen die quasi
linearen DGlen 

und 

Y/(Z)-XZI + YZy=O, 

Y Zx/(Z) - X Zx + Y Zy = 0 

fez, X, Y) ZI + g(Z, X, Y) Zy = h(Z, X, Y). 

§ 3. Allgemeine Differentialgleichungen erster Ordnung 
( .,~ 8~) d F X u ••• , XII, ~, 8z1' ••• , 8z" = 0 un Systeme von solchen. 

12. Die Differentialgleichung F (:rl , •• " :r", ~, ~~ ,"', ..!!.) = O. I) 
"Zt ":rn 

12·1. Bezeichnungen. VoUständige, singuläre und andere Integrale 2). 
Die allgemeine (implizite) DGI erster Ordnung für eine gesuchte Funktion 
Z = z(xI ' .•. , XII) lautet 

(r) 

oder in expliziter Form für eine Funktion z = z(x, Yv ... , YII) 

(2) OZ ( oz OZ) a-x=/ x'Yl"",y",z'oYt""'oYII' 

Mit den Abkürzungen 

(. Z oz OZ 
P=ox' P'=oxv' q·=oyp 

sowie! für Xl' .•. , XII und y für Yl' ... , y", ferner p für PI' ... , P .. und 
q für Ql' .•• , q" lassen die GIen sich kürzer so schreiben: 

(u) 
und 

(2a) 

F(!, z, p) = 0 

P =/(x, y, z, q). 

Über die Funktionen Fund f wird hier stets vorausgesetzt, daß sie in dem 
betrachteten Gebiet ihrer 2 n + 1 bzw. 2 n + 2 Argumente stetig differen
zierbar sind. 

1) V gI. hierzu den in § 2 ausführlicher behandelten Sonderfall F (z, y, z, p, q) = O. 
Ferner CARATREODORY, Variationsrechnung, S. 36-63. COURANT-HILBERT, 
Methoden math. Physik I1, S. 82-96. FORSYTH, DifJ. Equations V, S. 171-186. 
GOURSAT, Equations du premier ordre, S. 184-201. 

I) VgI. hierzu 8'1, 8'6, 8·8. 
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Unter einem Flächenelement des (n + l)-dimensionalen Raumes 
versteht man ein System von 2 n + 1 Zahlen 

(3) zt, ... , Xn ' Z, 1'1' .• • ,1'" oder kürzer ~,z, p; 
die ersten n + 1 dieser Zahlen bilden den Träger des Flächenelements, 
die letzten nZahlen bilden die Richtungskoeffizienten oder das Rich. 
tungselement. 

Ein Flächenelement (3) heißt regulär oder singulär in bezug auf die 
DGI (I), je nachdem 

" }} IFp.1 > 0 oder FP1 = ... =F'P1t = 0 .-1 
ist, wobei in die partiellen Ableitungen F'P, das Flächenelement (3) einzu-

tragen ist. Für die DGI (2) gibt es demnach nur reguläre Flächenelemente. 
Ein Flächenelement (3) heißt ein Integralelement (IElement) von (I), 

wenn es die GI (la) erfüllt. Eine Funktion z = 'I'(~) ist ein Integral von (I), 

wenn sie stetig differenzierbar ist und die durch sie gelieferten Flächen
elemente 

(4) Xl' ••• , xn ' '1', 'I'z.' ... , 'I'ZII 
oder kürzer geschrieben 

~,'I', grad V' 
sämtlich IElemente von (I) sind. 

Zu den Bezeichnungen partikuläres Integral, allgemeines Integral 
vgl. 8·8. 

Ein Integral z = 'I'(~) der DGI (I) heißt singulär, wenn es nur sin
guläre Flächenelemente (4) enthält, d. h. wenn die n + 1 Glen 

(S) F = 0, FM -= 0, ... , F'P = 0 
rl tl 

für die Größen (4) bestehen 1). Trägt man die Funktion 'I' in (I) ein und 
differenziert man die GI dann partiell nach den x.' so ergibt sich, daß ein 
singuläres Integral, das zweimal stetig differenzierbar ist, außer den" + 1 
GIen (s) auch noch die n GIen 

(6) Fz +p,Fz=O ('11=l, •.. ,n) • 
erfüllen muß. Etwa vorhandene singuläre Integrale der DGI (I) kann man 
also erhalten, indem man die stetig differenzierbaren Funktionen Z·= 111 

aufsucht, die den 2 n + 1 GIen (S) bzw. (s) und (6) genügen. 
Ein vollständiges Integral (complet integral, integrale complete) 

der DGI (I) ist eine n-parametrige Menge von Integralen 

z = 'I'(xv ... , XII' aJ , ••• , a,,) = 'I'(~, a) 

1) Für die explizite DGl (2) gibt es daher kein singuläres Integral. 
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von der Art, daß die Funktion tp nebst den Ableitungen tpx in einem Gebiet 
u 

des ~, a-Raumes stetige partielle Ableitungen nach allen 2 n Argumenten 

xv' avhat und die Matrix 1) 

(8) ~(V', V'Xl~ V'z .. ) 
8(al ••. . ,0 .. ) 

in jedem Punkt des betrachteten Gebiets den Rang n hat 2). Für die Ge
winnung weiterer Integrale aus einem vollständigen Integral s. 12'7 (b). 

12·2. Streifen, Integralstreifen, charakteristische Streifen und ihre Be
ziehung zu den Integralen. 3) Unter einem Streifen') (Elementverein, 
multiplicite) versteht man eine einparametrige Schar von Flächenelementen 

(9) ~ = ~ (t) , z = z (t) , l> = l> (t) , 

wobei diese Funktionen in einem Intervall oc < t < ß nach t stetig diffe
renzierbar sind und die Streifenbedingung&) 

(10) z' (t) = ~'(t) . P (t) 

oder ausführlicher geschrieben 
n 

(loa) z' (t) = .E x; (t)pv(t) 
v-I 

erfüllen. Ein Streifen heißt ein Integralstreifen (1Streifen) der DGI (I), 

wenn er nur. aus IElementen besteht. 

Charakteristischer Streifen oder Charakteristik (caracteristique) 
der nGI (1) heißt ein Streifen (9), der den sog. charakteristischen GIen 

(II) ~'(t) = p, z' (t) = l> • p, p' (t) = - 1: - F z l> 

genügt, \\'obt'i 

(12) p =c--= (Fp."'" Fp ) = grad/I F, 1: = (F;r, , , .. , F.r ) = gradx F 

ist. Die Nt't.en n GIen sind in Analogie zn 8'4 (6) gebildet; die (n + l)-te 
GI ist in Yerbindung mit diesen GIen gerade die Streifenbedingung (10); 

die letzten n GIen ergeben sich (vgI. 8'4) für ein Integral z = tp und die 
durch tp erzeugten Streifen (4), indem man tp in (I) einträgt, dann die G1 
partiell nach x" differenziert um!. nun die ersten n GIen (II) einträgt. 

1) Zu der Bezeichnung der l\Iatr.ix s. 2'7 (c). 
2) CARATHEODORY, a. a. 0., S. 52 fordert etwas mehr, nämlich daß die mit 

o(V'x •... , V'x ) 
den letzten n Zeilen gebildete Determinante ___ i ---~ =1= 0 ist. 

o(al , ••• ,a .. ) 
3) Vgl. 8'4, 8'5. 8-7. Ferner GOURSAT, Equations du premier ordre, S. 185ff. 
4) Für den Begriff des k-dimensionalen Streifens s. 12'5 (a). 
S) Diese ist eine notwendige Bedingung dafür, daß die Flächenelemente (9) 

einer stetig differenzierbaren Fläche z = V' (!) angehören (ihr eingebettet sind). 
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Für die explizite DGI (2) können als charakteristische GIen (vgl. 8'4) 
die GIen 

(13) y'(x)=-~, z'(x)=I-q'~, q'(x)=Y+I,q· 

genommen werden, wo 

~ = (fIJI'" ·,IIJ,) = gradlJ I, Y = (flll'" ·,Iv,,) = gra.dvl 

gesetzt ist. 
(a) Die Funktion F(~, z, p) ist längs jedes charakteristischen Streifens 

der DGl (1) konstant; der charakteristische Streifen ist somit ein IStreüen, 
wenn er mindestens ein IElement enthält (Beweis wie in 8'7), und die 
Funktion F ist ein (triviales) Vorintegral (vgl. dazu 12'8) der DGI (I). 

(b) Ist z = tp W im Gebiet 9 (~) ein sogar zweimal stetig differenzierbares 
Integral der DGI (1) und ist 

(14) eo, Zo = V'(eo), Po = (grad V'),-~. 

ein beliebiges Flächenelement dieses Integrals, so gehören alle charakteri
stischen Streifen, die dieses Flächenelement enthalten, der IFläche an, 
solange diE" Punkte e des charakteristischen Streifens dem Gebiet 9 (e) 
angehören. Die zweimal stetig differenzierbaren IFlächen lassen sich also 
aus Charakteristiken aufbauen. Da.sselbe gilt für die explizite DGI (2) 

und ihre durch (13) definierten Charakteristiken. 
Hieraus folgt unmittelbar: 

(e) Sind z = V'(e) und z = X(e) im Gebiet g(e) zwei Integrale der DGI (I) 
mit einem gemeinsamen Flächenelement (14), und sind "1'. X sogar zweimal 
stetig differenzierbar, so gehören alle charakteristischen Streifen von (I), 
die das Flächenelement (14) enthalten, beiden IFlächen an, soweit e(t) 
dem· Gebiet 9 angehört. Ist das gemeinsame Flächenelement regulär, so 
haben beide IFlächen eine Kurve gemeinsam, die nicht in einen Punkt 
entartet ist. 

12·3, Überführung der Differentialgleichung in eine solche. welche die 
gesuchte Funktion selbst nicht enthält, 

(a) Erstell Verlahren l ). Es sei w = tp(~, z) eine stetig differenzierbare 
Funktion der n + 1 unabhängigen Veränderlichen Xl."" X"' z und 
z = tp(~) eine stetig differenzierbare Funktion, für die 

tp(~, tpW) = 0 und 'P.(l. tpW) =1= 0 

I) V gl. hierzu 5'4. 
I) ZU jedem Integral z = 1p gibt es derartige Funktionen, nämlich z. B. 

rp=Z-VJ. 
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Ist z = 1p(~) ein Integral der DOl (I), so folgt aus cp(~, 1p(~)) = 0 
durch partielle Differentiation 

(v=l, ...• n), 

d. h. für z = 11' ist 

F ( fP:J:, fP:J:") 0 Xl'" .,X", z, --, ... , -- = . 
fPz fPz 

Ist umgekehrt w = cp(~, z) mit cpz =f= 0 ein Integral der DGI 

(15) F ( UI:J:, wz,,) 0 
Xl' •••• X"' z, --, ...• -- =. , 

Wz Wz 

und ist cp = 0 für eine stetig differenzierbare Funktion z = lp(~), so ist 
diese ein Integral von (1). 

Man erhält hiernach also Integrale von (I), indem man Integrale CP(l, z) 
von (15) mit CPz =f= 0 aufsucht und die GI cP = 0 nach Z auflöst. I) 

Die DOl (15) enthält die gesuchte Funktion w selber nicht mehr, aber 
diese ist dafür eine Funktion von n + 1 unabhängigen Veränderlichen, 
während die eigentlich gesuchte Funktion nur von n unabhängigen Ver
änderlichen abhängt. Für solche spe~ielle Typen von DOlen vgl. 12'9. 

Beispiel: xypq=z. 

Die transformi(lrte DGI lautet 

x y W:J: wlJ - zu': = O. 

Aus den charakteristischen Gien erhält man die Vorintegrale (vgl. 12.8) x w:J: und 
y w". Mit diesen und der obigen DGI erhält man das Involutionssystem 

W z = A. u." = B, WZ = VA B • 
x y z 

also 

w = A log I x I -[- B log I y I + 2 VA B z + 0, 

und hieraus die gesucht.en Integrale 

1 
z = 4 A-il (.1 log I~I + Blog Iyl + 0)2. 

(b) Jacobi-Mayersche,s Vp.rlahren 2 ). Es sei u=u(l,t) eine stetig 
differenzierbare Funktion von n + 1 unabhängigen Veränderlichen mit den 
Eigenschaften 

(16) U = tUt + C (c = Konstantß) 

1) Ob man auf diese Weise alle Integrale von (I) erhält, hängt offenbar davon 
ab, ob für die DGJ (15) ein Existenzsatz besteht, nach dem es für jede stetig diffe
renzierbare Funktion z = tp(~) ein Integral w = tp (!, z) gibt, das für diese Werte 
von z verschwindet. 

I) A. MAYER, Mathem. Annalen 9 (1876) 366-369. 
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und 
U t = z ist ein Integral von (r) 1). 

Dann erfüllt U die DGI 

F ( Xl' ... , Xn' Ut ' U;" ... , U;n) = O. 

in der u selber nicht vorkommt. Ist umgekehrt u ein Integral dieser DGl 
und hat die GI (r6) eine stetig differenzierbare Lösung t = X(t), so ist 
Z = U t Ü·, X(~)} ein Integral von (1). 

Beispiel: Bei dem obigen Beispiel lautet die transformierte GI jetzt 

21 y U z u" - t2 ut = 0 • 

Diese ha.t wieder die Vorintegrale 21 uz , y u". Damit und mit der obigen GI erhält 
man das Involutionssystem 

und hieraus 

Die GI (16) lautet 

A B AB 
'Uz = :;' 'U" = 11' Ut = ~ 

AB 
U = A log 1211 + Blog Iyl- -,- + O. 

AB 
A log 1211 + Blog IYI + 0 = 2-t-. 

Trigt man hieraus f in z = 'U, = ~~ ein, so erhält man für z wieder den oben 

gefundenen Ausdruck. 

12·4. Lösung durch Ansetzen einer Potenzreihe; Existenz- und Ein
deutigkeitssatz. Bei Zulassung komplexer Veränderlicher gilt für die 
explizite DGl (2) in Verallgemeinerung von 10'4: 

In einer Umgebung der Stelle xO' Yo' zo' qo sei f(x, y, z, q) eine reguläre 
Funktion ihrer 2 n + 2 Veränderlichen. Ferner sei oo(y) regulär in der 
Umgebung von yo' und es sei 

Zo = 00 (Yo), qo = (grad OO)lJ_I).' 

Dann hat die DGI (2) in einer hinreichend kleinen Umgebung der Stelle 
xo' Yo genau eine regulär-analytische Lösung Z = 1p(x. y). die für X = Xo 
die Werte 1p(xo, y) = oo(y) annimmt. Die Koeffizienten der Potenzreihe 
für 1p kann man wieder erhalten, indem man mit dem Potenzreihenansatz 
für 1p in die DGl hineingeht und die Koeffizienten entsprechender Potenzen 
unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen vergleicht2). 

1) Ist z(~) ein Integral von (r), so hat 9ffenbar U = t z(~) + c diese Eigen
schaften. 

I) Vgl. O. PERRON, Math. Zeitschrift ö (1919) 104-160 (mit Abschätzung da. 
Konvergenzbereiches). Vgl. ferner GOtTRSAT, Eq1lations du premier oräre, S. 211., 
S. 1111. 
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l205. Allgemeiner E:listeDBLtz (Charakteristikenverfahren). Für die 
allgemeine DGl (I) läßt sich übersichtlicher mit Hilfe des CAucHYschen 
Charakteristikenverfahrens ein allgemeiner Existenzsatz beweisen 1). Dafür 
ist eine allgemeinere Fassung des Streifenbegriffes von 12'2 nützlich. 

(a) Unter einem k-dimensionalen Streifen (k ::s;;; "') wird eine k-para
metrige Schar von Flächenelementen 

(17) ! = !(tl ,···, t1:)' z = z(tl ,·· ., tk ), p = p(tl •. , ., tk ) 

verstanden, die folgende Eigenschaften hat: 

Die Funktionen !, z, P sind in einem Gebiet «= [(tl> ...• tk ) stetig 
differenzierbar; 

es gilt die Streüenbedingung 
0% O! 

(18) ot. = p . oe" 

die Matrix 
O(Zl'" ., z,,) 

o(tl' ... ,tk) 

hat an jeder Stelle von « den Rang k. 

(fI=l, ... ,k); 

Die letzte Bedingung ist der Ausdruck dafür, daß der Streifen wirklich 
k-dimensional ist 2). Die Bedingung (18) ist eine notwendige Bedingung 
dafür, daß die Flächenelemente (17) einer stetig differenzierbaren Fläche 
z = z(!) angehören. 

Ein k-dimensionaler Streifen heißt ein IStreifeu 3) der DGl (1), wenn 
er nur IElemente von (I) enthält. 

(b) Ein ",-dimensionaler 1Streifen bestimmt (im kleinen) ein zweimal 
stetig differenzierbares Integral der DGl (1). 

Denn für ihn ist die Determinante 

0(Z1' .... z,,) 0 
o =l= , (tl' ... , t,,) 

die ersten", der GIen (17) lassen sich also in der Umgebung jeder Stelle 
t) o. . .. , tR 0 eindeutig nach t1, ... , tn auflösen, so daß z (tl' ... , t,,) eine 
stetig differenzierbare Funktion von Xl' •.. , xn mit (wegen (r8») den 
partiellen Ableitungen PI' ... , PR wird, die nochmals stetig differenzier
bar sind. 

1) Vgl. BIEBEBBAOH, DGlen, 3. Aufl., S. 294-299. 
I) Der in 12'2 eingeführte Streifen wäre hiernach als höchstens eindimen

aionaler Streifen zu bezeiohnen. 
8) Bei BIEBERBACH, a. a. 0., S. 297 als Integral bezeichnet, was wohl nicht zweck

mAßig ist. 
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Hiernach ist für die DGI (I) die Existenz eines Intp.grals (im kleinen) 
gesichert, wenn die Existenz eines n-dimensionalen 1Streifens bewiesen ist. 

und darüber besteht der folgende Satz: 

(c) Die Funktion F(~, z, V) sei in dem Gebiet <!)(~, z, V) zweimal stetig 

differenzierbar. Weiter sei 

(19) ~ = ~O(tI"'" tn_1), z = ZO(tI"'" tn _ 1), V = Po(tI ,···, tn_I) 

ein gegebener (n - l)-dimensionaler Streifen der DGl (I) für das Gebiet 

lI"_1 = lI(tI , ... , tn-I); die durch (19) gelieferten Größen sollen natürlich 
dem Gebiet <!) angehören. Schließlich sei die Determinante 

(zo) 

Fp, ' ••• , Fpn 

OX OJ oXon 

CHI ' .•• , ~ =1= 0 
• • • • • • • • • • • I • 
OX01 oXon --, ... , --otn_ 1 81n _ 1 

wobei in die F p der ersten Zeile die Funktionen (r9) einzutragen und 

die xo• die Komponenten des Vektors 

~o (tI' . . ., tnl ) = (Xo I' • • ., Xo tI) 

sindi). 
Da F zweimal stetig differenzierbar ist, sind die rechten Seiten der 

charakteristischen GIen (Il) stetig differenzierbar, ihre Lösungen ~(t), 

z(t), V(t) sind also durch die für t = 0 angenommenen Anfangswerte ~o' zo' Vo 
eindeutig bestimmt und seien (t" = t gesetzt) 

(2r) 

J X(tl ,···, tn) _ :(t, ~O(tI"'" tn- 1) , zo(t1 .···, tn_I ), Vo(tI ,···, tn_I»)' 

l Z(tI ,···, tn) = .<.-(t, ~o(tl' ... , tn- I ) , zo(.tl"'" tn_I)' VO(tI' ... , t"._I»)' 

P(tI ,···, tt/) - p(t, ~O(tI"'" tn_I)' ZO(tI ,···, tn_1), ~O(tl"'" tll_I»)' 

Diese Funktionen X, Z, P bilden dann einen n·dimensionalen 1Streifen 
in einem Gebiet [n' das den Bereich [n-l' tn = 0 enthält. Das Gebiet [n 

ist dadurch bestimmt, daß für jeden Punkt t I , ... , t ll _ 1 aus [n-1 für tn 

das Intervall zu bestimmen ist, das den Wert tn = 0 enthält und in dem 
die Lösungen (zr) der charakteristischen GIen (Il) existieren. 

12·6. Existenz- und Eindeutigkeitssatz für die explizite Differential

gleichung; Abschätzung des Existenzbereiches. Ist die DGI in der expliziten 

1) In (20) i~t insbesondere enthalten, daß alle Flächen elemente des Streifens (19) 
regulär sind. - Betrachtungen zum Existenzsatz für den Fall, daß die Determinante 
(20) identisch 0 ist, findet man bei COURANT·HILBERT, Methoden math. Physik II, 
S. 83ff. 
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Form (2) gegeben, so läßt sich bei geeigneten Voraussetzungen ein Existenz
bereich (Mindestbereich) für die Lösung angeben und zugleich ihre ein
deutige Bestimmtheit beweisen. 

(a) Die Funktion /(x, y, z, q) sei in dem Bereich 

(22) Ix- EI:;;;;: a 1) y, z, q beliebig 

nach allen 2 n + 2 Veränderlichen zweimal stetig differenzierbar, und es 
sei dort 

(23) 

Die Funktion 00 (y) sei für alle y. zweimal stetig differenzierbar und erfülle 
die UnGlen 

n 

100,,) + 2100"1'".1 :=;:;;: B 
• -1 

(,u=l, ... ,n) . 

Schließlich sei 

(25) O<ß<ilog(1+2nl(1~1)) und oc=Min(a,ß) 2). 

Dann hat die DGl (2) in dem Bereich 

(26) I x - EI;:;;;: oc 3), y beliebig 

genau ein zweimal stetig differenzierbares Integral z = tp(x, y), das für 
x = E die Werte 

(27) tp(~, y) = oo(y) 

annimmt 4). 
Der Beweis liefert wieder zugleich ein Verfahren zur Konstruktion des 

Integrals. Man stellt die Charakteristiken der DGl (2) auf, d. h. die IKurven 
des Systems 

y:(x) = - /q. (v=l, ... ,n), 
n 

z'(x) =/- E q,,/q,,' 
" ~l 

q:(x) =/". + q./z (v = 1, ... , n), 

und zwar die IKurven, die für x = E durch den Punkt 

'YJl' ••• , 'YJn' 00 ('YJ l' ... , 'YJn), OOIj,"'" OOljn 

1) In (22) und (26) darf das Gleichheitszeichen auch gestrichen werden. 

I) Insbesondere kann ß = 3n.A fB + 1) gewählt werden. 

S) V gl. Fußnote 1. 
') Vgl. E. KAJ.m:E, Math. Zeitschrift 49 (1943) 256-284. Im wesentlichen ist 

der Satz schon früher von T. WAZEWSKI, Annales 80c. Polon. Math. 13 (1934) 1-9 
bewiesen. 
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gehen. Diese existieren für beliebige 71. im Intervall I z - el ::;:;;; ot. Werden 
sie mit 

Y. = Y.(x, 711> •• ·,71,,), z = Z(x, 'YJl' •• ·,71,,), q. = Q.(x, 'YJl' ••• , 'YJ,,) 

bezeichnet, so läßt sich zeigen, daß die ersten n dieser GIen sich für be
liebige Y. eindeutig nach den 'YJ. auflösen lassen und daß die 2 n + 1 GIen 
für das gesuchte Integral z = "P(x, y) und dessen Ableitungen "Pli. = Q. 

eine Parameterdarstellung mit den Parametern '11, ... , 71" liefern. 

(b) Erfüllt J die Voraussetzungen nicht in dem ganzen Bereich (22), 
sondern z. B. in einem endlichen Würfel, so kann man verfahren, wie 
in IO'3 (b) skizziert. Man kann jedoch auch unmittelbar zu einem Existenz
und Eindeutigkeitssatz für den Bereich einer Doppelpyramide gelangen. 
Vgl. hierzu T. WAZEWSKI, Annales Soc. Polon. Math. 14 (1935) 149-177. 

(e) Die in (a) angegebenen Voraussetzungen über die Differenzierbarkeit 
von J und 0> können gemildert werden. Vgl. dazu T. WAZEWSKI, a. a. 0., 
und Math. Zeitschrift 43 (1938) 521-532, ferner E. DIGEL, eben da 44 
(1938) 445-451. 

(d) Hängen die Funktionen J,O> noch von Parametern AI' ab, so läßt 
sich folgendes beweisen 1): 

Für die Funktion2) J(x, y, z, q,).) mögen in dem Bereich 

I z - EIs; a 3); y, Z, q beliebig; A,.::;:;;;).,.::;;: A: 3) 

die partiellen Ableitungen J"., Jz,f,. existieren und nebst der Funktion J 
selber nach allen 2 n + m + 2 Argumenten x, Y .. , z, q .. , ). .. k-mal stetig 
differenzierbar sein (k;;;::: 1). Ferner sei (23) erfüllt. - In dem Bereich 

(28) y beliebig; A,.::;;:).,.::;;: A: 

mögen für die gegebene Funktion O>(y,).} die partiellen Ableitungen 0>". 

existieren und nebst 0> selber nach den y",)." k-mal stetig differenzierbar 
sein; ferner sei (24) erfüllt. - Schließlich seien ot, ß wie in (25) gewählt. 

Dann hat die DGl 
p = J(x, y, z, q, ).) 

bei gegebenem Ä. in dem Bereich (26) genau ein zweimal stetig differenzier. 
bares Integral z = tp(x, y, A), das für x = E die Werte "P(e, y, A} = O>(y, A) 

1) E. KAMKE, Math. Zeitschrift 49 (1943) 256-284. 
I) Wie bisher schon steht wieder y für 1/1' •.. , 1/" und q für ql' ... , q", außer

dem auch noch Ä für Ä1 , ••• , .a". • 
') Hier kann an einer beliebigen Stelle das Gleichheitszeichen gestrichen werden. 

Es ist dann auch bei (26), (28) und (29) an den entsprechenden Stellen das Gleich
heitazeichen zu streichen. 
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annimmt. Die Funktion tp(x, y, Ä) ist in dem Bereich 

(29) Ix - ~I :s;; Cl; Y beliebig; Ap:S;; Äp:S;;.A: 

nebst den Ableitungen tpx und "1'11. k-mal stetig differenzierbar nach allen 

n + m + 1 Argumenten x, Y", Ä". 

12·7. Vollständi«e Integrale: Ihre Existenz und Verwendung zur Ge
winnung weiterer Integrale. 

(a) Exi8tenz von voll8tändigen Integralen l ). In dem Bereich 

Ix - ~I :s;; a; y, z, q beliebig 

sei f(x, y, z, q) zweimal stetig differenzierbar, und es sei (23) erfüllt. Dann 
gibt es zu jedem b> ° ein Cl> 0, so daß die DGl (2) in dem Bereich 

Ix-~[:S;;Cl, [y.l:;;;;:b 

ein vollständiges Integral hat. 

(v = 1, ... , n) 

Das folgt aus 12·6 (d), wenn für das dortige f das obige, von A freie f 
gewählt und 

" 
w(y, A) = ~o + E Ä. y • 

• =1 

gesetzt wird. Ist nämlich tp(x, y, Ä) das dann nach 12·6 (d) existierende 
Integral, so' ist an der Stelle x = ~ 

1 Yl ... Yn 

o ('P, '1'111' ••• , '1'11") 
-o (l,o' )'1' .•• , ).,,) 

o 1 ... ° 
= 1, 

o 0 ... 1 

also die linke Seite =!= 0 auch in einer gewissen Umgebung von x = ~. 

Ist von der Funktion f nur bekannt, daß sie in der Umgebung einer 
Stelle ~, Yo, zo' qo zweimal stetig differenzierbar ist, so läßt sich immer noch 
beweisen, daß die DGl in einer hinreichend kleinen Umgebung der Stelle 
t Yo ein vollständiges Integral hat. Man kann nämlich zuJ eine Funktion 1* 
konstruieren, welche die oben für J angegebenen Bedingungen erfüllt und 

in einer gewissen Umgebung von ~, !Jo' zo' qo mit J übereinstimmt. Dann 
läßt sich das obige Ergebnis auf die DGI p = 1* anwenden und ergibt die 
Existenz eines vollständigen Integrals, das in einer hinreichend kleinen Um
gebung von ~, !Jo auch ein vollständiges Integral von (2) ist. 

1) Vgl. A. MAYER, Math. Annalen 3 (1871) 440-444. GOURSAT, Equations 
du premier ordre, S. 192 (Remarque II), S. 259-262. BIEBERBACH, DGlen, 
3. Auß., S. 301-314. Die Beweise müssen in Einzelheiten meistens noch präzisiert 
werden. 
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Für die implizite 001 (1) gibt es ein vollständiges Integral sicher in 
der Umgebung eines jeden regulären Flächenelements, wenn F in dieser 
Umgebung zweimal stetig differenzierbar ist. Denn dann läßt sich die 
DGl (1) in einer Umgebung dieser Stelle auf eine explizite DGI (2) zurück
führen, für die nach dem vorigen Absatz die Existenz eines vollständigen 
Integrals gesichert istl}. 

(b) Gewinnung weiterer Integrale aus einem vollständigen Integral l ). Es 
sei V'(~, a), wobei a für a l , ... , a" geschrieben ist, ein vollständiges Integral 
der DGl (I}Z). An Stelle der Konstanten a. werden stetig differenzierbare 
Funktionen 3 ) Cf: (t) eingetragen. Für diese wird 

VI(t) = V'(~, ocl •••• , oc"} 

gesetzt. Dann ist 
" VI- +y! k 

:1:. - 'P:l:v ~ 'Pale ocz. 
k-l 

(l' = 1, ... , n), 

also VI ebenfalls ein Integral von (I), wenn 

" 
(30) E V'ak oc!. = 0 (v = 1, •.. , n) 

k=l 

ist, wobei ak = ocl: W in die Ableitungen 'Pak einzutragen ist. Man bekommt 

also weitere Integrale von (I), wenn man stetig differenzierbare Funktionen 
ocl:W so wählt, daß sie das System (30) erfüllen. 

(bI) Ist 4) 

(31) V'al:(~' oclW.···, oc"W) = 0 (k = 1, ... , n), 

80 ist P ein Integral von (1), und zwar ein singuläres. 

(bz) Für r (r< n) stetig differenzierbare Funktiont:n 

~(a) 

und n stetig differenzierbare Funktionen 

oc·· (~) 

(e:,= 1, ... , r) 

(v=1, ... ,n) 

1) FORSYTH, Dift. Equations V, S. 165-171. GOURSAT, Elquations du premier 
ordre, S. 154ft. 

2) Von Gebietsfestlegungen wird abgesehen. Die Ergebnisse gelten zunächst 
nur in einer hinreichend kleinen Umgebung einer Stelle. Bei konkreten Beispielen, 
bei denen sie zumeist angewendet werden, wird man leicht umfassendere Geltungs
bereiche angeben können. 

8) Es ist hier zweckmäßig, bei den Funktionen obere Indizes zu benutzen; untere 

Indizes deuten dann Ableitungen an, also z. B. a." = :a.k • 
Ir. uz. 

') Die GIen (31) gelten, wenn (30) gilt und :t1
, ••• , IX"~ =1= 0 ist, wie aus (30) 

Zl' ••• , Zn 
folgt. Die Bedingung (31) ist einfacheI als diese kombinierte Bedingung. 
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sei 

(32 ) (e = 1, ... , r), 
also auch 

JI 

(33) E ~"IX! = 0 (1' = 1, ... , n), 
"-1 • 

wobei a" = IX" in die'(/>~" einzutragen ist. Ferner sei für r Funktionen ÄI1 (~) 
r 

(34) 'Pa,,(~, IXl, •.. , IXJI) = E ÄI1~" (k = 1, ... , n). 
(>=1 

Dann sind die GIen (30) eine Folge von (33), also ist 'P ein Integral von (r).I) 
Für die praktische Anwendung wird man bei gegebenen (/>C1 von den 

n + r GIen (32) und (34) für die n + r Funktionen IX", Äe ausgehen. Hat 
man aus ihnen die IX" als stetig differenzierbare Funktionen gefunden, so 
braucht man sie nur für die a" in 'P einzutragen. 

Beispiel: Es werde wieder das Beispiel 

p q = z, !p = (x - a) (y - b) 

von 9'5 (c) gewählt. Ferner sei r = 1 und (l)(a, b) = a A + b B mit beliebigen 
Konstanten A, B, die beide =1= 0 sind. Dann lauten die Gien (32) und (34) 

und ergeben 

also 

ct.A+ßB=O, ß-y=J..A, (1.-x=J..B 

Ax-By 
Ot = 2A ß = _ A:x:-BlI 

2 B ' 

1 
'F = 4 A B (A x + B y)2. 

(c) Ober das Vorkommen eines gegebenen Integrals unter den durch ein 
vollständiges Integral bestimmten Integralen. Es sei z = X(~) ein gegebenes 
Integral der DGI (r). Dieses befindet sich nach (b) unter den durch ein 
vollständiges Integral 'P(~, a) bestimmten Integralen, wenn für geeignet 
gewählte, stetig differenzierbare Funktionen ock ü;) 

{'P(~' OCl, ••• , IX") = xW 
(35) 

'Po: (!, oc1 , ... , ocJl) = Xx (~) (1' = 1, ... , n) • • 
und außerdem (30) gilt. 

Praktisch wird man so vorgehen, daß man die oc" aus den GIen (35) 
berechnet und untersucht, ob dann auch die GIen (30) erfüllt sind. Für ein 

Beispiel s. 9'5 (d). 

1) Man kommt hierauf folgendermaßen: Ist in der VnGI von Fußnote 4 auf 
S. 113 das Zeichen =1= durch == ersetzt, so sind die rx! voneinander abhängig, es wird 
also eine GI von der Art der Gien (32) bestehen. Es sei r die genaue Zahl der "we
sentlich verschiedenen" möglichen GIen. Bestehen nun noch GIen (30), so wird an
zunehmen sein, daß sie sich aus den GIen (32) linear komponieren lassen. Auf diese 
Weise gelangt man zu (34). 
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12.8, lacobis Lösungsverlahren1). Bei diesem wird die DGI (1), deren 
linke Seite jetzt mit Fl bezeichnet werden und zweimal stetig differenzierbar 
sein soll. durch weitere (voneinander "upabhängige") GIen derselben Art 

F2=O •... ,FIt =O 

so ergänzt, daß ejn Involutionssystem 2) von insgesamt k GIen entsteht. 
Im allgemeinen Fall wird k = n oder n + 1 gewählt; kommt z selbst in 
dem System nicht vor, so wird k = n gewählt. Es wird also ein System 
von der in I4 behandelten Art aufgebaut. Gegenüber I4'9 (d) liegt hier 
nichts Nl"ues vor; nur daß das dortige ursprüngliche System von m GIen 
hier nur aus einer GI besteht. 

Um das System der k GIen zu erhalten, hat man zunächst eine zweimal 
stetig differenzierbare Funktion F2 ausfindig zu machen, die mit Fl in Invo
lution ist, d. h. die Lösung der linearen homogenen DGI 

[Fl, Z] = 0 

ist oder, was dasselbe bedeutet, längs jedes charakteristischen Streifens von 
(I) konstant ist. Solche Funktionen werden Vorintegrale (erste Inte
grale, integrales premieres) von (I) genannt. Man kann sie in vielen Fällen 
leicht durch Kombination der charakteristischen GIen ausfindig machen, 
wie das immer wieder beim Lösen partieller DGlen vorkommt. Erhält man 
dabei sogar mehrere derartige Funktionen F2, ... , 1'"', die auch unter
einander in Involution sind, so kann man sie sämtlich zum Aufbau des 
Systems verwenden, wenn sie in dem Sinne voneinander unabhängig sind, 
daß die später zu fordernde Determinanten-UnGl (vgl. 14 (2I) und (24)) 
voraussichtlich erfüllt sein wird. Hat man die Funktionen F2, ... , Fit (mit 
einem der oben genannten k) gefunden, so kann man sie für 11 ;;;a: 2 auch 
durch F" - A. mit beliebigen Konstanten A. ersetzen. Man wird dann auf 
Grund von 14'3 (e) sogar vollständige Integrale der DGl (I) erhalten 3). 

12·9. Die vollständigen Integrale der von z freien Differentialgleichung 
p + f (z, y, q) = 0 und ihre Verwendung zur Lösung der cha.raktt\risti
sehen Gleichungen. 

(a) Bei der DGI 

(36) 'P + !(x, y, q) = 0, 

. d . d f" d f" ht cz az 
III er Wle er y ur Yl' ... , YII un q ur ql' ... , q" ste ,p = az' q. = ag. 

ist und die gesuchte Funktion z = z (x, y) selbst nicht vorkommt, wird der 

1) Vgl. FORSYTB, Diff. Equations V, S. 146--155. BIEBERBACH. DOlen. 
3. Aufl., S. 299- 317 (nicht überall präzis genug). 

I) Vgl. hierzu 14'1 (b). 
') Für ein Beispiel s. 14,8 (0). 
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Begriff des vollständigen Integrals verschärft. Unter einem vollständi~en 
Integral wird hier ein von Parametern a und a (a steht für a l , ... , a.) 
abhängendes Integral 

% =lp(x, y, a) + a 

verstanden, das in dem betrachteten Gebiet nach allen 211. + 1 Argumenten 
x, y, a zweimal stetig differenzierbar ist und die UnGI 

(37) 

erfüllt. 
(b) Ist I(x, y, q) in einer Umgebung von xo, Yo, CJo zweimal stetig dif

ferenzierbar, 80 hat die DGI (3~ in einer Umgebung von xo, Yo ein voll
ständiges Integral in dem obigen Sinne. 

Dieses kann man auf folgendem Wege konstruieren. Die charakteri
stischen GIen von (36) sind nach 12'2 (13) 

(38) 1I:(x)=I,.(x,y,q), q,(x)=-III.(x,y,q) (v=1, ... ,n), 
.. 

(39) z'(x) = - 1 + E q.J,p' .-1 
Die GIen (38) sind für sich lösbar. Es sei b, a ein beliebiger Punkt in einer 
hinreichend kleinen Umgebung von Yo, qo Die Lösungen von (38), die 
für x = xo'die Werte b, a annehmen, seien 

11. = Y.(x, b, Cl), q. = Q.(x, b, a) ('11=1, ... ,11.). 

Wird %(xo) = ab vorgeschrieben, so folgt aus (39) weiter 

'" .. 
(41 ) % = Z (x, b, a) = a b -l # J (f Q. F,,, - F) dx, 

"'0 
wobei die großen Buchstaben F die Werte von 1 mit eingetragenen Y., Q. 
bedeuten sollen. Die ersten n GIen (40) lassen sich für die x, y, a einer hin
reichend kleinen Umgebung von x o, Yo, qo eindeutig nach den bauflösen 
und ergeben zweimal stetig differenzierbare Funktionen b = B(x, y, a). 
Mit diesen erhält man aus (41) das vollständige Integral 

z = lp(x, y, a) + a = Z(x, B, a) + a; 

für dieses ist ",(xo' y, a) = a + a y 1). 

(c) Gewinnung der Charakteristiken aus einem vollständigen Integral. 
Ist für die DGI (36) ein vollständiges Integral bekannt2), so kann man aus 

1) Vgl. A. MAYER, MaUsern. Annalen 3 (1871) 440ff. GOl1RSAT, Equations du 
premier ordre, S. 259- 262. 

I) Ein solches kann man nach 13 in einer Reihe von Fällen finden, ohne die 
charakteristischen Gien zu lösen. 
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ihm durch bloße Differentiations- und Eliminationsprozesse die Lösungen 
der charakteristischen Gien (38) erhalten. Genauer gilt folgendes: 

In einer Umgebung der Stelle xo' Yo, qo sei f(x, y, q) zweimal stetig 
differenzierbar, und es sei z = "P(x, y, a) + a in einer Umgebung von 
xo' Yo, ao ein vollständiges Integral von (36), das nach x, y, asogar zwei
ma.l stetig differenzierbar ist und an der Stelle xo, !Jo, Go die Bedingungen 

"P1I• = qo. 

0('1'11,· •.. , 'I'lIn) =F 0 
0(a1 , ••• , an) 

erfüllt. Löst man dann die Gien 

"Pa (x, y, a) = b" 
v 

für die x, a, b einer gewissen Umgebung von xo' ao' bo mit 

(v=l, ... ,n), 

(v = 1, ... , n) 

bop = "Pa. (xo' Yo, ao) (v = 1, ... , n) 

nach y auf - das Ergf'bnis sei y = y (x, a, b) - und setzt man 

Q.(x, a, b) = "Py.(x, y, a), 

80 sind 
y = Y(x, a, b), q = ~(x, a, b) 

Lösungen der GIen (38), und man erhält auf diese Weise auch alle IKurven 
des Systems (38), die durch eine hinreichend kleine Umgebung von xo' Yo' qß 
gehen 1). 

12·10. Anwendung in der Mechanik. In der Mechanik endlich vieler 
Massenpunkte treten die charakteristischen Gien (38), die dort auch 
HAMILToNsche oder kanonische GIen genannt werden, in der Gestalt 2 ) 

dq. oH 
-=-, 
dt op. 

dp. 

dt 

auf, wo die sog. HAMILToNsche Funktion 

oH 

8q. 

H = H(t, qI'·· ., qn' PI' ... , Pli) 

(v=l,.,.,n) 

eine gegebene Funktion und q. = q.(t), Pr = P.,(t) die gesuchten Funk
tionen sind. Nach 12·9 kann man die Lösungen der kanonischen Gien aus 
einem vollständigen Integral z = z (qI' ... , qn) der zugehörigen partiellen 
DGI 

0% ( 0% OZ ) "t + H t, ql' ... , q", fi- , ... , a - = 0 
u ql qn 

1) Vgl. COURANT-HILBERT, Methoden math. Physik H, S. 9lf., 87ff. 
2) Vgl. WHITTAKER, Analytische Dynamik, S. 280. Encyklopädie IV2, S. 608. 

'Die Bedeutung der P., q. ist unabhängig von der bisherigen Bedeutung dieser Buch
staben. 
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gewinnen; diese DGI heißt in der Mechanik HAMILToN-JAcOBlsche Glei
chung1), in der geometrischen Optik auch Eikonalgleichung 2}. 

BeispieI3): Ein Massenpunkt x, y bewege sich in der x, y-Ebene unter 
dem Einfluß der Gravitationskraft, die auf ihn von einer im Nullpunkt be
festigten Masse ausgeübt wird. Die Bewegung vollzieht sich nach den GIen 

kl 
x" (t) = U Ir' y" (t) = U 11 mit U = =-===

Vx2 + y2 

Mit Hilfe der HAMILToNschen Funktion 
1 

H(x, y, p, q) = 2" (p2 + q2) - U(x, y) 

läßt sich dieses System in das kanonische System 4) 

x'(t) = Hp, y'(t) = Hq, p'(t) = - H:e' q'(t) = - H/I 

überführen. Die zugehörige partielle DGI (44) für z = z(t, x, y) lautet 

1 2 2 k2 

Z, + -2" (zx + Z/l) = V x2 + y2 
oder, wenn 

C(t, (2, {}) = z(t, x, y) mit x = (2 cos {}, y = e 8in {} 

gesetzt wird, 

1 (2 C~) kl Ce +"2- CI! + (!2 = {! . 

Fm diese DGI erhält man nach 13'3 das vollständige Integral 

jl/v' 2k2~ C=-At+B{}± 2A+-(!--""i2de+C. 
". 

Hieraus bekommt man die gesuchten Funktionen x (t) = (2 C08 {} und 
y(t) = {! sin {}, indem man 

oe ._- = const oA und oC 
oB = const 

löst. Man erhält, wenn nur das obere Vorzeicheu berücksichtigt und die 
für t = to durch eo' 00 gehende Kurve gebucht \\oird, 

II d I/ d <>kr B2 

t - to = f .!!. , {} - Uo = Br 1:'- mit R = 2 A + ~- - 2" • YR . (!lrR (! (! 
11. e. 

Durch die zweite GI wird die Bahnkurve, durch die erste der zeitliche Ab-

1) Vgl. FORSYTH, Dill. Equations V, Kap. X. WHITTAKER, a. a. 0., S. 336. 
Encyklopädie. lVI, S. 625. 

') Vgl. FRANK·V. MISES, D· u. IGlen 11, 2. Aufi., S. 11ft. 
3) Vgl. COURANT-HILBER']'. Methoden math. Physik 11, S. 92-94. 
') Hier sind wieder die früheren Bezeichnungen x, y, p, q statt q~, P. benutzt. 
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lauf der Bewegung bestimmt. Setzt man in der zweiten GI a = ~, so erhält 

man für B * 0 

{} _ {}o = arc sin ~ (:(! - 1) + const mit E2 = 1 + 2 ~}2 , 
also 

e = kl (1 + Esin (1}- '~~)]' 
d. h. einen Kegelschnitt. 

12-11. Ungleichungen und Abschätzungen. 
(a) NAGUMÜS AbschätzungssatzI). Die Funktion !(x, y, z, q) 2) sei im 

Gebiet <» (x, y, Z, q) definiert und erfülle dort eine LIPSCHITz-Bedingung 

" I f( x, y, Z, q) - !(x, y, z, q) ! ;;;;;: A .E ! q. - q. : . 

:Für ,,= 1, ... , n seien a.(x), bv(x) im Intervall;:;;;: x< c stetig differen
zierbar, a.(x) < b.(x) und 

a:'~A, b'~-A3). 

Mit diesen Funktionen wird der pyramidenartige Bereich 

9: ~ ~ x< c, a,,(x):::;: Y. ;;;;;: b.(x) (1' = 1, ... , n) 

gebildet. In 9 seien die Funktionen u(x, y), v(x, y) stetig differenzierbar, 
und die Wertesysteme x, y, z, q mögen für z = u, q. = uv, und für z = v, 

q. = VII. zu <» gehören. 

Schließlich sei 

Ur ~ !(x, y, u, U g , ••• , U y )' 'LI .. :S: !(x, y, '1.:, 'lJy , ... , 'l'g ), 
1 ~ n 1 n 

wobei jedoch an jeder Stelle von 9 höchstens ein Gleichheitszeichen gelten 
darf, und 

u(;, y) > v(;, y) für a.m ~ y" :::;;: b,,(~). 

Dann ist 
U(x, y) > v(x, y) im ganzen Bereich 9. 

(b) Verwendung zur Abschätzung der Lösung einer DGl 

(2) P = !(x, y, z, q). 

Die rechte Seite sei wieder in <» definiert, er:"ülle dort (45), und 9 habe eben
falls dieselbe Bedeutung wie in (a). In 9 sei die Existenz eines Integrals 
tp(x, y) mit dem Anfangswert tp(;, y) = w(y) gesichert, aber die Funktion 1p 

1) M. NAGUMO •• Japant"se Journal ofMath. 11) (1938) 51-1)6. Vgl. auch J. ~ZARSKI, 
Annales ~oc. Polon. 22 (19nO) 1-34. 

I) Es steht wieder !J für Yl' . , ., 11" und q für ql' .. " q". 
Ir Es ist wesentlich, daß hier gerade die LIPSCHITz·Konstanta .4 aus (-lS) steht. 
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selbst vielleicht schwer zu berechnen. Gelingt es, die Funktionen I. OJ durch 
zwei Funktionen I. (x, y, Z, q), OJ.(Y) so einzuschließen, daß 

11 < I < 12' OJI < OJ < OJ2 

ist und daß man für die DGlen 

P =/1' P =/2 
Integrale "PI(X, y), 'l'2(X, y) mit den Anfangswerten "P.(g, y) = OJ.(y) be
rechnen kann, so hat man in 9 die Abschätzung 

"PI (x, y) < "P(x, y} < 'l'2(X, y). 

Hieraus ergibt sich weiter HAARS UnGl 4'4. 

13. Lösungsverfahren für einige Sonderfälle. 1) 

13·1. F (PI' ... , p,,) = O. Werden die Konstanten A. so gewählt, 
daß F(A I , ..• , A,,) = 0 ist, so ist 

z = Ao + Al Xl + ... + A" xn 

ein Integral, und zwar ein vollständiges, wenn F stetig differenzierbar und 

J) IFp.1 =1= 0 ist 2}. 

13·2. F (z, Pu ••• , Pn) = O. Macht man den Ansatz 

z=C(g), g=Alxl+···+A"x", 
so wird aus der partiellen DGI die gewöhnliche DGI 

F(C, AlC', ... , An n = 0 

für C = cm· 
13·3. F [fI(XU Pl f/(z)), •.. , fn(x" , Pn p(z»)] = 0; Differential

gleichung mit getrennten Variablen. Man bestimme Konstante Ap so, daß 
F(A l , ... , All) = 0 ist, und löse die GIen 

I.(x., P. q;) = A. 
nach P. q; auf. Die Lösungen seien 

P.q;(z) = g.(x., A.). 
Dann liefert 

n 

J q;(z) dz = E J g.(x., A.) dx. + Ao 
.~l 

ein Integral der gegebenen DGl. 3) Sonderfälle hiervon sind,: 

(a) /1 (Xl' PI) 12(x2• P2) .,. In (xn• Pn) = a. 

1) Vgl. hierzu auch II. 
Z) GOURSAT, Equations du premier ordre. S. 156. 
3) MANSION, Equations du premier ordre, S. 66. 
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Für a = 0 ist die DGI erfüllt, falls Z auch nur einer der GIen 

Ik(x", p,,) = 0 
genügt. Ist diese GI nach Pk auflösbar, etwa p" = lP,,(x,,}' so ist 

z = J fJJk(xk ) dXk + Q(x1 ,·· ., x"_l' XA;+l'" .. , x .. ) 

121 

eine Lösung der gegebenen DGI, wobei Q eine beliebige stetig differenzier
bare Funktion sein darf. 

Für a =l= 0 wähle man die A. so, daß Al' .. An = a ist. Sind die GIen 

f..(x., p,) = A, (v = 1, ... , n) 

nach P. auflösbar, etwa P. = fJJ. (xv' A.), so ist 
n 

Z = Ao + l} J fJJ.(x., A.} dx • 
• ~l 

ein vollständiges Integral. 1 ) 

(b) 11 (xl' PI) + 12 (x2, P2) + ... + In (xn, Pn) = O. 

Man wähle Konstante A. so, daß }) A. = 0 ist, und löse die GIen 

I.(x., P.) = A. (v = 1, ... , n) 

nach P. auf. Sind die Lösungen P. = fJJ. (x., A.), so ist 

z = Z f fJJ.(x., A.} dx. + Ao 
ein vollständiges Integral. 

13.4. Gleichgradige Differentialgleichungen. 2) 

(a) F(!;, z, p) = 0, wobei die linke Seite, wenn z durch eine passend 

gewählte Potenz za ersetzt wird, homogen in z, PI' ... , Pt< sein soll. 
a =f: 1: Wird z = wA gesetzt, so läßt sich }. so bestimmen, daß sich w 

selber aus der GI heraushebt. Man hat dafür A = aal zu wählen und er

hält dann die DGI 

F(x1 , ••• , xn ' A-a, wx,' ••• , wxn } = O. 

a = 1: Für z = e"-' wird aus der DGl: 

F(x], ... , xn ' 1, w"', ... , w"'} = o. , " 
(b) F (!, p) = zC, wobei die linke Seite in PI' ... , P .. homogen vom 

Grad mist. 

Das ist ein Sonderfall von (a), und zwar ist das dortige a = ~ . 
c 

13·5. F (,&, z, p) = 0, Legendresche Transformation. In dem Gebiet 
9 Ü"l sei z Ü"l zweimal stetig differenzierbar; für ein 1:S:: k :s;; n möge das 
Gebiet 9 Ü"l eineindeutig auf ein Gebiet a; (1) durch die Transformation 

Xl = Xl' ... , X"_l = X"_l' X k = zXk(!)' ... , X n = z.ln (!) 
-----

1) GOURSAT, Equations du premier ordre, S. 160. 
2) V gl. auch 11'10. 
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abgebildet werden; schließlich sei in 9 die 

(p, v:;:;: k) . 

Wird 
n 

Z(!) = J} x(l zx" - z(t) 
f!-k 

gesetzt, so bestehen neben den schon angeführten GIen 

(v = 1, ... , k-1), X" = zr (~) (v = k, ... , n) 
v 

(r) .. 
Z(!) =}) xl1 ZX - zW 

~-k I! 

auch die GIen 

(2) z =-z x., ~T'" (v = 1, ... , k - 1) 

und 

(v = 1, ... , k - 1), x. = Zx.(!) (v = k, ... , n) 

(3) 

Das ist die LEGENDRESche Transformation 1). Durch sie geht, soweit die 
Integrale die genannten Voraussetzungen erfüllen, die DGI 

(4) F(t, z, p) = 0 

in die DGl 

... , 
n 

E XI!ZXo -Z, -Zx.' .•. , -ZXTc_l' X/: , ... , X n ) = 0 
,,-Tc . 

über, die bisweilen einfacher als die ursprüngliche DGI ist. Hat man ein 
Integral Z (!) dieser DGl gefunden, so ist (3) die Parameterdarstellung eines 
Integrals von (4). 

Durch die Transformation können Integrale verloren gehen, nämlich 
solche, für welche die anfangs genannten Voraussetzungen nicht erfüllt 
sind. Es bleibt also im Einzelfall noch zu untersuchen, ob es derartige 
Integrale gibt. 

Ist st.att (4) cin(' DGI F (~, p) = 0 gegeben, in der Z selbst nicht auf· 

t.ritt, 1'10 IlIllt('t di(' tnmsformierte DGI 

F(X], ... , X k _ 1 , ZXI;' •.. , Zx l1 , - Zx" ..• , - ZXt_l_' X/:, ..• , X n) = o. 

1) Sie gehört zur Klasse der Berührungstransformationen. Bei der obigen Formu· 
lierung ist die EULERsche Transformation 11"15 in der LEGENDRESchen Transfor. 
mation mitenthalten. 
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Man kann in diesem Fall also immer erreichen, daß die größeren Komplika
tionen bei den unabhängigen Veränderlichen und nicht bei den Ableitungen 
vorliegen. 

i-I .. 

13·6. E p.l. = E :1:.1. -1"+1 ffir ein 1 ~ k < n und .-1 .-i 
1.=I.(:l!H"" :l:t_U Pt,···, P .. , E :I:.P.-Z) . 

• -t 

Durch die LEGENDREsche Transformation (2) und (3) geht die DGI 
über in die quasilineare DGI 

iJF.:~. =F .. +1 mit F.=I.(X1 , ••• ,X ... Z).l) .-1 
13·7. 1: :1:.1. = 1"+1' I. = I. (PH ... , P., i; :1:. P. - z) . Sonder-

.-1 ~-l 

fall von 13.6 Iür k = 1. 

130S. z = :l!1 Pl + . . • + :1:,. P.. + I (Pl' ••• , Pli); Clairautache DifIe.. 
f8ntialgleichUDg. Ist 1 an der Stelle Al' . . ., A.. definiert, so ist 

z = Al Xl + ... + A .. x" + I(A1 , ••• , All) 

ein Integral, und zwar ein vollständiges, wenn 1 zweimal stetig differenzier. 
bar ist. Weitere Integrale lassen sich nach 12'7 (b) herleiten oder auch mit 
der LEGENDREschen Transformation 13'5. V gl. auch II·12. 

14. Systeme von Differentialgleichungen. 

14-1. Explizite Systeme. Integrabilitätsbedingangen. Es sei ein System 
von r DGlen gegeben, das sich nach r der Ableitungen auflösen läßt. Man 
erhält so die explizite oder kanonische Gestalt des Systems2) 

(I) P,.=!,,(!,y,z,q) (p=l •...• r), 

wo "C.; y; q Abkürzungen für 

Xl' ... , xr ; Yl"'" Y.; qp"" q6 3) 

sind, ferner wieder 
az 

P. =a:e.' 

1) MANSION. lilquations du premier ordre. S. 66f. 
t) Es ist hier bisweilen zweckm!i-ßig, Funktionen durch obere Indille8 zu unter-

P' . 
scheiden. Man ka.nn da.nn Ableitungen wie z. B. ~ kurz mit I~_ bezeichnen. a:z:. -. 

') Da.bei ist ·auch 8 = 0 zugelassen; das bedeutet, da.ß !J und q nicht vor
kommen. 
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und z = z(~, y) die gesuchte Funktion istl). Grundlegend ist die folgende 
Tatsache: 

(a) Sind die r in dem betrachteten Gebiet ~(t, y, z, q) nach den Argu
menten xp ' Y., z, q. stetig differenzierbar, so erfüllt jedes zweimal stetig 

differenzierbare Integral z = 11'(~, y) die r(r i~ GIen:!) 

, . 
(2) Ir;. + g r + l} I:a (Fva + qal;) = hp + I=r + E J;a (fZa + qal:> 

a=l a-l 

(1 -s:. p., 'JI ::::; r) 

für z = 11', qa = 1I'1Ia' 

Das ergibt sich aus lI'z :r = V1z Ir. , wenn man hierin einträgt, was sich .p • • .,.. 

durch Differentiation der rechten Seiten von (I) ergibt, und zur Umformung 
nochmals auf (r) zurückgreift ). 

Man kann also zu einem gegebenen System stets noch weitere GIen auf
stellen, die auch erfüllt sein müssen, wenn das System überhaupt eine 
zweimal stetig differenzierbare Lösung hat. 

(b) Sind die GIen (2) in den Größen !, y, z, q identisch erfüllt, so heißt 
das System (r) ein explizites Involutionssystem oder ein JACoB1sches 
System oder vollständig integrierbar (system in involution; systeme corn
pletement inMgrable, passif, en involution). Die G]en (2) heißen die Inte
grabilitätsbedingungen von (I). Nur für Involutionssysteme läßt sich 
die Existenz von Lösungen allgemein beweisen. 

14·2. Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Jacobische Systeme im 
Bereich analytischer Funktionen. Die Funktionen r (t, y, z, q) seien re
gulär analytisch an der Stelle ~o, yO, zO, qO und mögen in einer Umgebung 
dieser 8telle die Integrabilitätsbedingungen (2) erfüllen. Ferner sei eine 
Funktion CI) (y) gegeben, die an der Stelle yO regulär analytisch ist und 
für die 

(v = 1, ... ,8) 

1) r.-Ian kann das System natürlich auch in der Gestalt 

Pp = IP (Zl' .... , :1:", z, Pr+l"'" Pn) (" = 1, ...• r) 

schreiben, Wie der Existenzsatz 14'2 zeigt, ist es hier jedoch zweckmäßig, die Be
vorzugung des einen Teils der unabhängigen Verä.nderlichen durch Wahl verschie
dener Buchstaben deutliche .. zu machen. 

I) Zunächst hat man wegen 1:S; ",. v:S;·r sogar rl GIen. Aber für f1 =" sind 
sie identisch erfüllt. und von den übrigen sind die GIen für ] :s; f.l < v :::;;; r mit den 
restlichen identisch. 

3) Vgl. z. B. GOURSAT, ~quations du premier ordre, S. 32f. 



14. Systeme von Differentialgleichungen. 125 

ist. Dann hat das System (1) in einer hinreichend kleinen Umgebung der 
Stelle ~o, yO genau ein regulär analytisches Integral z = tp(~, y) mit den 
Anfangswerten tp(~O, y) = w(y) 1). 

14·3. Existenz- und Eindeutigkeitssatz für Jacobische Systeme im Be
reich reeller Funktionen. ZUfÜCkführung des Systems auf eine einzige 
Differentialgleichung durch die A. Mayersche Transformation. 

(a) Bei festen ~. seien die Funktionen r(~, y, z, q) in dem Bereich 

I Xv - ~.I ~ a; y, z, q beliebig 

zweimal stetig differenzierbar, und es sei 

J I f;.1 ' I f~.1 ' I f: I ' I f~v I ' I ~ A . 

)1,fvI'Y'!' If~l'zl, I f:l'l1. I, Ifi.l, Ifi,.I, 11:1",,1 
Ferner seien die Integrabilitätsbedingungen (2) erfüllt. 

Die Funktion w(y) sei für beliebige y stetig differenzierbar und erfülle 
die UnGlen 

8 

(5) Iw/,) + 17 IWI/I'II.I :;;;; B 
.=1 

(ß = 1, ... ,8). 

Schließlich sei 

(6) O<P<r~log(1+28~i!1») und O(=Min(a,p). 

Dann hat das System (I) in dem Bereich 

(7) IX,. - ~.I.:s;: r:t: y beliebig 

genau ein zweimal stetig differenzierbares Integral z = tp(~, y) mit den 
Anfangswerten tp(~l"'" ~" y) = W(y)2). 

(b) Der Beweis läßt sich dadurch erbringen, daß das System (1) durch 
dic A. MAYERsche Transformation (vgl. 6'4) auf eine einzige DGl zurück
geführt wird. Das kann auch von Wert für die wirkliche Lösung eines 
gegebenen Systems sein. Die l\UYERsche Transformation wird dabei in 
folgender Weise benutzt. Die r unabhängigen Veränderlichen Xl"'" X, 

werden als Funktionen von r + 1 unabhängigen Veränderlichen u, u t ' ... , ur 

mittels der GIen 

(8) «(! = 1, ... , r) 

für I U I :s;: 1, I ue IS;;O( dargestellt. Dann nehmen die xI.' alle Werte des 
Bereichs I xe - ~(! I :s;: 0(, und zwar sogar mehrfach an. Statt des Sy-

1) Vgl. GOURSAT, Equations du premier ordre, S. 35-38. 
2) Vgl. E. KAMKE, Math. Zeitschrift 49 (1943) 267-275; dort auf S. 269f. auch 

weitere Literaturangaben. 
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stems (I) wird nun die DGI 

(9) 

betrachtet. in der 'U, 111, . . ., y, als unabhängige Veränderliche und 
"'1' ... , 'Ur als Parameter angesehen werden. Ist Z = 1JI('U, y; 'ILt., ••• , 'Ur) 
das nach r2·6 (a) existierende Integral dieser DGI mit dem von den 'U" 
unabhängigen Anfangswert (das ist wichtig) 

1JI (0. y; 'ILt. ••••• 'Ur) = CO (y). 
so ist 

z(!, y) = 1JI(1, y; Xl - EI' .•.• X, - Er) 

das gesuchte Integral des System" (I). 

(0). Beispiel: 1'1='1.I +y. 1'I='1.I+y. 
Das Systflm ist ein involutorisches. Wird EI = EI = 0 gewä.hlt und daher z" = U u" 
gesetzt, 80 lautet die DGl (9) 

Z" = (u1 + u.) (Z; + y) • 

Für diese DGl findet man aus den zugehörigen charakteristischen GIen das Integral 

Z = A(u1 + Us) U - i (A - y{t + B. 

Sind A. B unabhä.ngig von Ut, Us. so hingt Z, wie es sein soll, für U = 0 nicht von 
Ut, u2 ab. WiJod U u" = z" eingetragen, so erhilt man für das gegebene System die 
Integrale 

2 t Z=A(ZI+Z.)-3"(A-·y) +B. 

(d) Hängen die Funktionen!",. co noch von Parametern ab und sind sie 
mehrmals differenzierbar, so gilt folgender Satz I) : 

Die Funktionen2) IIJ(~, y, z, q, A.) mögen in dem Bereich 

IX., - E" I ;::;;: a 3); y, z, q beliebig; AI';::;;:),I';::;;: A: 3) 

stetige partielle Ableitungen rul" I~, 1:1' haben, und diese seien nebst den 

Funktionen r selber k.mal stetig differenzierbar (k;;;:: 1) nach allen 
r + 28 + m + 1 Argumenten x"' y., z, q~, J.v • Ferner seien die UnGlen (4) 
und die Integrabilitätsbedingungen (2) erfüllt. 

Die Funktion w(y.),) möge in dem Bereich 

(ro) y beliebig; AI';::;;:),I';::;;: A: 

1) E. KAKKE, Math. Zeitschrift 49 (1943) 267-276. 
I) Der Kürze halber steht E; y; q; A für :r:a, ... , Zr; Yl' •.• , y,; '1.1' ••• , '1.,; 

At, .•. , Am· 
I) Hier kann an einel" beliebigen Stelle das Gleichheitszeichen gestrichen werden. 

Es ist dann auch bei (10), (7) und (u) an den entsprechenden Stellen das Gleichheits
zeichen zu streichen. 
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stetige partielle Ableitungen ((I,,. haben, und diese seien nebst co selber 

k-mal stetig differenzierbar nach den Y., A •. Weiter sei (5) erfüllt. 

Schließlich seien p, IX wieder gemäß (6) gewählt. 

Dann hat das System (1) bei gegebenen il. in dem Bereich (7) genau ein 
zweimal stetig differenzierbares Integral z = Y'(t, y, A) mit den Anfangs
werten 

Y'(e1 , ',' ., ~" y, A) = co(y, t.). 

Die Funktion Y'(r, y, A) ist nebst den Ableitungen Y'z , "p" in dem Bereich 
• • 

(II) I x, - ~.I ~~; y beliebig; A,.:s.: il,. :::;: A: 
k-mal stetig differenzierbar nach &l1en r + 8 + m Argumenten x .. ' Y ... il ... 

(e) Wird , 
co(y, il) = J" + E il/J Y/J 

/J-1 
gewählt, so ergibt (d), angewendet auf das System (1) mit Funktionen", 
die von t. unabhängig sind, für dieses System die Existenz eines vollstän
digen Integrals z = Y'(t, y, il) in einer hinlänglich kleinen Umgebung von 
xI! = ~f1 (e = 1, ... , r), d. h. eines Integrals, für das 

ist. 

o ('P, '1'''1' ••. , 'P",) =F 0 
o (AO' Al' •.• , A,) 

(I) Ist das System (I) nicht in einem Bereich (3) gegeben, 80 wird man 
versuchen, den Existenzbereich der Funktionen r und (i) so zu erweitern, 
daß der Satz (a) anwendbar ist. 

14.4. lacobische und Poissonsche Klammem. Bei allgemeineren Sy
stemen, wie sie in I4·5ff. betrachtet werden, treten statt der GIen (2) 

die GIen 14'5 (13) auf. Einige Eigenschaften dieser GIen werden hier vorweg 
angeführt. 

In dem Gebiet l ) <»(t, z, y} sei F(r, z, y) eine stetig differenzierbare 
Funktion ihrer 2 n + 1 Veränderlichen t, z, y, ebenso G(t, z, y) und eine 
etwa auftretende Funktion H (t, z, y). 

(a) Die JAcoBISche eckige Klammer [F, GJ (combinant; crochet) 
ist definiert durch,l) 

tl 

[F, GJ = IJ {(Fzp + Y. Fz) GII• - (Gz. + Y. Gt ) Fr) .-1 
1) Es steht E für al1, ••• , Z" und y ffir 'fit, ... , y,.. 
I) FORSYTB, Diff. Equations V, S.102. Häufig wird [G,F] statt [F, G] geschrieben, 

80 z. B. bei GOURSAT, EquatioDS du premier ordre, S. 207fI. 
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ÖX1 uX .. 

(,der bei Verwendung der Abkürzung 

dF 
-d =F:r + g.F. z 0 

durch 

.. (dF dG) 
.[F, G] = l} dx. Gy. - Fy.dx. . 

0=1 

(b) Offenbar ist 

[F, C] = 0 für eine beliebige Konstante C; 

[F,F] = 0, [F, G] = - [G,F]. 

(c) Für zweimal stetig differenzierbare Funktionen F, G, Histl) 

([F, G], H] + [[G, H],F] + [[H,F],G] = F.[G, H] + Gz[B,F] + Hz[F,GJ. 

(d) [F, Z] = 0 ist bei gegebenem F nach (a) eine lineare homogene DGl 
für Z = Z(~, z, y). 

(e) Tritt z in F nicht auf, d. h. handelt es sich um Funktionen F(~, y) 

und entsprechend bei G undH, so geht [F,G] in die POIssoNsche Klam
mer (F, G) (combinant; parenthese) über, die also nach (a) durch 

n n o(F,G) 
(F, G) = E (Fx Gy - F II Gx ) = l} c( ) 

.-1 •• •• o-} x., y • . 
definiert ist 2). 

(I) Aus (c) wird jetzt') 

(F, G), H) + (G, H), F) + (H, F), G) = O. 

(g) Hieraus folgt: Ist F zweimal stetig differenzierbar und sind 11'1 (~, y), 
1JI2(~' y) zweimal stetig differenzierbare Integrale der DGl (F, Z) = 0, so 
ist auch (11'1,11'2) ein Integral dieser DGl4). 

1) A. MAYER, Math. Annalen 9 (1876) 370. GOURSAT, Equations du premier 
ordre, S. 258f. Bei FORSYTH, a. a. 0., S. 114 steht ein falsches Vorzeichen. 

I) FORSYTH, Diff. Equations V, S. 104. 112. GOURSAT, Equations du premier 
ordre, S. 254ff. - Für den Zusammenhang mit den LAGRANOEschen Klammern 

n 

[u, v] = }; (X~ y: - X~ y~) 
;=1 

für Funktionen XP(u, v), Y"(u, v) s. WHITTAKER, Analytische Dynamik, S. 316 
bis 319. 

3) Vgl. W. F. DONKIN, Philosophical Transactions London 144 (1854) 71-113. 
FORSYTH, Diff. Equations V, S. 112. GOURSAT, Equations du premier ordre, 
S. 255f. 

') Satz von POISSON. Vgl. GOURSAT, Equations du premier ordre, S. 256. 
WHITTAKER, Analytische Dynamik, S. 340f. 
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14-5. Allgemeine Systeme. KJammerbüdung. Es sei das DGlsSystem1) 

(12) FI'(,,!, z, p) = 0 (I-' = 1, ... , m) 

gegeben; dabei steht wieder! für Xl' ••• , X" und p für PI' ... , P,,; z = z("!) 
ist das gesuchte gemeinsame Integral der m GIen (I2). über die F" wird 
vorausgesetzt, daß sie in dem betrachteten Gebiet (f; (,,!, z, p) ihrer 2" + 1 
Variablen stetig differenzierbar sind. 

(a) Jedes zweimal stetig differenzierbare Integral des Systems (I2) ge
nügt auch den durch Klammerbildung entstehenden GIen 

(I3) [PP, r] = 0 (1 ~ 1-', v:;; m); 

dabei ist F"'''(!, z, p) = [F", F'] die durch 14·4 (a) definierte JAcoBJsche 
Klammer. Das ergibt sich ähnlich wie 14.1 (a) 2). 

Man kann also zu einern gegebenen System stets noch weitere GIen 
aufstellen, die erfüllt sein müssen, wenn das System überhaupt lösbar ist. 

14·6. Involutions- und vollständige Systeme. 

(a) Das System (12) heißt ein Involutionssystem, wenn (zur Defi
nition der Klammern s. 14·4 (a») 

(14) [FP, F"] = 0 (1 :;; 1-', v:;; m) 

in allen Variablen !, z, p ist; die GIen (14) heißen die Integrabilitäts
bedingungen von (12). Für explizite Systeme (I) stimmt diese Definition 
nur dann mit der in 14.1 (b) gegebenen Definition überein, wenn alle FP 
von z selbst frei sind. 

(b) Das System (12) heißt ein vollständiges System, wenn 

[F", F"] = 0 (1 :;; 1-', ." :;; n) 

ist für alle Zahlensysteme !, z, p, welche die rn Gien (12) erfüllen 3). 

(c) Um die Lösung eines gegebenen Systems (IO) vorzubereiten und 
einen gewissen Anhaltspunkt über die Menge der Integrale zu erhalten'j, 
ergänzt man (12) zu einem vollständigen System (vgl. 6·3 (c)), indern man 
die GIen (13) bildet (Prozeß der Klammerbildung) und von diesen GIen 
diejenigen zu (I2) hinzufügt, die nicht im Sinne von (b) eine "algebraische" 
Folge der GIen (12) oder der schon zu (12) hinzugefügten GIen sind. Auf 
das so ergänzte System wendet man dann das Verfahren der Klammer
bildung von neuem an; usf. Eine notwendige Bedingung für die Lösbarkeit 

1) Statt von einem System spricht man auch von gekoppelten DGIen. 
I) Vgl. FORSYTH, Diff. Equations V, S. 101-103. GOURSAT, Equations du 

premier ordre, S. 286f. 
8) Man drückt dieses auch so aus, daß die GIen [FI', J'I'] == 0 eine algebraische 

Folge von (I2) sein sollen. 
') Man stellt sich dabei vor, daß (d) und 14·3 (a) anwendbar seien. 
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des gegebenen Systems besteht offenbar darin, daß jedes erweiterte System 
"algebraisch lösbar", d. h.lösbar sein muß, wenn &" z, P als Zahlen betrachtet 
werden. 

Beispiel: P1 P2 = Xa :l:t , Pa Pt = :1:] :1:1 , 

Hier kommt die gesuchte Funktion % selbst nicht vor. Die JAcoBJSchen Klammern 
reduzieren sieh also auf die POISsoNschen Kla.mmem. Durch Kla.mmerbildung er. 
hält man die GI 

:1:1 PI + :1:2 P, - 01:3 Pa - :1:4 Pt = O. 
Das System der drei Gien ist nun vollständig; denn z. B. ergibt Klammerbildung 
der ersten und dritten GI 

2 (Xa :1:4 - P1 Pz) = 0 , 
und diese GI ist eine Folge der ersten GI. 

(d) Überführung eines vollständigen Systems in ein Involutionssystem. 
Das System (12) mit m:;:;; n sei vollständig, und die GIen (12) mögen durch 
Funktionen 

(15) 'Pp =!p("l, z, 'Pm+!"'" 'Pn) (Il = 1, ... , m) 

erfüllt sein, die in einem Gebiet 9 ("l, z, 'Pm+l' ... , 'Pn) existieren und dort 
stetig differenzierbar sind; ferner sei 

8(Fl, .. . ,Fm) 

O(P1' ... , Pm) 

nach Eintragung der Ausdrücke (15) in keinem Teilgebiet von 9 identisch O. 
Dann ist (15) ein Involutionssystem im Sinne von 14'1 (b}1). 

(c) Ist das System (12) in (ß(&" z, p) ein Involutionssystem im Sinne 
von Ca) und sind die F" in (ß sogar zweimal stetig differenzierbar, so bilden 
die linearen homogenen DGIen 

[F", Z] = 0 (Il = I, ... ,111) 

ein vollständiges System im Sinne von 6'3 (b) 2). 

14·7. lacobis Lösungsverfahren 3) für ein von z freies Involutionssystem. 
Es handelt sich um das System 

(16) F"("l, p) = 0 (Il = 1, ... , tn) 

mit m:;:;; n, bei dem also die gesuchte Funktion z selbst nicht auftritt. 
Dieses System sei im Gebiet (ß-(&" p) ein Involutionssystem. Wenn es ge· 
lingt, das System durch n - m GIen 

(17) r+l(~, p) = 0, .. . ,F"(&" p) = 0 

1) Vgl. FORSYTH, .Diff. Equations V, S. 118-120. 
I) Vgl. FOBSYTH, a. a. 0., S. 135f. GOUB8A.T, EquatioIlS du premier ordre, 

S. 289. 
8) Sog. "Nova methodus". 
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BO zu ergänzen, daß das Gesamtsystem der n GIen ein Involutionssystem 
ist, wenn außerdem das System der n GIen eine Lösung durch stetig dif

ferenzierbare Funktionen 

(r8) 

hat und wenn schließlich 

O(Fl, ...• F") 

o (PI' ... , Pn) 

(l-'=l, ... ,n). 

nach Eintragung von (r8) in keinem Teilgebiet des betrachteten !-Bereiches 
= 0 ist, so ist (r8) nach r4·6 (d) ein Involutionssystem, also f: = J; und 

• p 

somit 6·r anwendbar. Jede Lösung von (r8) ist dann insbesondere eine 
Lösung von (r6). Da dann auch 

Fm+l = A m+l , ... , F n = An 

zusammen mit (r6) für beliebige Konstante A v ein Involutionssystem ist, 
bekommt man statt (r8) auch ein von den A. abhängendes System 

(r8a) Pp =!"(!; A>n+1' ... , An)' 

und hieraus Integrale, die von den Av abhängen, und kann so zu einem voll
ständigen Integral des Systems (r6) gelangen. 

Es kommt also wesent1ich darauf an, die GIen (r7), d. h. die Funk
tionen Fm+1, ... , Fn zu finden. Das kann schrittweise geschehen. Dabei 

wird vorausgesetzt, daß die FP sogar zweimal stetig differenzierbar sind. 
Zunächst ist Z = Fm+1 so ausfindig zu machen, daß die Integrabilitäts
bedingungen 

(pt, Z) = 0, ... , (Fm,Z) = 0 

identisch in !, " erfüllt sind. Diese GIen bilden nach I4'4 (d) ein lineares 
homogenes DGIsSystem für Z, und zwar nach r4·6 (e) ein vollständiges 
System. Um eine nicht-triviale Lösung l ) dieses Systems zu erhalten, kann 
man die Sätze von 6 anwenden. Hat man eine solche Lösung Z = Fm+l 

gefunden, so hat man weiter die linearen GIen 

(F-u, Z) = 0 (I-' = 1, ... , m + 1) 

zu lösen usf. Dabei ist darauf zu achten, daß schließlich die Determinanten

bedingung (19) erfüllt ist. 

Beispiel: In ]4'6 (c) wa.r festgestellt, daß das System 

PI pz - x3 x~ = 0, Pa p, - :1:1 x2 = 0, :1:1 PI + :1:2 P2 - :1:3 P3 - X, p, = ° 
vollständig ist. Löst man es nach Pt, P2' P3 auf, so erhält man nach 14'6 (d) und (30) 
ein Involutionssystem, und zwar 

(*) 

1) Man braucht nur eine solche Lösung. 
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sowie ein zweites System, das aus diesem durch Vertauschung von x,., PI mit :1:" p, 
hervorgeht. Es genügt also, das obige System weiter zu behandeln. Man hat nun 
die linearen DGIen 

(PI- x~:~, z) = 0, (P2- x~:" z) = 0, (1'3 - X~:2, z) = 0 

zu lösen. Diese lauten hier 

, X2 X 3 Z X3 X 2 
ZX, T p~ x, + P, Z". + P, ZP. = 0, 

Z x, Z X, P, p, 
x - - x - -2- Z" + - Z" = 0, 
• x 2 ' x 2 • X 2 ' 

Z ,Xl Xz Z X 2 Xl 
x. T P: x, + P, Zp, + p~ Zp, = O. 

Ein Integral dieses linearen Systems ist offenbar Z = p, - Ä. Nimmt man die 
:1:2 

hieraus entspringende GI Z = 0 zu den drei Gien (*) hinzu, so erhilt man 
:1:3 Xl 

PI = A' P2 = A x" Pa = "A-' Pt = A 2:" 

und hieraus schließlich das vollständige Integral 
1 

Z = Ä Xl 2:3 + A X2 2:, + B 

sowie das hieraus durch Vertauschung von Xl und 2:2 hervorgehende. 

14-8. Beranziehung der Legendreschen Transformation zur Verein. 
fachung des SYBtems und Erledigung von Ausnahmefällen. 

(a) Manchmal lassen sich die vorkommenden Variablen und Ableitungen 
bei geeigneter Numerierung so in zwei Klassen 

Xv' .. , XJ:_I' PI' ... , P/C-I und x/c"'" xn ' PJ:' ... , Pn 

einteilen, daß die Abhängigkeit der linken Seiten F/A des Systems (16) 
von den PI" .. , P/C-I einfacher als von den Xl' ... , XJ:_l' dagegen umge
kehrt die Abhängigkeit von den x/c' ... , x" einfacher als von den p", ... , Pn 

ist. In einem solchen Fall empfiehlt es sich, die LEGENDREsche Trans
I'Ürmation 13'5 anzuwenden. Durch sie geht das System (16) in 

F/A(Xl>"" XJ:_I' PIe' ... , p .. , - PI' ... , - PJ:-l' X"J" ., X n ) = 0 

über, und diese GIen hängen nun, was für ihre Lösung vorteilhaft sein kann, 
von den Ableitungen p. in einfacherer Weise als von den X. ab. 

(b) Bei dem JACoBlschen Lösungsverfahren 14'7 war eine Voraus
setzung über das N!thtverschwinden der Determinante (19) gemacht. Es 
kann vorkommen, daß sich das Involutionssystem zwar einigermaßen 
leicht durch GIen (17) zu einem Involutionssystem von n GIen ergänzen 
läßt, dafür aber nicht jene Voraussetzung erfüllt ist. Ist wenigstens 

8(Fl, ... , F"') =F 0, 
8(P1' " ., Pm} 
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80 läßt sich das System (16), (17) bisweilen durch die LEGENDBEsohe Trans
formation 13'5 in ein solches überführen. für rlas die Voraussetzung über 
die Determinante (19) erfüllt istl). 

Ist nämlich für ein geeignet gewähltes Tc > m 

8(F1, •. . ,FfI) =1= 0, 
8(1'1" ··,Pt-l, ~k"'" ~n) 

so geht (16), (17) durch die LEGENDBEsche Transformation 13'5 in ein In
volutionssystem 

«Pl(.l, P) = 0, ... , ~fI(.l, P) = 0 

über, bei dem jetzt 
8 (tJ)1, ••• , tJ)fI) =1= 0 
8(P1'" "PfI) 

ist. Bei der Anwendung der Transformation ist zu beachten, daß durch die 
in 13'5 genannten Voraussetzungen Integra.Ie verloren gehen können. 

(c) Beispiel: y' r + Z l' + 31/ q = O. 

Die DGI kann als ein System (16) mit m = 1, il = 2 angesehen werden. Nach 
14'7 ist eine zweite, mit ihr in Involution befindliche GI ausfindig zu machen. 
Aus den charakteristischen Gien der gegebenen DGI erhält man die VoTintegrale 
(vgl. 12'8) 

:Te 
1/ ...a = const und - - " = const 

l' 1/1" 1I , 

und jede dieser beiden GIen bildet mit der gegebenen nach 12·8 ein Involutiou
system. 

Wählt man das erste Vorintegral, so hat man die Gien 

und erhält daraus 

A A -t AI 
P=-a-' q=-gZl! -g' 

Vi 

_.1 A3 
,=Az1/ 3_a-y+B 

als ein vollständiges Integral der gegebenen DGI. 

Wählt man das zweite Vorintegral, 80 hat man die GIen 
Z 

,,,.-1/=.4., 1/' r+:lp+31/q=O. 

Jetzt ist die Auflösung nl\ch Pt q unangenehmer, Führt man durch die LEGENDBEsch8 
Transformation p. q als neue unabhängige Verl.nderliche ein, d. h. setzt man 

z=P, 1'=X, y= Y. g=-Q. z.=XP-Z, 

so wird aus den Gien 
P 

XI Y - Y = A, Y2 XI + .x P - 3 Y Q = O. 

1) Vgl.A.MAYEB. Math.AnnaIen8(1876) 313-318. FOBSYTlI, Diff.EquationsV, 
S. 127-133. GOlmSAT, tquations du premier ordre, S. 281-286. 
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8zl 8z,. 

Hieraus erhllJ.t man 

P = XI Y(Y + A), Q = ~ XI (2Y + A). 

Aus der ersten GI ergibt sich 

Z = j XI Y (Y + A) + D(Y), 

und hiermit aus der zweiten GI D'(Y) = 0, also 
1 

Z=äX8Y(Y+A)+B, z=P=XIY(Y+A). 

Die Riicktransformation führt schließlich zu 

Z =! zt (yl + A y)-t + B. 
3 

14-9. lacobis Lösungsverfahren für das allgemeine System. 

(a) Ist das allgemeine System 

(I2) FP (t, Z, p) = 0 (p. = 1, ... , m) 

gegeben, so kann man dieses durch eine der Transformationen 12'3 in ein 
System überführen, bei dem die gesuchte Funktion selbst nicht vorkommt, 
und dann nach weiterer Vorbereitung des Systems gemäß 14'5 (c) das Ver. 
fahren 14'7 anwenden. Der Vorteil, daß die gesuchte Funktion selbst nicht 
auftritt, bringt den Nachteil mit sich, daß die Anzahl der unabhängigen 
Veränderlichen um 1 gewachsen ist. 

Man karln aber die JACoBlsche Methode 14'7 auch unmittelbar auf 
Involutionssysteme (I2) übertragen. Vorweg sind zwei Sondedälle zu 
behandeln. 

(b) Das obige System (12) sei vollständig, und es sei m = n. + 1. Das 
System habe eine Lösung durch Funktionen 

(20) Z=1/I(t), P.=1/I.(t) (1I=t, ... ,n.), 

die in einem Geliiet 9 (t) stetig diffelenzierbar sind und für die 

(21) 
8(Fl, ... , F"+l) 

8(z, PI' ... , Pli) 

nach Eintragen von (20) in keinem Teilgebiet von 9 identisch 0 ist. Dann 
ist 1/1 sogar zweimal stetig differenzierbar, und 1/1:/: = 1/1" (v = 1, ... , n), 

" also 'P ein Integral von (12). 

Für m S;; n + 1 gilt folgende Verallgemeinerungi): Das System (12) Sel voll· 
ständig und habe eine Lösung durch Funktionen 

(22) Z = 'P(r), Pp = 'Pp(!' Pm"'" Pli) (p = 1, ... , m - 1), 

die in einem Gebiet 9(~, Pm' ..• , Pli) stetig differenzierbar sind und für die 

8(Fl, ... ,rn) 
8(z, PI"'" Pm-d 

1) C. RUSSYAN, Communications Kharkoff (4) 8 (1934) 57-60. 
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nach Eintragen von (22) in keinem Teilgebiet von g identisch Null ist. Dann ist 
Z = 'P(!,) ein Integral von (12). 

(e) Das System (I2).sei vollständig, und es sei m = n. Die GJen (r2) 
seien durch Funktionen 

Pp = fv(~' z) ('V = 1, ... , n) 

tlrfüllt, die in einem Gebiet g (~, z) existie.ren und dort stetig differenzierbar 

sind. Ferner sei 
o (Fl, •. . ,Fn) 

o (PI' •.• , Pn) 

nach Eintragung von (23) in keinem Teilgebiet von g identisch O. Dann ist 
(23) nach 14.6 (d) ein Involutionssystem, und zwar einer in 7.1 behandelten 
speziellen Art. 

(d) JACOBIS Lösungsverfahreni). Das System (12) sei im Gebiet C»(~, z, p) 
ein Involutionssystem mit m:::;; n. Wenn es gelingt, dieses System (/llrch 
GIen 
(25) FJA(~,z,p)=O (!-'=m-r1 •... ,nodern+l) 

so zu ergänzen, daß im g&.nzen ein Involutionssystem von n oder n + 1 GIen 
vorliegt, so kann man das System nach (c) oder (b) lösen, falls auch die 
übrigen dort angeführten Voraussetzungen erfüllt sind. Man kann dabei 
auch noch die Nullen auf den rechten Seiten von (25~ durch beliebige Kon
stante ersetzen und so zu einem vollständigen Integral von (12) gelangen. 

Es kommt also wesentlich darauf an, die n - moder n - m + 1 linken 
Seiten der GIen (25) zu finden. Das kann wieder schrittweise geschehen, 
wie in I4'7 (b) geschildert; mau hat dort nur die runden Klammern durch 
eckige zu ersetzen. 

1) Vgl. FOBSY7'H, Dill. Equations V, S. 13.t-137, 146-164. 



E. Einzel-Differentialgleichungen. 

Vorbemerkungen. 
Das bei den gewöhnlichen Differentialgleichungen (s. I C) benutzte 

Prinzip einer ziemlich strengen lexikographischen Anordnung ist hier nicht 
vorteilhaft. Es ist daher durch folgendes Prinzip ersetzt worden: Die 
DGlen sind zu gut unterscheidbaren Bündeln zusammengefaßt, und diese 
Bündel sind in leichter Anlehnung an das frühere lexikographische Prinzip 
geordnet; vgl. dazu das Inhaltsverzeichnis auf S. XI. 

Bei den linearen DGlen ist eine IBasis (Hauptintegral), bei den nicht
linearen DGlen im allgemeinen ein vollständiges Integral angegeben. 
Q(~, ... , 'Ur) bedeutet stets eine beliebige stetig differenzierbare Funktion. 
Bei den linearen und quasilinearen DGlen für Funktionen von drei unab· 
hängigen.Veränderlicl1en habe ich, um Indizes zu sparen, die unabhängigen 
Veränderlichen mit x, y, z und die gesuchte Funktion mit w(x, y, z) be
zeichnet. Sonst sind die unabhängigen Veränderlichen mit x, y und 
Xl' .•• , xn ' die gesuchte Funktion mit z, ihre Ableitungen mit p, q und 
PI' ... , Pn bezeichnet. 

1. F(z, y, z, p) = o. 
1·1 F(z, y, z, p) = 0 

Da. hier nur eine Ableitung vorkommt, kann die DGl als eine gewöhn
liche DGl für eine Funktion z (x, y) angesehen werden, in der y die Rolle 
eines PaL"ameters spielt. 

1.·2 p=j(x) 

z = f fex) ax + beliebige stetig differenzierba.re Funktion von y. 

1·3 p= f(y) 

Z = X f(y) + beliebige stetig differenzierbare Funktion von 11. 
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~p=y 

z = y log I x I + beliebige stetig difierenzierbare Funktion von y. 

Nach 1·1 hat man eine gewöhnliche DGI zu lösen. Für die8e s. I A 
4.6 (c). 

(a~+by+cz)np=l; a=l=O, 0=1=0, n>-1. 

Gesucht ist ein Integral, das für I x I + I y I ~ ° ebenfalls gegen 0 
strebt. Für u(x, y) = a x + b y + e z(x, y) wird aus der DGI 

unux = 1. 
aun + c 

Bei Berücksichtigung der Anfangsbedingungen folgt hieraus 

(I) 
u f uftdu 
--= x + (/)(y) , 
auft + c 

o 
wo (/)(y) eine beliebige stetig differenzierbare Funktion mit (/)(0) = 0 ist. 
Für hinreichend kleine I u1 ergibt die Reihenentwicklung des Integranden 
und nachfolgende Integration 

un+1 

(n + 1) c + ... = x + (/)(y). 

Daraus folgt, daß man aus (I) in der Tat Integrale der gewünschten Art 
erhält. 

FORSYTlI, Di1f. Equations V, S. 168-160 (dort umständlicher). 

2. Lineare und quasilineare Differentialgleichungen mit zwei 
unabhängigen Veränderlichen. 

2-1-2-12. f(~,Y)p +g(~,y)q=O. 

a p + b q = 0; vgl. D 2'4 (a). 

Man kann auch die Transformation 

z(x,y)=C(~,1'J), ~=ax+by, 1/=bx-ay 

vornehmen. Aus der DGl wird dann Ce = 0, und hieraus folgt 

C=Q(1/), d. h. z=Q(bx-ay) 

mit einer beliebigen stetig difierenzierbaren Funktion Q('YJ). 

I·S 

1·6 
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2·2 a:xJ p + b Y q =0; vgl. D 2'4 (b), 2'5 (b). 

Ein Hauptintegral ist I X 16 I y 1-0 • 

2'3 a y p + b 00 q = 0; vgl. D 2'4 (a), 2'5 (a). 

Ein Hauptintegral ist z = b x2 - a y2. 

Die charakteristischen GIen sind 

x' (t) = a1 x + b1 Y + cl> y' (t) = aa x + b2 Y + ca' 

Für beliebige Zahlen Ä., p. folgt hieraus 

(I) Ä. x' + P. y' = (al Ä. + a2 p.) x + (bI Ä. + b2 p.) Y + Cl)' + C2 p.. 

Die Zahlen Ä., p. lassen sich so bestimmen, daß sie für eine geeignete Zahl 11 

eine nichttriviale Lösung der GIen 

(2) al Ä.+a2 p.=8Ä., b1 Ä.+b2 p.=IIp. 

sind. Dann wird aus (I) 

(3) Ä x' + P. y' = 8(Ä. x + p. y) + Cl Ä. + C2 p.. 

Die Zahl 8 ist dabei so :tu wählen, daß sie eine Nullstelle der Determinante 

ist. 
(A) (al - b2)2 + 4 a2 b1 9= O. Dann hat die Determinante (4) zwei 

verschiedene Nullstellen 81 ,82 , und zu jedem dieser 8. gibt es eine eigent
liche Lösung Ä., P. von (2). Ist weiter 

(Aa) alba - a2 bl 9= O. Dann ist 81 9=0 und 8a =1= 0, und aus (3) 
folgt 

Al ~' + PI y' As ~' + PI y' 
-..,.:;----;--=-
~~~+~~+~~+~~ ~~x+~~+~~+~~· 

Diese GI kann integriert werden und führt zu einer Funktion, die längs 
jeder Charakteristik konstant ist. Damit erhält man das Integral 

181 (Al ~ + Pt y) + )'1 Cl + Pi c2 1" z= . 
IS2 (A2 ~ + Pa y) + Aa 01 + Pa 0a r· 

(Ab) a1 b2-a2 b1 =0. Dann hat (4) die Nullstellen 81 =a1 + ba, 8a = O. 
und die GIen (3) lauten 

Ä1 x' + Pt y' = 81 (Äl X + Pl y) + Ä1 Cl + Pl C2. 

Äa X' + Pa y' = Äa Cl + Pa Ca' 
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Ist Ä:! Cl + P2 c2 = 0, SO liefert die letzte GI das Integral z = Ä:! x + #2 Y· 2'4 
Ist Ä:! Cl + P2 ~ =l= 0, so kann man beide GIen durch ihre rechten Seiten 
dividieren. Die neuen linken Seiten stimmen dann überein und liefern 
eine integrierbare GI. Aus dieser erhält man das Integral 

Z = 81 ;2 x ~ 1'2 1/ - log ! 81 (Äl X + PI y) + ÄI Cl + PI C2 ! . 
2 Cl 1'. CI 

(B) (al - b2)2 + 4a2bl = O. Die Determinante (4) hat die doppelte Null-

stelle 8 = ! (al + b2), und für diese bestehen die GIen (2) und (3) mit geeig

neten Zahlen Ä, P, die nicht beide Null sind. 

(Ba) 8 =t= O. Man kann nun eine lineare Funktion a x + ß y + y so wählen, 
daß für jede charakteristische Grundkurve 

6) d. axfß1L±X __ = 1 
( dtS(;'X+.llY)+CI;'+c2t~ 
ist. Denn dieses ist wegen (3) der Fall, wenn 

(Äx'+py') (ax'+ßy') -8(ax+ßy+y) (Äx'+py') 

= (A x' + P y') [8 (AX + P y) + ClÄ + c2P] 
ist, und dieses ist richtig, wenn 

a x' + ß y' - 8 (c X + ß y + y) = 8 (A x + P y) + Cl Ä + c2P 
ist. Nach Eintragung der charakteristischen GIen ist dieses 

ü (alx+ bl y+ Cl) + ß(a2x+ b2 y+ C2) -8 (ax+ß y+ y) 

=8 (AX+ P y) + ClA + C2 !l. 

Hieraus erl:ält man für a, ß, y die GIen 

l(al -8)a+a2 ß=Ä8 

I bl (l + (b2 - 8) ß = !l8 

Cl a + C2 ß - 8 Y = Cl Ä + C2 /l· 
(7) 

Da 8 =t= 0 ist, erhält man aus der letzten GI y, wenn die beiden vorangehen
den GIen lösbar sind. Die Determinante ihrer linken Seiten ist 0, und es 
bestehen zwischen den Koeffizienten der linken Seiten dieselben Abhän
gigkeiten wie zwischen den rechten Seiten, nämlich 

(a l -8)tt=bI Ä, a2 /l=(b2 -8):'; 

denn wegen 28 =a1 + b2 sind diese beiden GIen gerade die GIen (2). 

Daher lassen sich die Zahlen a, ß, y so wählen, daß sie nicht alle Null 
sind und die GIen (7) erfüllen, also nach (3) und (6) 

J,x'+.uy' d ax+ßy+y 
-s--:-U::-,X----,-+-l-I y) + Cl}' + C2/~ dT s(;'·x + tty) + CI;'-~.u 

ist. Dann ist 

z =log/8 (Äx+ fly) + clÄ + c2 pl-s- (~ +IXX +)p+y + ~y+ 
8 I\. X tt Y Cl" C2.u 

ein Integral 
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(Bb) 8 = O. Dann hat die DGl als Hauptintegral ein leicht zu finden. 
des Polynom höchstens zweiten. Grades. 

2'5 x 2p +y2 q =0 
1 1 

z=---. 
y :e 

2.6 (~_y2)p +2xyq=0 

Die charakteristischen Grundkurven sind die Kreise x 2 + y2 = 0 y. 

Ein Hauptintegral ist z =:e2 +y~. 
y 

Mitteilung von SCHWEIZER. 

2'7 (Aox-A1) P + (Ao y-A2) q =0, A. = a. + b, X + 0. y; s.4·9. 

2·8 a x"' p + b y" q = 0 

Ein Hauptintegral ist 

z = b(n - 1) x1- m - a(m - 1) yl-.. für m =l= 1, n =l= 1; 

z = b log I x I + n ~ 1 yl-.. für m = 1, n =j=: 1; 

und entsprechend für m =l= 1, n = 1. 

2'9 P cos Y + q sin x = 0 

2·10 

z = eos x + sin y. 

y f(x) p + Y f(y) q = 0, j(t) = j; a. t' vom Grad :;:;;; 4; Sonderfall von 
,=0 

2·II, 4.12. Vgl. auch I C 1'71. 

z = (VM + V!(y»2 _ a,(x + y)2 - a~(x + y). 
x-y 

Für z(x, y) = C(~, '1), ~ =~, '1 = ~ geht die DGI in dieselbe DGl mit 
x Y 

e, '1, C statt x, y, z und mit j(t) = ao t,4 + ... + a, über. Daher ist auch 

z = (XI Vlfii> + y2 V!(X»)2 _ a I~ + ~)2 _ O. (~+~) 
xy(x-y) o\X y 1 X Y 

ein Integral der ursprünglichen DGI, das natürlich von dem vorigen ab. 
hängig ist. 

Vgl. RICHELOT, Journal für Math. 23 (1842) 304-359. 

2'II f(x) P + g(y) q = 0 

z = f ]~:) - f g~~) für j =l= 0, g =l= O. 
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IIIP-!:,q=O, /=/(x, g). 

Die DGl besagt, daß diejenigen stetig differenzierbaren Funktionen 
gesucht sind, für welche die Funktionaldeterminante 

a(z,/) = 0 
a(z, 1/) 

ist. Nach D 2·7 sind das die von / abhängigen Funktionen, also sicher a.lle 
Funktionen D(J(x, g»), wo Q(u) eine beliebige stetig differenzierbare 
Funktion bedeutet. 

2-13-2·19. I(~, y) P + g(~, y) q = h(~, y). 

G P + bq = c, DGI der Zylinderflächen; vgl. D 5·3 (80). 

Gp+bq=~_y2 

Für die nach D 5·4 zugehörige dreigliedrige homogene DGl ist 

bx-ag, 3abz-bz3+ay3 

eine IBasis. Daher sind Integrale der gegebenen unhomogenen DGl die 
Funktionen 

1 
z = 3 ab (b z3 - a y3) + Q(b x - a g). 

Für die nach D 4.2 (b) zugehörige zweigIiedrige homogene DGl ist 
b x - a 11 ein Hauptintegral. Nimmt man nun die Transformation 

z(x,y)=C(:t,y), :t=bx-ag, y=g 

vor, so erhält man die DGl 

b t _ - (~ + a y)' _ y-2 
v - b8 , 

also 
bC = (:f +agp _r +D(:t) 

3 a bl 3 ' 

und hieraus wieder das oben schon gefundene Integral. 

ap +b q = I(~) 
Integrale sind die Funktionen 

z = ~ J j(x) dx + D(b x - a g). 

Das Integral, da~ für x = y den Wert 0 hat, ist 
1 ,; 

Z = a J jet) dt. 
6';-1111 b=. 

K. HERZFELD, Zeitschrift f. angew. Math. Mech. 4, (1924) 407(. 

2·12 

2·13 
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2·16 xp +yq'=ax 

2.17 X p + Y q = a l'x2 + y2, Sonderfall von 2·r8. 

Die Charakteristiken sind die Geraden y = A x, z = a Y x2 + y2 + B. 
IFlächen erhält man z. B. durch Schraubung einer solchen Geraden um 
die z-Achse: 

Die Charakteristiken sind 

y = A x, z =f(rx2 + y2) + B. 

IFlächen sind 

z = f (I x2 + y2) + Q ( ~) . 
Mitteilung von SCHWEIZER. 

2·I9 Y p- xq = Y e"'+Y' 

Für z(x, y) = C(~, 1]), ~ = x2 + y2, 1] = y wird aus der DGI 

t;'1 = ± 1"- T} - e~, 
r ~ _",2 

also 
z = x e~'+Y' + Q(x2 + y2). 

2,20-2,31. f(x, y) P + g(x, y) q = h1(x, y) z + ho(x, y). 

Z'20 P +q=az 

Für die nach D 4.2 (a) zugehörige dreigliedrige DGl ist z e-u , z e-av 

eine IBasis. Daher erhält man Lösungen der gegebenen unhomogenen 
DGI durch Auflösung von 

Z. B. liefert 

Q(z e-u , z e-ay) = o. 

A B 
Q(u, v) = -+- -1: 

tt v 

Q(u, v) = Au + Bv - 1: 

z = A eU + B ea y, 

~ = A e-ar + Be-all. 
z 
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Wendet man das Verfahren 42 (b) an, so erhält man mit der Lösung 
:e - y der zugehörigen homogenen DGl und der Transformation 

z(x, y) = C(Z, y), z = x - y, y = y 
die DGI 

Cy = a C. also C = Q(Z} ('aii 

und daher 

p-yq=-z; Sonderfall von 2·23. 

Gesucht ist die IFläche, die durch die Kurve 

2 (y + z) a:of x = z2 + y2 + 1, 2 (y + z) Sin x = Z2 + y2 - 1 

geht. Diese Anfangsbedingungen lassen sich auch in der Gestalt 

yz=O, y+z=e'" 

schreiben. Man sieht nun unmittelbar, daß die Aufgabe die Lösung z = 0 
hat. 

MORRIS-BROWN, Diff. Equations, S. 276 (7), 392. 

2 p - y q = - Zj Sonderfall von 2·23. 

Gesucht ist die IFläche, die durch die Kurve 

(I) y=xz, x=logy 

geht. Für die nach D 4.2 (a) zugehörige dreigJiedrige homogene DGl ist 
e'" y2, e'" Z2 eine IBasis. Lösungen der gegebenen DGl erhält man daher 
für geeignete Funktionen Q(u, v) durch Auflösung der GI 

(2) Q(e'" y2, e'" Z2) = 0 

nach z. Diese GI soll insbesondere für die Kurve (I) erfüllt sein, d. h. es soll 

Q(yS, 11 log- 2 y) = 0 

sein. Das ist der Fall für 

Q(u, v) = - 3 ~ + logu. 

Aus der GI (2) wiru dann 

z (x + 2 log y) - 3 Y = O. 

Hieraus erhält man die gesuchte Funktion z. 

MORRIs·BnowN, Diff. Equations, S. 276 (4),392. 

2·21 

2·22 
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2·24 ~(p-q) = Y z 

Für die nach D 4.2 (a) zugehörige dreigliedrige homogene DGI ist 

x + y, z exp [x - (x + y) log xl 
eine IBasis. Integrale der gegebenen DGI sind daher die Funktionen 

z = Q(x + y) exp [(x + y) log x - x]. 

2·25 ~ P + Y q = a z, DGl der homogenen Funktionen a-ter Ordnung von zwei 
unabhängigen Veränderlichen. V gl. 4·8. 

Für a = 2 sind Integrale die Funktionen z = A x2 + B x y + C y2, 
aber z. B. auch die nur einmal stetig differenzierbaren Funktionen 

I .0:3 Y für x2 + y2 =l= 0, 
x2 + y2 

z= o für x = y = O. 

2.26 ~p +yq= z_~2_y2 + 1 

Für die nach D 4.2 (a) zugehörige dreigliedrige homogene DGl ist eine 
IBasis 

~, z + ::;2 ~ y2 + 1 (oder auch z + x2 t y! + 1) . 
Daher hat die gegebene DGl die Integrale 

z = - x 2 - y2 - 1 + x Q (~) . 
Vgl. FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 388, Beisp. 2 (2), S. 823. 

2'2.7 (~- a) p + (y- b) q = z- c; DGl der Kegelflächen mit der Spitze im 
Punkt a, b, c. Vgl. D 5'3 (b). 

2.28 ~(y + 1) p + (y2 -~) q = y z; s. 4'9, Beisp. 2. 

2.29 a:(2 y-~ + 1) p-y(2z-y + 1) q= (y-z) z 

Für die nach D 4.2 (a) zugehörige dreigliedrige homogene DGI ist 
z (x + y - 1)3 

x--:-+-y--- i ' x y 

eine IBasis. Integrale der gegebenen DGI sind daher die Funktionen 

z = (x + y _ 1) Q (2: + Y - 1)3) • 
xy 
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~ y2 P +~2 yq= (x2 + y2) Z 

Gesucht ist eine IFläche, für welche die Charakteristiken Asymptoten
linien sind. Die charakteristischen GIen sind 

x'(t) = x y2, y'(t) = x2 y, z'(t) = (x2 + y2) Z. 

Für die nach D 4.2 (a) zugehörige dreigliedrige homogene DGl ist daher 

x2_ y2 ~ 
, xy 

eine IBasis. Hieraus erhält man als gesuchte IFli1che 

z = 0 X y(x2 _ y2). 

G. JULIA, Exercices d'Analyse. S. 41 ff. 

x(;r\I + 3 y2) P + y(y2 + 3 x2) q = 2 z(x2 + y2) 

Gesucht ist die IFläche, die durch den Kreis x2 + y2 = r 2, z = a geht. 
Aus den charakteristischen Glp.n erhält man für die nach D 42 (a) zuge
hörige dreigliedrige homogene DG! die IBasis 

x y X S _ y2 
Z2' z 

Integrale der gegebenen DGl erhält man daher durch Auflösung der GI 

Q("!!.! X2_ y2 )=0. 
Z2' Z 

Die Funktion Q(u, v) ist dabei 80 zu bestimmen, daß 
x y XS _ y2 

Q(u,t.)=O für u=7' v=-z-' x2+y2=r2, Z=4 

ist. Man findet hieraus 
Q(u, v) = 4a4 u2 + a2 v2 _ r4. 

Das gesuchte Integral erhält man daher durch Auflösung der folgenden 
GI nach z: 

2·32-2·43. f(x, y) p + g(x, y) q = h(x, y, z). 

p + q = ff sin (x + y) 

Für die nach D 5'4 zugehörige homogene DGI ist 

x-y, 2e-Z-cos(x+y) 

eine IBasis. Integrale der gegebenen DGI erhält man <!aher aus 

2 e-z = cos (x + y) + Q(x - y). 

Die IFläche durch die Kurve x + y = 0, eZ cos2 x = 1 erhält man aus 

e-i = cos x cos y. 
Nouvelles Annales Math. (6) 2 (1927) 28, 119f. 

2'32 
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2·33 P +2q=1 + Vy-x-z 

Für die nach D 5·4 zugehörige homogene DGl ist 

lpl(X, y, z) = 2 x - y, 1p2(X, y, z) = x +2 Vy--x---z 

eine IBasis. Integrale der homogenen DGl sind daher auch die Funktionen 
Q(lpl' 11'2)· Ist für die gegebene DGl ein Integral z = xdx, y) mit den 
Anfangswerten Xl (x, x) = 0 gesucht, so wird man (vgl. D 5·4, Beispiel) 
Q(u, v) so bestimmen, daß 

Q(u, v) = 0 für u = 11'1 (x, x, 0) = x, tJ = 1p2(X, x, 0) = x 

ist. Eine solche Funktion ist Q = v - u. Um das gesuchte Integral zu 
erhalten, hat man daher 

11'2 -11'1 = Y - x + 2 Vy- x - z = 0 

nach z aufzulösen; man erhält so 

Xl(X, y) = y- x- r' 2 "y, 
und diese Funktion ist für x ~ y wirklich ein Integral der verlangten Art, 
obwohl die Rechnung, wie man leicht erkennt, zunächst sogar x > y 

verlangt. 
Wird ein Integral X2(X, y) mit den Anfangswerten X2(O, y) = y gesucht. 

so findet man ein solches durch Auflösung von 11'2 = 0 nach z, und zwar 
erhält man 

X2(X, y) = y - x - ~ für x::;;;: o. 
In beiden Fällen ist aber auch X(x, y) = y - x ein Integral der ge

wünschten Art. In beiden Fällen gibt es also zwei verschiedene Integrale 
der verlangten Art. Das steht jedoch in keinem Widerspruch zu den all
gemeinen Sätzen von D 5.4-5.6. Denn dort war verlangt, daß die An
fangswerte und die Funktion z = X(x, y) selber einem x, y, z-Gebiet an
gehören, in dem die Koeffizienten der DGl stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung haben. Diese Bedingung ist hier nicht erfüllt. 

Vgl. FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 378f. 

2.34 p+kq=(ax+by+ cz)" 

Für u(x, y) = a x + b y + c z(x, y) entsteht die DGI 2·35 

Uz + k uy = C UR + a + b. 

2·35 ap +bq=z" +c 

Für die nach D 5·4 zugehörige homogene DGI ist 

bx-ay af~-x , z"+o 
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eine Ißasis. Ist z = 91 (x) eine stetig differenzierbare Auflösung der GI 

(r) 

z r dz 
a. z"+c = x, 

o 
so ist 

(2) z=91(x+Q(bx-ay» 

eine Lösung der gegebenen DGl. Ist m = - n eine gerade Zahl d: 0 und 
c > 0, so folgt aus (1), daß x eine Funktion von z ist, deren Ableitung 
=1= 0 ist und die für z = 0 den Wert 0 hat; mithin ist auch 91(0) = O. 
Durch geeignete Wahl von Q kann man daher aus (2) beliebig viele Inte
grale erhalten, die für I x I + I y I ~ 0 gegen 0 streben. 

~p +yq=%_aV%2_~2_y2, x2 + y2 < Z2. 

Aus den charakteristischen GIen 

x'(t) = x, y'(t) = y, z'(t) = z - a Vz2 - x 2 _ y2 

folgt y/x = 01' Trägt man das in die dritte GI ein, so entsteht für x> 0 

dz =~J!l=~ _ a 1/(~)2 - I--e; 
dx x' (t) x V xl' 

und hieraus für z = x u(x) die DGI mit getrennten Variablen 

x u' + a 1/u2 - O~ - 1 = O. 

Aus dieser erhält man 

xa (u + Vu2 - Oi - 1) = °2 , 

Trägt man 01 und u ein, so bekommt man für die nach D 5'4 zu der ge
gebenen DGI gehörige homogene DGI die IBasis 

"PI =~, "P2 = xa- 1 (z + VZ2 - x2 - y2) . 

Die Kurven "PI = °1 , "P2 = 02 sind die Charakteristiken der gegebenen 
DGl. Für a = 1 qind sie Parabeln, die den Kegel z2 = x2 + y2 berühren, 
und diese Fläche selber ist auch eine IFläche der gegebenen DGI, gehört 
aber nicht mehr dem -Gebiet Z2> x2 + y2 an, in dem die Koeffizienten 
stetige partielle Ableitungen haben. 

GOURSAT, Equations du premier ordre, S. 63. 

:r2(p_q}= (%-~-y)2 

Für die nach D 5'4 zugehörige homogene DGI ist 
x(z-x-y) 

x+ y, 2 z- x-y 

2'37 
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eine IBasis. Integrale der gegebenen DGl sind daher die Funktionen 
Z= (2x+y)Q(x+y)-z(z+y) 

Q(z+ y)-z ' 

außerdem auch z = 2 x + y. 
O. CHBYSTAL, Transactions 80c. Edinburgh 36 (1892) 666f. 

2'38 (zi + 1) P + (yl + 1) q = - y(y2 + 1) Z2 

Für die nach D 5'4 zugehörig.e homogene DGl ist 
:r:-y 2 2 ------ --y 

l+:r:y' z 

eine IBasis. Inte~ale der gegebenen DGl erhält man daher aus 

! = y2 + D (~11). 
z l+:r:y 

2'39 8~2p +b y2q=CZ2, abc * O. 

Für die nach D 5'4 zugehörige homogene DGl ist 
1 1 1 1 

i.i"i-by' az-cz 

eine IBasis. Integrale der gegebenen DGl sind daher die Funktionen 

z = ~ (~ + D (~_2-))-1. 
c ax by ax 

2'40 (A1-Ao~) P + (Az-AoY) q=/(z), AI' = a" + b.x + c" y. 

Für die Lösung der nach D 5'4 zugehörigen homogenen DGl 8. 4·II, 

2'41 ~ y2 P + 2 11 q = 2 (y z - ~)z 

Die zugehörige homogene DGl 3'47 hat die IBasis 
Z2 Y 
- yexp---. y , yz-:r:1 

Lösungen der gegebenen DGl erhält man daher durch Auflösung von 

(
Xi y) 

D -1/' y exp yz-:r:I = 0 

nach z unter den in D 5'4 angegebenen VoraussetzUngen. Außerdem ist 
auch z = x2/y eine Lösung. 

FOBSYTH, Diff. Equations V, 8. 69f. 

2'42 (~y + 8 2) (~p- Y q) = 8 (:..:2 + y2) Z2 

Für die nach D 5'4 zugehörige homogene DGl ist 

xy, 
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eine IEasis. Integrale der gegebenen DGI erhält man daher aus 

~ _ ~ 1/2 - x2 +!J (x ) 
z - 2 x y +a2 1/ • 

Die -rFläche, die durch den Kreis x2 + 1/2 = r2, z = e geht, ist 

~_~ ~ 1/2_ X 2 ± __ a __ Vr4 _ 4x2 2 

Z - C + 2 x 1/ + a2 2 (x 1/ + a2) 1/ 

1 p + g q = A Z2 + B z + C, wo f, g, A, B, G gegebene Funktionen von 2'43 
x, 1/ sind. 

Sind Zl' •.. , z4 vier Lösungen, die verschiedene Werte haben, so ist 
ihr Doppelverhältnis 

eine Lösung von 

!W",+gWi/=O. 

HADAMARD, Cours d'Analyse II, S. 423 .• JULIA, Exercices d'Analyse IV, S. 71f. 

2·44-2·59. I(z, y, z) p + g(z, y, z) q = h(z, y, z) ; I, g linear in z. 

p+zq=O 

Für die nach D 5'4 zugehörige homogene DGI ist x z - y, zeine IBasis. 
Lösungen der gegebenen DGl erhält man daher aus 

!J(xz-y,z)=O. 

Z. B. bekommt man für !J(u, v) = a v - u - b oder v2 + u die Integrale 

z = y - b z = _ x ± 1 V;2+- 4-y-. 
x-a' 2 2 

zp +q=o 

Die Charakteristiken sind die Parabeln 

z - a 1/ = A, Z2 - 2 a x = B. 

Integrale erhält man durch Auflösung von 

!J(Z2 - 2 a x, z - a y) = 0 

nach z. Für eine lineare Funktion !J(u, v) erhält man hieraus z. B. als 
vollständiges Integral die parabolischen Zylinder 

(z + A)2 = 2 a(x + A y) + B. 

Mitteilung von SCHWEIZER. 

2'45 
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2'46 zp +aq=z 

Für die nach D 5'4 zugehörige homogene DGl ist 
11 11 

(x+z)e- a-, (x-z)eo 
eine IBasis. Integrale der gegebenen DGl erhält man daher aus 

Q(x + z) e-~, (x - z) i~) = O. 

FOESYTH, Difi. Equations V,. S. 162 (umständlicher). 

2"47 (1- z) P + (1 + z) q = 0 

Die Charakteristiken sind die Geraden 

(A + 1) x + (A - 1) Y = B, z = A. 

Integrale erhält man nach D 5'4 aus 

Q (z, x (z + 1) + y (z - 1») = 0 

durch Auflösung nach z. Lösungen sind also z. B. die Funktionen 
y-x+O z= ---- --. 

y+x 
Mitteilung von SCHWEIZER. 

2"48 (z + e') p + (z + eil) q = Z2_ eX +1I 

Für z(x, y) = C(~, 1]), ~ = e"', 1] = eil erhält man die DGl 2'56 
oe oe 

~(C +~) a-E + 1](C + 1']) oTJ = C2 - ~1]. 

FORSYTH·JACOBSTHAL, DGlen, S. 426, 1 (2), S. 835. 

2'49 (b z-cy + A)p + (c~-az + B) q= ay-b~ + C; DGI der Schrau
ben- und Rotationsflächen, vgl. D 5'3 (c), (d). 

2'50 [b(~ +y) - c(~ +z)] p + [c(y + z) - a(y + ~)] q = a(z +~) -b(z +y) 

Für die nach D 5'4 zugehörige homogene DGl ist a x + b y + c z, 
x y + y z + z x eine IBasis. I~ösungen der gegebenen DGl erhält man 
daher durch Auflösen der folgenden Gl nach z: 

Q(a x + b y + c z, x y + y z + z x) = O. 
FORSYTH-JAcoBSTHAL, DGlen, S. 426, 1 (1), S. 835. 

2'5I p-4~zq=2~ 

Gesucht ist die IFläche, die durch die Hyperbel 

(I) y+z=5, X2 _z2 =9 
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geht. - Für die nach D 5·4 zugehörige homogene DGl ist 1/ + Z2, x2 - z 
eine !Basis. Lösungen der gegebenen DGl erhält man daher aus 

!J(1/ + Z2, x2 - z) = 0 

durch Auflösen nach z. Da die Kurve (I) dieser Gl genügen soll, muß 

!J(Z2 - z + 6, Z2 - Z + 9) 

sein. Diese GI ist erfüll'li für !J(u, v) = v - u - 4. Die gesuchte Lösung z 

erhält man daber aus 
x2 - Z2 - 1/ - z = 4. 

MORRIS-BROWN, Diff. Equations. S. 276 (6), S. 392. 

~~p +lI~q=:ey 

Für die nach D 5·4 zugehörige homogene DGI ist 1'-, Z2 - X 1/ eine x 
IBasis. Integrale der gegebenen DGl erhält man daher aus 

Z2 = X 1/ +.Q (~) . 

:x~p +y~q=_:eB_y2 

Für die nach D 5·4 zugehörige homogene DGl ist x2 + 1/2 + Z2, 1'- eine 
z 

IBasis. Integrale der gegebenen DGl erhält man daher auS 

x2 + 1/2 + Z2 =.Q (-~) 
durch Auflösen nach z. 

2:~P +y~q=:e2 +112 +~2 

Gesucht ist ein Integral mit dem Anfangswert z = 1/2 für x = l. 

Für die nach D 5·4 zugehörige homogene DGl ist 

'Pl (x, 1/, z) =~, 'P1l(X, y, z) = ~2 (z2 - 2(xll + yll) log x) 

eine IBasis. Um das gesuchte Integral der gegebenen GI zu erhalten, 
bestimmt man nun !J(u, v) so (vgl. D 5·4, Beisp.), daß 

!J(u, v) = 0 für u = 'Pl(l, 1/, 1/2) = 1/, v = 'P2(l, 1/, 1/2) = 1/. 

ist. Man erhält 80 !J(u, v) = u4 - v, und damit 

Z2 x2 = 1/i + 2 X2(xll + 1/2) log x. 

KAMKE, DGIen, S. 340f. 

2·53 

2·54 
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2'55 2~zp +2yzq=zI-w-y2 

Für die nach D 5'4 zugehörige homogene DGI ist %1 + y' + zZ, !!.. eine 
z z 

IBasis. Lösungen der gegebenen DGI erhält man daher aus 

x2 + y2 + Z2 = x Q (~) . 
JULIA, Exercices d'Analyse IV, S. 85. 

2'56 x(z +x) p +y(z + y) q = Z2_ X Y 

Für die nach D 5'4 zugehörige homogene DGl ist ~ + log I y!, ~ + log I x I 
eine IBasis. Integrale der gegebenen DGl erhält man daher aus 

Q (~ + log I y I, -t + log i x l) = 0 

durch Auflösen nach z. 

FORSYTH-JACORSTHAL, DGlen, S. 835, 1 (2). 

2'57 (Aox- Al) P + (Ao y-A2) q = Aoz-As, A. = a. + b. x + c. y+ d.z; 
S·4·IO. 

Für die nach D 5'4 zugehörige homogene DGl ist 

z, zlog Y - f:: dx 

eine IBasis. Integrale der gegebenen DGl erhält man daher durch Auflösen 
der folgenden GI nach z: 

.Q (z, z log y - f :: dX) = O. 

Für die nach D 5'4 zugehörige homogene DGl ist x y z, x y + y z + z x 

eine IBasis. Integrale der gegebenen DGl erhält man daher durch Auf
lösen der folgenden GI nach z; 

Q(xyz, xy+ yz+zx) =0. 

FORSYTH·JACOBSTHAL, DOlen, S. 426, 1 (3), S. 836. 
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2-60-2-65. j(~, y, z) p + g(~, y, z) q = h(;", y, z); j, g höchstens vom 
Grad 2 in bezug auf z. 

(2 y2 + Z2) ~ P - (z + 3 zS) y q = (3 zS z - 2 y2) Z 

Gesucht ist die IFläche, die durch die Parabel x = a, Z = 1;2 geht. 
Aus den charakteristischen GIen ergibt sich leicht, daß für jede Cha

rakteristik x3 + y2 - z konstant ist. Daher ist 
Z=x3+y2_0 

schon ein Integral der gegebenen DGI, und zwar für 0 = a3 gerade das 
gesuchte Integral. 

MORRIS-BROWN, Diff. Equations, S. 275 (5), S. 392; Druckfehler in der Auf. 
gabe. 

2·60 

(~2_y2_ Z2) P + 2 ~yq = 2 ~ Z 2·61 
2+ 2+ I 

Für die nach D 5'4 zugehörige homogene DGl ist x 11 z,.:. eine 
11 11 

!Basis. Integrale der gegebenen DGI erhält man daher durch Auflösen 
der folgenden GI nach z: 

Q - ---- =0. ( Z x 2 + 112 + Z2) 

Y' 11 
FORSYTH·JACOBSTHAL, DGlen, S. 842, Zeile 5 von unten. 

(3 ~2 + y2 + Z2) yp-2 ~(~2 +Z2) q = 2 ~y z 

Eine IBasis u, v der nach D 5'4 zugehörigen homogenen DGI ist in 
3'44 angegeben. Integrale der gegebenen DGI erhält man dann drrrch 
Auflösung der GI Q(u, v) = 0 nach z. 

2·62 

(x y - y z - Z2) P + (~ z - ~ y - y2) q = ~ y + ~ z + y z + y2 - ~2 2.63 

Für die nach D 5'4 zugehörige homogene DGI ist x2 + y2 + 2 y z, 
x2 + Z2 + 2 x y eine IBasis. Integrale der gegebenen DGI erhält man 
daher aus 

Q(x2 + y2 + 2 Y Z, x2 + z2 + 2 x y) = 0 

durch Auflösen nach z. 

Z2 Z2p +y2 z2q=Z2 y2 

Integrale erhält man aus 

Z3 (~ - ir -3 (~ --~) + 6 log I~ I = Q (~- i) 
durch Auflösen nach z. Die linke Seite der GI und das Argument von Q 

bilden eine IBasis für die nach D 5'4 zu der DGI gehörige homogene DGI. 

FORSYTH·JACOBSTHAL, DOlen, S. 824, Zeile 9ft. 
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2.65 zy(zy +2 Z2) P +YZ(yz- Z2) q=Z2(yz-z2) 

Integrale erhält man aus 

Q(~ ~+a:z+ )=0. y'x y Y 

Für die nach D 5'4 zu der gegebenen DGI gehörige homogene DGl bilden 
die beiden Argumente von Q eine IBasis. 

FORSYTH.JACOBSTHAL, DGlen, 8. 621, 76. 

2·66-2·71. j(a:, y, z) p + g(a:, y, z) q = h(a:, y, z); Rest. 

2·66 (1 + Yz-a:-y)p+q=2 

Integrale erhält man aus 

Q (2 y - z, y + 21'z - x - Y) = 0 
rlurch Auflösung nach z. Für die zu- der gegebenen DG! nach D 5'4 ge
hörige homogene DGl bilden die beiden Argumente von Q eine IBasis. 
Eine Lösung ist auch z = x + y. 

G. CHRYSTAL, Trans8ctions 80c. Edinburgh 36 (1892) 667; vgl. auch 2'33. 

2.6] (;:c2 +z2-1) P + (x Y + VI Z2 }';:c2 +y2 +z2-1) q=O 

Die Koeffizienten sind in dem Bereich 

(1) 

definiert und stetig differenzierbar. Für die nach D 5'4 zugehörige homogene 
DGl ist 

x y + VI ZZ V Xl + yZ + Z2 - 1 
V'l(x,y,z)=z, V'2(X,y,Z)= x2+z2_1 

eine IBasis. Soll eine IFläche gefunden werden, die durch den Kreis 
x = 0, y2 + Z2 = 1 geht, so ist die Anwendbarkeit des im Beispiel von 
5'4 benutzten Verfahrens nicht mehr gesichert, da der Kreis dem Rande 
von (r) angehört~ Verfährt man trotzdem nach dem Verfahren von 5'4, 
so erhält man, da für die Anfangsbedingungen '1'2 = 0 erfüllt ist, aus 
'1'2 = 0 für das gesuchte Integral 

z2=1- y2 für xy<O. 

Eine Lösung der Aufgabe ist auch 

Z2 = 1 - x2 _ y2. 

FORSYTH-MAsER, Partielle DGlen 1. Ordn., 8. 35. 
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p + (a z" + b) q = c 2·68 
Integrale erhält man aus 

.Q(z-cx,a::~ +~z-cy)=O 
durch Auflösen nach z. Für die nach D 5'4 zugehörige homogene DGI 
bilden die heiden Argumente von Q eine IBasis. 

Für c = b Diskussion von Lösungen bei S. FINSTEBW ALDEB, Zeitschrift 
für Gletscherkunde 2 (1908) 81-103. 

[y j(z)-:r] Jl +yq = 0 

Integrale erhält man aus 
.Q(z, 2x y- y2f(z)} = 0 

durch Auflösen nach z. Für die nach D 5'4 zugehörige homogene DGI 
bilden die beiden Argumente von Q eine IBasis. 

11I(:r, y, z)p-.!",(:r,y,z) q=O, 1/.1 + Iflll > O. 

Integrale erhält man aus 
Q(z,f(x, y, z)) = 0 

durch Auflösen nach z. Für die nach D 5'4 zu der gegebenen DGI gehörige 
lineare homogene DGl bilden die beiden Argumente von Q eine IBasis. 

Man kann auch so schließen: Die DGI besagt nach D 2'7, daß z(x, y) 

und f(x, y, z(x, y)) für das gesuchte Integral z(x, y) voneinander ab
hängig sein sollen, da 

o(z,j) 
o(z,1/) = z",(fll + fz ZII) - z/I (fx + f. z"') = J" ZX - f", ZII 

ist. Damit erhält man wieder die obigen Integrale. 

3. Lineare und quasilineare Differentialgleichungen mit drei 
unabhängigen Veränderlichen. 

3·1-3-19. I(:r, y, z) w;r + g(:r, y, z) 'WII + h(:r, y, z) 'Wz = 0 1); 

I, g, h höchstens vom ersten Grade. 

3·1-3·6. Eingliedrige Koeffizienten. 

bx-ay, cx-az. 

1) In diesem Abschnitt 3 wird die gesuchte Funktion mit w(z, 1/, z) bezeichnet. 

2'71 

3'1 
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3'3 Ws + b z w" + c y W z = 0 

C y2 - b Z2, außerdem 

(c y + A z) e-..h 

cycosAx+AzsinAx 

für bc>O, A= l'bc, 
. ,---

für b c < 0, A = 1 - b c. 

3'4 ~ws +byw" +czw.=O 

xb III 
-, -. 1st insbesondere b = c = 1, so liegt die DGI der homogenen y z 

Funktionen nullter Ordnung vor. Eine IBasis ist dann _'!!..., ~. 
x x 

3-5 :l!Wx +b zWII + c yw. =0 

C y2 - b Z2, außerdem 

cy+<Xz 
x" für bc > 0, IX = ~, 

x· exp (- arctg ;;) für bc < 0, IX = ~;-=-bc. 

3·6 zws-~w" +yw,=O 

Die charakteristischen GIen sind 

x'(t) = z, y'(t) = - x, z'(t) = y. 

Die aus den Koeffizienten der rechten Seiten gebildete charakteristische 
Determinante ist 

o 
~1=-s3-1, 

-s 
-1 -s 

o 1 -si 
1 i 1/-

hat also die Nullstellen - 1, 2±2 r 3, d. h. lauter verschiedene Null-

stellen. Die partielle DGl kann daher nach der Methode 3-19 gelöst werden. 

3-7-3·11. Koeffizienten höchstens zweigliedrig. 

3'7 YW x +:l!WIl -(z +y)w,=O 

X + y + Z, x2 - y2. 
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y+z, x exp (_J_). 
V+ z 

ZW:/: + (y + z) WII + (y- z) W z = 0; Sonderfall von 3.19 

Die charakteristischen GIen sind 

x'(t)=x, y'(t)=y+z, z'(t)=y-z; 

die mit den Koeffizienten der rechten Seite gebildete charakteristische 
Determinante ist daher 

1-8 
o 
o 

o 
1-8 

1 

o 
1 = (1 - 8) (82 - 2) 

-1-8 
und hat drei verschiedene NullstelIen. Damit erhält man die IBasis 

[y + (112 - 1) 21] x-Y2 , [y - (112 + 1) 21] x Y2. 

Hieraus erhält man z. B. das Integral w = y2 - 2 Y 21 - 212• 

(y-2 z) w:/: + (3 Z-tr) w lI + (2 tr-3 y)w. = 0 

3 x + 2 Y + 21, x2 + y2 + 212• 

MORRIS-BROWN, DiR. Equations, S. 274 (lf.), 391 (dort umständlicher). 

IJ c(y- z) w:/: + c a(z- tr) WII + a b(tr- y) w. = 0 

a x + b 11 + G 21, a x 2 + b y2 + G 212 • 

MORRIS-BROWN. DiR. Equations, S. 280 (2), 393. 

3·12-3·19. Koeffizienten höchstens dreigliedrig. 

3.10 

Z w:/: + (a tr + by) WII + (c tr + dy + I z) w. = 0; Sonderfall von 3.19. 3.12 

Die charakteristischen GIen sind 

x'(t)=x, y'(t)=ax+by, z'(t)=cx+dy+fz. 

Die mit den Koeffizienten der rechten Seiten gebildete charakteristische 
Determinante ist 

11-8 0 0' 

I ac b - 8 0, = (1- 8) (b - 8) (f - 8), 

d i-si 
bat also die Nullstellen 1, b,f. Für die weitere Behandlung s. 3.19. 
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3.13 c zW;z +. (a:lJ + b y) WII + (a:lJ + b Y + c z) Wz = 0; Sonderfall von 3·:J:9. 

Die charakteristischen GIen sind 

x'(t)=cz, y'(t)=ax+by, z'(t)=ax.,-by+cz. 

Aus ihnen folgt x' + y' - z' = O. Daher ist "P1 = x + y - z ein Integral 
der partiellen DGL Für die Reduktion nach D 3'5 (c) wird z - x - y = 0 
gesetzt. Aus den obigen charakteristischen GIen werden dann die charak. 
teristischen GIen 

x' = c(x + y + C), y' = a x + b Y 

der partiellen DGI 
OW OW 

c(x + y + C) 8x + (a x + b y) oy = 0, 

die nach 2'4 gelöst werden kann; in die Lösung ist dann nQQh C = z - x - y 
einzutragen. Auf diese Weise erhält man ein von "P1 unabhängiges Integral. 
Ist rl = 4 a c + (b - C)2 =l= 0, so findet man z. B. 

2acz+(b-c-q)(az+by) ~ 
t/J = {acz2+(b-c)(ax+by)z-(ax+by)2}b+c 
T2 2acz+(b-c+q)(az+by) 

für a =l= b; 

"P2={a(x+y)+cz}exp{(~+~) Cy-~}, falls a=b ist. a c z-x-y 

Teillösung bei MORRIS-BROWN, Diff. Equations, S. 274 (1 e), 391. 

3.14 2(x-y)w",-(:lJ-y-z)w,,-(x-y-3z)wz =O; Sonderfall von3.1g. 

Die charakteristischen GIen sind 

x'(t)=2x-2y, y'(t)=-x+y+z, z'(t)=-x+y+3z. 

Die mit den Koeffizienten der rechten Seiten gebildete charakteristische 
Determinante ist 

2 -8 

-1 
-1 

-2 
1-8 

1 

o 
1 = - 8 (8 - 2) (8 - 4), 

3-8 

hat also drei verschiedene Nullstellen. Für die weitere Behandlung s. 3.19. 

3'15 2(y- z) w~- (4x- 3 y- z) w" + (t2:lJ- 3 y-9z) Wz =0; Sonderfall 
von 3.19. 

(8 x - 5 Y - 3 Z)2 
3x-3y-z, 2 • x-y-z 

JULIA, Exereices d'Analyse IV, S. 33-36. 
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(6z-4y +2z) w..,- (4z-10y+ 6z)w" + (2z-6y+ llz)w.= 0; 3·r6 
Sonderfall von 3·r9. 

Die charakteristischen GIen sind 

x' (t) = 6 x - 4 Y + 2 z, y' (t) = - 4x + 10 Y - 6z, 
z' (t) = 2 x - 6 Y + 11 z. 

Die aus den Koeffizienten der rechten Seiten gebildete charakteristische 
Determinante ist 

2 
1
6-s -4 
- 4 10 - s - 6 = - (s - 3) (s - 6) (s - 18). 

I 2 -6 l1-s 

hat also lauter verschiedene Nullstellen. Für jede dieser Nullstellen 8 

lassen sich daher Zahlen a., ß, r so bestimmen, daß aus den obigen charak
teristischen GIen 

d 
dt (a. x + ß y + r z) = s(a. x + ß y + r z) 

folgt. Man erhält auf diese Weise 
2 x' + 2 y' +z' 
3 (2 x + 2 Y +z) 

- 2 x' + y' + 2 z' x' - 2 y' + 2 z' 
6 (- 2 x + y + !fz) = 18 (x - 2 Y + 2 z) • 

Durch Integration dieser GIen erhält man die IBasis 
(2 x + 21/ + Z)2 (2 x - y - 2 Z)3 

2x-y-2z' x-2y+2z' 
FORSYTH-JACOBSTHAL, DOlen, S. 376, Beispiel 3 (8), S. 818f. 

(az + y-z) w..,- (z + ay- z) w y +(a-l) (y-z) w: = 0; Sonderfall 3.17 
von 3·r9. 

Die charakteristischen GIen sind 

x' (t) = a x + y - z, y' (t) = - x - a y + z, z' (t) = (1- a) x + (3 - 1) y_ 

Die mit den Koeffizienten der rechten Seiten gebildete charakteristische 
Determinante ist 

la __ s 1 

1-1 -a-s 
11-a a-l 

-11 
1 = - S [S2 - (a + 3) (a - 1)]_ 

-s 

Für die weitere Behandlung s_ 3-19. Man kann auch benutzen, daß offenbar 
x + y + z ein Integral ist, und das Reduktionsverfahren D 3-S anwenden_ 

(A z + cy +b z)w.., + (cz + By + az) w" + (bz +ay +Oz) w:=O; 3-r8 
Sonderfall von 3·r9. 

Die charakteristischen GIen sind 

x' (t) = A x + c y + b z, y' (t) = cx + B 11 + az, z' (t) = b x + a 11 + 0 z. 
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Die mit den Koeffizienten der rechten Seiten gebildete charakterist.ische 
Determinante ist 

A-8 c 6 
C B-8 a 

6 a 0-8 
= (A - 8) (B- 8) (0 - 8) - [a2 (A -8) + 62(B- 8) 

+ c2 (O - 8)] + 2 a 6 c. 
Für die weitere Behandlung der DGI s. 3.19. 

3·I 9 (fit :J: + bl Y + Cl:: + d l ) Wo; + (~:J: + b2 Y + Cp, ~ + dp,) W, 

+ (Ss:J: + ba Y +Ca ~ + da) w.=O 

V gI. hierzu 2·4. Die charakteristischen Gien sind 

x' (t) = al x + 61 '11 + Cl Z + dl • 

'11' (t) = a, x + 6, '11 + es z + d2 • 

z' (t) = a3 x + 63 '11 + Ca z + da. 

Die Lösungsverhältnisse dieses Systems hängen nach I A I3 von den 
Nullstellen der charakteristischen Determinante 

ab. Ist 8 eine Nullstelle. so kann man Zahlen «. p, y finden, die nicht 
sämtlich Null sind und für die 

«al + pa, + y aa =« 8, 
«61 + ß b2 + y ba = P 8, 

«t;+pc2 +YCa=Y8 

ist. Dann folgt aus· den charakteristischen GIen 

(I) 
mit 

« x' + P '11' + Y z' = 8 (<< X + P '11 + y z) + D 

D =« d1 + P ds + Y da· 
Ist 8 = D = O. so erhält man hieraus schon ein Integral « x + ß 11 + y z 

der partiellen DG!. 
Hat die charakteristische Determinante zwei untereinander und von 0 

verschiedene Nullstellen 81 , 82, so erhält man zwei GIen (I). aus diesen 

oe1 x' + PI 1/' + "1 z' _ oez :r;' + Pa 1/' + ", z' 
81 (oe1 :r; + PI 11 + "1 z) + DI - 82 (oez X + Pa 11 + "1 z) + Da ' 

und hieraus 

(oe1 X + PI 11 +"1 Z "*" D./81't. = const. 
(oe2 :r; + Pa Y +"a z + D2/82)" 

also ist die linke Seite ein Integral der partiellen DGt. 
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Hat die charakteristisohe Determinante drei verschiedene Nullstellen, 
so kann man auf diese Weise eine IBasis erhalten. Kommen mehrfache 
Nullstellen vor, so kann man das Verfahren von 2·4 in sinngemäßer über
tragung auoh hier anwenden oder man kann das Syst.em der charakteri
stischen GIen lösen und aus deren Lösungen durch Elimination von t 
Integrale der partiellen DGI finden. 

3·20-3-41. I(~, y, ~) w" + g(~, y,~) w, + h(z, y, z) W z = 0; 
I, g, h höchstens vom zweiten Grade. 

3·20-3·27. Eingliedrige Koeffizienten. 

aw. +~~w,-~ywz=O 3.20 

Vgl. D 3·5 (b). :Mit dem dortigen Verfahren erhält man die IBa-sis 

Das zweite Integral kann hierin auch durch lC~ + 2 CI are tg ~ ersetzt 
11 

werden. 
Vgl. JULIA, Exercices d'Ana.lyae IV, S. 27f. 

~2W._~ yw,_y2 wz =O 3.21 

z1/, 3x1/z- '11. 
FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 376, Beispiel ~ (1), S. 817. 

a:r2 w. +b y2 w , +C~2Wz=O 3.22 

1 1 1 1 1 1 
b1/~a:i' CZ-Oll' ä'i-cz; 

je zwei dieser Lösungen bilden eine IBasis. 

:r;1 ZI 

z' 1/-3z· 

JULIA, Exercices d'Analyse IV, S. 40f. 
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3.25 Z ~ws + Y ~wlI + z yw, =0 

~, Z2_:I;1}. 

FOBSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 376, Beispiel 3 (2), S. 817. 

3'26 y 2w:;:- z ytVII + 3 z zWz =0 

x2 + 1}2, 11 Z. 

MOBBIS-BBOWN, Ditr. Equations, S. 276 (1k), 392. 

3.27 y~ws-2 z ~wlI-2 z YWz=O 

2 x2 + y2, 2 x2 + Z2. 

MOBBIS-BROWN, Ditr. Equations, S. 274 (1h), 391. 

3·28-3-38. Koeffizienten höchstens zweigliedrig. 

3.28 zWs + YWII + (Z2 + y2) w, = 0 

x2 + 1}2 - 2 Z, 

KAMKE, DGlen 1930, S. 330, 430. 

11 
z 

3-2Q 3 ZW.,- (2 z-l) YWII + (2 z-l) ~WZ = 0 

1} Z, x2 - X - 3 z. 

3-30 zyw:;: + zlwlI - (2 z + z) YWz = 0 

:1;2 - 1}2, x2 + X z. 

3-31 zyws +y(y-a)wlI +~(y-a) wz=O 
11 y-a 
z' z 

JULIA, Exercices d'Analyse IV, S. 37f. 

3'32 zzws +2zywlI -(2:r:+z)zwz=0 

:I;(x+z), x1}1,. 

3-34 2 z ZW.- 2 Y ZWII + (3 y"-z) wz=O 

x 1}, 2 x + 31}2 + 21,'. 
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X(Y-Z) Ws +Y(Z-X)WII +z(x-y)w.=O 3'35 

x + y + z, x yz. 

(XZ +y2) Ws + (y z-2 x 2) w lI -(2 X Y +Z2)W.=O 

2 x z - y2, x2 + y z. 

b C(X2_tl2)wz +c(b xy +a cz) Wv +b(c xz +ab y)wz=O 

by+cz by-cz 
-x-a' x+a' 

Die Charakteristiken sind die durch 

by+cz=G1(x-a), by-cz=G2(x+a) 

gegebenen Geraden des x, y, z·Raumes. 

Vgl. FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 522, 78 und 81. 

a(y2 +Z2) W,x +x(b z-a y) tvv-x(b y + az) W z = 0 

x2 + y2 + z2, 2 a arc tg ! + b log (y2 + Z2). z 
JULIA, Exercices d'Analyse IV, S. 29f. 

3·39-3·41. Koeffizienten mit mehr als zwei Gliedern. 

X zW20 + Y ZWII + (a x 2 + a y2 + b Z2) W. = 0 

Aus den charakteristischen GIen folgt 

'+' z z' x y' - x' y = 0 und x x_y..JL = _____ _ 
x~ + y2 a x 2 + a y2 + b Z2 • 

Die zweite GI kann man leicht integrieren, wenn man x 2 + y2 = U, Z2 = v 

setzt. :Man erhält dann für die gegebene DGl die IBasis 
y a (x2 + y2) + (b - 1) Z2 
x' -- (~-+ y2)6---

Im letzten Bruch kann der Nenner auch durch x2b ersetzt werden. 
JUL!A, Exercices d'Analysc IV, S. 30f. 

3'37 

2 x Z w20 + 2 Y zWII + (Z2_ x~::- y2) Wz = 0; Sonderfall von 3'39. 3'40 

~2 + y2 + Z2 x2 + y2 + Z2 

X Y 
JULIA, Exerciccs d'Analyse IV, S. 31r. SERRET-SCHEFFERS, D· u. IRechnung 

IlI, S. 547. 

(Aox-A1)w20 + (Aoy-A2)u'y + (Aoz-Alj) W t =0, 
A. = a. + b,o x + c. y + d,o z; s. 4'9. 
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3·42-3·59. !(;x:, y, z) w., + 9 (;x:, y, z) Wv + h (;x:, y, z) w. = 0; Rest. 

3'42 y2 zw., +;x: Z2 WII -;X: y2 wz = 0 

x 2 + Z2, y3 -+ z'l. 

MORRIS-BROWN, Diff. Equations, S. 275 (1 j), 392. 

3'43 ;X:(b y2_ c Z2) W., + y(c Z2_ a ;x:2) Wv + z(a ;x:2_ b y2) tez = 0 

a x2 + b y2 + C ;;2, X Y z. 

Vgl. aueh JULIA, Exerciccs <l'AIli!lysc IV, S. 84. 

3'45 [(;x:2 + y2 -1) ;x: + y] w., + [(;x:2 + y2 -1) y -;x:] w y + 2 z t"z = 0 

Dieses Beispiel hat eine Bedeutung grundsätzlicher Art. Es ergilJt 
sich eine kleine formale Vereinfachung, wenn man die GI mit - 1 multi
pliziert. Die charakteristischen GIen lauten dann 

(r) x'(t)=(1-x2 - y2)x-y, y'(t)=(1-x2-y~)y+x, z'(t)=-2z. 

Stationärer Punkt (vgl. I A 7·r) für dieses System ist x = '!I = z = O. 
Außer dieser trivialen Lösung haben die GIen (r) z. B. auch die Lösungen 

x = y = 0, z = C e-2t , 

d. h. die beiden Hälften der z-Achse. Sieht man von diesen beiden Lösungen 
ab, so ist für jede Lösung x 2 -+ y2 =t O. Führt man Polarkoordinaten ein, 
d. h. wählt llIan für jede Lösung x(t), y(t) der beiden ersten GIen (r) stetig 
differenzierbare Funktionen r(t) > 0, iJ(t) so, daß 

x = r cos {f, y = r sin {} 

ist, so wird aus dem System (r) 

r'=(1-r2)r, {}'=l, z'=-2z. 

Es kann also {) = t gewählt werden. Die sämtlichen Lösungen dieses 

Systems sind dann 

1 1 C -~t 'C -2/ -r2 = le , z= 2e • 

Für Cl = C2 = ° ist das der Kreis r = 1, z = 0, und für Cl =1= ° strebt 
jede der Kurven diesem Kreis für ,~, 00 asymptotisch in Form einer 

Schraubenlinie oder Spirale zu, während die Kurven mit Cl < 0, C2 > 0 
sich für t ~ - 00 immer mehr der positi \-en z-Achse nähern. 
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Wird aus dem ganzen x, y, z-Raum die negative z-Achse einschließlich 
des Nullpunkts herausgenommen, so hat die DGI keine singulären Punkte, 
d. h. nirgends haben alle drei Koeffizienten zugleich den Wert O. Trotzdem 
hat die DGl außer den trivialen Integralen z = const kein Integral, das 
in dem ganzen soeben an~egebenen einfach zusammenhängenden Gebiet 
existiert. Denn jedes Integral ist längs jeder Charakteristik konstant. 
Hat ein Integral auf dem Kreis r = 1 den Wert c, so muß es, da die schrau
ben- und spiralförmigen Kurven diesem Kreise beliebig nahekommen, 
auch auf allen diesen Kurven den Wert c haben, und somit schließlich 
auch auf der positiven z-Achse, d. h. es hat auf allen Charakteristiken 
des Gebiets und somit in dem ganzen Gebiet den Wert c. 

Das Beispiel stammt von E. DIGEL, veröffentlicht bei E. KAMKE, Math. Zeit
schrift 42 (1937) 288, Fußnot3 4. Für ein anderes Beispiel ähnlicher Art s. T. WA
ZEWSJtI, Mathematica 9 (1935) 179ft. 

2 :r. z Ws + y(zI + 1) wy + J: y(z + 1)2 W, = 0 

Man setze w(x, y, z) = C(X, 8, z) mit 8 = X y. Die DGl für C hat dann 
die Lösung z - 8, und das Reduktionsverfahren D 3'5 ergibt nun für die 
ursprüngliche DGl die IBasis 

Z-X1/ I X1/ 1 1 1 
z-xy, (z-xy+1)l og z +l-(z+1)(z-x1/+1) 2" ogx. 

zy2wz +2 y3wg +2(yz-:x:2)2 W .=O 

Eine Lösung ist ~3. Reduziert man die DGl nach D 3'5, indem man 
1/ 

z"! 
w(x, y, z) = v{x, '1], z), 'I'} = - setzt, so wird aus der DG) 

y 

xVs + 2(z- '1])2 vz = 0 

mit der Lösung x2 exp _1_. Daher hat die gegebene DGl die IBasis 
Z- 11 

Xl 1/ 
- '/exp ---. y';T z1/-z2 

FOBSYTH, Dift. Equations V, S. 69f. 

FOBsvTH-JAcOBSTHAL, DGlen, S. 376, Beispiel 3 (6), S. 818. 

3"47 
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3'49 ~2(~y_Z2)W,,; +~y(~y-z2) w y +yz(yz +2 ~)wa=O 

1/ Zl 11 + 111 Z + Zl X 

Z' 1/Z 

Vgl. FORSYTH-JACOBSTHAL, DGIen, S. 521, 75. 

3'50 ~(z'- y') w,,; + y(~- 2 z') w y + z(2 y'-~) wa = 0 

x4 + '!I + z1, x2 yz. 

~IORRIS-BROWN, Diff. Equations, S. 275 (11), 392. 

3'5I :r(y"_Z") Ws + y(zn_~II) W y +z(~t1_yn) Wz=O 

xyz, xfl+y"+z"_ 

3'52 ~W,,; + ytVy + a V~2 + y2 wz = 0 

!!., al'x2 +y2_ z • 
z 

JULIA, Exercices d'Analysc IV, S. 2Gf. 

3-53 ~ w,,; + y wy + (z - a 1/ ~2 + y2 + ;2) w, = 0 

Aus den beiden ersten der charakteristischen GIen 

x' (t) = x, y' (t) = y, z' (t) = z - a J x2 + y2 + Z2 

folgt J!... = Cl' also ist "PI = 11 ein Integral der partiellen DGl. Wird y = Cl X 
Z x 

in die dritte charakteristische GI eingetragen, so entsteht für x> 0 

dz =-~~9 = ~ _ aVro;"+ 1 +"(~)2 
dz z' (t) z 1 z ' 

und hieraus für z = x u(x) die DGI mit getrennten Variablen 

x u' + a 1 u2 + Ci + 1 = O. 

Aus dieser erhält man 

xtJ (u + Yu2 + 0i + 1) = 02' 

Trägt man 01 und u ein, so bekommt man das Integral 

"P2 = xtJ - 1 (z + 1/~2 + y2 -+ Z2) ; 

'PI und "PI bilden eine IBasis. 

FORSYTH-JACOBSTHAL, DGIen, S. 376, Beispiel 3 (4), S. S17f. 
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Z Yy2 + z2w x + a z Y~2 + ZIlW,,- (~1/y2 + Z2 ... a y Yx? + Z2) wz=O 3'54 

Aus den charakteristischen GIen findet man, daß 

x x' + y y' + z z' = 0, 
also 

1J'1(X, 'y, z) = x2 + y2 + z2 

ein Integral ist. Wird nun (vgl. D 3'5 (c)) x2 + y2 + z2 =,2 gesetzt und z 
aus den charakteristischen GIen eliminiert, so erhält man 

a x' y' 
Vrs-:xp =Vrl yl' 

und hieraul> das Integral 

1J't = a arc sin":' - arc sin J!.. mit r2 = x2 + y2 + z2. r r 

Die beiden gefundenen Integrale bilden eine IBa.sis. 
JULlA, Exercices d'Analyse IV, S. 94f. 

W~-YUJ" ctg ~ .. zWz ctg~=O 

yz, ysinx. 
MORRIS·BROWN, Diff. Equations, S. 275 (1 n), 392. 

UJ x tg~ +UJII tgy +UJz tgz=O 
sin x Bin y 
sin y' sin z 

FORSYTR·JAcOBSTHAL, DOlen, S. 376, Beispiel 3 (7), S. 818. 

COB X cos '!J 
cos y' cos Z 

MORRIS·BROWN, Diff. Equations, S. 275 (1 i), 391. Die DGl kann offenbar 
in 3'56 übergeführt werden. 

355 

~ w~ + YWII + [z + f(~, Y)] WZ = 0 3'58 
A U8 den charakteristischen GIen 

x'(t)=x, y'(t)=y, z'(t)=z+/(x,y) 

erhält man zunächst J!.. = °1, also das Integral 1J'1 (x, y, z) = J!.. Hiermit x x 
wird aus dei' dritten charakteristischen GI 

,l (t) = z + /(x, 01 x), 

also bei Hinzunahme der ~l'sten GI die lineare DGI 

dz = z' (t) = ~ +f(x,OI x) 
dx x' (t) x x' 
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Hieraus erhiilt man 
'" - C + flet, Oll) dt z - 2 X x -t2- , 

11 

also, wenn noch Cl eingetragen wird, 

'" 
z = C2 X + x I f(t, ~ t) t-2 dt. 

a 

Die durch Auflösen dieser GI nach O2 entstehende Funktion V'a(x, 1/, z) 

ist ein zweites Intf'gral der gegebenen partiellen DGl. 
Ist z. B. "x y 

fex, 1/) = H:' + x2) (Cl + y3) 
so lautet die obige GI für a = 0 

oder für t = x~ 
1 

z=C x+cx f ~ 
a 1/ • Y (Cl + xl CI) (c2 + yl CI) 

o 
das ist ein elliptisches Integral mit festen Grenzen. 

SERBET·SCBEFFEBS, D. u. lRechnung III. S. 547f. 

3'59 (y-z) I'/(z)w", +(z-~) Y/(Y)w" +(~-y) Y/(z)wz=O, 
11 

f(t) = E a" tV vom Grad ::s;; 6 . 
• -0 

Ein Integral ist 

w = (y- z) VJ(X) + (z- x) VJ(1j) + (:I:-y) ~<:2)~ - "t(x + 11 + %)2 
(y - z) (z - x) (x - y) 

- as(x + 1/ + z). 

Für w(x, 1/, z) = W(E, fJ, ~), ~ =.!:., fJ =!:, C =.!. geht die DGI in die-x y z 
selbe DGI mit E, fJ, C, W statt x, 1/, z, w und mit f(t) = aot~ + ... + aB 

über. Daher ist auch 

w = (1/1 Zl(y- z) ri1i> + z' xl (z - z) VJ(Y) + Xl y' (x- r) V/(Z»)' 
:I: yz(y-z) (z-:l:) (x--':"y) 

- (lo(~+~+!:.)2 - (11 (~+!:.+~) z 11 z Z 11 Z 

ein (von dem vorigen im allgemeinen unabhängiges) Integral der DeI; 
J{t) hat dabei wieder die ursprüngliche Bedeutung. 

RICBELOT, Journal für }lath. 23 (1842) 364-369. Vgl. auch 4.12. 
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3·60-3·64. Allgemeine lineare und quasilineare DiHerentialgleichungen. 

2~wz +3ywy +6zw.=6 

Eine Lösung ist log 1 z I. Man bekommt alle Lösungen, indem man 
zu dieser alle Lösungen der homogenen DGl addiert; für diese DGI ist eine 
IUasis 

3·60 

~2Wz +y2w lI +Z2W.=~Yz 3.61 

Für die homogene DGl ist 
1 1 1 1 
-X-y' x z 

eine IBasis. Damit erhält man nachD 4.2 für die gegebene DGl die Lösung 

(
X log x y log y zlcg z ) 

xyz (x-y)(x-Z)+(y-x)(y-z)+(Z-xT(z-y) . 

Man bekommt alle Lösungen, indem man zu dieser alle Lösungen der 
homogenen DGl addiert. 

ZWz +ywlI +zwz=aw +f(~,y,z) 

Für die durch Verkürzung entstehende homogene DGI ist J!, ~ eine 
x x 

IBasis. Wird daher (vgl. D 4·2) 

w(x, y, z) = W(~, 1], t), ~ = x, 1] =!, t = ~ x z 

gesetzt, BO wird aus der gegebenen DGI 
a 1 

WE -I W = If(~, ~?}, ~C), 

also 
W = r' {.Q(?} , C) + J ~-G-l f(~, ~?}, ~ C} d~}. 

JULIA, Exercices d'Analys6 IV, S. 63. 

(y + z +W)Wz + (z +~ +'I-e)WII + (~+Y +w) w.=O 

Die nach D 5·4 zugehörige homogene DGl für W = W(x, y, z, w) 

lautet 

(y + z + w) Wz + (z + x + w) W" + (x, 4 + w) W. = O. 

Ihre charakteristischen GIen sind 

x'(t)=y+z+w, y'(t)=z+x+w, z'(t)=x+y+w, w'(t}=O. 
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Hieraus folgt 

:1:' + y' + z' + ! to' 
2 :1:'-11' 1/'-Z' 

-----3.;:-- =2--=2--. 
x+y+z+--w :I:-Y y-z 

2 

Da offenbar auch W = wein Integral ist, sind Integrale der homogenen 
DGl die Funktionen 

W=.Q(; ;, w, (X- y)2(X+y.+Z+jw)). 
Durch Auflösen von W = 0 nach werhält man Lösungen der gegebenen 
DGL 

3.64 (zw-~!f)wz +yzwlI +Z2 wz =ZW 

Die nach D 5'4 zugehörige homogene DGl ist die DGI 4'5. Dahel' 
erhält man Integrale der gegebenen DGI aus 

.Q (~, ~, (x _ zY~) exp ~2) = 0 

durch Auflösen nach w. Ein Integral ist auch w = ~~; für dieses ist der z 
erste Koeffizient der DGl Null. 

FORSYTH, Diff. EquatioDs V, S. 68f. 

4. Lineare und quasilineare Differentialgleichungen mit vier 
und mehr unabhängigen Veränderlichen. 

4·I PI + (a1a-~4) P2 + (~l +~2 + ~a' Pa + (~I +~2 + ~4) P4=O 

x2 - xa + x" (xa - x,) e-z,., (Xl Xa - Xl X. - Xl - X2 - X, - 1) e-z,. 

MORRIS-BROWN, Diff. Equations, S. 280 (1), 393. 

4'3 (~2 + ~3 + ~,) PI + (~1 + ~a + ~4) P2 + (~l + ~2 + ~4) Pa 
+ (~1 +~2 +~a) p,=O 

~, =.-:1:3 , (X. - XI)8 (Xl + Xz + Xa + X,). 
X,-:l:l :1:,- Xl 

LAGRANGE, Oeuvres IV, S. 627f. FORSYTH-JACOBSTHAL, DOlen, S. 376f., 
Beisp. 4. Vgl. auoh 4'7. 
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Xl Xa PI + X2 Xa P2 + x; Pa + (Xl X2 + a Xa X,) p, = 0 4'4 

X 2 X 3 l-a X 2 + ( 1) -a -, - , Xl - a - x, Xl • 
Xl Xl X3 

FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 377, Beisp. 6 (2), S. 819. 

(X3 X4-xl xDpl +X2 XaP2 +X;Pa +xax,p,=O 

Integrale sind offenbar %3, x4 • Mit dem Reduktionsverfahren D 3'5 
Z2 X 2 

findet man weiter das Integral 

( X _ X 3 :I:') exp zi . 
1 z~ X 3 

Die drei gefundenen Integrale bilden eine IBasis. 

FORSYTH, Diff. Equations V, S. 68f. 

~~~~+~~~~+~~~A+~~~~=O 4.6 
2 2 2 2 2 2 

Xl - X 2 , X 2 - X 3 , Xa - X 4 • 

FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 377, Beisp. 6 (3), S. 819. 

(X2 + Xa + x, + XS) PI + (Xa + X, + Xs + Xl) P2 + (X, + Xs + Xl + X2) Pa 4'7 
+ (xs +XI +X2 +Xa) p, + (Xl +X2 +Xa + X,) Ps=O 

(v = 1, 2, 3, 4) 

mit 8 = Xl + ... + XS ' 

MORRIS·BROWN, Diff. Equations, S. 280 (3), 393. VgI. auch 4'3. 

" E x. P. = a z, DGI der homogenen Funktionen . 
• -1 

Die Integrale in einem Gebiet <D (Xl' .•. , xn ) sind die in <D mit stetigen 
partiellen Ableitungen erster Ordnung versehenen homogenen Funktionen 
Z = 1p (Xl' ... , xn) der Ordnung a. Dabei heißt eine Funktion 1p (Xl' ••. , x,,) 
in <D homogen der Ordnung a, wenn für je zwei Punkte Xl' •.. , X" und 
t Xl' ••• , t xn ' die nebst ihrer Verbindungsstrecke zu <D gehören, 

1p(t Xl' ••. , t Xn) = ta 1p(xl , ... , X,,) 

ist. Beispiel einer homogenen Funktion erster Ordnung, di,~ kein Polynom 

ist: 1p(x, y) = x sin Jt. 
x 

VgI. SERRET-SCHEFFERS, D- u. I-Rechnung III, S. 54lf. 
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m m 

4'9 E(Aozv-Av)Pv=O, A.=G.o + EGv" X,,; HEssEsche DGl. 
.-1 ,,-1 

Die DGl läßt sich auf eine solche mit m + 1 unabhiingigen Veränder
lichen und mit linearen Funktionen als Koeffizienten zurückführen. Wird 
nämlich (Einführung von homogenen Koordinaten) 

für 

(r) 

z(x1"'" x m ) = C(~o, ~l"'" ~'iI) 

gesetzt, so ist 

oz oe 
~ = ;O<lt- (v = 1, ... , m), 
uX.. (}'il' 

m OZ c; 
Ex. ox. = - ~oar' 
.-1 0 

und daher wird aus der DGI 

f;A*~=O mit 
.-0 • o~v 

(2) 
m A: = E Gv " ~", 

,,-0 
Jede Lösung der ursprünglich gegebenen DGl liefert also eine Lösung 
dieser DGl, und zwar eine Lösung '(;0" .. , ~m) von der speziellen Art, 
daß aus C bei Ausführung der Substitution (r) eine Funktion von Xl' ••. , xm 

entsteht, d. h. eine homogene Funktion nullter Ordnung. Umgekehrt liefert 
auch jede Lösung C von (2), die diese Eigentümlichkeit aufweist, vermittels 
der Substitution (r) ein Integral der ursprünglichen partiellen DGl. Zur 
Lösung der DGl (2) vgl. 3·I9. 

Beispiel 1: 

(3) (X + 1)y P + (y2 - x) q = O. 

Hier ist Xl = X, X2 = y, Ao = X2, Al = - x2' A 2 = Xl' und die DGI (2) 

lautet 

I-ür diese ist ~o + ~1' ~i + ~~ eine IDasis. Integrale sind auch alle Funk
tionen C = Q(~) + ~1' ~~ + ~~). Die FUJlktion Q ist nun so zu wählen, 
daß durch die Substitution (1) aus C eine Funktibn von Xli x2 allein wird. 

t 

Das ist der Fall für Q(u, v) = ~; man erhält dann 
v 

;- _ (~o + ;1)2 also z = (x +~ 
~ - ;f+;i ' x2 +y=' 

Beispiel 2: x(y + 1) P + (y2 - x) q = y z. 

Die nach 4.2 (a) zugehörige homogene DGl ist, wenn Xl' X 2 , Xa statt x, y, z 

geschrieben wird 

(4) X I (X2 + 1) PI + (x~ - Xl) P2 + X2 Xa Pa = 0, 
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also eine DGI des Typus 4'9 mit Ao = x2 • Al = - Xl' Az = Xl' A 3 = O. 
Die DGI (2) lautet hier 

oe oe oe oe 
~2 a~~ - ~l a~l + ~l a~2'+ o· a~3 = O. 

Aus ihren charakteristischen GIen erhält man die IBasis 

CI=~3' C2=~I+~Z' C3=~o-~I+(~I+~2)logl~ll· 

Jede stetig differenzierbare Funktion Q von Cl' C2 • C3 ist wieder ein Integral. 
Es sind nun solche Funktionen Q ausfindig zu machen, daß durch die 
Substitution (1) eine Funktion von Xl' X2 • x3 allein entsteht. Das ist 
z. ß. der Fall für 

In 
__ ~=~I-~~ -log lell 

C2 ~l + ~2 
ist das noch nicht für das logarithmische Glied erreicht. Fügt man aber 
noch log 1 C2 1 hinzu, sa erhält man das Integral 

~l - ~o + I : ~l + ~2!_ Xl - 1 + I I Xl + xzl .- ogl-- --- og--
~1 + ~2 ~1 . - Xl + Xz Xl' 

Damit hat man für die DGI (4) die IBasis 

z x-1 I IX+Y! 
x+V' x+V + og -x-

und für die gegebene unhomogene DGI die Integrale 

z = (x + y) Q (~ -1 + log I
1 
x + VII) • 

x+V X 

O. HESS:F., Journal für Math. 25 (1843) 171-177. 

".·-1 rn-l 

I} (Ao x.-A I ) p,- = A o z- Am. A. = a,-o + I} a." X" + a. n Z. 
.-1 ,,-1 

Nach D 4.2 (a) läßt sich diese unhomogene lineare DGI in die homogene 
DGI 49 überführen. 

Durch das Verfahren von HESSE (vgl. 49) läßt sich auch hier erreichen, 
daß die ersten Koeffi7.ienten linear werden. Wird nämlich 

z(xI , ...• x"" VI' ... , Yn) = C(~o, ... , ~m' VI' ... , '!I,.) 
mit 

4·IO 
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gesetzt, 80 wird aus der DGI 
m * (Je n 0 ~ m 

E A. (J~. + E f.(Yl' ... , y,,) (Jy = 0 mit A: = E a." ~" . 
.. -0 .-1 • ><-0 

Ist insbesondere n = 1, f1 = 1, so !mnn in den charakteristischen GIen 
Y = Yl als unabhängige Veränderliche gewählt werden; die charakteri
stischen GIen bilden dann das lineare System 

~;(y) = A: (v = 1, ... , m). 

Für diesen Sonderfall 8. FORSYTH·JAcoBsTHAL, DGIen, S. 427, 6 und S. 83~f. 
Vgl. auch P. MANSION, Equations du premier ordre, S. 53-56. 

R. H. J. GERMAY, Annales Bruxelles 59 (1939) 139-144 bemerkt, daß das 
Reduktionsverfahren aueh anwendbar ist, wenn die a." Funktionen der yp sind. 

" V/(x,,) _ 2". _ 
4.12 E F'(:Z:v)Pv=O, f(t)-Ea,.t, F(t)-(t-x1)···(t-xn)· 

.-1 v=O 

Die DGI geht durch die Transformation 

z(x1 ,·· ., xn) = C(~l' ... , ~n), 
1 

~v = x. 

in dieselbe DGl mit ~., C statt x.' z und mit f(t) = ao f·1I + ... + a~n 
über; hat man für die ursprüngliche DGl ein Integral gefunde'l, so er-

1 hält man daher ein zweites Integral, indem man die x. durch - und 
x. 

ao"'" a2n durch a2n , • .. , a·o ersetzt. 
Integrale sind 

( 
n VJ(Xv) )2 (n)2 n. 

Z = E F'(Xv ) - a2n EX. - a211 _ 1 Ex" .-1 .-1 v-I 

n v.--j--- - f(X.) 
z = }F(oc) F(ß) E (xv-ex) (x.-ß)F'(x.) ' 

.-1 

wenn oc, ß zwei Nullstellen von j(x) sind; 

( .. Vf(x.) )2 fee) 
z = F(G) ;;{ (0- xv) F'(x.) - F (C) - a2n F(G) 

für beliebiges C. 
RICHELOT, Journal für Math. 23 (1842) 354-369; 25 (1843) 97-118. 

5. Systeme von linearen und quasilinearen Differential
gleichungen. 

5·1-5·2. Zwei unabhängig~ Veränderliche. 

5.1 y P = aJ q, aJ P + Y q = z 

Durch Auflösung nach p, q erhält man 
p x q y 
z - X' + ya , z = XS + y2 • 
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also 

Z=OVX2+y2. 

FORSYTH·JACOBSTHAL, DGIen, S. 427 (8), S. 841. 

[:1:(:1:- a) - z- c] P + Y(:I:- a) q = (3':- 2 a) z- c 3':, 
:I:(y-b) P + [y(y-b) -z-c] q= (y-2 b) z-cy 

Oder bei anderer Zusammenfassung: 

Hieraus folgt 

(x - a) (x p + y q - 2 z) = (z + c) (p - x) , 

(y - 6)(x p + y q - 2 z) = (z + c) (q - y). 

(z + c) [(y - b) (p - x) - (x - a) (q - y)] = O. 
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Da z = - c für c =F 0 offenbar keine Lösung des Systems ist, muß die 
eckige Klammer Null sein, d. h. 

(y - 6) p - (x - a) q = a y - 6:.c. 

Das gegebene System kann daher durch seine erste und die obige GI 
ersetzt werden. Es wird nun zu den nach D 7.2 zugehörigen homo. 
genen GIen 

(r) (y - b) Will - (x - a) wlI + (a y - b x) Wz = 0, 

(2) [x(x - a) - z - c] Will + y(x - a) WlI + [(x - 2 a) z - c x] Wz = 0 

übergegangen. Für (r) erhält man aus den charakteristischen GIen die 
IBasis 

(x - a)2 + (y - 6)2, Z - a x - 6 y. 

Wird in Anwendung des Einengungsverfahrens von D 67 (b) 

w(x, y, z) = C(~l' ~2' ~3)' ~l = (x - a)2 + (y - 6)2, 

~2 = Z - a x - 6 11, ~3 = z 

gesetzt, so liefert (r) die GI Ce. = O. Daher wird aus (2) die GI 2'4 

2(~1 - ~2 - a2 - 62 - c) Ce. + (~2 - c) Ce. = O. 

Für diese erhält man leicht die IBasis 

EI - 2 E2 - a· - bl 

(E2 - c)' 

Da.her erhält man Lösungen des gegebenen Systems aus 

01(z - a x - b y - C)2 = 02(2 z - x2 _ y2) 

.TULIA, Exercices d'Analyse IV, S. 99-102 (mit anderem Lösungsverfahren). 

5.2 
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5-3-5-9. Drei unabhängige Veränderliche. 

5:3 PI-P2=Z, PI-Pa=Z; s. D 6'4· 

5'4 Ol:IPI +X2 P2 +xaPa=O, X 2Pl-xI P2- xaPa=O 

Involutionssystem. Für die erste GI ist Xl. X! eine IBasis. Setzt man 
Xa X3 

in Anwendung des Einengungsverfahrens D 6'7 (b) 

z(xi, X2 • xa) = C(YI' Y2' Ya), YI = Xl. Y2 = X 2 , Ya = Xa• 
Xa Xs 

so erhält man die DGl 

(Y2 + YI) Cy , + (Y2 - YI) '11. = 0 
mit dem Integral 

, = a·re tg ~: + log VYf+Y~. 
Daher ist für das gegebene System eine IBasis: 

Xi 1 1 x~ + xi 
Z = are tg - + - og - -_ 

Xl 2 xi 
SERRET·SCHEFFERS, D· u. IRechnung IIl, S. 579. 

5'5 3xI PI+4x2P2+ 0xaP3=O, X I P2+ 2x2P3=O 

Vollständiges System. Für die erste DGI ist 

-t -t 
X 2 Xl • Xs Xl 

eine IBasis. Hieraus erhält man mit dem Einengungsverfahren D 6'7 (lJ) 
für das gegebene System die IBasis 

~ 
2 --g-

(Xl Xs - X 2 ) Xl • 

E. LINDELÖF, Acta Soc. Fennicae 60 (1895) 61. 

5.6 (x2 - Xa) PI + (Xa- Xl) P2 + (Xl - X 2) P3 = 0, 
X 2 Xa PI + X 3 Xl P2 + Xl X 2 Pa = 0 

Dureh Klammerbildung entsteht die weitere DGl 

(x2 - x3) (;cz + x3 - 2 Xl) PI + (xs - Xl) (xs + Xl - 2 x2 ) P2 

+ (Xl - X 2) (Xl + X 2 - 2 xa) Pa = O. 

Die Determinante der drei GIen ist 

3(xl - x2) (x2 - xs) (xa - Xl) (Xl X2 + X2 Xs + Xa Xl)' 

und diese ist in keinem Teilgebiet == 0, daher ist PI = P2 = P3 = 0, die 
gegebenen GIen haben somit nur die triviale Lösung z = const. 

FORSYTH·JACOBBTHAL, DGlen, S. 428 (14) S. 844. 



3-9. Drei unabhängige Veränderliche. 177 

(Xl-XZ) PI- 2(X1 -X2) pz + 3(x1 + Xz + 2 x3) P3 =0, 
(xz + x 3) PI + 2 (2 Xl - 3 X2 - x 3) pz - 3 (2 Zl + Zz + 3 z:i) Pa = 0 

Vollständiges SV'ltem. Für die erste GI ist 

2 + Xl + 2 X, + 3 X, 
Xl X 2 ' ( )1 Xl-X. 

eine IBasis. Wendet man das Einengungsverfahren D 6'7 (b) an, d. h. 
geht man mit 

Z(X1 , ~, x3) = ceYI' Yz), Yl = 2 Xl + xz' 

in die zweite GI hinein, so erhält man 

2 Cllt - ~ CII• = O. 
also 

2 
C= YI--

Y2 
unu somit für das gegebene System die IBasis 

3 Xl Xz + 2 Xl X. + XI X, 

Z = Xl + 2 X, + S X. • 

Xl (Xl + x 2) PI + (x2 x3 + x~- xi) P3 + 2 (Xl + X 2) = 0, 
X2 (Xl + Zz) P2 + (Xl X3 + xi - X~) P3 + 2 (Xl + X 2) = 0 

Vollständiges System. Jede der nach D 6·8 zugehörigen homogenen 
GIen läßt sich leicht lösen. Wendet man dann das Einengungsverfahren 
D 6'7 (b) an, 80 erhält man für das homogene System die IBasis 

(XI + XI + XI) (Xl + xz) 

Reduziert man nun das gegebene System durch die Transformation D 6·8 

80 erhält man das System 

Yl CUt + 2 = 0, Yz CII• + 2 = 0, 
und hieraus C = - log (y~ !/z). Die Lösungen des gegebenen Systems -sind 
somit 

Z = - log (x~ x~) + Lösungen des homogenen Systems. 

Zl PI + Z2 pz - x3 P3 + Z = 0, x 2 PI - Xl Pt + Z P3 + x3 = 0 

uas nach D 7'2 zugehörige homogene System für w(x1 , xz' xa' x,) mit 
x, = z ist das vollständige System 

X1'V:r +xzw" -xaw" -x,w" =0, xzw. -x,w:r +x .• w .• -xaw =0; 
1 , • I "l t" ""'I x. 

s.ß 

S'9 
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d. i. abgesehen von den Bezeichnungen das System 5'12. Für dieses .st 
somit eine IBasis 

Xl .1'3 + x2 x4 , - x2 x3 + Xl x4 • 

Lösungen des gegebenen Systems erhält man nun durch Auflösen von 

Q(xi Z - x2 x3 ' x2 Z + Xl X3) = 0 

nach z. 

:FORSYTH, DifI. Equations V, S. 99. 

5·10-5·17 Vier unabhängige Veränderliche; zwei Gleichungen. 

5·1I Xl PI + X2 P2 = 0, Pt + P2 + Xl (Pa + p,) = 0 

Durch Klammerbildung ent.steht die GI 

PI + P2 - Xl (P3 + P4) = O. 

Durch lineare Kombination der drei GIen erhält man 

Pt + P2 = 0, Xl PI + x2 P2 = 0 

und für Xl =f= 0 außerdem 

Pa + P4 = O. 

Au:! den beiden ersten GIen folgt PI = P2 = 0 für Xl =f= X 2 , d. h. die gesuchte 
Lösung ist von xl' x2 unabhängig. Die dritte GI läßt sich leicht lösen. 
Man erhält damit als Lösungen des gegebenen Systems 

Z = Q(Xa - x4). 

SERRET·SCHEFFERS, D. u. IRechnung III, S. 668f. 

5.12 X I PI-X2P2 +xa Pa- X4P4=0, XaPI +X4P2- XtPa- X 2P4=0 

Involutionssystem. Für die erste GI ist xt x2, x2 xa' xa x4 eine IBasi!!. 
Wird in Anwendung des Einengungsverfahrens D 6'7 (b) 

z(xl ,.··,x,)=C(Yt'···'Y4), YI=XI X2, Y2=x'2 Xa, Ya=X3 X" Y4=X' 

gesetzt, so wird aus der ersten GI Cy , = 0 und aus der zweiten 

(y~ + YI Y3) (Cy , - CVI ) + Y2(Ya - YI) eVI = O. 

Für diese GI erhält man die IBasis 

Yt Y3 - Y2' 
Yz 
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Das gegebene System hat daher die IBasis 

Xl Xz + X3 X" Xl X, - Xz X3 • 

COLLET, Annales 11!cole Norm. 7 (1870) 57; dort wird die weniger einfache 
. t Xl X. + X3 x. IBasls (x~ + xU (x: + x,), angegeben. 

Xl x,- X 2 Xa 

- Z,l PI + a!z PI + a!4 Pa + a!a Pol = 0, 2(a!a + a!4) PI + a!1I(Pa + Pol) = ° 5'13 

Involutionssystem. Für die zweite GI ist xl> xa - x4 ' 'V~ - 4 xa x, 
eine IBasis. Wendet man das Einengungsverfahren D 6'7 (b) an, d. h. 
geht man mit dem Ansatz 

z(xI '·· ., x,) = C(YI' YII' 1!a), YI = Xl' Yll = Xa - X4 , Ya =:4 - 4 xa x4 

in die erste DGI hinein, so erhält man 

1ft CIl• + Yll C". + (4 y~ - 2 Ya) C1I1 = 0 

mit der IBasis ::' 1!t(Ya - ~). Damit erhält man für das ursprünglichp. 

System die Illasis 
Xa-X, 2" 
-- X [X· - (X + X )2]. 

Xl' 111 a 4 

FORSYTB·JACOBSTBAL, DGlen, S. 525 (92). 

a!3PI + a!4PZ- a!l Pa- a!ZP4 = 0, a!4PI + a!a pz- a!IIPa- a!1 Pol = 0 5.14 

Involutionssystem. Eine IBasis ist 

Xl Xz + xa X4 ' xi + x~ + x: + x~. 
FORSYTH·JACOBSTHAL, DOlen, S. 4~9 (18 ß), S. 847-849. 

(a!l X 4 + X z a!a) PI + (a!a a!'-~l ~z) Ps- (~+ ~D P4= 0, 
(Xl :.c4 + ~z ~a) pz - (a!i + ~:) Pa + (:l:a~, - ~l a!1I) Pol = ° 

Multipliziert man die erste GI mit Xl' die zweite mit - Xz und addiert 
man dann beide GIen, so erhält man, abgesehen von dem Faktor Xl X, + Xz Xa, 
die erste der GIen 5.12. Entsprechend ergibt sich die zweite der GIen 5.12 
Das obige System kann also durch 5·12 ersetzt werden. 

COLLET, Annales 11!cole Norm. 7 (1870) 57. 

(a:~-~) PI + (~l :1Js - a!za!4) Pa + (a!2 a!a- a!l a!,) P4 = 0, 
(a!! - a!D P2 + (a!1I :1Ja - a!l ~4) Ps + (:1J1 a!a - Zz a!4) Pol = 0 

Für x~ - xi =F 0 ist das System gleichwertig mit 5.14. 
COLLET, Annales Ecole Norm. 7 (1870) 57. FORSYTH·JAcoBsTHAL, DGlen, 

S. 429 (18 Cf), S. 847-849; dort Integrale in umständlicherer Form. 

5.15 

5.16 
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5.17 PI + (~11 +~,-3 ~1) Pa + (~t ~11 +~l~' +~a) p,=O, 
PI + (~a~'-~II) Pa + (~~a~, +ZZ- ZI ZII) p,=O 

Klammerbildung ergibt nach Fortlassung eines überflüssigen Faktors 

(1) Pa+x1 p,=O. 

Hiermit lassen sich die gegebenen GIen zu 

(2) Pa + XII 1', = 0., 1'1 + (3 x~ + xa) 11, = 0. 
vereinfachen. Die drei GIen (1), (2) bilden das System 5'18. 

IXSCHENETSKY, Archiv Math. 60 (1869) 410-413. FORSYTH-JAcoDsTHAL, 
DGlen, S. 426, Beisp. 3 (1), S. 834. 

1·18--6=23. Vier 1lD&bhängige Veränderliche; drei Gleich11DPD. 

5.18 Pt + (3~ +a;.) p,=O, Pa +zaP,=O, Pa +:.r.tp,=O 

Involutionssystem. Die Anwendung der A .1\.fA YERschen Transformation 

Xl = U 'Ut., xa = U ua' xa = U 1ta 

ergibt für z(x1 ' •••• x,) = Z(u. u1 • U2I Ua• u,) die lineare DGI 

Z" + (3 ua 1t~ + 2 U 'Ut. 1ta + U u~) Zz. = 0. 

mit den Integralen 

!J ( u3 u~ + u2 Ul 1ta + i u2 ~ - x,/,). 
Daher hat das gegebene System die Integrale 

!J ( x~ + Xl Xa + } X; - X,). 
Für LiteraturaDgaben 8. 5.17. Vgl. auch D 6'7 (c). 

5.19 ZlPl-~IIPIl +ZaP3-~'P'=O, zaPl-~lPa=O, :.r.'PII-alaP,=O 

Involutionssystem. Für die erste GI ist xt XII' XII xa' Xa x, eine IBasi&. 
Setzt man in Anwendung des Einengungsverfahrens D 6'7 (b) 

z(xt, ...• x,)=C(Yt •... ,Y,), Yl=X), Y2=Xt XIl , Ys=XIIXa• y,=X3 X,. 

so wird aus der ersten DGI Cll1 = 0., und aus den beiden andern GIen 

y~ C,. - YII Y3 CII• - Y2 y, CII• = 0., Y2 y, CII• + Ya 11, CII• - tIs C". = O. 

Für die erste dieser beiden GIen ist ~ + y23' Ya eine IBasis. ·Wendet man - y, 
nochmals das Einengungsverfa,hren an, so erhält man schließlich für das 
gegebene System die IBnsjs 

(~ + xi) (x~ + x;) 
FORSYTH, Diff. EqllatioDS V, S. 95f. 
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2Z1 P1 +3zzpz +4zaPa +oz'P4I=O, PI +4z1 Pa +OZIP,=O, 5.20 
zaPa + (2 za-4:JlD p,=O 

Vollständiges System. Für die zweite DGI läßt sich leicht eine IBasis 
(die nachfolgenden Ausdrücke YI' Ya, y,) finden. Setzt man in Anwendung 
des Einengungsverfahrens D 6'7 (b) 

z(zt, ... , x,) = C(Yl' ... , Y4), Yl = XI' Yz = XI' Ya = Xa - 2~. 
Y4=X,- 5x1,:l:2 , 

so wird aus der zweiten GI C", = 0, und aus den beiden andern 

3 Ya C", + 4Ya CII• + 5 '!/.t. Cllt = 0, Y2 C", + 2 Ya CII = 0. 
d. h. das System 5·5 mit C, Y, statt z, x._1 • 

E. L~NDELÖF, .Acta Soc. Fennicae 60 (1895), S. 61. 

:Jl1 PI +ZaPs +ZaPa +z,p,=O, ZaPa +2:JlaPa +3:Jl,p,=u, 
3 ~ Pa + 10 Zl Za Pa + (10 Zl Za + 10 ~) p, = 0 

Vollständiges System. Für die erste GI ist xa• xa• x, eine IBasis. Setzt 
Xl Xl %1 

man in Anwendung des Einengungsverfahrens D 6·7 (b) 

%(x1, ...• x,) = C(Y1' ... , 114)' Y1 = Xl' Ya = X 2 , Ya = Xa , y, = X" 
Xl Xl Xl 

so wird aus der ersten GI C", = 0, und aus den beiden andern GIen 

yaC", + 2 yaC". + 3 y,Cllt = 0, 3C". + 10 yaC", + (15 Ya + 10 tfz) CII, = O. 

Für die letzte GI ist 3 Ys - 5 tIz, 9 y, - 45 Ya Ya + 40 ~ eine IBasis. 
Man wende nochmals das Einengungsverfahren an und setze 

C = U(81 , 8s , 84), 81 = Yt, 8a = 3 Ys- 5tfz, 8, = 911, - 45Ya Ya+ 40~. 
Aus der letzten GI wird dann 'U," = 0, und aus der vorletzten 

2 83 'U," + 3 8, 'U,. = () 
81 

mit dem Integral -{. Damit erhält man für_ das 
8. 

IBasis 
(9 %\ X, - 46 %1 %. Xa + 40 xl)' 

(3 %1 %a - 5 ii)' 

gegebene System die 

E. LINDELÖJ', Acta Soc. Fennicae 20 (1895), Nr. 1, S. 51 f. 

5.21 

2ZtZ:P1+Z:~,P,=~, 2zaPa- z ,p,=1, ~aZ!Pa+ZlZaZ,p,=Zl~' 5·22 
Vgl. 5·23. 

2~aZ:Pl +~:z.P,=Z:z, 2ZZPZ- Z4P.a=Z, 5.23 
Zaz!Pa +Zl a7a Z,P,=Zl ~3Z 

Vollständiges System. Für 'U(xI , •.• , x,) = log 1%1 geht es über in 
das System 5-22 mit 'U statt des dortigen z. Für die Lösung des Systems 



182 E. S. Systeme von linearcn und quasilinearen Differentialgleichungen. 

in jeder der beiden Formen steht, nachdem es in eine explizite Form über. 
geführt ist, die A. MA YERSche Methode D 6 4 der Reduktion auf eine einzige 
DGI zur Verfügung. Bei CoLLET und MANSION ist das System in der Ge
stalt 5'22 mit JACOBIS Methode der Vorintegrale gelöst. Wird das ge
gebene System nach D 7.2 in ein homogenes System übergeführt, so er
hält man 5'30 mit z, W z statt xs ' Ps; die Lösungen des ursprünglichen 
Systems erhält man aus w(x1 ' ... , x"' z) = ° durch Auflösung nach z, also 

Z = x2 x".Q(XI xi - X2 x!). 
COLLET, Annales E\.~ole Norm. 7 (1870) 63-56. MANSION, 1Jquations du premier 

ordre, S. 201- 205. 

5·24-5·29. Fünf unabhängige Veränderliche; zwei Gleichungen. 

Klammerbildung führt zu der GI 

Xl P2 + Xl (1 - Xs) Pa + 2 Xs P4 + ~ Ps = 0, 
wobei ein gemeinsamer Faktor 2 Xl fortgelassen ist. Diese GI kann nach 
der zweiten der gegebenen GIen dureh P2 + (1- xs) Pa = 0, und somit 
das ganze System dureh 

xi PI + (xi x" - 2 x~) P3 - 2 Xl ,X" P4 = 0, 2 Xs p" + xi P5 = 0, 
P2 + (1 - xs) P3 = 0 

er:;etzt. werden. Die Klammerbildung führt jetzt nur zu (iner wesentlich 
neuen GI, nämlich zu Pa = O. Also muß auch P2 = 0 sein, und es bleiben 
die GIen 

Xl PI - 2 x" p, = 0, 2 Xs p, + x~ P5 = 0, 

die ein Involutionssystem bilden und die IBasis x~ x, - x~ haben. 
GnAINDORGF:, Memoi!'cs Liege (2) 5 (1873) 85-87. }'ORSYTH·JACOBSTHAL. 

nmen, S. 4~G. BeiEp. 3 (2). S. 835. 

5.25 [(;'c1;r.4 + ~2 ~5) ~5 + ~21 ])1 - [(orl~" + ~2 ~s) ~4 + ;1'1] P2 
+ (~2.~"-~1 ~s) Pa=O, ~2P'-~1 Ps=O 

Durch Klammerbildung erhält man 

(xl X" + x2 X5) (Xl PI + Xz P2) - (xi + X~) Pa 
- [(Xl X, + X 2 Xs) X, + Xl] P4 - [(Xl X, + X2 XS) Xs + X2] Ps = O. 

Das aus diesen drei GIen bestehende System ist vollständig. Für die erste 
GI kann man durch die übliche Methode eine Ißasis finden, nämlich 

2 2 " 
Xl X, + x2 Xs - X3 • (Xl X" + X2 Xs) + Xl + ~, 

und diese ist, wie leicht nachzurechnen ist, zugleich JBasis für das ganze 

Svstem. 



24-29. Fünf unabhängige Veränderliche; zwei Gleichungen. 183 

ZlP] + Zzpz + (Zl Z, + Zz zr;) P3 = 0, 
[(Zl Z, + Zz Z5) z, + Z]] p, + [(Zl Z, + Zz zr;) zr; + Z;t] P5 = 0 

Durch Klammerbildung ergibt sich bei Berücksichtigung der zweiten 
GI Pa = O. Die GIen Pa = 0, Xl 'Pl + Xz 'P2 = 0 und die zweite der ge
gebenen GIen bilden nun ein vollständiges System, dessen GIen sich einoooln 
lösen lassen. Man erhält so für das System die IBusis 

Xl (XI X, - Xl X5)1 

XI ' X: + x: + 1- • 

[(Zl Z5- Za Z,) Z5 +Za Z• +zJ PI + [(ZaZ'-Zl Zr;) z, + Za Z5 +zz] Pz 5.27 
+ [(~ +~) Z3 + Zl Z, + Zz :l's] Pa = 0, 

(Z3 Z, + zJ p, + (za ZI; + zz) Pr; = 0 

Klammerbildung und Addition der mit 2 xa multiplizierten ersten GI 
sowie der mit - (~+ x: + 1) multiplizierten zweiten GI liefert 

[(xs x. - x] x5) Xz + (xa x, + Xl) Xa] 'PI + [(Xl X5 - Xa x,) Xl 
+ (X3 XI; + Xa) X3] 'Pa - [(Xl X, + Xz X5) Xa + xi + X~] Pa = O. 

Das aus diesen drei GIen bestehende System ist vollständig, die IBasis 
besteht also aus zwei Funktionen. Für die zweite GI findet man leicht 
das Integral 

Xa x. + Xl 

X3 X, + XI' 

und dieses genügt auch der ersten und somit der dritten GI. Wendet 
man nun das Reduktionsverfahren 6'7 (0.) an, so findet man noch das 
Integral 

:1:1 :1:11 - Xa X, 
X3 x5 + x-;-o 

Die beiden Integrale bilden eine IBasis. 

(Za zr; + zz) PI - (za z, + Zl) Ps + (za z. - z] Z5) P3 = 0, 5·28 
[z,(zaz,-~ zr;) +Za Z6 +zs]p,- [Z5(ZI Z5- ZZ Z,) +Z3 Z, +Zl] Pr; = 0 

Durch Klammerbildung und Subtraktion der mit (Xl X5 - Xa X,) multi
plizierten ersten GI erhält man 

(X3 x, + Xl) X3 'PI + (Xs X6 + Xa) X3 'Pa + (Xa x. - Xl Xr;) (Xa 'Pl - Xl 'Pa) 
- [~-I- X=+ (Xl X4 + X2 X5) Xa] P3 - (X; + xi + 1) [(xa x. + Xl) P4 

+ (X3 Xr; + X2) Ps] = O. 

Das aus diesen drei GIen bestehende System ist vollständig. Fü~ die 
erste GI findet man leicht die Lösungen 

xi + x~ + x~. Xl X4 + Xz Xz; - Xa' 
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und für die zweite GI 
(Xl X, + XI Xi - xa)1 

xI + xi+ 1 

diese Lösung genügt auch der ersten GI. Daher hat das System die IBasis 

(Xl X, + X 2 Xs -X3)2 

xl + xl+l 

5.29 ~2Pl-~IP2 + 2 ~4Pa + (~s-~a) p,-2 ~,Ps=O, 
~l ~2 PI + (:I:~ + 1) P2 + (2 ~1 :1:, +:1:2 :l:a) Pa + (2 ~2 ~, + :1:1 :l:s) p, 

+ 3 :l:z :1:5 Ps = 0 
Klammerbildung ergibt die GI 

(x~ + 1) PI + Xl X2 P2 + ~ Xl Xa Pa + (2 Xl X, + Xz Xa) p, 
+ (2 Xz x, + Xl Xs ) P5 = O. 

Das aus diesen drei GIen bestehende System ist vollständig. Für die 
erste GI ist 

x~ + :4, xa + xs, xa Xs - x~, xi Xa + 2 Xl X2 X, + :4 X 5 

eine IBasis. Wendet man das Verengungsverfahren D 6'7 (b) an und 
setzt man 

Z(X1,· •. , x5) = C(YI' ... , 115), 

1h = Xl' 112 = xi + X~, 113 = X3 + X5 , 114 = X3 X5 -~, 
1Is = xi X3 + 2 Xl X 2 X, + X~ X 5 , 

so wird aus den drei GIen CII, = 0 und 

(1) 2 X2(1I2 + 1) CII, + [2(x} x, + x2 xs) + X2 11a] CIII 

+ 4 x2 11,1;11, + [2(xl x, + Xz X5) (1Iz + 1) + 3 Xz 115] 1;11. = 0, 

(2) 2 Xl (1Iz + 1) 1;11, + [2 (Xl Xa + Xz X,) + x.l 1Ia] CIII 

+ 4 Xl 1I,CII, + [2(x1 X3 + X2 X,) (112 + 1) + 3 Xl 1Is] C", = O. 

Erstens multipliziere man (1) mit Xl' (2) mit - x2 und addiere dann beide 
GIen; zweitens multipliziere man (1) mit x2 ' (2) mit Xl und addiere dann 
wieder die GIen. Man erhält 

(3) !;". + (112 + 1) !;II, = 0 

und, wenn von der zweiten GI noch das 211s-fache der GI (3) subtra
hiert wird, 

Für (4) erhält man leicht die IBasis 

y: y, Y: 
Y2 + l' (Yt + 1)1' (Y. + 1 )1' 
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und hieraus mit Hilfe des Einengungsverfahrens D 6·7 (b) für das System 
(3), (4) die IRasis 

1/. 1/. (1/. + 1) - 1/6 
(1/. + 1)1 , V (1/. + 1)1 

also für das gegebene System die IBasis 

XaX,-X: 
(xi + xl + 1)1' 

(x~ + 1) XI + (xl + 1) x.-2 xl XI X. 

V(zt + xl + 1)1 

E. LINDELÖF, Acta 80c. Fennicae 20 (1896), Nr. 1, S. 63f. 

5·30-5·32. Fünf unabhängige Veränderliche; drei und vier GleichUDgen. 

2 zIPl-zaPa=O, 2 Z2P2- Z,P. + zsPs=O, 
2Z'aZ~PI +Z:z,p, + Z:ZsPs=O 

Vollständiges System. Für das aus den beiden ersten GIen bestehende 
Teilsystem erhält man mit den charakteristischen Gien die IBasis Xl xi. 
X2 X!. x. xs. Geht man nun (Einengungsverfahren) mit dem Ansatz 

z = C(YI' Y2' Ys)' YI = Xl xi. Y2 = X2~' Ya = x. X5 

in die dritte GI hinein, so entsteht 

Y2(CII, + CII,) + Ya CII• = 0 

mit der IBasis Yl - Y2' :: Daher ist für das ursprünglich gegebene 

System eine IBasis 

2 Z2z!PI +ziz,p, +z~zsPs=O, 2 Z2P2- Z.P, +ZSP5=0, 
:r.2 z; Ps + Zl Zs Z, Pol + Zt za Zs Ps = 0 

Vollständiges System. Durch lineare Kombination der ersten und 
dritten GI läßt es sich in 5·30 überführen. 

GOURSAT, Equatioßs du premier ordre, S. 96 (1) nennt COLLET als Verfasser 
der Aufge.be. 

5·30 

PI +2 ZlP2 +3 Z2PS +4zaP, +0 z,Pr.=O, 5'32 

ZlPI + 2 Z2P2 +3 ZaPa +4z,p. +ozr.Ps=O, 
Zl P2 + 3 z~ Pa + (7 Zl Z2 - za) Pol + (8 Zl za - 2 z, + 4 ~) Ps = 0, 
P2 +3 zlPa +(4 Z2 +2 zD Pol +o(zs +Zl Z2) Ps=O 

Vollständiges System. Für die erste GI kann man leicht eine IBasis 
finden (die nachfolgenden Ausdrücke Y2"'.' Ys). Man ka.nn nun das 
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Einengungsverfahren D 6'7 (b) anwenden. Setzt man 

z(xl ' ... , xli) = C(111' ... , l1s), 111 = Xl' 11. =:IiI- ~, 
l1a = Xa - 3 Xl:lil + 2 x~, 11. = x. - 4 Xl Xs + 6 x~ x. - 3 xL 
115 = Xs - 5 Xl x. + 10 x~ Xs - 10 x~ x. + 4 :4, 

so wird aus der ersten GI CII, = 0, und aus den übrigen, wenn die GIen 
noch durch lineare Kombination vereinfacht werden, 

2 112 Cuo + 3 l1s Cf/I + 4 11. Cf/I + 5 115 Cf/I = 0, 
Cu. + :4 112 Cf/I + 5 l1s CII• = 0, l1s CIII + (211. - 4~) Cu. = 0, 

d. h. das System 5'20. 

E. LINDELÖI', Acta 80c. Fennicae 20 (1896) 60f. 

5·33-5·36. Rest. 

5'33 (~1-~8) PI + (~1i-~1) P2 + (~8-~5) PIi=O, 
(~2- ~8) PI + (~Ii - ~2) P2 + (~8 - ~Ii) P8 = 0, 
(~S-~8) PI + (~Ii-~S) P2 + (~8-~S) P.=O, 
(~. - ~6) PI + (~Ii - :Il.) P2 + (:Il6 - ~5) Ps = ° 

Vollstä.ndiges System. Eine IBasis ist 

Xl + ... + X6 , Xl Xs + X2 X8 + Xs X •• 

5'34 :Il1 PI + ~2 P2 +:Ils Ps + :Il.P. +:Ils Ps +:Il6 P6 = 0, 
:IlI P2 + 2 ~2Pa + 3:1ls P. + 4: :Il.Ps + Ö :IlS P6 = 0, 
~2 P2 + 2 ~sPs + 3 :Il4 P. + 4: :IlsPs + Ö:Il6 Ps = 0, 
~l ~2 Ps + 3 :Il~ P. + (7 :Il2 :Ila - ~l :Il.) Ps + (8 :Il2 :Il. - 2 :Il1 ~s + 4: ~~) P8 = ° 

Nur die zweite und vierte GI führen durch Klammerbildung zu einer 
wesentlich neuen GI, nämlich zu 

x~ Ps -t 3 Xl X2 P. + (4 Xl Xs + 2 :G) Pli + (5 Xl X, + 5 x2 xs) P8 = O. 

Das aus diesen fünf GIen bestehende System ist vollständig. Man kann 
das System durch wiederholte Anwendung des Einengungsverfahrens 

D 6'7 (b) lösen. Für die erste GI ist x, ('JI = 2, ... , 6) eine IDasis. Dem-
Xl 

gemäß wird 

z(x1' ••• , X8) = C(111' ... , Y6), 11. = X. ('JI = 2, ... , 6), 111 = Xl 
Xl 

gesetzt. Dann wird aus dem System CII , = 0 und 

CIII + 2112 CII• + 3 l1s Cf/I + 411. CII• + 5 111i CIII = O. 

11. CII• + 2 l1s CIII + 311. CIII + 4115 CII• + 5 Y8 CU. = 0, 



33-36. Rest. 187 

Y2 Cl/' + 3 ~ Cu. + (7 Y2 Ya - y.,) CII• + (8 Y2 y, - 2 Ys + 4 Y;) CU. = 0, 

CII, + 3 Y2 CII• + (4 Ya + 2~) CII• + (5 y, + 5 Y2 Ya) CII• = O. 

d. h. 5'32. 
E. LINDELÖF, Acta 80c. Fennicae 20 (1896) 60f. 

11 11 

1}P.=O, 1}~;P.=O 
v-I .-1 

Durch Klammerbildung entsteht das System 5'36. 

n 11 n 

E P.=O, 1} ~.P.=O, 1} ~P.=O 
"-1 .-1 .-1 

Vollständiges System. Für die erste GI ist eine IBasis x, - XII 

(v = 1, ... , n -1). Wird in Anwendung des Einengungsverfahrens D6'7 (b) 

z(x1 ' ••• , Xn) = U(Yl" •. , Y,.-l)' Y. = x. - x,. 

gesetzt, so erfüllt z von selbst die erste GI, und aus der zweiten GI wird 
n-l 
E y,uY• = 0 
.-1 

mit der IBasis Y)Yn-l (v = 1, ... , n- 2). Damit hat man für die heiden 
Nsten GIen eine IBasis gefunden, nämlich 

Wird jetzt 

(v=1, ... ,n-2). 

Eil = XII - X/t 

:l:n - 1 - :1:,. 

gesetzt, so erfüllt z die heiden ersten Gien, und aus der dritten wird 
n-2 

Für diese GI ist 

\""1 ~.(~. - 1) C. = O. "'-' ", .-1 

~. - 1 ~n-2 

~. ~n-2 - 1 
(v = 1, ... , n - 3) 

eine IBasls. Für das gegebene System bilden somit die Doppelverhältnisse 

(v = 1, ... , n - 3) 

eine IBasis. 

SERRET·8cHEFFERS, D. u. IRechnung III, S. 579. Vgl. a.uch G. PFEI:I':I'ER, 
Giornale Mat. 69 (1931) 232- 236. Wird noch eine GI };:I:: P. = 0 hinzugefügt, 
so bat da.s System nur die triviale Lösung z = const. 

5'35 
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6. Nic:htlineare Differentialgleichungen mit zwei unabhängigen 
Verä.nderlichen. 

8-1-8.13. a p2 + ..•. 
6'1 p2 = fJq + b; Typus F(p, q) = O. 

AI-b 
z=Ax+--y+B. a 

Für die Gewinnung weiterer Integrale aus dem vollständigen Integral 
8. D 9-5. Z. B. ist im Falle a = 1, 6 = 0 die IFIäche, die durch die Parabel 
z = x2, Y = 0 geht, 

:1;1 ••• 1 
z = 1-4 11 .mr Y<"4' 

6'2 1}2 + q + ~ + ~ = 0 

Fiir z + x als gesuchte Funktion ist die DGI vom Typus D II·3. Macht 
man daher den Ansatz 

x+z(x,y)=C(,), ,=x+2Ay, 

so erhält man die gewöhnliche DGI 

C' = 1 - A ± VAl - 2 A - C, 
und hieraus zur Bestimmung eines vollständigen Integrals die GI 

R+ (A -1) log 11- A + BI + i+Ay=B mit B2=A2- 2A-z--;1: 

6'3 p2 +fJq=bz+cy; DGI mit getrennten Variablen. 

Ein vollständiges Integral ist 

Z = ± ~ (6 x + A)~ + .c 1/. - A Y + B für b =l= 0, 
3b 2 a a 

C y. AI 
z=Ax+---y+B 2a a 

für b = O. 

6'4 p2 = a z q + b ~ y; DGl mit getrenntf.'n Variablen. 
2x ~--- 2Ay-by' 

z=±-g VAx+-·i)---+B. wa 

Sonderfall bei MORRIS-BROWN, Diff. Equations, S. 293 (24), 394. 

6'5 p2 + ~ P = q; DGI mit getrennten V mablen. 
AI :l;1:x; 11 AI :x; 

Z=TY--.r±"4 r x2 + A2±T fltSin A +B 

und für I x I > A > 0 

z = - ~I Y - ~t ± -j V Xl All =F (ggn x) 1 fit ([ot I ~ I + B, 

wobei fit ([ot positiv zu wählen ist. 
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p" +~p-yq +2~=0 

Aus den cha.rakteristischen GIen erhält man das Vorintegral 'P = 2.A r; 
daraus folgt z = 2 A x '!I + fP (y) . Trägt man das in die gegebene DGI 
ein, so bekommt man fP und damit 

z = 2 A x '!I + A2t! + B y2. 
Ein vollständiges Integral ist auch 

z:z:Ays-(x+:r· 
Zu dem letzten Integra.l s. MANSION, Equa.tions du premier ordre, S. 250. 

31'2 +:ll P + (y + 2) q =~; ÜLAIRAUTsche DGI. 

Ein vollständiges Integral ist 

z = A x + B y + 3 A2 + 2 B. 

Ein Integral ist auch 
x' 

Z = -12 + B(y + 2). 

Ein singuläres Integral ist hier nicht vorhanden. 

p'! +ayp +bq=c; Typus D II·4. 
C-AI aA 

z =Ax+-b-y-n y2 + B. 

J. GRAINDOROE, Memoires Liege (2) 5 (1873) 52. 

p2 +ay2q +ayz +b 11'=0 

Für u(x, y) = y z(x, y) erhält man die DGI mit getrennten Ver. 
änderlichen 

u; = - a '!I ull - b 1/, 
und hieraus das vollständige Integral 

b AI 
Y z = - 4 a y4 + A x + 2 a y' + E 

Ein vollständiges Integral ist auch 

y z = - : a y4 - i- y2 (x + A)2 + B. 

Fiir einen Sonderfal1 bei MORRIS·BROWN, Diff. EquatioDs, S. 293 (40), 8~5. 

1'2 + a y2 q.= b; DGI mit getrennten Veränderlichen. 

A'-b z=Ax+--+B. 
ay 

J. GRAINDORGE, Memoires Liege (2) 5 (1873) 52. 

6-6 

6·8 

&10 
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6·II p2_,rq=X2_ y2; DGl mit getrennten Veränderlichen. 

mit 

Ein vollständiges Integral ist 

z = ± (i- V x2 + A + : q; (X») - 2 ~l + log I y I + B 

{ 

flr Sill . =- für A > 0, VA 
q;(x) = sgn x· flr <ror /I;~ für 

o für A = 0; 

A < 0 und I x I> / A /' 

dabei ist in der ersten Zeile unter flr <ror u der positive Zweig zu ver
stehen. 

Vgl. FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlel>, S. 385, Beisp. 2 (5), S. 822. 

6'12 p2 + a z q = b Z2; T;ypus D II·3. 

z = Bexp [(x + Ay) R] mit R = - a: ±~ l'a2 A2 + 4b. 

Ein Integral ist auch 
b 

_ -i 11 
z-.4e. 

6'13 p2 +az(yq-z) =0 

Für log Iz(x, y) 1= C(x, 1]), 1] = log Iy/ wird aus der DGl die DGl 
D !I·2 

C; + a(C'I - 1) = 0 

mit dem vollständigen Integral 

C =- A x + (1 - 4~) 1] + B. 

Vgl. a.uch JULIA, Exercices d'Ana.lyse IV, S. 196. 

8.14-8.20. I(x, y, z) p2 + •••• 

614 x p2 = q, DGl mit getrennten Variablen 

z=2VA-;+Ay+B. 

6'15 x2 p2_ y2 q = z; Typus D II·6. 

Für z = u(x) + v(y) erhält man 

XII U'2 - U = y2 v' + tI. 
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Diese GI ist erfüllt, wenn die linke und die rechte Seite Null ist. Damit 
erhält man das vollständige Integral 

1 1 
z = A exp y + 4" (log x + B)2. 

(:.I: P + Z)2 = q 6·I6 

Für w(x, y) = x z entsteht die DGI 6.I4 

also ist 
xw! = wll ' 

'vIA Ay+B z=2 -+---z z 

ein vollständiges Integral. - Geht man mit dem Ansatz 

z = u(x) + v(y) 

in die DGI hinein, so erhält man 

v' (y) = [x u' (x) + u(x) + V(y)]2. 

Diese GI ist erfüllt für 
xu' + u = 0, v' = v2• 

Damit erhält man das vollständige Integral 
A 1 

Z=--- -
z y+B' 

FOBSYTH·JACOBSTHAL, DGlen, S. 822, Zeile 4ft. 

~p2 +ayzq=bz2 ; gleichgradige DGl. 6.I7 

Für z(x, y) = C(" 'I'}), ,= log x, 'I'} = lug '!I entsteht die DGI 6'I2 

C~ + aC C" = b CI. 

Bei anderer Zusammenfassung lautet die DGI 

(xp- Z)2 + xr- y2 q = 0, 

ist also vom Typus D II·I7. Mit der EULERschen Transformation D II.I5 

wird aus ihr die quasilineare DGI 

X2Zx + Y2Z1" = - Z2. 

Lösungen dieser DGI erhält man aus 

~=-~+D(~.-~) 
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für eine beliebige stetig differenzierbare Funktion !J(u). Damit erhält 
man für die Integrale z der ursprünglichen DGI die Parameterdarstellung 

z=xX-Z, x=~{!J'(~-i)-l}, ~=- ~+!J(~-i). 
Für !J(u) = (A + 1) u + B erhält man hieraus das vollständige Integral 

(A:l_ B)z={1± VI Ax l)2. 

Vgl. FORSYTH-JAcoBsTHAL, DGlen. S. 388, Beisp. 4, S. 825. 

6.I9 y(y2 + 1) (z P - Z)2 + Z(p2 + 1) :; (y2 + 1) q 

Mit der EULERschen Transformation D H·IS wird aus der DGl die 
quasilineare DGl 

(X2 + 1) Zx + (Y2 + 1) Zr = - Y(Y2 + 1) Z2. 

Aus den Lösungen 
2 (X-Y) Z=Y2+D l+.x-y 

dieser DGI erhält man Lösungen der ursprünglichen DGl in der Parameter
darstellung 

zt (1 + 712 ) , 
X = - 2 (1 + X y)2 D (u), z = x X - Z, 

mit 

6'20 Z2 p2 + a z q = b z + c y 

Für u(x, y) = z2 entsteht die DGI mit getrennten Variablen 

u; - 4 b x = 4 c y - 2 a vy . 

Aus dieser erhält man das vollständige Integral 
1 :I C A 

Z2 = 6 b (4 b x + A)Y + a y2 - 2 a y + B. 

Für einen Sonderfall bei MORRIS-BROWN, Diff. Equations, S. 293 (42), 395. 

6-21-6·33. a p q + .... 

6'2I pq=a 

Die Charakteristiken sind gerade Linien. Ein vollständiges Integral ist 

z=aAx+~+B. 
Vgl COURANT-HILBERT. Methoden math. Physik II, S. 77f. 
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pq=azy+b 

Aus den charakteristischen GIen erhält ma.n die Vorintegrale p1_ a y2, 
q2_ a XII. Für qll ~ a XII = A ergibt sich weiter 

z=yVax2-+A+b( dz +B. 
Vazl+A 

Für b = 0 vgl. auch D 9.6, Beisp. 2. 

p q =:f; Typus D rr·3. 

Ein vollständiges Integral ist 
I 

Z = (22 A a (All X + y + B) r-· für a =F 2, 

z = B exp (A x + ~) für a = 2. 

Für den Fall a = 1 s. auch D 9.2 (c), 9-3, 9'S (c). 

p q = A z" 11 ze; gleichgradige DGl. 

Für z(x, y) = C(E,rJ) und 

1 
Z"+1 I yb+1 -- für a =F - 1, -- für b =F -- 1 E= a+1 1'/= b+l ' 

log x für a = - 1, log y für b = - 1 

\lird p = x" Ci' q = 11 C'I und somit a.us der DGI der Typus D rr-3 

CtC'l = A ce-
11 

Ist weiter c =F 2, 50 geht diese DGl für '" = u2=c in die DGl 6'21 

(I) ue u'l = A (1 - ir 
über. Ist c = 2, 50 entsteht aus der DGl für u = log C die DGl (I) mit A 
als rechter Seite. 

pq +ap=bz; Typus D n-3. 

Für z(x, y) = C(~), E = x + Ay erhält man die gewöhnliche DGl 

2.A C' = - a ± l' 4 AbC + ~2, 
und daher ein vollständiges Integral aus 

b(x+Ay)+B=R+alogIR-al mit R2=4Abz+all• 

p q = a p + b q; Typus F (p, q) = 0_ 

z = A x + B y + 0 mit A B = a A + b B_ 

6'22 

6'23 

6.25 
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6'27 pq=:x:p +yq 

Aus den charakteristischen GIen erhä.lt man z. B. die Vorintegrale 

~, p2-2y'P, q"-2xq, ('P±q)2±2(x±y)(p±q), 

und hieraus vollstä.ndige Integrale in den verschiedenen Formen 

z = (X~~y)1 + B, z = x y + X Yy2 +,A + B, 

z = x y + Y Vx2 +,A + B, 
1 f ,-:::--- 1 f z=xY+2- Y~2+,Ad~+2 V,,"+,Ad,,+B 

mit ~ = x + y, ,,= x - 11-
FOltSYTR-JACOBSTRAL, DGlen, S. 427, 7 (3), S. 840f. 

6'28 P q + :x: p + Y q = z; CLAmAUTsche DGl. 

Ein vollständiges Integral ist 

z = a x + b y + ab, 
singuläres Integral ist z = - x y. 

6.29 p q + a y p + b :x: q = 0, a b =t= O. 

Man kann auf verschiedene Arten vollständige Integrale finden. 

(a) In der DGI lassen sich die Variablen trennen. Man kommt so zu 
dem Ansatz 

p+bx=A q+ay=~ 
bx 'ay A: 

und zu dem Integral 

A-l ( a) z=-2- bx2- Ay2 +B. 

(b) Wird die DGI in der Gestalt 

Ei+aP+b!=O 
x y x y 

geschrieben, so erkennt man, daß sie gleichgradig ist. Für 

z(x, y) = C(~, ,,), ~ = x2, ,,= y2 

wird aus ihr die DGl 6·26 

2 C~ C~ + a C~ + b Cf/ = 0 
Damit erhält man das vollständige Integral 

z - ,A (x2 _ _ a_ y2) + 0 
- b+2A • 

d. h. wieder das in (a) gefundene. 
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(c) Wenn ab> ° ist, kann man Zahlen ot, ß so bestimmen, daß a= ±cx2, 

b = ± ß2 ist, wobei beide Male die oberen oder beide Male die unteren 
Vorzeichen gelten. Wird 

z(x,y)=C(~,'fj), E=ßx+cxy, 'fj=ßx-cxy 

gesetzt, so erhält man die DGl 6.85 

Ci ± ~ Ce = C~ ± 'fj C1/' 

Auf diese Weise wird man zu einem anderen vollständigen Integral geführt. 
Vgl. FORSYTH-JAOOBSTHAL, DGlen, S. 427, 7 (3), S. 841. 

(p + a) (q + b z) = c; Typus D II·3. 

Man kann auch benutzen, daß q/p ein Vorintegral ist und weiter nach 
D 9'3 verfahren. 

p (q - sin y) = sin :1:; DGl mit getrennten Veränderlichen. 

z = A cos x - cos y - ~ + B. 

MORRIS-BROWN, Diff. Equations, S. 293 (26), 394. 

2(pq +yp +:l:q) +:1:2 +y2 =O 

Man erhält das Vorintegral p + q + x + 11 aus den charakteristischen 
GIen und kann nun D 9'3 anwenden. - Wendet man die Transfor-
mation 

x2 y2 x-y x+y 
C(E,'fj)=z+2+2' E= V-Z' 'fj= V-Z 

an, BO erhält man die DGI 6'74 

C~ - C~ = 2~2. 
FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 395, Beisp. 2 (2), S. 827. 

p(kq+a:l:+by+cz)=l, o=!=O. 

Für u(x, 1/) = - bck + a x + b y + c z(x, y) entsteht die DGl 6'30 

(uII: - a) (c u + k UfI) = c". 
Vgl. auch FORSYTH, Diff. Equa.tions V, S. 160f. 

8·34-8·42. !(:IJ,y) p q + .• '. 
2:1:pq-zq=o 

Z2 = 2(1/- A) (B x - a). 

FORSYTH, Diff. EquatioDs V, S. 161. 

6'30 

6'31 

6'32 
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&35 2~pq-zq +ap=O 

Aus den charakteristischen Gien erhält inan das Vorintegral pq. Löst 
man p q = A und die gegebene GI nach p, q auf, so ergibt sich 

ap=-Ax+ VaAz+A2 x2, zq=Ax+ YaAz+A2 x2. 

Diese GIen lassen sich leicht lösen, wenn z = x2 u(x, y) und weiter 
tJ2 = a Au + A2 gesetzt wird. Man erhält 

:1 3 
(aA z + A2 X 2 )7r - 2aA2(xz + a y) = A 3 x3 + B. 

Vgl. auch FORSYTH, DifI. Equations V, S. 16lf. 

6'36 ypq-zp +aq=O, a =f: O. 

Lösungen sind offenbar die Funktionen z = const. Um die von diesen 
trivialen verschiedenen Lösungen zu erhalten, kann man gerade bei dieser 
DGI verschiedene Methoden anwenden. 

(I) 

(a) Die charakteristischen Gien sind 

{
X' (t) = Y q - z, y' (t) = Y P + a, 

z'(t)=2ypq-zp+aq, p'(t)=p2, q'(t) =0. 

Aus ihnen erhält man das Vorintegral q. Wird q = A gesetzt, hiermit 
aus der gegebenen DGl p berechnet und dann integriert, so erhält man 
das vollständige Integral 

(2) z = A y ± 12 a A x + B. 

(b) Wendet man die LEGENDREsche Transformation D II'I4 an, so 

wird aus der DGI 
Z a,Y 

ZX-X=-X2 ' 

Das ist eine gewöhnliche lineare DGI für Z, wenn Y als Parameter an
gesehen wird. Damit findet man Z und sodann durch Rücktransformation 
für z die ParameterdarsteIlung 

(3) x = .Q (Y) + ;.i2' y = X .Q' (Y) - 2 ~-, z = X Y Q' (Y) + ; ~ 
TTlit willkürlichem.Q. Hierbpi ist X =f: 0, d. h. Zx =f: 0 vorausgesetzt. Ist 
für eine Lösung Zx = 0 in einem gewissen Gebiet, so folgt aus der DGI 
auch Zy = 0, man erhält also die triviale Lösung z = const. Weiter is\. 
bei der LEGENDREschen Transformation 
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vorauszusetzen. Ist in einem gewissen Gebiet Zu Z,I,I- Z~" = 0, 80 folgt 6-36 
aus der gegebenen DGl durch Düferentiation nach x und 11 

zu(1/z,,- z) + zz,,(1/Zz + a) = z!, 

zz,,(Y z,I - z) + z,.,(Y Zz + a) = 0, 

und hieraus z; ZIII1 = 0, z; zz" = O. Ist in einem Gebiet Zz = 0, so hat 
man den schon vorher behandelten Sonderfall. Ist dagegen z; =t= 0, 80 

folgt Z"I/=Z,IZ=O und daher z,I=const, also z=.A.Y+9'(x). Trägt 
man dieses in die DGl ein, so kann man 9' bestimmen und erhält wieder 
das vollständige Integral (2). 

Wählt man in (3) etwa D(Y) = : Y + B, so kann man aus (3) die 

Parameter X, Y eliminieren und erhält das vollständige Integral 

Z =:1: .A B (1/ ± I' y2 + a.A.) , 

(c) Die EULERsche Transformation D II·IS führt in den beiden Formen 

(~) x=Zx, Y= Y, z=XZ~-Z, zz=X, z,I=-Zy 

und 

(c2) x=X, y=Zy, z=YZy-Z, zz=-Zx, Z,I=Y 

zum Ziel. 

(Cl) Durch die Transformation wird aus der DGI die lineare DGl 

X2 Zx + (X Y + a) Zy = X Z 

mit den Integralen 

Z = XD (2x:.+a). 

Durch Rücktransformation gewinnt man für die ursprüngliohe DGI die 
Integrale in der Parameterdarstellung 

x=D(u)-(u+ ;.)D'(U), z=xX-XD(u) mit u=2Y~,+a. 
Untersucht man, welche Integrale durch die erforderlichen Voraussetzungen 
X =t= 0, d. h. Zz =t= 0 und durch Zu =t= 0 verloren gegangen sind, so findet 
man, daß t1as nur die trivialen Integrale Z = const sind. 

Wählt man insbesondere D(u) =.A. u + B, so erhält man wieder 
das vollständige Integral (2). 

Vgl. auch SERRET-SCBEFFERS, D- u. I.H.echnung IIJ, S. G3H. 

(C2) In diesem Fall wird aus der DG] 

ZZx=aY, also Z2=2aXY+2D(Y), 

Rücktransformation führt zu der Param"terdarstellun~ 

( Y)2 2 Y n Y 2_ [a:l:+u'(Y)J1 
Z-1I = ax + 2,)1( ), 11 -2a:l:Y+2D(Y)' 
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Wählt man Q(u) = Au - B, so erhält man das vollständige Integral 

Z= By 
az+A 

az+A 
2y 

(d) Um eine IFläche durch einen gegebenen Anfangsstreifen zu erhalten, 
kann man für die charakteristischen GIen (r) die LösunV'.1 bestimmen, 
die für t = 0 das Integralelement xo' Yo, zo' Po =1= 0, qo enthalten. Aus den 
beiden letzten charakteristischen Streifen und der gegebenen DGI erhält 
man 

1 1 
(4) q=qo' :P=Po -t, ypq-zp+aq=O. 

Trägt man dies in die beiden ersten charakteristischen GIen ein, so ent· 
stehen die GIen 

X' = a qo (Po t - 1), y' + .J!.!J!._ = a. 
~ ~t-l 

Hiermit wird 

(5) 

Aus der dritten GI (4) erhält man weiter 

(6) qo (2 Yo Po + a 1 ) Z = - - -- ----+ a(po t - ) . 
2po Pot-l 

Damit sind die charakteristischen GIen integriert. Will man eine IFläche 
durch den Anfangsstreifen 

x=wl(s), y=w2(s), z=ws(s), p=w4(s), q=ws(s) 

haben, so sind diese Funktionen so zu wählen, daß sie die partielle DGI 
und die Streifenbedingung 

w; = w4 w~ + W5 w; 

erfüllen. Trägt man nun in (5), (6) 

Xo = Wl ' Yo = W 2 ' Zo = Ws' Po = W4 ' qo = Ws 

ein, so liefern (5), (6) die IFläche in einer Parameterdarstellung mit den 
Parametern 8, t. 

SERRET-SCHEFFERS, a. a. 0., S. 626- 629. dort noch weitere Umformungen 
der Parameterdarstellung. 

6'37 p(k yq + a ~ + b Y + c z) = 1, k =1= O. 

Aus den charakteristischen GIen folgt 
y' q' 

k Y + (k + c) q + b = O. 

Das hieraus sich ergebende Vorintegral sieht verschieden aus, je nachdem 

k + c =1= 0 oder = 0 ist. 
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(a) k + e =t= O. Dann wird 

b k-.!.. 
z=- k+cY-cAy ~ +9'(z). 

Trägt man dies in die gegebene DGl ein, so erhält man 

(I) (e9' + a z)9" = 1, 

also für 1I(z) = c9' + a z die DGI 
u '1/' 
--=1 
au+c ' 

bei der die Fälle a =t= 0 und a = 0 zu unterscheiden sind. 
(b) k + e = 0, also k = - e. Dann wird 

q =!log y + A, c 

z = ~ y (log y - 1) + A y + 9'(z) , 

und für 9' erhält man wieder. die DGI (I). 

Ist k + e =t= 0, 150 läßt sich die DGl durch die Transforma.tion 
bc 

aZ+k+cy+ez=C(~'1J), E=z, 1]=logy 

auch a.uf den Typus 6.30 

(C~ - a) (k C" + e C) = ,;'1. 

j!;urückführen. 
vgI. FORSYTll. Diff. EquatioDa V. S. 161. 

~-~pq+~-~p+~-~q=O 
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Durch die LEGENDRESche Transformation D II·I4 entsteht die DGl2'29 
az az 

X (2 Y - X + 1) 0 X - Y (2 X - Y + 1) (} y = (Y - X) Z 

mit den Integralen 
(X +Y_l)a 

(I) Z=(X+Y-l)O(u).1I= XY 

für eine willkürliche stetig differenzierbare Funktion D. Hieraus erhält 
man für die ursprüngliche DGI die Integrale in der Parameterdarstellung 

z=zX+yY-Z, z=O(u)+ ~(2X- Y+l)U(u), 

y =O(u) + ; (2 Y - X + 1)0'(u), 

wozu noch (I) kommt. 
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6'39 ~ypq=l 

Für z(x,y)=C(E,17), E=logx, ?}=logy entsteht die DGI 6'2I 

C~ C" = 1. Damit erhält man das vollständige Integral 

log y 
z = A log x + -A- + B. 

Die DGl läßt sich auch a.ls eine DGl mit getrennten Veränderlichen be. 
handeln. 

6'40 ~ y p q = ~2; gleichgradige DGl. 

Für z = ± e' (~. "), E = log x, ?} = log y erhält man die DGl 6'2I 

Ce C" = 1. 

6'41 (~2 + 1) p (q - 1) + ~ y2 q = 0 

In der DGllassen sich die Veränderlichen trennen: 

zl+1 yBq 
-z-P=1-q' 

Damit erhält man das vollständige Integral 

{
Aare tg j- bei oberem Vorzeichen. 

AI 
z = ± -2- log (x2 + 1) + B + A Rt trg ~ oder A Rt<Itg ~ 

bei unterem Vorzeichen. 

6'42 [(1-~)2-y] [(1-~) (1-p)-z]q=a(I-~)2 

Für z = (1- x) Z (u), u = (1 Y Z)I erhält man eine gewöhnliche DGl 

für Z(u). Daher ist ein Integral, das an der Stelle x = 0, y = 0 regulär 
ist und für y = 0 den Wert 0 hat, 

u 

z= (1- x) f fu (1-V1- :a:) du. 
o 

O. PERRON, Ma.th. Zeitschrift 5 (1919) 167f. 

6·43-6-48. f(z) p q + .... 

6'43 ~pq=Q,P +b~; Typus D II·3· 

- a log 1 a :f V 4 A b Z2 + a21 ± V 4 A b z2 + a2 = 2 b (x + A y + B). 
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zpq=xp +yq 

Aus den charakteristischen GIen erhält man das Vorilltegral J!. und 
q 

hiermit nach D 9·3 das vollständige Integral 
1 

Z2 = A B (A x + B y)2 + O. 

zpq +x2yp + xy2q =xyz 

Für Z2 = C (~ , r;), ~ = x2, r; = y2 erhält man die CLAIRA uTsche DGl 
D II·I2 

C = ~ C~ + r; C1/ + Ce C7j' 
und hieraus das vollständige Integral 

Z2 = A x2 + B y2 + AB. 

Singuläres Integral ist z = o. 
MORRIS-BROWN, Diff. Equations, S. 293 (35), 395. 

(z +a)pq=bz2; Typus D II·3. 

Für z (x, y) = C W, ~ = x + A y erhält man die gewöhnliche DGI 

A(C + a) C'2 = bC2 
und hieraus 

E+B=± V:fYCi adC . 

Das Integral läßt sich mittels der Substitution C + a = u2 leicht aus
werten. Eine Lösung ist auch z = o. 

(a + b) z P q + a:v q + b Y P = 0; gleichgradige DG1. 

Für 
Xl y2 

z(x,y)=C(~,r;), ~=2' r;=jf 

entsteht die DGI D II-3 

(a + b) C C$ C" + a C" + b C~ = o. 
Aus dieser erhält man als vollständiges Integral 

2-0 aB+bA (A 2+ B 2 
% - - (a + b)Ä B x y). 

z2pq=xy +a 

Für 2 u(x, y) = %2 entsteht die DGl 6·22 

6·45 

6·47 
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Zur Lösung der gegebenen DGI kann man auch bC!nutzen, daß sie die 
Vorintegrale 

hat. 
JULIA.. Exercices d'AnaIyse IV, S. 144-160. 

6-49-6-54. ( •• ) p2 + ( •. ).p q + ... = o. 
6-49 a p2 + b P q = e Z2; Typus D II·3. 

z = 0 exp [(A x + B y) R] mit R2- C 
- A(aA +bB)' 

6'50 ~p2_pq + ay2=0 

Aus den charakteristischen GIen erhält man daR Vorintegral p e-'. 
Hiermit und mit der gegebenen GI bekommt man das SYbtem 

p = A e', q = ~ y2 e-' + A x eil, 

und hieraus schließlich das vollständige Integral 

z = A x eil - ; (y2 + 2 y + 2) e-' + B. 

6· 51 :lJ p2 + Y p q = 1; DGI mit getrennten Veränderlichen. 

Aus 
1 

xp--=A, yq=-A 
'P 

erhält man das vollständige Integral 

z = V 4 x + A2 + A log I V 4 :e + ,/1-A I + B. 

6-52 a:lJp2-(ay+b)pq+ey(ay+b)2=0 

Aus den charakteristischen GIen erhält man das Vorintegral p/(ay + b). 
Hiermit und mit der gegebenen GI erhält man für z das System 

c 
'P = A (a y + b), q = a A x + Ä 11 

und daraus das vollständige Integral 
c 112 

z=Ax(ay+b)+.2A +B. 

6-53 (Z2 + 1) Y p2 + ~ Z P q = 4:lJ2 y; gleichgradige DGl. 

Für z(x, y) = c(" 'Y/), ~ = x2, 'fJ = y'! entsteht die DGI D II'3 

(CI + 1) Ci + C C~ C'l = 1. 
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pi +Z2pq=Z2; Typus D H'3. 

Für z(x, 1/) = C(~), E = A x + B 1/ erhält man die gewöhnliche DGl 

(A2 + A B C2) "2 = C2, 

und hieraus das vollständige Integral 
R-A ± (A x + B 1/ + C) = R + A log -- mit R2 = A B Z2 + AI. z 

6.55-6.68. a p2 + b q2 = I(z, y), I(z, y, z). 

p2 + q2 = a2; Sonderfall von 6'56. 

Integrale sind z. B. die Ebenen 

z = A x + B y + C mit A2 + B2 = a2• 

Die Charakteristiken durch jeden Punkt ~,'YJ, , bilden einen geraden 
Kreiskegel, dessen Achse parallel zur z-Achse ist und der selber eine 
IFläche ist. 

Ist die IFläche gesucht, welche für ein festes ~ die Kurve 

x=E, 1/=1], z=ro('YJ) für -00<1]<+00 
enthält, so ist z(E,'YJ)=ro('YJ), also z1/(E,1]) = ro' ('YJ) , es muß also 

/--I ro' ('YJ) I :;;;; a sein; nach der DGI ist dann Zx (E, 1]) = ± 1 a2 - ro'2. Aus den 

charakteristischen Gien 

x'(t) =22', y'(t)=2q, z'(t)=2 p2+2 q2, p'(t) =0, q'(t)=O 

findet man daher 

p = ± l'a2 - ro'2, q = ro', 

x=E±2tYa2-ro'2, 1/='YJ+2tro', z=ro(1])+2a2 t. 

Die drei letzten GIen können als Parameterdarstellung des gesuchten 
Integrals angesehen werden. 

Durch Flimination von t und 'YI erhält man für 

ro('YJ)=c: z=e±a(x-E)j 

ro('YJ)=Ot+ß'YJ: z=Ot+ßy±(x-E>Ya2 -ß2 ; 

w(rJ) =y+~ Vl+ (Ot + ßrJ)2: z=y+~ nl+ß(x~E)]2+(0t+ßy)2. 
Zur näheren Diskussion der DGl und zu ihrer Bedeutung für die geometrische 

Optik vgl. COURANT-HILBERT, Methoaen math. Physik II, S. 74ft. HAHILTON. 

PRANGE, Strahlenoptik, S. 204. 

6'55 
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6'56 ap2 +bq2=C; Typus D II·I. 

Ein vollständiges Integral ist 

z = A x + B y + C mit a A2 + b ß2 = c 
oder auch 

Zl (x- A}2 (y- B)I 
·c= a + b • 

6'57 p2 + q2 = a y + b; Sonderfall von 6'74. 
2 .I. 

z = A x + 3 a (a y + b - A2)2 + B. 

Für das Auftreten der DGl bei Bewegungen_unter dem Einfluß der Schwerkraft 
s. DARBoux, Theorie des 1l11rfaces H, 2. Aufl., S; 462. 

6'58 p2 + q2 = a: + y; Sonderfall von 6'74. 
2 .a 2 ~ 

z = 3" (x + A)2 + 3" (y - A)- + B. 

FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 384f. 

6. 59 p2 + q2 = a:2 + y2; Sonderfall von 6'74. 

2 z =' X Vx2 ±-A2 ± A2 fit Sin =- + lr:2::r: A2::r: A2 8r ~of .!L + B 
8r ~of A Y f Y- .. .- Ar Sm .A ' 

wobei das bei fit <ror stehende Argument > 1 angenommen ist. 

6-60 p2 + q2 = a:2 + a: y + y2 

Für z(x,y)=C(~,1]), 2~=x+y, 21]=x-y entsteht die DG) 
mit getrennten Veränderlichen 

C~ - 6~2 = 21]2 - C~. 

Hieraus erhält man das vollständige Integral 

z = f V 6 ~ + A d~ + f V 2 1]2 - A d1] + B. 

Die Integrale lassen sich mittels der hyperbolischen Funktionen noch 
auswerten. 

FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 427, 7 (1), S. 840. 

6.61 p2 + q2 = a a:m + b y'" + c; S01'\derfall von 6'74. 

z = ± f Va xm + A dx ± f Vb 11'" + c - A dy. 

Vgl. auch DARBoux, Theorie des surfaces 11, 2. Aufl., S. 469f. 
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pi +ql- a +b 6.62 
-Va:Z+yl 

Für z(x, y) = C«(], i), x = e cos i), y = e sin i) erhält man die DGl 
mit getrennten Veränderlichen 

e2 C; - be2 - ae = - C~, 
und hieraus da.s vollständige Integral 

z = ±JVb + ~-~: de + Ai) + B. 

COUltA.NT-HILBEBT, Methoden math. Physik H, S. 1M. 

p2 +q2=/(;,:); Sonderfall von 6'74. 

z =Ay+ B±!Vj(x) -A2 dx. 

Für das Auftreten der D GI in der DGeometrie s •. DABBOUX, Theorie des sur
faces 111, 1. Aufl., S. 29 f. 

pi +q2=/(z2 +11) 

HAMILToNsche GI für die ebene Bewegung eines Punktes unter dem 
Einfluß einer Zentralkraft. V gI. I C 9'26. Aus den charakteristischen 
GIen folgt 

(xq)' - (yp)' = 0, also xq- yp = A. 

Aus dieser GI und der gegebenen GI folgt für r2 = x2 + y2 

P = - ~; ± ~ Yr2 j(r2) - A2, q = ~z!±~ Vr2 j(r2) - A2, 

also für ee = rZ 

z = - A arc tg ~± j.! Yee j(ee) - A2 de + B. 

p2 + q2 = 1 (z, y); Typus D II·13. 

Schreibt man die DGI in der Gestalt 

(I) ~+qZ 
-2- + U(x, y) = 0, 

so hat man die IlAMILTONsche GI für die ebene Bewegung eines Punktes. 

Die charakteristischen GIen ohne die mittlere GI, d. h. ohne die Streifen
bedingung lauten 

~"t) = p, y'(t) = q, p'(t) = - U~, q'(t) = - U". 
Aus diesen folgt 

x"(t) = - U~(x, y), y"(t) = - U1J(x, y). 

6-65 
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Es lassen sich also x = x (t), 1/ = Y (t) als die GIen für die Bewegung eines 
Punktes mit der Masse 1 ansehen, und zwar einer Bewegung, die unter 
dem Einfluß einer Potentialfunktion U(x, y) erfolgt. Aus den cha.rakteri
stischen GIen folgt 

pI+ql 
-2- + U(x, 1/) = 0, 

Es ist also plt ql die kinetische Energie, und die obige GI ist der Aus

druck für den Energiesatz. Hat man eine einparametrige Schar von 
Integralen 21 = VJ(x, y, A). der DGI (I) mit IVJÄ 1&1 + IVJA"I > 0 gefunden, 
80 sind die Bahnkurven der Bewegung nach D II·I3 die Kurven, die der 
GI 1J' A = const genügen. 

BIEBEBBAOH, DGIen, S. 290f. Allgemeiner bei WHITTAKER, Analyt. Dynamik, 
S.336. 

Die DGl ist auch fiir die geometrische Optik von Bedeutung. Lieg~ ein unhomo· 
genes (aber isotropes) MediulP mit dem Brechungsindex J(~, 1/) an der Stelle :1:,11 
vor, so sind die Charakteristiken der DGI die Wege der Lichtstrahlen, und z = const 
gibt die Wellenfronten an. Vgl. COURAN'r·HILBEB'r, Methoden mathe Physik H, 
S. 74. 

6-66 op2 +bq2=C~; Typus D II·3. 

z=4(aAlc+bBI)(Ax+B1/+0)2 sowie 21=0. 

6.6] p2 + q2 = (Z2 + y2) ~; gleichgradige DGl. 

Für u(x, y) = 2 V-; erhält man die DGI mit getrennten Veränderlichen 

u 2 _ x2 = ./2 _ u 2 
1& ~ ", 

also 

u = J l' x2 + A dx + J Y1/2 -.A dy + B; 

die Integrale können ausgewertet werden. 

6-68 p2 + q2 = 0 ~2 + b; Typus D 11'3. 

Für z(x,1/) = C(E), E =.A:I: + B y erhält man 

± VA2 + B2 f vaC:~b = E. 

Für a = 1, b = 0 wird insbesondere 
A:t+BlI 

21 = 0 exp -==--=-. 
VAl + BI 

FI1r Sonderfille S. JULIA, Exercices d'Ana1yse IV, S. U3f., 136-140. 
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8.69-8-74. J(m, y) p2 + g(m, y) q2 = h(m, y, z). 

~ p2 _ Y q2 = m + y; Sonderfall von 6'74. 

z = ± ( V x (x + A) + .A log I V I x + AI + ViXT I) 
2 Ylx+AI- Vixl 

± (V y(A - y) - A arc tg VA 1/ 1/) + B 

für x(x + A) > 0, y(A - y) > 0; die Vorzeichen vor den Klammern 
können unabhängig voneinander gewählt werden. 

fJ Z2 p2 + b y2 q2 = ?J!; gleichgradige DGl. 6'70 

Für z(x, y) = C(~, 11), ~ = log x, 11 = log y wird aus der DGl 

aCi+bC~=C" 
und aus dieser für 

2 

C = { u2- C bei v =1= 2, 
e" bei c=2 

die DGl 6'56 

~ für c =1= 2 ! (2 .~ C)2 
a ui + b u~ = für c = 2. 

(z + a1) (z + a2) p2- (y + a1) (y + a2) q2 6'71 

= a Yz + a1 + b Vy + a2 + c(z- y); DGI mit ge1lrennten Veränderlichen 

Ein vollständiges Integral ist 

z = f VA + cx + a Vx +- a1- dx + f VA + C 1/- b V y + a. d + B 
(x + a 1) (x + a2 ) (11 + a 1) (y + az) Y • 

Die DGl mit 2 a = m1 + m2 , 2 b = m1 - ~ und mit ),1'),2 statt x, y 
ergibt sich, wenn man die HAMILTONsche GI 6.65 

pI+q2 + U(x, y) = c, U = _ m1 _ m2 
4 r 1 1 2 

für die Bewegung eines Punktes der 
Masse 1 in der x, y.Ebene unter dem 
Einfluß der Gravitationskräfte, die von --+~'--t--+--t--+~_ 
den in x = ± 1, y = 0 befindlichen 
Massen m1 , m2 ausgeübt werden, auf 
elliptische Koordinaten transformiert. 
Einem Punkt x, y werden dabei als Fig.16. 
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elliptische Koordinaten die Parameter Ä.,., i'2 (Ä,l <~) zugeordnet, welche 
die beiden durch x, y gehenden Kegelschnitte 

Xl y2 -+_. 
a 1 +).. a2 +).. 

bei festem a1 > a2 > 0, a1 - a2 = 1 bestimmen. 

V gl. BIEBERBACH, DGlen, S. 291- 294. 

6'72 4y(a-x) (b-x) (c-x)p2-4x(a-y) (b-y) (c-y) q2 = (z-y) zy 

Dividiert man die DGI durch x y, so lassen sich die Variablen trennen. 
Man bekommt dann das vollständige Integral 

z = !-f Vi (x + A) dx + ~f -V!LiY_±~ dy + B 
2 N(x) 2 N(y) 

mit 
N(x) = (a -x) (b - x) (c - x). 

Die DOl tritt bei der Berechnung der geodätischen Linien eines Ellipsoids mit 
den Halbachsen a, b, C auf. Vgl. COURANT-HILBERT, Methoden mathe Physik 11, 
S. 94f. 

6'73 (p2_1) sin2 z + q2 = 0; Sonderfall von 6'74. 

Ein vollständiges Integral ist 

z = A y + 71 ± J VI - -;1;'- dx. sm x 

Für das Auftreten der DOl bei der Einführung orthogonal-geodätischer Para
meterlinien auf der Einheitskugel vgl. KNOBLAUCH, Differentialgeometrie, S. 459. 

6-74 f(x) p2 + g(y) q2 = p(x) +tf)(y); DGl mit getrennten Veränderlichen. 

Für da.s Auftreten der DGl in der DGeometrie (LIOUVILLEsche Flächen) s. 
DARBoux, Theorie des surfaces 111, 1. Aufl., S. 9f.; dort werden anschließend auch 
verschiedene Sonderfä.lle behandelt. 

6.75-6.80. f(x, y, z) p2 + g(x, y, z) q2 = h(z, y, z). 

6-75 a p2 + b Z q2 = c2; Typus D II·3. 

(3bCB2 )i b B2 z = - a A2 + --2- (A :r + B y + C) . 
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~ (pli _ qll) = :J') _ y 

Für z(x, y) = C(~, 'Y/), ~ = x - y, 'Y/ = x + y erhält man die DGI 

4 C Ce C'I =~, 
und aus dieser mit dem Ansatz C = u(~) v('Y/) für die ursprüngliche DGl 
das vollständige Integral 

8 Z3 = [3 (x - y)2 + A] [3(x + y) + B]. 

~ Z pli - Y Z q2 = a: + y; gleichgradige DGl. 

Für 
2 .a. 

u(x, y) = "3Z2 

~rhält man dip, DGI 6·69 mit getrennten Veränderlichen 

x(u; - 1) = y(u; + 1). 

Z2(p2 +qll) = a:2 +·y2; gleichgradige DGl. 

Für 2 u(x, y) = Z2 entsteht die DGl 6'59 

u; +u; = x2 + y2. 

FOBSYTH.JAcoBSTHAL, DGlen, S. 385, Beisp. 2 (1), S. 821. 

~1I(a pli + b q2) = Z2 + c; Typus D II'3. 

Die Anwendung von D II'3 führt zu dem vollständigen Integral 

(r) (a A2 + b B2) (z2 + c) = (A x + B 11 + C)2. 

Macht man den Ansatz z2 = u(x) + v(y), so lassen sich die Variablen 
trennen, und man erhält ein vollständiges Integral in der Gestalt 

(2) Z2 = _ c + (X-:,A)2 + (11-;: B)I. 

Ist (J = - 1, b = - I, c = _,.2< 0, so werden aus (I) Zylinder. 
flächen und aus (2) die Kugeln 

(x - A)2 + (y - B)2 + ZZ = ,.2; 

lntegrale sind dann auch die (wenn vorhanden) Hüllflächen zu solchen 
dieser Kugeln, deren Mittelpunkt sich in der x, y.Ebene längs einer Kurve 
bewegt (hierbei können Rückkehrkanten auftreten), d. h. man erhält 
Röhren. oder Kanalflächen. 

MANSION, Equations du premier ordre, S. B3f. GOURSAT, Equations du 
premier ordre, S. l39f. JULIA, Exercices d'Analyse IV, S. 106f. COUBANT·HIL· 
"BEBT, Methoden math. Physik 11, S. 80f. 

6'77 

6'79 
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6·80 ZS(y'l. p2 + zI q2) = (1'1. :1)2 y"; gleichgradige DGl. 

Für 2 C(E, 17) = Z2, 2 E = x2, 217 = y2 

entsteht die DGI 6'55 

C: + C; = a2• 

JULIA, Exercicea d'Analyae IV, S. 163-169. 

6·81-6·88. ( •• ) pi + ( .. ) q2 + lineare Glieder in p, q. 

6.81 p2 + q2 + Z P + Y q = z - 1 ; CLAIRAUTsche DGl. 

Ein vollständiges Integral ist 

z = A x + B Y + A2 + B2 + 1; 

singuläres Integral ist 

,,% + x2 + y" = 4. 
MOBBIS.BBOWN, Diff. Equations, S. 293 (29), 395. 

6·82 p2 + q2 - 2 z p - t JI q + t z y = 0 

Man erhält das Vorintegral p + q - x - 11 aus den charakteristischen 
GIen und damit da. vollatändige Integral 

.,..---:-=---V(X-y)1 AI 
2 Z = x2 + "+ A (x + 1/) ± (x - 11) 2 - T 

+ ~ fit <ro' L~ - JI-.ll'2 + B 
21(2 I A » 

wobei I x - y I > V~- ist und fit <rof das Vorzeichen von x - y hat. 

Nimmt man die Transformation 
x' yl x-y x+y 

C(E,1J} = z - 2" -"2' E = V2" ' ,,= V2 
vor, so erhält man die DGI mit getrennten Veränderlichen 

C~ + ~~ = 2 E", 
und hieraus wieder du obige vollständige Integral. 

FOB8YTlil·JA.COBaTlu.L, DOlen, 8. 394f. (Druckfehler). 

6.83 p2 + q2 - 2 JI P - 2 z q :.: 1 - z! _ y" 

Oder (1' - '11)2 + (q - x)! = 1. 

Aus den charakteristischen GIen erhält man die Vorintegrale l' - 11 und 
q - x und damit das vollständige Integral 

z = x y + A x + B y + 0 mit At. + B" = 1. 
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pS +q2=4(~p +yq-z); CLAlRAUTsche DGl. 

Ein vollständiges In tegral ist 
AI+B2 

z=.Ax+By- 4 I 

singuläres Integral ist 

Weitere Integrale sind 
BI A' (A x + B y)1 

x2 +BY--4' y2+.Ax--4 , A2+ B2 

a p2 + b q2 + 2 c ~ p + 2 d Y q = k; ab> 0; DGl mit getrennten Ver- 6.85 
änderlichen. 

Ein vollständiges Integral ist 

z = u(x) + v(y) + B, 

wo u, v die gewöhnlichen DGlen 

a U'2 + 2 c x u' = .A, b V'2 + 2 d Y v = k - .A 
erfüllen. 

Für .A = 0 ist u = 0 oder u = !!.. x2 oder aus diesen beiden Kurven a 

zusammengesetzt. 

Für c = 0 muß das Vorzeichen von .A so gewählt werden, daß a.A > 0 

ist; dann ist u = x V ~ . 
Für A =1= 0, c =1= 0 ist 

u=--x2 ±-- x2 +--dx' C C IV aA 
2 a a c2 ' 

die Auswertung des Integrals erfolgt für tx> 0 nach 
,---- x I 0(2 X 

J l' x2 + tx2 dx = 2" V x2 + tx2 + 2" Rt Sin cx' 

JVX2_ot2dx=;VX2_ot2_0(; 1:1 Rr~ofl~L für JxJ>tx; 

dabei ist unter Rt (iof u für u > 0 der positive Zweig dieser Funktion zu 
verstehen. 

Die DGI für v wird in entsprechender Weise gelöst. 

Ein Sonderfall bei FORSYTH.JACOBSTHAL, DGJen, S. 395, Beisp. 2 (1), S. 826f. 

p2_ q2_ 2 z p + Z2 = 1; Typus D Ir·3. 6.86 

Für z(x, y) = C(;), ~ = A x + By erhält man die gewöhnliche DGl 

(A2 - B2) C' = A C ± Y B2 CZ + A2 - ß2 
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und somit ein vollständiges Integral aus 

.o4x+Bg+O=! AI-BI dz. 
Az ± YlJSz. + AS_ BS 

MORRIS-BROWN, DifI. Equations, S. 292 (21), 394. 

6-87 (zI-l) [x2(Xp_Z)2_ X2p2_ q2] +X2 Z2 =0 

Für z = u(x, g) VI x2 - 11 wird aus der DQl 

x2(X2 - 1) u; - u~ = O. 

Für xl < 1 muß u. = ur = 0 sein, und man erhält das Integral 

z = OY1- ;&2. 

Für z2 > 1 läßt sich die DGI als zerfallende DGI 

(x ~ 1 U z + tty)( X Y x2 - 1 u. - uy) = 0 

schreiben. Jeder der beiden Faktoren liefert eine lineare DG!. Man erhäl~ 
für sie als !Basis 

arctg ]fx2 -1 =f g, 

also für die gegebene DGI die Integrale 

z = Vx2 1 {j (arctg Vx2-1 ± g). 

6-88 (zp + X)2 + (zq + y)2_ a2 Z2(p2 +q2 + I) =0 

Aus den charakteristischen GIen erhält man die Vorintegrale z l' + x, 
z q + g. Diese liefern zwei GIen, die nicht nur mit der gegebenen, sondern 
auch untereinander in In volution sind. Daher kann man D 9.2 anwenden 
und erhält als vollständiges Integral die Schar der Halbkugeln 

At + lJS 
(x - .04)2 + (g - B)2 + Z2 = a-s - (z ~ 0). 

Für a'l. > 1 ist ein singuläres Integral vorhanden: 

(al - 1) Z2 = x2 + g2. 

FOBSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 364f. 

8.89-8-111. ( •• ) pi + ( .. ) q2 + ( .. ) P q + ...• 

6·89 pi +q2=apq; Typus D II·2. 

z = A x + B g + 0 mit AI + BI = a AB. 
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Zp2 + yq2=2pq 

Aus den charakteristischen GIen erhält man das Vorintegral ~ - ~ . 
q 'P 

Setzt man dieses gleich ~ , so erhält man aus dieser und der gegebenen GI 

'P I-x 1 1/--- q y-l 1 _ .. --
-=--±-yl-xy --=-±-Vl-xy 
A x x 'A y Y 

und damit das vollständige Integral 

z = A(y - x) + A log 1=-1 ± A (2 Vl- xy + IOg11-.vv~ 'I) + B. 
IY 1+ l-xy 

FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 398, Beisp. 2, S. 828f. 

Z(p_q)2 +a(p +q)2=b; Typus D II·3. 
2. 

z=_a(A+B)2+3Vb(3(AX+BY+G))3 für A=!=B. 
A-B :2 (A-B) 

(p2 + 4 q2) a:or y - 4 p q a:of y • ein y = 1 

Bei Auflösung nach p erhält man die DGI mit getrennten Veränder
lichen 

Vl- 4 q2 
P = 2 q [g y ± ---<rof y , 

und hieraus das vollständige Integral 

z = A x + : log ([or y ± ~ V:l= A2 are tg Sin y + B. 

(!J P - x q)2 + a (x p + y q) = b 

Aus den charakteristischen GIen erhält man die Vorintegrale x p + y q 
und y p - x q. Setzt man etwa y p - x q = A, so kann man aus dieser 
und der gegebenen GI p, q erhalten und daraus ein vollständiges Integral: 

b-A2 y 
z = -'2u log (x2 + y2) - A arc tg x + B. 

Nimmt man die Transformation 

z(x,y) = C(e'{}) , x=ecos{}, y=e sin {} 

vor, so erhält man die DGI mit getrennten Veränderlichen 

C; = - a e Ce + b, 
und hieraus 

b_A2 
C = A {} + -a - log e + B, 

also wieder die vorher gefundene Lösung. 

Nouvelles Annales Math. (6) 2 (1927) 116. JULIA, Exercices d'Analyse IV, 
S. 186. 

6'93 
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6-94 (yp-xq)2 +a z(x p + yq-z) =0 

Für z (x, y) = C (e, i}), x = e cos {}, y = e sin () entsteht die DG} 6.I3 

C~ + a C (e CI] - C) = O. 

JULlA, Exercices d'Analyse IV, S. 195f. 

Aus den charakteristischen Glen erhält man das Vorintegral p2 + q2. 
Man kann auch 

z (x, y) = C ((!, {}) , X = e cos {}, Y = (! sin {} 

setzen und erhält dann die DGl mit getrennten Veränderlichen 
2 (12 2 

Clf = (12-1 (CQ + 1) 

und aus dieser das vollständige Integrb,l 

C = a - A arc tg -X + A {} + B mit a2 = (!2 (A2 - 1) - A2. 

JULIA, Exercices d'Analyse IV, S. 141-144. 

6'96 (yp-xq)2=a(x2 +y2) (p2 +q2 + 1) 

Für z(x,y)=C(e,{}), x=ecos{}, y=esin{} 

entsteht die DGl mit getrennten Veränderlichen 

1 ti a C~ = e2 (C! + 1), 

die DGl ist also nur für 0:::;;;; a< 1 lösbar. Wird der triviale Fall a = 0 
unberücksichtigt gelassen und linke und rechte 
erhält man das vollständige Integral 

l/-a A la-AI 
C=A 1_a{}+a+ 2 ·Iogia+4 +B 

(es muß also notwendig e2 < A2 sein). 

JULIA, Exercices d'Analyse IV, S. 152-155. 

6'97 (x P + Y q)2 = (1- Z2) (p2 + q2) 

Seite = A2 gesetzt, so 

Singuläre Integrale sind z = const und die beiden Halbkugeln 

x2 + y2 + Z2 = 1 (z ;;:: 0). 

Die DGl hat deshalb ein Interesse grundsätzlicher Art, weil man zwar 
leicht ein Vorintegral, nämlich p,'q finden kann, aber die Methode D 9'3 
trotzdem nicht zu einem vollständigen Integral führt. Die in D 9-3 an. 
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gegebene Bedingung für die Funktionaldeterminante ist nämlich nicht er· 
füllt, da die DGl in p, q homogen ist, es fallen hier daher bei Eintragung 
von p = A q beide Ableitungen heraus. Immerhin erhält man durch 
dieses Verfahren noch die Integralschar 

2 _ 1 (A :r: + B y}1 
Z - - A2-j- BS • 

Um ein vollständiges Integral zu erhalten, kann man die Transformation 

z(x, y) = 1;(e, f}), x = e cosf}, y = e sinD 

vornehmen. Man erhält dann die DGl 

(1 _/;2) /;~ = e2(/;2 + e2 - 1) /;!. 
Nach der gegebenen DGl muß z2;:;;;; 1, also /;2 ~ 1, und daher nach der 
obigen DGl /;2 + e2 - 1 ~ 0 sein. Daher zerfällt die obige DGl in die 
heiden quasilinearen DGlen 

VI _1;2/;{} ± e 1'/;2 + i- l1;q = O. 

Für die nach D 5'4 zugehörige homogene DGl erhält man die Integrale 

Q(l;'Vl~t2 (arctgVl e2Cs-1-D)). 

Integrale der ursprünglichen DGl erhält man also durch Auflösung von 

.Q ( z, VII Z2 (arc tg -V;2 + :S2 - 1 - arc tg ~) ) = 0 

nach z. 
Teillösung und geometrische Interpretation der DGl und Chara.kteristiken bei 

GOURSAT, Equations du premier ordre, S. 248. 

Aus den charakteristischen GIen findet man das Vorintegral q/p; man 
kann nun weiter nach D 9'3 verfahren. 

Setzt man 

z(x, y) = /;(~), ~ =A x + By, 

80 wird aus der DGl 
~21;'2 = 1;2(A B 1;'2 + 1). 

Das ist eine homogene DGI im Sinne von IA 4.6 (h). Man erhält aus ihr 

log' 1; (~ ± n2 - AB /;2) i = c - ~ 
, ;±V;2-ABC·' 

und hieraus durch Eintragen von x, y, z und Auflösen nach z ein voll. 
8tändiges Integral. 
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Durch die LEGENDREsche Transformation D II'I4 erhält man die 
quasilineare DGI 2'52 

x Z Zx + Y Z Zy = X Y. 
Integrale dieser DGI erhält man aus 

Z2=XY +D(i) 
mit willkürlichem D. Integrale der ursprünglichen DGI sind daher durch 
die Parameterdarstellung gegeben: 

z = - ! D (i), 2 x Z = Y - j • .Q' (i), 2 y Z = X + ~ D' (i). 
Z2 = X Y + D (i) . 

FORSYTR·JACOBSTBAL, DGlen, S. 388, Beisp. 2 (1), S. 823. 

&100 (:11 P + yq)2_a2(p2 +q2 + 1) = 0 

Aus den charakteristischen GIen erhält man das Vorintegral q/'P. Wird 
q = p tg.A gesetzt, so erhält man aus der gegebenen DGI 

p q a 
cos A = sin A = ± V(zcosA + 11 sinA)I-al • 

also 
_ a A' ,zcosA+lIsinA+B z-a t~o a . 

Man kann auch z (x, y) = C (e, {}), x = e cos {}. y == e sin {} setzen und 
erhält da.nn die DGI mit g~trennten Veränderlichen 

:: [(e2 - a2) C! - a2] = Ci. 
Werden linke und rechte Seite glt'ich .A2 gesetzt, so ergibt sich 

,. I Va + 1 .A t a a + .A ..0. + B Dll't 2 es + A' .. =a og a-l - arc gT v a = ei-ai 

JULIA. Exeroices d'Analyse IV, S. 116-118. 

&101 (:I1P +yq)2 +p2 +q2_Z(:I1p +yq) =0 

Mit der LEGENDREschen Transformation D II·14 erhält man die line

are DGl 2'53 

Aus den Lösungen 

(I) 

XZZ;x + YZZy = - X 2 - Y2. 

y 
X 2 + y2 + Z2 = D(u), u == X 
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dieser GI, wo .o(u) eine beliebige stetig differenzierbare Funktion mit 

.0 (~) > XI + Y2 in einem gewissen X, Y·Bereich ist, erhält man für 

die ursprüngliche DGI die Lösungen in der Parameterdarstellung 

z=xY+yY-Z, x=-i-2i'sZ.o'(U), y=-~+2~Z.o'(U), 
wozu noch (1) kommt. Außerdem sind noch die Funktionen z = const 
Integrale. 

(zp +yq_Z)2=pq 

Die DGI zerfällt in die heiden CLAIBAUTSchen DGIen 

z=xp+yq± ypq 
mit den vollständigen Integralen 

z=Ax+By± YAB, AB;;;;: O. 

Singuläre Integrale sind nicht vorhanden. 

MOBRIS·BBOWN, DüI. Equations, S. 293 (31), 395. 

(zp +yq_Z)2= ap2 +bq2 +e 

Die DGI zerfällt in die beiden CLAmAuTschen DGIen 

z=xp+yq± Yap2+b p2+ c 

mit den vollständigen Integralen 

z = A x + B y ± Ya A2 + b B2 + c. 
Die singulären Integrale erhält man aus 

xl +yb
l +~ = 1. 

a c 
FORSYTR·JACOBSTRAL, DGlen, S. 386, Beisp. 1 (8), 8. 822. 

(zp +yq_Z)2=Zp2 +yq2 

Durch die LEGENDRESche Transformation erhält man die quasilineare 
DGI 2'39 
(1) X2 Zx + Y2 Zy = Z2. 

Lösungen dieser DGI sind die Funktionen 

Z = [~ +.0 (XXyy)r1 

bei willkürlichem, stetig differenzierbarem.o. Damit erhält man für die 
ursprüngliche DGI die Lösungen in einer Darstellung mit den Parametern 
X, Y; 

Z2 Z' 
Z = [u.Q' (u) - .o(u)] za, x = Xi [1 - .0' (u)], y = 1""1 .Q' (u) 

6,102 

6.103 
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mit 

u=!XY~' Z=[~ +.Q(U)r1. 

Behandelt man die DGl als gleichgradige DGl nach D Ir'IO, d. h. 
setzt man 

1 1 
Z(X,Y)=C(~,1J), ~=X' 1J=y. 

80 entsteht die DGl D 1I'3 

C~ + C~ + C2 = O. 
Man erhält damit für (1) das vollständige Integral 

~ = 4 + ~ + 0 mit A + B = 1 

und hieraus für die ursprüngliche DGl das vollständige Integral 

Y-Oz=fAx+ fBy-l. 
Teillösung bei FORSYTH-JACOBSTHAL, DOlen, S. 388, Beisp. 2 (3), S. 824. 

6-105 (z P + yq- Z)2 = [a2(z2 + y2 + Z2 + J) -1] (p2 +q2 + 1) 

Geht man nach D 12'3 (a) zu einer DGl über, welche die gesuchte 
Funktion selbst nicht enthält, d. h. bestimmt man z(x, y) aus einer GI 
w(x, y, z) = 0, so erhält man für w die DGl 7.20 

(x W z + Y wg + Z wz)2 = [a2(x2 + y2 + z2 + 1) - 1] (w; + w; + ~). 
Vgl. auch JULIA, l<~xercices d'Analyse IV, S. 159-162. 

6-106 (;x:p +yq_z)2=a2(;x:2 +y2 +Z2)2(p2 +q2 + 1) 

Ein vollständiges Integral erhält man aus 

(x - A)2 + (y - B)2 + (z - 0)2 = 4~2 
mit 

A2+B2+OZ=4~2' 
1 

Singuläres Integral ist x2 + y2 + Z2 = 2 . a 

FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 426, 2, S. 836. 

6'107 (:rp +yq_Z)2=j(:r2 +y2) (p2 +q2) 

Aus den charakteristischen GIen erhält man (yp- xq)i;z als Vorintegral 
im weiteren Sinne. Setzt man dieses gleich A, so kann man mit Be
nutzung der gegebenen Gl p, q berechnen und dann durch Integration z 
finden. V gl. dazu 9'3, Beispiel 2. 
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Setzt man 10glz(x,y}I=C(e,#), x=ecös#, y=esint? 80 wird 
aus der DGI 

(e CI! - 1)2 = f(e2 ) (C: + ~2 ,~). 
Hierin lassen sich die Variablen trennen. 

JULIA, Exercices d' Analyse IV, S. 198ft. 

z2(xp + yq_Z)2= y2q; Typus D II·7. 

Aus den charakteristischen GIen erhält man das Vorintegral (~t q. 

Setzt man dies gleich .A2 (auf Grund der gegebenen GI muß q ~ 0 sein), 
so erhält man mit Benutzung der gegebenen GI die Gien 

q= (AyXY. x P +A;2 -z=A, 

und hieraus durch Integration 
AI Xl 

z=---y +.A+Bx; 

das sind Kegel, deren Scheitel auf der z-Achse liegen. 

JULIA, Exercices d'Analyse IV, S. 174-176. 

(x2 + y2_1) [(xp +yq_Z)2_ (p2 +q2)] + Z2=O 

Für C(e,t?)=z(x,y), x=ecost?, y=esint? 

erhält man die DGl 6·87 

(e2 - 1) [e2 (e Ce - C)2 - e2 C: - C~] + e2 ~ = O. 
Vgl. auch FORSYTH, Dift. Equations V. S. 188f. 

f(x, y) p2 + g(x, y) P q + h(x, y) q2 = k(x, y) 

In der DGeometrie tritt die DGl in folgender Gestalt auf: 

E (O~)2 _ 2 F ~{} ~{} + G (O{})2 = E G _ F2. 
OV OU OV OU ' 

dabei sind die Fundamentalgräßen E, F, G gegeben. Ist t? = t?(u, v) eine 
Lösung, so sind die durch # = const gegebenen Kurven geodätisch parallel, 
und es ist {} der von einer festen Kurve # = #0 an gerechnete Bogen der 
orthogonalen geodätischen Linien. 

Vgl. BIANCHI, DGeometrie, S. 160. 

6'108 

6109 

6'IIO 

(Ix p + IlIq-I:)2 = (I; + I; + {;-1) (p2 + q2 + 1), f =J(x, y, z). 6·III 

Für eine geometrische Interpretation der Aufgabe s. S. LIE. Math. Annalen 5 
(1872) 198f. 
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8·112-8-127. GleichUDgen dritten und vierten Grades in p, q. 

6'lI2 pB=aq +bz; DGl mit getrennten Veränderlichen. 

3 'A 
z=4b(bx+A)3+a- y + B . 

6-lI3 6 pB + (z- 2) p + (y-l) q =~; CLAmAuTsehe DGl. 

Ein vollständiges Integral ist 

z = A x + B y + 5 A3 - 2 A - B. 
Integrale sind auch 

(2-X)! z=-10 15 +0(y-1). 

Ein singuläres Integral gibt es nicht. 

6· lI4 p3 - 11 q = Z2 - y2; DGI mit getrennten Veränderlichen. 

A 3V 
Z = log I y 1- 2 y2 + f x2 + A dx + B. 

6'lI5 p3=zq; Typus D lI·3. 
A 

z = T (x + A y + B)2. 

6.rr6 pB= a z2q; Typus D lI·3. 

z = B exp [± VaA (x + A y)J. 

6.lI7 r=q2; Typus D lI·2. 

z = A2 X + A3 y + B. 

6·II8 y2p3 +zp + 3 yq=O, s. D 14.8 (e). 

6.II9 p2 q = Z2 y; DGl mit getrennten Veränderlichen. 
A Xi y2 

z=-2-+2Az+ B . 

MORlns-BRoWN, Diff. Equa.tions, S. 293 (25), 394. 

6'120 (p2 + a) q = (b z + c) p; Typus D lI·3. 

b 0 2 aB-Ao 
z = 4 A B (A x + B y + ) + -:Ab- . 

G. bISCHBNETSKY, Arch. Math. 60 (1869) 309-311. FORSYTB-JAOOBSTJlAL, 

DGlen, S. 383, Beisp. 2 (3), S. 821. 



II2-127. Gleichungen dritten und vierten Grades in 1', I. 221 

p2(q + a) = (b z + c) q; Typus D II·3. &121 

b B(A x + B Y + 0) = A B + aA2 10g I B - aA I 
mit B2 = 4bB2z + a2A2 + 4 eRZ. 

(x p + Y q + z) q2 + p2 = 0 &122 

Aus den charakteristischen GIen erhält man das Vorintegral 'Plq. Wird 
dieses gleich A gesetzt, so erhält man mit der gegebenen DGI die GIen 

Z+AI Z+AI 
'P=-AAx+1I' q=- A,,+y 

und hieraus das vollständige Integral 

z = - A2 + A -cB+ 11 • 

JULIA, Exercices d'Analyse IV, B. l09f. 

(xp +yq_Z)3 +27 pq=O 

Das ist die CLAIRAUTSche DGI 

z=x'P+lIQ+Sj!pq. 

Ein vollständiges Integral ist 

Z=Ax+By+S3VAB, 

singuläres Integral ist x y Z = 1. 

FOBSYTH·JACOBSTRAL, DGlen, S. 386, Beisp. 2 (4), B. 822. 

&123 

(xp +yq) pq_xp2_y q2_ (x +Y +z-l) pq + z(p +q) = 0 &124-

Die DGI läßt sich als CLA.lRA.uTsche DGI 

z=x'P+yq+- PI 
pq - p-q 

schreiben, falls der Nenner 9= 0, d. h. die trivialen Integrale z = 0 ausge
schlossen sind. Damit erhält man das vollständige Integral 

AB 
z=Ax+By+ AB-A-B 

oder bei anderer Bezeichnung der Konstanten 

z = (A + B -1) (~ + i - 1). 
Singuläres Integral ist 
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6'125 9 (pll- 2 Z)2 ::; 4 q3; Typus D H·3. 

Die DGIläßt sich auch mit dem Ansatz z = u(x) + v(y) lösen. Man 
erhält das vollständige Integral 

z = (:I: ~ A)I + (11 ~ B)3. 

Singuläre Integrale sind z = 0 und z = (:I: ~ A)I 

GOU1l.8AT, Equations du premier ordre, S. 234f. 

Für z(x, y) = C(E, 'YJ), ~ = x2, 'YJ = y2 

entsteht die DGI D H'3 
4C2C~C~=C:+C~. 

Hieraus erhält Ulan z = 0 und das vollständige Integral 

1.2 = V~+T (x2 + A '!i) + B. 

6.127 (a:p + yq-Z)II (a:p2 +yqll) =p2qll 

Durch die LEGENDRESche Transformation D II'I3 entsteht die quasi
lineare DG! 2·64 

Xl ZIl Zx + J7Il Z2 Zy = XII Y2. 

Integrale dieser DGI erhält man aus 

za (~-- ~r -3(~ -~) + 61ogl~1 = n(~ - ~). 
wo Q eine beliebige stetig differenzierbare Funktion ist. Diese GI liefert 
zusammen mit 

x = Zx. Y = Zy, z = x X + y.y - Z 

eine Parameterdarstellung der eigentlich gesuchten Integrale z(x, y). 

FORSYTlI-JACOBSTlIAL, DGlen, S. 388, Beisp. 2 (4), S. 824. 

6·128-6-139. Rest. 

&128 yp + }'q a a:; DGI mit getrennten Veränderlichen. 

(ax-A)S .. 
z = 3 a + All Y + B fur a x > A. 

FORSYTlI.JACOBSTlIAL, DGlen, S. 385, Beisp. 2 (4), S. 822. 
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l'p2 + q2 + 1 + a: p + yq = z; CLAIRAUTsche DGl. 

Ein vollständiges Integral ist 

z = A x + B y + VA2 + B2 + 1. 

Singuläres Integral ist die obere Hälfte (z> 0) der Kugel 

x2 + y2 + Z2 = 1. 

223 

Integrale sind allgemein die Flächen, deren sämtliche Tangentialebenen 
vom Nullpunkt den Abstand 1 haben. 

MANSION, EquatioDs du premier ordre, S. 16f. 

Y rq- p + a: p + yq = z; CLAIRAUTSche DGl. 

Ein vollständiges Integral ist 

z = A x + B y + VvB - A 

oder in anderer Bezeichnung der Konstanten 

z = (A - B2) x + A2 Y + B. 

Singuläres Integral ist 
1 Xi 

Z=--- für x>O, y<O. 4x 4y 

(p q)" = a: p- yq 

Aus den charakteristischen Gien erhält man das Vorintegral pq. Wird 
dieses gleich A gesetzt, so erhält man mit Benutzung der gegebenen GI 
die GIen 

Aa 1 -----~---

P = 2x-±2x V4 x yA + A 2a , 
A 

q=-, 
p 

und hieraus das vollständige Integral 

A -a z = ~ log I ~ I ± R ± _1 log I ~-=- 11 + B 
2 YI 2 IR+1 

(p2 + q2)4 = xq-yp 

'/-----
mit R = y 4 x Y Al - 24 + 1. 

Aus den beiden letzten charakteristischen Gien erhält man das Vor
integral p2 + q2. Setzt Il1&n dieses gleich A, so bekommt man zur Berech
nung eines vollstäHtligen Integrals die beiden Gien 

_A4 Y+ xR Aa x + y R 
Z:z; =~+y2 , z1/ = 7+ys mit R2=A(x2+y2)_A2a. 

Man kann auch die Transformation 

z(x, y) = C(e, (}), x = e cos {}, y = e sin {} 

6.129 

6'13° 

6.131 

6'132 
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vornehmen. Man bekommt dann die lJUl D II'4 
1 a 

/;2 = I;:--~ 
I! pi 

und damit das vollständige Intepral 

'=AD+B+ J VA~ ~I~. 
6'133 (p2_q2)/J=yp +zq 

Für z(x,y)='(E,1]), 2E=x+y, 21]=x-y 

entsteht die DGI 6'131 

6·134 (zp_yq)/J=pq S.6·131. 

6·135 (co~ :.:)" + (Si:' yr zf = ~/J~~ S. D II·10. 

6.136 e1' = z(q + y); DGl mit getrennten Veränderlichen. 

z = A 11 - ~ + x log (A x) - x + B. 

KAMKE, DGlen 1930, S. 377, 430. 

6'137 logp +0 y2(p +q)-2 oy~-2Iogy=b 

Aus den charakteristischen GIen erhält man das Vorintegral '1'111. Man 
kann nun weiter nach D 9'3 verfahren. - Man kann auch die Transforma
tion z = y2 $(x, y) vornehmen. Man erhält für u die DGl D II'4 

b-Iogus 
"" = ay' - uso 

Mit beiden Methoden erhält man das vollständige Integral 

z = A X y2 - A r + log3A - b + B y. 
ag 

J. GRAINDO~GE, Memoires Li~ge (2) 6 (1873) 70-72. 

6.138 log p q + z p + Y q =~; CLAlRAUTSChe DGl. 

Ein vollständiges Integral ist 

z = A x + B y + log A B für AB> O. 
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Singulä.res Integral ist 

Z = - 2 - log X'Y für X'Y > O. 
MORRIS-BROWN, Diff. Equations, S. 293 (39), 39ö. 

p=sin :l:q; Typus D II·4. 
1 

Z= A cosÄx-Äy+B. 

7. Nichtlineare Differentialgleichungen mit drei unabhängigen 
Veränderlichen. 

7·1-7·7. Gleichungen mit ein oder zwei quadratischen Gliedem 
der Ableitungen. 

pi + 2 :1:1 :l:a PI + 2 :1:1 :l:a PI + 2 Pa = 0 

Aus den charakteristischen Gien erhält man die Vorintegrale 

(PI + PI) exp xJ und (PI - P2) exp (-1). 
Werden diese gleich 2 Ä, 2 B gesetzt, so bekommt man die GIen 

PI = A exp (- ;;) + B exp l~1 , 

( X=) xl P2 = A exp - 2 - B eXP"2' 

die zusammen mit der gegebenen GI ein vollständiges System bilden. Aus 
den drei GIen kann man auch noch Pa berechnen und erhält damit das 
vollständige Integral 

Z = A (Xl + x2) e-Z + B(xi - Xa) eZ - A B Xa 

- -!- J (AI e-u +]J2 eU ) dXa + 0 mit 2 X = x: . 
FORSYTH-JACOBSTHAL, DOlen, S. 419, Beisp. 0 (4), S. 832. 

a p~ + b JJ~ =:r.: Pa; DGl mit getreI1I1ten Veränderlichen. 

aAI+bB2 
z=Axl +Bx2 - +0. 

X. 

FORSYTH-JACOBSTHAL, DOlen, S. 419, BuilJp. 0_ (1), S. 831. 

pi +P:=%Pa +%2; Typus D I3·2. 

Der Ansatz 

6.139 
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führt zu der gewöhnlichen DOI 

(A2 + B2) C'2 = 2 C C C' + C2 

mit der Lösung 

log ICI = ~4il-=t BI (0 ± I'A2 +-.82 + ( 2) + D. 
FORSYTll-l'A.COBSTHAL, DGlen, S. 417, Beisp. 6 (1), S. 830. 

7'4 pi-PzPa=Z(P2 +P3); Typus D 13-4-

Für C = log Izi wird aus der DGI die DGI D 13.1 

C~. = Cx• C"'I + CXI + Cx, • 

Ein vollständiges Integral ist daher 

log 1 z 1 = A XI + B x2 + 0 xa + D mit A2 = B 0 + B + O. 
l\luRRIS-BROWN, Diff. Equations, S. 293 (44), 39b_ 

7'5 a(Pl - P2) P3 + b XS(x2 PI + XI P2) = c 

Aus den charakteristischen GIen erhält man die Vorintegrale 
b 2 2 2 

2 a(PI - 712) - X 3 ' PI - P2' (XI + X 2) (PI + P2)' 

Die lIut den beiden ersten gebildeten GJen 

2 a (PI - P2) - b xi = A, pi - p~ = B 

sind nach D 12·1 mit der gegebenen GI, aber, wie leicht zu bestätigen ist, 
auch untereinander in Involution. Man erhält daher Integrale der so
gebenen DGI, wenn man die drei GIen nach PI' Pz' Ps auflöst und dann 
integriert, Man bekommt 

3'1 - X z X + B J'l + X Z. + 2 r dxs t- 0 -t X b 2 A z = ---~- a --X- c. -X - ml = x3 + . 
V, G. IMscHENETSKY, Archiv Math. 50 (lbG9) 3b2-3bR; dort im Rahmen einer 

DGl mit sp-chs Verändpl'lidlen. FORSYTH-.JACOBSTHAL, DGlen, S. 417-419. 

7,6 2 PI (Xa P2 + X2 P3) + 2 Xl + X~ = 0 

Durch die LEGENDREsche Transformation 

X = Z ,. = Pv, P = X 
" AI' ". 

erhiilt man die DGl 7.1 

Pg + 2 X J (Xa P2 + X 2 P3 ) + 2 PI = O. 

7-7 Xl Z PI (X3 P2 + X 2 P3) = a (Xl PI + 2 z) 
In der DGI lassen sich die Veränderlichen trennen. Setzt man 

Z = u(xI ) v(x2 , x3 ), so bekommt man 
a Xl 11,' +:2 11, 

- 2 ' = A = V(X3 V r + X 2 v_). 
Xl U U I·' 
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Der erste Teil liefert 

u'(Au- ~)=~~ also exp~ul =Bx~u. 
'u Xl J 2 a 

Der zweite Teil ergibt für w = v2 die lineare DGl 

Xs w~ + x2 '!LI,. = 2 A 
mit den Integra.len 

v2 = 2 A log I x2 + xal + .Q (x~ - xi) 
mit willkürlichem D. 

7·8-7·14. Mehr als zwei quadratische Glieder der Ableitungen, und diese 
Glieder mit konstanten Koeffizienten. 

(PI + P2)2 = 2 P3 + z; Typus D 13.2. 

Der Ansatz 
z = c (~) , e = A Xl + B X 2 + 0 xa 

führt zu der gewöhnlichen DG] 

(A + B)2 C'2 = 2 C C' + C 
mit der Lösung 

2 u - 2 C log lu + CI = ~ + D, u2 = (A + Bf C + 02. 
FORSYTH-JAcOBSTHAL, DOlen, S. 417, Beisp. 3 (~), S. 830. 

(l p~ + b P~ + c P; = 1; Typus D 13'1. 

Ein vollständiges Integral ist 

z = A Xl + B X 2 + C X3 + D mit a A2 + b B2 + C 02 = l. 
über die Bedeutung der DGl im Falle a = b = c für die geometrische Optik 

8. COURANT-HILBERT, Methoden math. Physik II, S. 7·1ft_ HAMILTON-PRANGE, 
Strahlenoptik, S. 204. Haben alle Koeffizienten den Wert 1, so ergeben die mit den 
Lösungen z gebildeten GIen z = COllst Parallelflächen ; "gI. dazu BIANCHI, DGeo
mctric, S~ 611. 

ap2Pa +bPaPI +CPIP2=d; Typus n I3·1. 

Ein vollständiges Integral ist 

::: = A Xl + B X 2 + C Xa + D mit aBC + b C A + c A B ~ d. 

(1:' A. :1:. + A)I 
z=------

4 L'a. A~ 

7'9 
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7·I2 P~ + P~ + P: =:I:~ + ~ +~; DGI mit getrennten Veränderlichen. 
a __ _ 

~=I: jVx;+A.dx.+Ao mit A1+A2 +Aa =O • 
• -1 

FORSYTH·JACOBSTHAL, DGlen, S. 38&, Beisp. 3, .S. 822, Zeile 4ft. 

~~ ~+~+~=~+~+<+~~+~~+~~ 
.<\ UB den charakteristischen GIen erhält man leicht Vorintegrale und 

mit diesen die in Involution befindlichen GIen 

2(1'1 - 1'2)2 - (Xl - ~)2 = A, (1'1 + 1'2 + Pa)2 - 2(x1 + Xz + Xa)2 = B. 

Aus den drei GIen kann man Pl, 1'2' Pa und weiter z berechnen. Das etwas 
längere Ergebnis ist angegeben bei FORSYTH-JAf'~OBSTHAL, DGlen, S. 419, 
Beisp. 5 (3), S. 8311. 

7'14 pi + P~ + P: = 2(:1:1 P1 +:1:2 Pa + :l:a Pa) 

Aus den charakteristischen GIen erhält man z. B. die Vorintegrale 
l' IP1' 1'2'1'1' Setzt man daher 

APa=BP1' APa=OP1' 
so hat man "'in vollständiges System von drei GIen. Man erhält aus ihnen 

_ 2 A (A :1:1 + B :l:s + C Xa) 
1'1- AI+BI+C. J 

also 
(A:l:1 + B:I:. + C :1:3)' 

z = --AI + BI + Ci - • 

Die DGI kann auch noch auf andere Arten gelöst werden. Man erhält z. B. 
auch die Integrale 

i+~+~=l ·z+A z+B z+C . 
FORSYTH.JACOBSTHAL, DGlen, S. &23 (88); die dort unter (3) angegebene

Funktion 1st kein Intcgra.l, da dort :1:1 = :1:. = 0 oder za = 0 sein muS. 

'7·15-'7·21. Rest der Gleichungen mit quadratischen Gliedern 
der Ableitungen. 

7·I 5 P1 (P1 + Pa) +:1:1 Pa(:l:a Pa + Pa) = (J:l:1 

Aus den charakteristischen Gleichungen erhält man die Vorintegrale 
1'2' P:I + Xa 1'2' Werden diese gleich A, B gesetzt, so erhält man mit der 
gegE'benen GI die drei in Involution befindlichen GIen 

Pa = A, Pa- = - .A x3 + B, p. = - ~- ± F=- A B) Xl "+ ,!2 
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und hieraus 

A 2 ( AI)! A 
z = - 2XI±3 (~-AB) (a- AB) Xl +4 +AxlI - 2 :O:+ Bxa+ O. 

PI \Pl + P2) + ~1 PIl(~aPII + Pa) = ~l z; Typus D 13'4· 

Für z = ± w2 entsteht die DGI 7;15 

w:r, (w:r, + w:z.) + xl W:z. (Xa wx• + W:r.> = ± Z~ • 

P~+~2PIP2+ZIZIIP2Pa+~IZ~ZaP~=ZIZ; Typus D 13'4 

Für z = ± u2 wird aus der DGI 

cli + x2 ql qll + Xl X2 q2 qa + Xl X~ Xa ~ = ± z; mit q. = ux• 

Hierin lassen sioh die Veränderliohen trennen. Setz~ man 

XI q2 = A, qa + A xa = B, 
so bleibt 

~ + A ql + A B Xl = ± i . 
Ans diesen GIen erhält man 

u = - : Xl - 3 (4 A ~ ± 1) + A log I XII + B xa - : x: + c 
mit 

v2 = A2 - (4 A B ± 1) xl . 

Etwas andere bei V. G. IMscHENETSKY, Archiv Math. 00 (1869) 300f. 

n1 (x2 Pa - x a P2)1 + az(za Pl - Xl Pa)2 + aa(Xt P2 - X z pt)2 = 1 

Aus den oharakteristischen GIen erhält man die Vorintegrale 

1: x;, .E x. P., E P; 
Die wirkliche Aufstellung der Lösungen erfordert längere Entwicklungen. 
Zu diesen s. L. SCHLAEFLI, Annali Mat. (2) 2 (1869) 89-96. MANSION, 

Equations du premier ordre, S. 92-99 

Z2 PI P2 + Z P2 Pa + Pa PI = 1; Typus D 13.2 . 

f I' A B z2 + B 0 z + A C dz = A Xl + B X2 + 0 Xa + D. 
FORSYTH-JACOBSTHAL. DOlen, S. 383, Beisp. 2 (4), S. 821. 

7.18 

(X] PI + Z2P2 + ~3 Pa)2 = [a2 (:D~ + ~ + z: + 1) -1] (p~ + P~ + P:) 7.20 

Für z(xI ' X 2 ' xa) = C(e. rp, 11'), 

xt = {> sin rp 00811', X2 = e sin fP sin 11'. Xa = e oos 9' 
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entsteht die DGl 

C2 + -c.~_ = (1 _ a2) (}t «(}s + 1) C2 
" sinl rp al (}t + 4 1 - 1 11' 

Das ist eine DGI mit getrennten Veränderlichen. Werden linke und rechte 
Seite gleich A2 gesetzt, so hat man die Gien 

(I) A 1 V 1 CIl = Vf=iii Q a2 - 22 + I ' 

(2) C! = (A2 - C!) sin2 ({J. 

In der letzten GI sind wieder die Va,ria,blen getrennt. Setzt man linke und 
rechte Seite gleich B2, so hat man noch die GIen 

(3) C. = B, 

C = ± A ---.. _-. V 2 B2 
" sm2 rp 

Es wird also 

wobei 

1 = f~ Va2 - _I-ar! = !.Iog _U_+_4 -1'-1---a2 arc tg --:-::_ =U=-
1 (} (}2 + I 2 U - 4 VI - al 

mit 

und 

I A . U - B are tu _,!,-
2 = arc sm VAl Bi 0 Ecosrp 

mit 

Vgl. auch 6·I05. 

7.2I 2 z e~' (e-Zt PI + e-s, P2)2 = P3; Typus D I3·4· 

Für w = Z2 q = w wird aus der DGI die DGl mit getrennten Ver-
'" x,.. 

änderlichen 
(e-'" ql + e-x, q2)2 = e-<t, Q3' 

Damit erhält man das vollständige Integral 

Z2 = A e'" + B eX' + (A + .B)2 el1:, + C. 

MORRIS-BROWN, Diff. Equations, S. 293 (45), 395. 
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7·22-7·31. Gleichungen höheren Grades in den Ableitungen. 

PI P2 Pa = Xl X2 Xa; DGI mit getrennten Veränderlichen. 

A 2 B') G') D . 8A BG 1 Z = Xl + x2 + Xi + mIt = . 

PI P2 Pa = Xl PI + X2 P2 + Xa Pa 

Aus den charakteristischen GIen erhält man die Vorintegrale P2!'P!, 
Pa/PI' Wird daher 

A P2 = B PI' A Pa = G PI 
gesetzt, so bilden die drei GIen ein vollständiges System. Man erhält 

und weiter 

PI = -V~A 0 IAxl -+B x2 + G xa 

2 A 
Z = lrTD7Y· (A Xl + B X 2 + 0 X3) 2 + D. 

3 rABO 
FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 419, Beisp. I) (6), S. 832f. 

PlP2Pa +X1 PI +X2 P2 +xaPa=z; CLAIRAuTsche DGl. 

Ein vollständiges Integral ist 

z = A Xl + B X2 + 0 Xa + ABO. 

Singuläres Integral ist Z2 = - 4 Xl X2 Xa. 

PI P2 Pa = Xl pi + X2 p~ + Xa pi 
Aus den charakteristischen GIen erhält man leicht Vorintegrale . .rlildet 

man mit diesen die GIen 
1 1 1 1 
---=A, ---=B, 
PI P2 PI Pa 

80 hat man drei GIen, die ein Involutionssystem bilden, und aus denen man 
PI' 1'2' Pa und somit auch z berechnen kann. - Durch die LEGENDRE8che 
Transformation x. = p., Pp = X. wird die DGl übergeführt in die lineare 
DGI3·61 

~~~-~~~~+~~~~+~~~~ ~~ 
+ Xl X2 Xa (Xl PI + X2 P2 + ~ Pa) = 0 

Aus den charakteristischen GIen erhält man die Vorintegrale Xl PI 
- X2 P2' Xl PI - Xa Pa' Nimmt man daher die GIen 

x2 P2 = Xl PI + A , xa Pa = Xl PI + B 
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zu der gegebenen GI hinzu, so hat man ein Involutionssystem. Die Elimina· 
tion führt auf eine kubische GI für Pt. 

FORSYTH·JAcoBSTHAL, DGlen, S. 427, Beisp. 7 (4), s. sn. 

1·21 (al PI- z) (a2P2- Z) (flaP3- z) = PI P2P3 

Für C(xI , x2 , x3 ) = log Iz I wird aus der DGl die Gl D 13.1 

(al CXl - 1) (a2 'x. - 1) (a3 Cx. - 1) = C:X l Cx. 'x. 
mit dem vollständigen Integral 

C = Al Xl + A 2 xa + A3 x3 + Ao, 

wo 

sein muß. 

FORSYTH·JACOBSTHAL, DOlen, S. 417. Beisp. 3 (3), S. 830 für a. = 1. 

7.28 Z PI Pa P3 = ~1 ~2 ~3; Typus D I3·4· 

Man setze z = '1i. Dann wird aus der DGl 
13 4~-3 
A U U X, U x• U",. = Xl Xz X3 , 

also für Ä = ~ die DGl mit getrennten Veränderlichen 

U X, u'" u"" (4)3 
~X.2-X3=3 . 

Man erhält hieraus das vollständige Integral 

3 ~ A 2 + B 2 + C Z + D f·· ABC 1 2" Z = Xl X 2 Xa ur = . 

FORSYTH-JACOBSTHAL, DGlen, S. 381, Beisp. 3 (7), S. 821. 

Für w = Z2 erhält man die DGI D 13·I 

a b 2 c 3 
2" ql + "4 q2 + "8 qa = 1 

(dabei ist q. = W x ) • • 
Ein vollständiges Integral der gegebenen DGI ist 

daher 

Z2 = A Xl + B X2 + C Xa + D mit 
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J' 23 

ABO AI + B I 2 + 02 2 2 dz = A Zl + B z2 + 0 xa + D. 

FORSYTH.JAcOBSTHAL, DGlen, S. 383, Beisp. 2 (5), S. 821. 

p~ +P; +P;= 1; Typus D 13.1. 

z = A zl + B Z2 + 0 xa + D mit A" + B" + 0" = 1. 

8. Nichtlineare Differentialgleichungen mit mehr als drei 
unabhängigen Veränderlichen. 

PI P2 + Pa PI. + Zl Pi + Z.2 P2 + Za Pa + Z, p" = z; CLAIRAt:'Tsche DG!. 8'1 

Ein vollständiges Integral ist 

z = E A. z. + (Al A2 + Aa A,). 

Singuläres Integral ist % = - Zt x2 - za x,. 

Pt P2 P3 p, = Zl PI + Z2 P2 + Za Pa + Z, P,; Sonderfall ,"on 8'13· 

Aus den charakteristischen GIen erhält man die Vorintegrale 'Pp/Pt 
und hiermit die GIen 

Al P. = A. PI (v = 2, 3, 4). 

die zusammen mit der gegebenen GI ein vollständiges System bilden. 
Die vier Gien lassen sich nach den P. auflösen. Damit erhält man 

A. 
_ ~_ (Al Xl + ... + A,x,)3 ...L.A 

z-4 ~..- O· 
(Al' •• A.)lI 

MORRIS·BROWN, Diff. Equations, S. 293 (47), 395. 

(PI - P2) (Pa + z,) (p, + za) + Z2 PI + Zl P2 = 1 

Die Veränderlichen lassen sich trennen. Man hat dann für eine will

kürliche Konstante A die Gien 

(Pa + x,) (PI. + Z3) = A, X2 PI + Xl P2 + A (PI - 1)2) = 1 

zu lösen. Für die erste GI findet man leicht das yollstiindigt" Integra I 
A 

zl = - xa x, + B x3 + li x,. 

Die zweite GI ist linear, Integrale sind 

%2 = log lXI + x2 1 + .0 [(Xl + X 2) (Xl - a'2 - 2 A)] 

mit beliebigem, stetig differenzierbarem .0. Integrale der gegebenen DGI 
sind dann die Funktionen % = %1 + ~. 

FORSYTH·JACOBSTHAL, DGlell, S. 4:Z0f. 

8·2 

8·3 
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8-4 p~ p~ pi p! = <r1 PI + <r2 P2 + <ra Pa + <r, p,; Sonderfall von 8'13. 

Zum Lösungsgang s. 8'2. 

= 2. (Al Xl + ... + A, x,r~ + A 
z 8 t O' 

(Al'" A,) 
MORRIS·BROWN, Diff. Equations, S. 293 (48), 395. 

8-5 (PI + <r, Pa) p, + (P2 + <rs Pa) Ps = 0 

Da in der GI Xl' X2, xa nicht vorkommen, kann man 

z = A Xl + B i 2 + C Xa + u(x" Xs) 

ansetzen. Man erhält dann für u eine lineare homogene DGI mit dem 
Hauptintegral Cx,+A 

U=--Cx5 + B' 
Allgemeiner sind Integrale der gegebenen DGI die Funktionen 

( Cx,+ A) 
z = Q A Xl + B X2 + C Xa' C Xi + B ' 

wo Q (u, v) eine beliebige stetig differenzierbare. Funktion sein darf. Ein 
vollstiindiges Integral ist auch 

z =A Xl + BX2 + (A D- BC) Xa+ (CXl +Dx2 +E) (Bx,-A Xs) +F. 
Für eine geometrische Interpretation der Integrale 8. S. LIE, Math. Annalen 5 

(1872) 190f. Wird %(X1>"" x5) = F(x1 , •• •• x5) gesetzt, 80 sind die Charakteri. 
stiken der partiellen DGI F(x, y, %, p, q) = 0 Asymptotenlinien ihrer IFlächen. 
Vgl. auch GOURSAT, Equations du premier ordre, S. 25lf. 

8-6 PI Lps + <rS(X4P4 + <rsPs)l- P2 [P4 + or,(or,p, + <rsPs)] 
+ Pa(<r,ps- <rsp,) = 0 

Da in der DGI Xl' Xz' xa nicht vorkommen, kann man 

z = A Xl + B Xz + C Xa + u (X" Xs) 

ansetzen. Man erhält dann für u eine lineare homogene DGI mit dem 
Hauptintegral 

(A X4 + B X 5 - C)2 
u= ---x:+xi+1 

Allgemeiner sind Integrale ner gegebenen DGl die Funktionen 

( (A X4 + B X5 - C)2) 
Z = Q A Xl + B X2 + C Xa , xi + x~ + 1 ' 

wo Q(u, v) eine beliebige stetig differenzierbare Funktion sein darf. Inte-
grale sind auch die Funktionen 

z = Q(xl x, + x2 Xs - xa' x" xs). 
Teillösungen. bei DU BOIS-REYMOND, Partielle DGlen, S. 127-129. Geometri

sche Interpretation bei S. LIE, Math. Annalen 5 (1872) 194. 
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Pl PI. + (3 Xa + 2 xa) PaP, + (4 Xa + 5 xa) PaP, 8'7 
+ [x, +xs(Pa-Pa)] P,Ps +X5P~ =0 

Division durch p, ergibt 

(I) PI + (3 xa + 2 xa) P2 + (4 x2 + 5 x,) Pa 

+ [x, + xo(pz - Pa)] Po + Xs rs = o. p, 

Aus den charakteristischen GIen folgt 

Xl + log I P2 - Pa I = const, 7 xl + log I Pa + 2 Pa I = const, 

also 

(2) Pa = 2 A e-"" + B e-7z, , Pa = - A e-"" + B e-7x,. 

Hiermit folgt aus den charakteristischen GIen weiter 

log I :: I = 3 A e-"" + const, 

also 

und, wenn man damit nochmals in die charakteristischen GIen hineingeht, 

{
PI. = D exp (0 f e3A ,-"" dXl) , 

(3) 
P5 = - 0 D e3A ,-"" exp (0 f e3A ,-<I', dXl) • 

Da die GIen (2) und (3) aus Vorintegralen von (I) gewonnen sind, sind sie 
zu (I) in Involution. Ferner sind sie offenbar untereinander in Involution. 
Daher haben die GIen (I), (2), (3) gemeinsame Lösungen. Durch Eintragen 
von (2) und (3) in (r) und Integration erhält man 

z = A (2 xa - xs) e-<I', + B(xa + xs) e-7z, 

+ D(x, - 0 Xs e3A ,-x') exp (0 f e3A '-"" dx1) + E. 

V. G. IMscHENETSKY, Archiv Math. 50 (1869) 388-393; dort werden die Vor
integrale umstä.ndlicher, Schritt für Schritt durch das JAOoBIsche Verfahren D 14-7 
hergeleitet. 

Man kann auch so vorgehen: Aus den charakteristischen GIen folgt 
auch 

X, p, + Xs Ps = const, 

also zusammen mit (2) 

o 0 D exp 3 A e-x, 
p, = _' , Ps = ----=-------

x, + D Xs exp 3 A e x, x, + D Xs exp 3 A e-"'t 

Diese beiden GIen, zusammen mit (2) und der gegebenen GI sind in Invo
lution zueinander. Aus der gegebenen GI kann man nun auch noch PI 
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berechnen und erhält schließlich 

z = A (2 XII - xa) e-%l + B(xII + xa) e-7 %1 

+ 0 log Ix, + D Xs exp 3A e-%ll- OD J exp 3A e-%' dXI + E. 

Durch die LEGENDRESche Transformation geht die DGI in eine lineare 
DGI über. 

FORSYTH·JACOBSTHAL, DGlen, S. 428f. (15), 844-846. 

8·8 (rell PI + ~l P2) ~a + (PI - P2) Pa [p~ + (;.c, + Ps) (res + Ps) P6] = a, a =1= O. 

Integrale erhält man für eine beliebige Konstante A durch Lösen der 
beiden GIen 
(1) 

(2) 

P~ + (x, + Ps) (x6 + 1'5) 1'6 = A, 

(X2 PI + Xl 1'2) Xa + A(pl - 1'2) Pa = a. 

Sind u(x" xs' x6 ) und v(xl , x2 ' xa) Integrale dieser beiden GIen, so ist 
u + v ein Integral der gegebenen GI. Da (I) frei von Xs ist, erhält man 
Lösungen, wenn 1'5 = B als Konstante behandelt wird. Dann ist (1) eine 
DGI mit getrennten Veränderlichen, und man erhält 

2 ~ 
u = 3 0 [A + O(x, + BW + Bxs - 0 log (X6 + B). 

Lösungen von (2) erhält man aus 7'5. 
v. G. IMscHENETSKY, Archiv Math. 60 (1869) 351-358 (mit Druckfehler in 

der Aufgabe). MANSION, Equations du premier ordre, S. 158-161. 

8'9 PI PI' .. Pn =;.cl;.cll··· ;.c,,; DGI mit getrennten Veränderlichen. 
n 

2 z = E A. x; + Ao mit Al'" An = 1 .-1 
oder auch 

n 

(z - c)" = (i)n J] (x~ - E.) für beliebige C, e •. 
• -1 

GOURSAT, Equations du premier ordre, S. 1ßO. MANSION, Equations du premier 
ordre, S. 168, 236. 

8'10 PI P2 ••• Pli = ;.cl PI +;.cll PB + ••• + re" Pn; Sonderfall von 8·I3· 

Aus den charakteristischen GIen erhält man die Vorintegrale pJpI' 
Wird daher 

(v = 2, . .. ,11,) 

gesetzt, so erhält man ein vollständiges System von 11, GIen, und aus 
diesem das vollständige Integral 

1 ft 

Z = Ao + n n 1 (Al' .. A,,)1-" (Al Xl + ... + A" x,,),,-t • 
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PI P2'" Pn = (alPl-z) (~P2-Z) ••• (anPn -z) Boll 

Für C(xl , • 0 ., xn ) = log Izl wird aus der DGI die DGI D I3'I 

(al CIEI - 1) 0 •• (an ClEn - 1) = C:t, ... ClEn 

mit dem vollständigen Integral 

C = Ao + Al xl + 0 •• An xn für (al Al - 1) 0 •• (a" An - 1) = Al ... An' 

" _1_ 

Z = X; ~.,Pv + (n + 1) (PI' .• p,,)n+l; CLAIRAUTsehe DGl. B·IZ 
v-I 

Ein vollständiges Integral ist 
n 1 

Z = X; A" XV + (n + 1) (Al 0 • 0 An)"+l; 
.-1 

singuläres Integral ist 

f(pu •.. , p,,) = rel PI + ... + renPll , ! eine homogene Funktion m·ten B.I3 
Grades. 

Aus den Vorintegralen p, (v = 2, ... , n) erhält man die GIen 
1'1 

A, 
P. = A PI (v = 2, ... , n), 

1 

die zusammen mit der gegebenen GI ein vollständiges System bilden. 
Daraus ergibt sich 

1 

_ A ( E A .. x" )m 
PI' - I' I(AI , ••.• A,,) , 

also 
1 

m - 1 ( (E A .. x.}m )m-l z=-- +0. 
m I(A I , •••• An) 

Mitteilung von G. LORENTZ. 

,. 
f(pu ••• , Pli) = X; ~.fv(p.) 

"-I 

Vorintegrale sind die Funl{tionen F,,(p.) - Fl(Pl) mit 

F( )_1 dp 
" P - 1.(p}· 

Man löse das aus der gegebenen GI und den GIen 

F,(p,) - FlePl) = A, (v = 2, ... , n) 
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bestehende System nach den P. auf. Sind die Lösungen P. = p.(x1 , •• '.' Xn)' 

so ist 

ein Integral der gegebenen DGl. 

Mitteilung von G. LORENTZ. 

9. Systeme von nichtlinearen Differentialgleichungen. 

9'1 F(p,q, z-~p-yq) =0, f';(p,q, z-~p-yq) =0 

Ist F(a, b, c) = G(a, b, c) = 0, so ist z = a x + b y + c eine gemein
same Lösung. 

GOURSAT, ~quation8 du premier ordre. S .. 290. 

9'2 pi +p~ +p~=/(~i +x~ +xD, ~2Pl-~lP2=0 

Involutionssystem. Die zweite GI ist linear, über ihre Lösungen kann 
man sich eine vollständige übersicht verschaffen. Aus diesen Lösungen 
sind dann diejenigen auszuwählen, die auch die erste GI erfüllen. 

Eine IBasis der zweiten GI ist offenbar x~ + x~, X a . Integrale dieser 

GI sind daher auch alle stetig differenzierbaTen F11nktion':ln C (~1' ~2) mit 

~1 = Y;i + x~, ~2 = x3 • Sollen diese Funktionen auch die erste GI er
füllen, so muß 

Ci, + Ci. = f(~i + ~~) 
sein. Für diese DGI s. 6.64. 

9'3 PI P2 = ~a ~" Pa p, = Xl ~2 

Klammerbildung ergibt die GI 

Xl PI + X2 P2 - Xa Pa - X, P4 = O. 

Die drei GIen bilden ein vollständiges System. Auflösung nach PI' P2' Pa 
führt zu 

X 2 X 3 X,p, Xl X2 
PI=-P-;' P2 = X--' Pa=--

2 p, 

oder 
x, p, Xl X 3 Xl X 2 

PI = -z~' P2=--' Pa=-~-' 
Pt Pt 
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Jedes der beiden Systeme ist jetzt ein Involutionssystem. Das zweite geht 
aus dem ersten durch Vertauschung von Xl mit x2 (also auch von PI mit Pt) 
hervor. Die A. MAYERsche Transformation 

Z(u, u l • ut. Us, x,) = z(xv x2' xa' x,), 

XI=U~, x2-E2=U~, xa=uUs 

ergibt für das erste System 

Z _ 2 U u 1 ua (u u, + ~2) + 'U2 Z 
" - Z 'U U + ~ x4 r.· z. 2 "2 

(Da u das Intervall 0:;;;; u :;;;; 1 durchlaufen muß, erkennt man jetzt, daß 
die Einführung von E2 =f: 0 notwendig war.) Da~, 1t2 , Us, Ea Parameter 
sind, ist das die DGI 6.52. Man erhält daher hier 

Z = A (u ~ + E2) x4 + u 2 ~l Ua + B, 

also 

z = A xa x, + X~X3 + B. 

Vertauschung von Xl mit x2 liefert die Integrale 

z = A Xl X4 + X'A~ + B. 

Vollständige Integrale sind auch 

z = 2VxI xa(xz x, - A) + B, 2Vx2 x3 (XI x, -- A) + B. 

Für die Anwendung des JAcOBJschen Lösungsverfahrens s. D 14·7. 

v. G. IMscHENETSKY, Archiv Math. 60 (1869) 406-408. M. COLLET, Anno.les 
Ecole Norm. 7 (1870) 44-47. FORSYTH. Diff. Equations V, S. 125-127. 

~~~=~, ~~=~~+~~+~~ 

Klammerbildung liefert die GI 

PI pz Pt = P3· 

Ist PI P2 = 0, so folgt, daß alle P. = 0 sind; man erhält dann das In
tegral z = O. Ist P3 = 0 oder p, = 0, so ist auch P4 = 0 bzw. P3 == o. 
Es bleibt dann die DGI Xl PI = xa P2 mit dem Hauptintegral Xl xa übrig. 

Es seien daher jetzt alle P. =f: o. Dann folgt aus den drei ßlen 

PI Pa = ± 1, P3 = ± Pol' Xl PI = Xz Pa + (x3 ± x4) p,. 

Dieses ist ein Involutionssystem. Für die letzte GI ist, je nachdem das obere 
oder untere Vorzeichen gilt, Xl Xa' Xl (x3 + Xl) oder Xl Xa, x2 (x3 - X,) 

eine IBasis, und diese erfüllt auch die zweite GI. Es bleibt also noch 
C(~l' Ea) mit EI = Xl x2 und ~2 = X1 (X3 + x4) bzw. X2 (X3 - x4) so zu be-
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9·4 stimmen, daß C auch die erste GI erfüllt. Man erhält die GI (vgl. zu 
dieser 6·SI) 

(~1 Ce, + ~2 C~.) Ce, = ± 1 

mit dem Vorintegral C;,1C;,. Aus Ce. = A Ce, und der vorangehenden GI 
ergibt sich 

Ce,=[±(~1+A~2)]-t, also C=2Y±(~I+A~2)+B 
und daher 

r z = 21 Xl X 2 + A Xl (Xa + X.) + B und z = 2VA x2(x. - xa) - X1X2 + B. 
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