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LA PROBABILITA' E LA STATISTICA NEI RAPPORT I CON 

L'INDUZIONE, SECONDO I DIVERSI PUNTIDI VISTA 

di 

BRUNO DE FINETTI 

11. INTRODUZIONE 

Ragionare per induzione altro non vuol dire ehe imparare daL-

L'esperienza: un fatto ovvio eomune a tutti noi, ai bambini, agli 
(1) 

animali ,ehe eben noto a tutti nei Buoi aspetti Bommari dal-

l'osservazione quotidiana, e ehe in modo piu approfondito viene 

etudiato dagli peieologl aperimentali [s]. 

Parlare di "ragionamento" indu~tivo eignifiea perc, eviden-

temente, attribuire una certa validita a tale modo di apprendere, 

eonsiderandolo non come 11 frutto di una eapriccioaa reazione psi-

cologica, ma come un proceaso mentale suaeettibile di venire ana-

lizzato interpretato giustifieato. 

Disgraziatamente una tale discussione porta in genere pel 

(1) 
Clb ehe fa dire con ragiane a Good [29J ehe ~a teoria delle 

probabilita e molto piu antica del genere umano. 
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ginepr~io delle concezioni filosofiche, dove raramente l'essenza 

oonoreta dei problemi riesce a salvarsi dalla nebbia delle inven-

zioni verbali. 

Nel nostro caso riesce particolarmente pregiudizievole la 

tendenza a sopravvalutare - spes so addirittura in modo esclusi-

vo - la ragione, che, a mio avviao, e invece utilissima solo a 

patto di venir considerata come un complemento atto a perfezio-

nare tutte Ie altre facolta istintive intuitive psioologiohe 

(ma non - guai! - a surrogarle). 

Conseguenza di tale stortura e infatti l'erezione del ragio-

namento deduttivo a modello (benchs tutte Ie verite non vuotamen-

te tautologiohe siano basate su altro!). Cosi il ragionamento 

induttivo viene generalmente considerato come qualcosa di appar-

tenente a un livello pili basso, da aocogliere oon riserva e dif-

fidenza,o, peggio, quando si tenta di dargli digni ta, s1 cere a 

di snaturarlo facendolo apparire come qualcosa che possa quasi 
( 2) 

farsi rientrare nel ragionamento deduttivo 

Come - nelle grandi linee - s stato ohiaramente riconosciu-

to fin dall ' analisi dell'idea di causa per opera di Hume [34}, 

11 ragionamento induttivo deriva anzitutto dall'associ~zione del-

Ie idee legata all'impressione di "analogia" fra certi fatti,e 

quindi a quella derivante dalla impressione di un'assoc1azione 

tra fatti diversi ("causa ed effetto", nella terminologia pili 

primi ti va). 

(2)-------
Postulall.d.o <J.ualcosa come la "necessaria esistenza di leggi 

naturali" con particolarita pili 0 meno prestabilite, s1 pub na
turalmente camuff~re da· "deduttivo" un ragionamento induttivo. 
Tutte Ie concezioni che considerano il determinismo come postu
lato necessario per la possibilita stessa della scienza si basa
no sos~anzialmente su tale presupposto e negano quindi il ragio
namento induttivo nella sua natura genuina. 
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E' a questa punto ohe, al fine di render preoiso oio ohe 

puo esser reso preoiso in siffatte aonsiderazioni apparentemen

te del tutto vaghe, ai leve far intervenire Ill, matematioa. 

Qual'. l'apporto della matematioa? Puo essa port are ohia

rimenti aIle questioni oonoettuali? Strumenti per Ill, lore for

mulazione logioa? Metodi generali 0 parti.oolari per Ie applioa

zioni 0 per oarti tipi di applioazioni? 

Cominciamo 001 rilevara ohe anohe nella matematioa, ohe pu

re • il regno delle verit. tautologiohe, non. affatto esoluso 

ed • anzi neoessario il ragionamento induttivo. E' neoessario 

nel momento oreativo, perohe nesauno ai aoaingerebbe a oeroar di 

dimoatrare un teorema se non vi attribuisse una oerta verosimi

glianza. Come dioe P.Levy ([46], prefaz.),ohi vuole arrivare a 

un oerto punto deve pur vederlo oon gli ooohi (l'intuizione) pri

ma di raggiungerlo usando altrettanto neoessariamente i piedi 

(la logioa). Esemplifioa~ioni profonde al riguardo sono date in 

partioolare da H. Poincars. [65], [66] e G .. Polya [67]. 

Mil, .queste non Bono ohe oonsiderazioni inoidentali, utili 

solo per illustrare l'ampiezza del campo d'applicazione del ra

gionamento induttivo; quello ohe oi interesse. effettivamente e 

viceversa 11 ruolo della lJIatematioa nel re.gionamento indutti vo, 

nella teorizzazione di esso, oaaia nella sua esatta formulazio

ne e impostazione. 

E' chiaro (a parte dubbiosit. oui fra pooo aocenneremo) che 

l'argomento dell'induzione diverr. suscettibile di trattazione 

matematioa non appena Ill, matematioa trover. (al di 1. dell'alge

bra di Booleper tradurre la logioa del oerto) uno strumento a

deguato per padroneggiare la logioa dell'inoertezza; e tale stru

mento • la teoria delle probabilit •. Le dubbioait. di oui oooor-
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re far cenno sonc quelle provenienti da certe tenden~e a limit a-

re il campo della teoria delle probabilita a ~one ristrette, ove 

ragioni di simmetria (come per i dadi) 0 regolarita statistiche 

(come per il sesso di un nascituro) facilitano delle valutazioni 

di probabilita e la concordanza in esse fra diversi individui. 

Non e questa la sede per discutere espressamente tali questioni 

preliminari; mi limi to a dire che, secondo il mio punto di vista 

(ripetutamente illustrato: v. p. es. [14], [16J, [20J L nessuna discri-

minazione e giustificata: fra il campo tot ale dei fatti incerti 

e i campi cui si pretenderebbe attribuire un ruolo privilegiato 

non esiste alcuna differenza sostan~iale che modifichi il senso 

della nozione di probabilita (3). 1ncidentalmente, anche discu-

tendo di induzione, ci capitera comunque spesso di discutere que-

stioni strettamente connesse alla concezione della probahilita. 

11 ruolo della teoria della probabilita nell'impostazione 

della logica induttiva consiste nell'indicare come debba modifi-

carsi la valutazione di probabilita relativa ad eventi futuri in 

seguito al risultato di eventi osservati (4): e questo il senso 

-----------
(3) 

Fra le esposizioni di idee analoghe da parte di altri AA. 
va segnalata quella breve ed efficace di Good in [29J. Opere in 
tale indirizzo sono quelle di Ram13.ey [68], B.O.,Koopman [43], 
L. J. Savage [70J e delle stesso Good [27J. 
( 4) 

11 termine "modificarsif, qUi usato per comod1ta dato che 
rende breve e apparentemente chiara l'espressione, e tuttavia 
inesatto se 10 s'interpreta come "correggere". La "probabilita 
di un evento subordinata a un certo risultato" e un'attra pro
be-bilite. e non una, migLiore vaLuta..sione delle stesso ente "pro
babilita di quell.'evento". [Cfr.analoga gitazione da Keynes nel 
§5, con riferimento nella nota in calce \l)J. Chi !l"ioca una oin
quina al lotto ha probabilita V(9 0 ) di vincere; se assiste al
llestrazione, la sua probabilita !bresce a 1/(81), 1/(~:>;8), 1/(87) 
1/86, 1, man mane che vede uscire numeri giocatl, 0 cad'e a zercf 
ll-on appena esce un numero diversoo Ma queste successive probabi
lita non sono, eVidentemente" correzioni della prima. Ciascuna e 
la probabilita relativa allo stato d'informazione specificato; 0-

tni valutazione e "provvisoria" nel senso che in definitiva la 
probabilita sara 1 0 0 quando sapremo che l'evento si e verifi
cato 0 non si e verificato. 
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Da tale punto di vista, la logic a induttiva si riduce sostan-

zialmente al teorema delle probabilita composte 0 alIa sua va-

riante appena un po piu elaborata chiamata teorema di Bayes 

(1) 
P (.!.) 

= P(H). __ R_. 
peE) 

Esso mostra in che modo, apprendendo che si e verificato E, s1 

passa dalla valutazione iniaiaLe (cioe: anteriore a tale appren-

dimento) della probabilita di R, che e peR), a quella finaLe 

(oioe: posteriore a tale apprendimento) che e p(R/E) (5). In 

stanza, cio non fa che precisare l'atteggiamento spontaneo di 

80-

ohiunque accresce 0 diminuisce il credito a un'ipotesi a seconda 

che apprende fatti che essa renderebbe piu 0 meno verosimili 0 

spiegabilL 

Non aggiungiamo precisazioni, che sarebbero premature dato 

11 fine meramente illustrativ~ delle consideraz10ni che stiamo 

Bvolgendo in questa momento, e che incontreremo del resto nel 

8eguito. Oio che si e detto bastera senz'altro p~r concludere la 

presente introduzione pervenendo a indicare come il nesso ora 

8tabilito fra induzione e probabilita conduca in particolare al 

nesso tra induzione e statistica, che e piu speoificamente l'ar-

gomento del presente oiclo. 

A tell fine non rimane che da specificare alquanto la natura 

(5r----'----
Qualche osservazione critica andrebbe fatta anche c~ntro ta

Ie nterpretazione di p(R/E), che piu propriamente a.ndrebbe de
se: tta come probabilita attribuita "ora" ad H sotto la condiz' 
ne potetica che E dovesse verificarsi. Ofr. [17J, §31, (j (,Or,'l \ 

nel 05 (nel "punto 4)"). 
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dell'evento E ohe si suppone di aver osservato 0 di poter osser-

vare. In generale esso oonsiste di un insieme di fatti diatinti 

pib 0 meno numerosi e almeno press'a pooo "indipendenti" nel sen-

so della teoria delle probabilita, subordinatamente all'ipotesi 

H da saggiare 0 a oiasouna delle impotesi H da oonfrontare. 
j 

Oib signifioa ohe, sori venda E = E E ... E , oome prod otto 
1 2 q 

logioo dei fatti "singoli" oh8 vogliamo distinguere, la probabi~ 

lita P(E/H) (0 Ie probabilita P(E/H » s~ esprime (esattamente 
j 

se si suppone l'ind1pendenza, approssimativamente se Ill. ai suppo-

ne valida press'a pooo) oome prodotto delle probabilita p(! /H) 
i 

(rispettivamente delle P(E./H.». E dalla (1) soende faoilmenta 
1 J 

ohe i rapporti tra Ie probabilita delle varie ipotesi vengono al-

lora suooessivamente alterati nel modo rispondente all'osaerva-

zione di oiasouno singolarmente dei fatti E , ... , E . 
1 q 

E' speoialmente faoile ammettere l'indipendenza quando tali 

fatti E sono i pib disparati. Oib non fa ohe esprimere in sostan
i 

za Ill. massima intuitiva seoondo oui riteniamo pratioamente ao-

oertata una tesi quando e suffraga.t,a. da numerosi indizi a favore, 

anohe se oiasouno di essi da sol~ non oi semtrerebbe probativ~ 

(prinoipio del Oardin.ale Newman [58). 

Tre eaempi del genere ohiariranno il oonoetto. 

Be un individuo e sospettato di un delitto, e si raooolgono 

dati e testimonianze su fatti oomunq.ue in reluione alla possibi-

lit. ohe egli sia il oolpevole, l'insieme E di tutti i fatti Ei 

aooertati pub rendere pratioamente oerti della oolpevolezza 0 del-

l'innooenza se quelli ohe oi epingono in un senso sono Buffioien-

temente pr8valenti, tenuto oonto dell'opinione iniziale. 

Oosl in guerra (0 oiroostanze analoghe), se informazioni di-
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sparate tendono ad avvalorare una certa ipotesi riguardo ai ['1-

ni del nemico, potremo giungere - sempre partendo da un giudizio 

iniziale di verosimiglianza - a consider are quella ipotesi ccme 

pratioamente sioura. 

Lo stesso si pub ripetere oon riferimento a teorie soienti

fiche, e l'esempio pib adatto roi sembra quello della teoria del

la "deriva dei continenti" di Wegener. Ne11a sua opera [80] in

tesa a provare che.i continenti si sono formati staccandosi e al

lontanandosi, mentre inizialmente costituivanc un unico blocco 

(e in particolare l'America del Sud costituisce la parte che com

b~ciava con Ill. rientranza dell'Africa), vengono elencati e coor

dinati fatti di natura diversissima, tratti dalla geografia, dal

Ill. geodesia, dalla geofisica, dalla geologia, dalla paleontolo

Aia, dalla biologia, dalla paleoclimatologia, ed ineieme consi

derazioni sulla possibilita di spiegazioni fisiche circa Ie for

ze che produrrebbero Ie traslazioni oontinentali. 

Dalla prefazione a tale libro del Wegener, riproduoiamo Ie 

sue oonsiderazioni che mi sembrano oondensare i canoni del ragio

namento induttiva, e in modo tanto pib degno di apprezzamento 

perch~ dovuto a persona im~egnata ad applicarlo in un campo con

creto e difficile di ricerche,e pertanto aliena d.a possibi1i de

formaziohi profeseionali 0 pregiudizi filosofici da oui pub non 

essera immune ohi si pone il problema in generale e in. astratto, 

oome me e oome. 801 tri ohe si trovano in si tuazioni analoghe, non 

import a ae in accordo 0 in disaocordo oon Ie mie vedute. 

Scrive dun que il Wegener (op.'c.it.,p .. 16): "in un dato momen

to Ill. terra pub aver avuto un solo aspetto. Su oib non si hanno 

notizie dirette. Nai ci troviamo di fronte ad essa come il giudi

ce dinanzi all'aecusato che a1 rifiuta d1 dare splegazioni e ab-
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biamo il dovere di stabilire la verita in base ad indizi. Tutt 

Ie prove ohe possiamo addurre hanno il oarattere fallaoe degli 

indizi. Come ,iudickeremmo i' ,iudice eke emette i' a_o ,iudisio 

fondandosi so'.a'lllente su una 'PQ,rte de,Li indisi Q, sua diaposisione?" 

liE' solo abbraooianio tutti i rami della soienza geologioa 

ohe possiamo sperare di giuniere alIa v~rita, di traooiare oio~ 

un quadro oh~ rapp~eBenti oon ordine la totalita dei fatti noti 

e peroib posss pretendere di avere il maggior fondsmento; e anohe 

in questo oaso dobblamo tener presente ohe ogni nuova sooperta, 

da qu~lunque solenza essa provenga, pub modifioare i risultati 

ottenuti ", 

E venlamo finalmente al oaso della statistioa. 

Esso non differisoe da quello illustrato nei preoedenti e-

sempi se non per il fatto ohe gli eventi da osservare, E , ... , E , 
1 q 

anzioh~ disparati, sono anaLoghi, 0 addirittura (seoondo un 11n-
( 6 ) 

guaggio ohe giudioo inammissibile) uguaLi ; seoondo I' uso, po-

tremo dire ohe si tratta di "prove di uno stesso fenomeno". 

Spesso tale "analogia" viene presentata non solo oome la 

oiroostanza esteriore ohe oaratterizza il oaso trattato dalla 

statistioa, ma anoh·e oome 1& ragion.e fondame.n.tale della validit!> 

delle oonolusioni. lola, se ragionamenti e oonolusioni sono basati 

sulla teoria delle probabilita (e non au tentativi di traduzione 

(6)"-,..------
Logioamente, due eventi sono uguali solo se si tratta del me

desimo eyento (ossia, volendo parlare di "prove", di quel dato 
risultato in quella data prova). Altrettanto priva di senso ~, 
a rigorella nozione di "prove di uno stesso fenomeno" (10 Bono 
due oolpi qualunque a testa e orooe? 0 aolo se si usa una stes
sa moneta? 0 moneta di un dato oonio? 0 se il lanoio ~ effettua
to da uns stesss persona?), Tuttavia la loouzione pub essere ao
oettata e usata pur di avvertire ohe non ha aloun signifioato ma 
ohe la si usa per indioare oollettivamente degli eventi di oui 
faooia oomodo sottolineare una qualohe analogia. 
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in regolette macchinali rese autonome da ogni criterio di se~ 

ta applicabilita}, la natura dei fatti oSservati ~ irrilevante, 

importando solo le relazioni tra le probabilita. L'analogia puo 

favorire il giudizio di ug~al probabilita, che porta a semplifi-

cazioni; viceversa pero l'indipendenza va accolta con malto mag-

giori precauzioni che nel caso di fatti disparati. Ma queste so

no cose da vedersi caso .per caso [191. 

Una circostanza utile, che spes so si pre~enta nel caso sta-

tistico, risiede nella possibilita di moltiplicare a volonta "pro-

ve q su quel dato tipo di eventi "analoghi" (mediante ripetute os-

ssrvazioni, 0 a volte mediante esperimenti espressamente predi~po-

nibili..) . 

Oomunque, secondo ,il punta di vista che seguiremo, il caso 

della statistica non ~ .che un caso particolare del ragionamento 

induttivo impostato seoondo la teoria delle probabilita: caso ca-

ratterizzato da particolarita interessanti dal punta di vista pra-

tioo e applioativo, ma che non oomportano alounche di nuovo e di-

verso dal punta di vista ooncettuale. Non si nega, tutt'altro, 

l'esistenza di sviluppi intereeeanti anche teoricamente, ma ri-

g,uardano I' aspetto tecnico·mliLtematico della teoria, non i fonda-

menti concettuali. 

Questa pres a di poaizione, .che potrebbe apparire rispondente 

a me~e questioni di punti di vista filosofici, risultera inveDe 

essenziale al fine di chiarire Ie divergenz& reali suimatodi e 

criteri da seguire nella trattazione di problemi concreti 
( 7 ) 

("7)--------
.Oi sono molte disparita nell/uso della parola statistica (tal

volta estesa a includere il oa1colo delle probabilita, 0 ristret
ta alla parte descrittiva 0 poco piu ohe descrittiva dei dati col
lettivi). La distinzione qui propostami sembra La piu risponden
te a un'interpretazione moderna basata sul conoetto tradizionale, 

./. 
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Fra i molti aspetti ohe 3ffioreranno in tali discussioni, 

il motivo prinoipale (e forse l'unioo cui tutti gli altri si pos-

sono rioondurre) e proprio quello riportato in corsivo nella ci-

tazione di Wegener &a necessita di tener conto di tutto cia che 

si sa, nOn importa, ICon qua~e metodo e da qua~e fonte. Tale affer-

mazione non si pub certo dire nuova nell'ambito della Statistica: 

basti rammentare che R.A.Fisher ha affermato giustamente con mol-

ta enfasi che, mentre neLLa togi,a deduttiua utiLizzando una par

te de~~e premesse si potr. 4vere un minore insieme di conc~usio~ 

ni mapur sempre ESATTE, neLLa Logica induttiva uti~izzando so&o 

una parte deLL'informazione si puC! giungere invece a concLusioni 
( 8 ) 

FAL'SIFICATE (come avviene se si sopprimono le testimonianze 

a favore, 0 quelle contrariEl). 

Tuttavia, i metodi statistici, per amore di scheletricita e 

meccanicita, 0 di apparente eliminazione di aspetti concettuali 

e soggettivi, ricorrono spesso sistematicamente a una perdita 

d'informatione per us arne una parte meglio addomesticata per par-

ticolari elaborazioni. 

L'argomento sara approfondito non soltanto nel seguito del 

presente corso, ma anche in quello parallelo del Prof. Savage [71] 

;~e la~piu utile per sottolineare una particolarita significa
tivaJ Si t.ratta comunque di una mara questione d:j. tl;lrminologia._ 
La definizione della statistica proposta da Savage' nel corso pa
rallelo ([71],§2) e diveqsa~ Senza,che cib significhi alcun di-

saccordo sostanziale. 

(8) 
CitiamQ da [23}, pag.55 : "Although in the deduction of sta

tements of certainty it is legitimate to draw inferenoes from so
me of the axioms available while ignoring others, or, in other 
words to base a valid argument on a chosen subset only of the a
vailable axioms, no suoh liberty can be taken with statements of 
uncertainty, where it is essential to take the whole of the data 
into account, though some part of it may be shown on examination 
to be irrelevant, and not to affect the result." 
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dove numerose esemplificazioni renderanno partioolarmente evii 

te l'importan.a e il signifioato (fondamentalmente unioo ma rio

co dl Bvariate apparenze) di siffatte manchevolezze e della lora 

eliminazione, in vari tipi di problemi e per Ie piu diverse ap

plicazioni. 
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SGUARDOSTORICO E COMPARATIVO 

12. DAGLI INIZI ALLA CRISI DELL'IMPOSTAZIONE CLASSICA 

La teoria delle probabilita, sorta come e nato nel '600 dalLo stu-

dio di problemi sui giochi (dadi, carte, sorteggi, e simili), era 

subito pervenuta a stabilire in quel campo, come criterio di de-

cieione, quello consistente nel cercar di massimizzare Ill. speran-

za matematica del guadagno. 

Per giungere a quellc che si pub consider are att~a1mente co-

me i1 criterio di decisione piu accreditato, mancavano soltanto 

due aggiunte, entrambe sopravvenute ben tosto, nel '700 (1): 

- un al1argamento de1l'obbiettivo delle decisioni, raggiunto d~ 

Daniele Bernoulli [2] can l'introduzione, satta i1 nome di spe-

ranBa moraLe, di quella che ora diremmo llutilit&; 

- un allargamento del campo delle probabilita, mettendole in re-

lazione coll'osservazione statistica e quindi stabilendo il nesso 

che lega ad esse il ragipnamento induttivo, e cib fu realizzato 

da Bayes hJ. 

Se no~ che, quel traguardo che in tal modo si potrebbe consi-

derare raggiunto d'impeto fin dagli inizi, si e dov~to invece fa-

ticosamente riconquistare due secoli dopa (ad anzi e tuttora con-

troverso). PercheY Racconteremo Ill. storia che~ secondo Ill. nostril. 

int~rpretazione, consiste delle seguenti tre fasi. 

Prima fase: rapida affermazione della teoria bayesiana (e di 

~u,lla bernoulliana), con qualche leggerezza nell'interpretazio-

"(n-
Come ha recentemente fatto rilevare Guilbaud [39], anche il 

ooncetto del valore Minimax della "teoria dei giochi" (nel senso 
di Borel .[4] e von Neumann-Morgenstern [57])era gn, stato scoper
to fin dal 1712 [56] (sill. pure con riferimento ad un semplice e
sempio) ! 
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ne e applioazione, e oonaeguente diaoredito e abbandono indisu"o

minato di tutta la oonoezione. 

Seoonda fase: rioeroa dl altre vie per affront are e impost a

re i problem! dell'lnduzione statistloa facendo a meno degll ele

menti e oonoettl su oul si era allargato 11 disoredito. 

Terza fase: graduale aftioramento delle lnsuffioienze di ta

li tentativi; revisione del gludizio sulle teorie bayesiana e ber

noulliana .oon separazlone degli elementi validi da quelli equi

vooi; ritorno alIa poslzione di partenza opportunamente rettifi

oata (posizlone spesso designata oome neo-bayesiana neo-bernoul

liana) • 

In un rapido sguardo storioo oeroheremo di .illuatrare questa 

sviluppo, non oerto sotto tutti gli aspetti e oon molti dettagli, 

ma solo oon riferimento aIle oiroostanze preminenti agli effetti 

delle questioni d'impostazione oonoettuale ohe o'interessano. Oi 

soffermeremo Bulla prima fasein questo paragrafo, Bulla seoonda 

e la terza nei due suooeaalvi. 

Dei due elementi ooatltutlvl della moderna teoria della deoi

aione, quello riguardante la aperanza morale di D.Bernoulli ha u

na parte piuttosto secondaria nelle vioiasitudini di oui oi dob

biamo oooupare. Egli ebbe 11 torto di preoorrere di un Beagle i 

ooncetti marginaliati dell 'eoonomia (.36Je di due la lore rein-

terpret&zione probabilis'tioa [68], [57L t53], [69], [70] 90sicche fu 

pooo oompreso e avvenne ohe alIa generalita della aua impoatazio

ne ai preferiaae la partioolare esamplifioaaione in cui auggeri 

di miaurara l'utilita diun patrimonio mediante il logaritmo del 

valora. 

Importanza deoiaivaabbero invaoe Ie discuaaioni sull'impo

stazione data da Thomaa Bayes al problema da lui formulato come 
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segue: "oosa si pub dire della probabl1it~ di un evento di cui 

non sf, sa nuLLa quando si conosce il risultato di n eventi ad es-

so analoghi (favorevole per m, sfavorevole per n-m)?". Non sof~ 

fermiamooi suI fatto che tale formul~zione ~ ~oco soddisfaoente 

(sutali questioni dovremo discutere abbondantemente in seguito); 

vediamo per ora di distinguere tre elementi costitutivi dell'im-

postazione, ohe andranno esaminati separatamente. 

Bayes suppone : 

(1) ohe ia "probabilit~ incognita" p abbia probabilit~ dx 

di esser oompresa in un qualunque intervallo (x, xtdx) in (0,1), 

(2) ohe gli eventi considerati siano indipendenti, per ogni 

ipotesi p=x suI valore di p , 

(3) ohe quindi, dopo Ie osservazioni indicate, la probabili-

t~ ohe p Dada tra x e xtdx diviene 

( 2) 

L'ultimo punta ~ fuori discussione: esso non ~ ohe il teo-

rSlla. di Bayes gi~ menzionato nel ~1 (formula (1)), ossia, come 

osservato, il teorema delle probabilit~ oomposte in una forma un 

pb piu elaborata. C' ~ qualoosa di controverso, Dome avremo ampia 

oooasione di vedere, ma riguarda solo la vastit~ del oampo di ap-

plioazione ohe si restringe se si vuple limit are a un aignifioato 

restrittivo la nozione di probabilit~. 

II punta (2) ~ un'ipotesi oocorrente per desorivere il C88Q 

ohe si oonsidera, e non avremo ohe a chiarirne il vera signifioa-

('2)"-----
Indicheremo sempre con K la cost ante oooorrente, in una qua

lunque formula, per normaliziarla (nel senso che di norma appari~ 
r~ ovvio e sara sottinteso: qui, deve valere 1 l'integrale da 0 
a 1, oosiooh~ K=(ntl)(~)). Si badi ohe il valore di K non solo ~ 
in genere diver so da una formula all'altra ma potrebbe cambiar va
lore entr~ uno stesso oalcolo. 



20

- 16 -

B.de Finetti 

to in seguito (§7). 

II punta (,) inveoe ~ quello .ohe oostitul il punto nero in 

tutte Ie disoussioni. Esso viene spesso designato oome "postulato 

di Bayes": .il postulato seoondo oui, quando "non si sa nulla", 

si deve adottare la dist~1buzione uniforme per p su (0,1). Esso 

non ha nessuna relazion.e ll,e.oeseania oon l'impostazione del pro-

blema preoedente seoondo 11 teorema di Bayee: si potrebbe benis-

sima assumere una distrlbuzlone inizlale per p dl forma qualun-

que, p. es. oon probabilita q'J(x)dx ohe p oada tra x e x+ilx. Esso 

poi non ha neppure in realta aloun signifioato, dato ohe e tut-

tfaltro ohe ohiaro 006a si debba intendere, in un oaso oonoreto, 

per "non saper nulla". Se vuol dire ohe attribuisoo a p distribu-

zione uniforme, il "postulato" non e ohe una tautologia; se in-

tendo "nulla" alIa lettera il postulato e assurdo (se non so nul-

la degli eventi Ei non so nulla neppure dei prodotti EiEj e quin-

2 di anohe p dovrebbe aVere distribuzione uniforme); a parte ohe 

"non saper nulla" a rig~re dovrebbe signlfioare allora ohe non so 

neppure di ohe avento ai eta parlando. 

Tutto sommato non s1 tratta quindi neppura di qualoosa ehe 

ha un signitieatomatemactioa·menta par lando, a possa quindi ragio-

nevolmente entrars nell'impostazione per detarminarla 0 per infi-

oiarla: ~ una, frase vuota dall' apparenza m,etafisioa, ehe pub ave-

ra solo 11 senso datariore di invitare a far uso in ogni appliea-

zione, sen~a preoauzioni a senza oriterio,della distribuzione u-

nifol'me. 

E' questo ohe e stato fatto 1 a rg,a'lIlente , e oh.e ha oondotto 

a mettere in dubbio e a eondannare in bloeeo l'int.ra impostazio-

ne. 

La oolpa non si PUQ far risalire a Bayes, ohe su questo pun-
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to aveva i suoi brE\vi dubbi, tanto che h sua memol'ia non fu p"'

sentata che postuma (due anni dopo la sua morte avvenuta nel 1761) 

dal suo amiDe Richard Prize. Questi noncondividevE\, anzl mostI'll. 

di trovare strane, Ie esitazioni di Bayes, ed analogo atteggia

Mento sembre essere quello di Laplace (45) (3) 

Laplaoe (e la maggior parte degli autori oontemporanei 0 di 

poco sucoessivi), pur conoscendo l'impostazione piu generale con 

distrlbuzione inizial-e ¢.(x) dx e distribuzione finale 

(3) 

sembra infatti acoolgano per acritici motivi. aprioristioi come 

privilegiata la distribuzione uniforme (ossia, il cosiddetto po

stulato di Bayes). Da not are ehe nulla sl potrebbe obiettare se, 

in luogo di part ire de. pregiudizi aprioristici, essi dioessero ehe, 

sotto condizioni molto pooo restrittive per la ¢, e per n abba-

stanza grande, ~ pratioamente leo ito sostituire apProssimativa-

mente il oaso effettivo oon quello ¢~1. 

Soffermiamooi anzitutto un momento a indio are oome il pas-

saggio dalla distribuzione iniziale a quella finale non sia ohe 

un'applioazione del oonoetto premesso nel n.1.: ogni risultato fa-

vorevole fa maltiplioare per x Ill. probabilith dell1ipotesi p=x 

(e ogni risultato sfavorevole per 1-x), e l'indipendenza delle 

varie prove subordinatamente ad ogni ipotesi (punto (2) dell1im-

postazione di Bayes) fa S1 che si ab,bis sem"pH·cemente a moltipl:-

care fra 101'0 tutti questi fattori. 

Conviene inoltre soffermaroi ancora a richiamllre i semplioi 

risultati (stabiliti da Bayes) per 11 oaso speciale della distri-

buzione uniforme da lui oonsiderato. 

( 3) 
Notizie storiche piu diffuse e oon ampie oitazioni sl trovano 

in R. A.Fisher (23), Cap. II. 
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Inizialmente (oioa: per ¢(x)51), la probabilita di una q', -

lunque frequenza su N colpi a la stessa, cioa 1/(N+l) (Ie frequen-

ze possibili essendo MIN con M=O,1,2, ... ,N); in particolare e 

1/(N+l) la probabi1ita ch.e i risultati di N prove siano tutti fa-

vorevoli (oppure: ehe siano .tutti sfavorevoli); pill. in particola-

re ancera, la, probabilita. in una p.rova e 1/2. 

Dopo osservate n prove, di cui m con risultate favorevole ed 
m n-m 

n-m sfavorevole, ossia qu~ndo la distribuzione a divenuta Kx (i-x) 

la probabilita. in una prova sucaessiva a (m+l)/(n+2): a cioe la 

frequenza osservata corretta ~el senso di pens are aggiunte due 

prove in pill. con risultati uno favorevole e uno sfavorevole~ Que-

sto risultato a conosciuto sotto la denominazione di "regola de1-

la successione"; in particolare, se m=O, risulta 1/(n+2) la pro-

babilita. di un evento dopo n prove tutte sfavorevoli (0 vicever-

sa: del non verificarsi dopo n tutte riuscite). Quanto alle pro-

babilita delle varie frequenze MIN su N prove, esse non sono pill. 

naturalmente uguali, ma proporzionali a 

(4) (m+M). (n-m + N-M) 

m n-m 

Le formule relative a questo caso vennero applicate meccani-

camente ad ogni tipo di esemplificazioni, tra cui celebre quello 

della probabilita ch~ il sOle sorga domani dato il numero di gior-

ni da cui ci e tramandato che il sole a sempre sorto. 

Questo uso acritico e generale del caso particolare corri-

sponde al "postulato d1 Bayes", e la debolez~a logic a di tale 

"postulito" in s6, oondussero col tempo, nonostante il grande pre-

st1gio d1 Laplace, al sorgere d1 voci discordi. La giustificazio-

ne del ragionamento induttivo secondo la tracc1a di Bayes e Lapla-

ce era ed appariva difettosa, ma, anziche pens are che per elimi-
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nare il difetto occorreva basarsi au qualcosa di perfezionato, 

oritioi sembra trovassero sufficiente sopprimere senz'altro il ra

gionamento difettoso per far diventare aocettabile almena empiri

oamente senu giustificazione alcuns. 11 metodo che h giustifica

zione imperfetta non bastava a giustificare. Come chi dioesse che, 

essendo pericoloso oostruire sulla sabbia, basta levar via la 

sab.biaeoostruiM aul ·vuot·o per eliminare ogni p.ericolo. 

Sonoeorte in tal modo Ie tendenze che ritengono leo ito rl

oondurre in qualchemodoper definisione la probabilit. alIa fre

quenza,eludendo oosi la necessitk di spiegareil fatto ohe eri

gono a verit. , e cio~ di .chiedersi perch~ mai si sia indotti a 

val ut ar e de 11 e pro be. b 11 it. in b a.se a11e fr e quen~e ossia a preve

dere che probabilmente certe frequenze non varieranno molto. 

Ma, pih che in tale campo dell~ definizione "statistica" 

della probabilit., l'eliminazione dell'impostazione bayesiana 

comport a rivolgimenti vasti e complessi nella formulazione dei 

oonoetti base e dei metodi di lavoro della statistica matemati

oa. Di clb ci oocuperemo espreaaamente illustrando in che modo i 

conoetti bayesiani furono soetituiti con .criteri di tipo "ogget

tivistico". 
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§3. LL SOPRAVVENTO DELLE CONCEZIONI OGGETTIVISTICHE 

Spieghiamo anzitutto perohe &.e:silgniam-o oome "oggettivistiohe" 

le ooncezioni di tipo non ... bayes.iano: perche, oome vedremo, per 

rioostruire 1 r impostaz.ione bayesiana occorrere. interpretarla in 

senso soggettlvo. 

Ed ecoo in cosa consiste leo caratteris.tica essenziale del-

le concezioni oggettivie,t.iohe: p,al1 r ip,trodurre qualoos.a che non 

e n~ logica del carto ne logioa del probabi~e. 

Mentre nell'impo.st,azione bayesiana "all expressions. of un-, 

certain knowledge must have the same logical form, namely that of 

a statement of probability", come ben dice Fisher ([23], p.44), 

egli propende invece 'per l'uso ~i metodi ohe "do not generally 

lead to any probability statements about the real world, but to 

a rational and well-defined measure of reluctance to the e.cceptan-

ce of the hypothesis they test " (ibid.). Ese, nonostante l' espli-

citodiriiego, tale "reluctance" pub forse somigliare a una proba-

bilite. soggettiva, pib radicale ancora e Neyman ([61},p. 235)nel 

sottolineare che i metodi statistici conducono a "stating that ... " 

ma che oooorre ~uardarsi dall'attribuire a tale parola un qualun

que significato logioo ("conclude" that ... ) 0 probabilistioo 

("believe" that ... ). 

Si abban~ana in tal modo ~,ni idea ~i una interpretazione 

ai at ema t ica e a ign'ific at i va' de 1 pr a b lema de 11',i nf e renz a at at i st i-

ca" per ridurai ad esco,ltare caso per caso dei "teat" per "con-

fermare" delle ipotesi, 0 dei metodi per "atim~re" dei parametri, 

oonfigurando cosl oome una questione, autonoma e in,larga misura 

arbitraria il problema di trarre da.ll'esperien.a un qualchecosa 

che si suggerisce di utl1izza.re come se fosse una conclusicne 0 
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una oonvinzione mentre si afferma ohe non ~ n' questa n' quel10. 

Sarebbe tuttavia sterile eingiustificato arrestarsi a tali 

obiezioni di principio. Malgrado tale difetto d'origine, gran 

parte degli sviluppi ispirati a tale punto di vista sono non sol-

tanto rimarohevoli sotto l'aepetto matematico, ma anche ricupera-

bili (con opportuni ritocohi.o completamenti) nella tecria sog-
(1) 

gettiva ; per noi qui inoltre sar~ soprattutto interessante a-

nalizzare come ogni elemento oostitutivo dell'impostazione baye-

sians, a volerlo sopprimere, genera insufficienze avvertite pri-

ma 0 poi anche da fautori della concezione oggettivistioa, tanto 

che 11 ritorno alla concezione bayesiana apparepili oome il ri-

sultato spontaneo di siffatte correzioni che come frutto delle 

obiezioni dei pochi tenaci assertori di eesa nei tempi in cui e-

ra giudicata definitivamente fuori moda. 

Vedremo infatti che le teorie oggettivistiche, pili che in-

trodurre concetti nuovi e contrastanti, si limitano a tralascia-

re qualche elemento ricorrendo a ripieghi per tamponare Ie conse-

guenti defioienze. Fondamentalmente, si oerca quasi sempre di se-

guire la falsariga della (1) pur ammettendo di attribuire un sen-

so solo a qualouna delle probabilith ch. vi figurano e che occor-

rono per applioarla regolarmente. 

La mutilazione pili spinta ~ quella dei oriteri semplicisti-

oi in cui oi si basa su di una sola probabilith, la P(E/HL per 

"rigettare" l'ipotesi H se tale probabilith, relativa a un fatto 

E csservato, e "piccola". E pe.roh~ mai? Ecoo oome ai esprime Fi-

sher ([23], p. 39) : "The force with which suoh a conclusion is sup-

(1)"-----
Vedi il parallelo oorso di Savage, e l'ampliamento in prepa

razione di esso [71]. 



26

- 22 -

B.de Finetti 

ported is logically that of the simple disjunction: Either a1. 

exceptionally rare chance has occurred, or the (hypothesis H) is 

not true". 

Come osservazione preliminare, va notata l'assoluta indeter

minatezza del criterio, dato che tale probabilita pub sempre es

ser res a piccola quanto si vuole pur di descrivere abbastanza 

dettagliatamente "Clb che e successo" (E). Se ad es., come in mol

ti oasi, E oonsiste nell'aver osservatoil valore esatto x di u

na grandezza aleatoria X, p. es. uno scarto, la probabilita di 

quel valore preciso e ordinariamente zero. Per togliere la mani

festa insensatezza di un criteria ohe farebbe allora respingsre 

l'ipotssi qualunque valorex sJ trovi, 10 si sostituiscs consi

derando come E non l'aver osservato x, ma l'aver osservato un va

lore "uguale 0 maggiore" di x (oppure "u~uale 0 minore", a "ugua

Ie 0 maggiore in val are ass.o.1uto", 0 "id;, e di ugualljlegno"l 

WI> tutte queste variant.i s6no arbitrarie, per 10 me no nell'ambi

to di una impostazione cosl crudamente mutilata. 

Va detto pero, ad onor del vera, che nsssuno st'atistico e 

in genere cosl sprovveduto da mantenersi' a questo livello, a co

minciare da Fisher cui pure e sfuggita la frase citata. Tuttavia 

e anche vero l'opposto, e cioe che tale concetto grossolanamen

te inconsistsnte permea talmente il sottofondo superstizioso del

la mentalita statistica degli oggettivisti (attraverso varie for

mule quali "legge empirica del caso", "lemma di Cournot", etc,), 

che difficilmente i cri teri anchs piu elaborati ne risultano iUl

mun!. Viceversa poi vi BOno. dei casi in cui si vede, dopa una 

critica piu 0 meno conforme a quells qui svolta, concludere con 

un ulteriore paaso indietro anziche can un passo in avanti: anzi

che cercar di colmare le lacune logiche dell'impostazlone si cer-
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ca cio~ di. sostenere che la logica 0 la mancanza di logica n0n 

hanno importanza perch~ quello "stating" che non ~ n~ confermare 

n~ convincere significherebbe 601tanto "conformita tra dati spe-

rimentali e schema teorico, misurata con metodo convenzionale e 

percio arbitrario". 

Oomunque, dopo la rilevata arbi trarieta di E, la principale 

deficienza della formulazione menzionata consiste nel non far ri-

f~rimento ad altre diverse ipotesi. Ed effettivamente anche nelle 

teorie oggettivistiche si arricchiscein genere il quadro deillim-

postazione introducendo diverse ipotesi incompatibili e possibi-

li, H ,H , ... ,H , 0 in al,tri casl (parametro continuo) He -<po es. 
1 2 s 

O~ e5:.1); in molti casl cle una delle ipotesi che per un qualur-

que motivo si considera in posizione privilegiata, e allora la si 

suole chiamare "ipotesi nulla" (Null Hypothesis) H , e Ie altre 
o 

(una 0 pib) si dicono "ipotesi alternative". 

Oio ristabilisce gia,in parte, la logica deillimpostazione, 

perche il solo fatto che si sia verificato un E poco probabile 

sotto l'ipotesi H non puo evidentemente farci respingere H se non 

cle per 10 menD qualche altra ipotesi "che spiega meglic E". Ed 

anche la menzionata arbitrarieta nel precisare la E scema dlim-

portanza, trattandosi comunque di confro~to tra i diversi H., 
J 

non di grandezza aSBoluta 
(2 ) 

'(2)--------
Per chiarire il concetto valga un'esemplificazione banale. Al 

bersaglio e stato colpito il punta P, a distanza ~ (molto piccola) 
dal centro 0; sara stato .il tiratore A? Tale ipQtesi RA sara da 
respingere, secondo il primo criterio, se P(EIHA) e piccola. Ma 
cosa sara E? Oolpire il punta P esattamente? Dun cerchietto di 
ra~gio € (pib piccolo di r) e centro in P? 0 la corona circolare 
di raggi r~ € e centro in 07 0 il cerchio di ragg~o r e centro in 
O? 0 che altro? Potro scegliere ad arbitrio e la risposta dipende
ra da tale scelta, e non dailiesistenza di ipotesi alternative. 
Supponiamo fossero presenti anche B, 0 e D; se essi sono menD a
bili di A, e P(E/H ) e piccolissimo ma P(E/H ) eto. sono ancor 

A B 
. /. 
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8i deve riconoscere, a par2;iale giustificazione della p;" '".'1 

impostazione,ohe di solito Ie ipotesi alternative sono infinite 

o mal specifioabili 0 non anoora immaginate, oosioche la nuova 

impostazione e oerto pib disagevole e in g~nere imbarazzante per 

ooloro che vorrebbero inoontrare soltanto casi ben definiti di 

tipo scolastico. Ma, qUi come ovunque, bisogna acoettare i pro-

blemi come sono; si potranno sohemat1zzare poi in modo approssi-

mativo, ma vane sarebbe ceroar di dar valore a una semplifica~ie-

ne ottenuta falsandoli 0 mutilandoli. Le ipotesi alternative, 

specificabili oppure appena vagamente oonfigurabili come una ne-

bulOsa, oostituisooao una parte essenziale dell'impostazione sen-
(3) 

za della quale tutto si affloscia 

Prima di passare ad esaminare per sommi capi alcune nozioni 

relative all'impo.stazione oggettivistica (nelle due .varianti, 

minori, la oonclusione sar. ohe l'ipotesi HA anziohe da respin
gere risulta da accettare. E quanta all'arbltrarieta di E, la 
soelta di un insieme pib 0 meno lar~o ~iooa in modo analogo su 
tutte e quattro le p(E/H.) (i = AjBlClD); non che vi debba esse
re propprzionalit. oosic~he la scelta sia indifferente, e conver
r. prendere E piooolo per non spreoare informazione, ma si trat
ta comunque di un confronto significativ~ eseguito su basi pib 
o meno accurate, e non di giudizi sulla piocolezza 0 meno di un 
unioo numero definibile arbitrariamente. 

8i potrebbe anche dire ohe tutte le insufficienze della sta
tistica oggettivistica derivano dal pre.giudizi'.o di voler utiliz
zare solo cio che sembra perrettamente fondato. sarebbe come di
re che, se m'interessa il volume di un prism& di oui ho miaurato 
due spigoli mentre il terzo 10 posso stimare ad ocohio, piutto
sto che basarmi su tale stima dovrei ricorrere ad ipotesi gratui
teo 11 pu~to 4i vista qui sostenuto consiste nonsol~ nel contra
rio m& nel negare addirittura la distinzione di principio. Non 
esiste separazioae: Ie misure sono stime pib approBsimate e Ie 
stime suno miBure menu approssimate; non c'~ di meglio da fare 
che utilizzare i dati disponibili, e tener conto poi della 10-
ro precisione. 
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(4 ) 

della scuola di Fisher e di quella di Neyman-Pearson ), ~ Of-

port uno trarre dal poco finora detto qualche osservazione preli-

mina.re atta a "fare il punto" ed a meglio inquadrare il senso 

delle considerazioni seguenti. 

Considerando i problemi della conferma delle ipotesi (Te~ 

sting Hypotheses) e della estim·azione in modo pill largo, s'incon-

trano certamente degli aspetti nuovi, che possono sempre interes-

sare di per s~, ed anche in nesso a quella che potremmo preten-

dere a priori di riconoscere come unica soluzione fondata, per-

che anche proprieta di questa potranno apparire sotto nuova luoe. 

Assumere un certo val ore 8 oome estimazione di e (Point-E

stimation), 0 un oerto intervallo (f,6) come intervallo per cui 

si "conferma" l'appartenenza di e (Interval-Estimation), e cosa 

che, formulata al di fuori di una interpretazione effettiva, per-

mette di sbizzarrirsi nella costruzione di criteri e di ricerche 

su "vantaggi e svantaggi" di oiascun criterio. 

Riferiamoci, per fissare Ie idee, al caso in cui si abbia 

da stimare un parametro e in base all'osservazione dei valori 

x ... x di n numeri aleatori X ... X , a distribuzione f(x,e) di-
1 n 1 n 

pendente da e, e indipendenti subordinatamente a ogni valora di 
( 5) . -.!\ e . Un e$t~.atore, cioe una formula che dia e = g(x 1, •.• ,xn ), 

(4)-----
I punti di dissenso fra Ie due scuole (profondi in se, ma non 

tali 4a alterare l'impressione unit aria che d~ nel suo insieme 
la concezi~ne oggettiv1stica vedendola dal d1 fuori) sono aotto
Bneati viv~cemente' in parecchie l'ubblicazioni di Fisher (v. p. es. 
[22]) e di NeYlI.&n (v. p. es. [62] [63J). Il punta di vista standard 
tra gli oggettivisti ~ quello di Neyman, che ne interpret a pill 
conseguentemente Ie premesse. 

Quasi senzamutare nulla potremmo pens are che Ie x e e anzi
cbe Dumeri siano vettori (m-ple di numeri) etc.; l'esistenza di 
una densita f(x,B) e inveoe una restrizione neoessaria (almenp 
per evi tare questioni delioate; afr. §§6 e 9). 
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pub, ccnsiderata come tale, 0 spesso come formula che da un L -

mere aleatorio T = g(X , ... ,X ) funzione degli n numeri aleato" 
1 n 

ri X ... X , gode~e di varie interessanti proprie~a che ~ merito 
1 n 

delle teorie oggettivistiche aver messo adeguatamente in luce.1 

Proprieta semplici sono ad es. la non-distorsione (Unbiasedness), 

consistente nell'esser nulla, subordinatamente ad ogni val ore di 

8, la speranza ma~ematica di T-8, e la consistenaa, (Consistency), 

che significa tendenza a zero (al crescere di n) della probabi-

lita che T-8 superi un € > 0 comunque fissato. 

Per ragioni ovvie, un estimatore ai dice poi easere tanto 

piu efficiente (efficient) quanto minore ne ~ la varianza; pub 

esistere un estimatore a, ma,ssima,efficienaa, 0 aemplicemente »ef-

ficiente" (in senso assoluto) (most-efficient, 0 efficient), e 

allora si prende la sua efficienza come 100%e si misura l'effi-

cienza di ogni altro estimatore mediante il rapport~ inverso del-

Ie varianze. Infine - e questa ~ la nozione piu significativa -

un estimatore ai dice .sufficiente (sufficient) 0 esa,ustivo quan-

do "riassume tutta l'informazione data dagli x ... x ai fini del-
. 1 n 

1 'estimazione di 8 n • Ma, per non interromperci, rinviamo a piu 

tardi l'interpretazione significativa indicando per ora come pos-

sibi~e definizione la propriet~ formale seguente: il prodotto 

delle f(x ,8) (i;: l,2, ... ,n) si scinde nel prodotto di una fun
i 

zione aoltanto di 8 e 6 e di un'altra delle sole x (non conte
i 

nente cio~ 8)f6). 

Attraverso conaiderazicni baaate su questi e aimili concet-

ti, molta dell'arbitrarieta introdotta mediante la formulazione 

( 6 ) 
Per notizie deacrittive ed esempi au tali argomenti, si ve~ 

da ad ea.Kendall [38], Cap.17 e segg., e [9]. 
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in modo autonomo del problema dell'inferenza statistica si el.-

mina, riconducendosi per vie diverse ~ell'ambito di impostazioni 

aventi dei punti di contatto con quella bayesiana, cosicche ana-

lisi comparative divengono espressive. 

Se un nuovo metodo non vuole introdu.rre elementi di decisio-

ne nuovi rispetto all'impcstazione bayesiana, ma soltanto trascu-

rare quelli che gli sono estranei, dovra nelle condizioni indica-

te eliminare Ie probabilita iniziali (Ie PCR,)) e basarsi sulle 
J 

probabili ta subordinate, dette, in tale contesto, anche Likeli-
( 7 ) 

hoods, verosimiglianze (Ie p(E/H,), ossia Ie p(E,/H,) quando 
J 1 J 

E: E , ... , E ) e null I al tro. Ed effetti vamente tale circostanza 
1 n 

si conserva, anzitutto in quanta i ragionamenti che si fanno oon-

cernono in genere tali probabilita, e poi per delle proprieta 

particolari. 

Se i ragionamenti si basanR solo su dette probabilita, non 

possono basarsi che sulla Likelihood che Ie riassume: 

( 5) L(x ,x , ... ,x Ie) =f(x ,B).f(x ,B) . .... f(x ,B) , 
12 n 1 2 . n 

ed anzi, non aveDdo alcun effetto della (5) fattori costanti ri-

spetto a B, sol tanto sui rapporti L(x, IB) IL(x I B )" Questo "ra.;-
1 i 0 

porto di verosimig'ia.nza." (Likelihood Ratio) e quindi lfeLemen-

to che riassume quantopub aver p~sone' prob'ema: e cioe esau-

stivo. Da questa osservazionEl, la proprieta indicata degli esti-

(ilT--------
Per l'esattezza, c'e una differenza di forma fra l'uso dei 

due termini "probabilita subordinata" e "verosimiglianza":' en
trambi indicano P(E/H), ma il primo pensandola coma funzione di 
E (probabilita di E subordinatamante ad H) e il secondo come fun
zione di H (verosimiglianza di H dato il verificarsi di E). Per 
rendere meglio il significato, al termine "verosimiglianza" an
drebbe sostituita qualche variante come "verosimili.zazione" 
(di H per E); non propongo di cambiare l'uso in modo cosl anti
estetico, ma credo valga la pena di rilevare l'imprcprieta del
le terminologia per evitare la possibilita che cib induca in e
quivoci. 
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matori esaustivi risulta gla oonoettualmente prevedibi1e, e flJ.-

cilmente dimostrabile. 

Ino1tre, 1a teoria di Fisher raooomanda in genera1e oome il 

migliore ori terio di estimazione que110 consistent'e nel prendere 
A 

(6 ) e = va10re di e ohe rend. massima 1a L(xile) 

(naturalmente, per x. = valori osservati). Orbene: un argomento 
1 ' 

(8) 
in tavore di tale tesi si 6 ohe normalmente tale estimatore 

6 consistente ed etfioiente. 

E ne11limpostazione di Neyman-Pearson sl presenta di nuovo 

spontaneamaate la Likelihood Ratio oome quella ohe tornisoe i1 

"mig1ior R oriterio per deoidere se aooettare 0 rigettare unlipo-

tesi (vedremo tra pooo i1 senso preoiso di tale affermazione). 

Vediamo oos~, ad 6 questa la oono1usione preliminare oui ci 

sembrava opp~rtuno pervenire sub ito, in qua1senso e tino ache 

punio sussiste un oerto quadro oomune in oui Ie diverse impost a-

zioni risultano paragonabi1i. E possiamo pertanto entrare ora 

nell1analisi di aloune partico1arita delle singole impostazioni 

oggettiviatiohe. 

Della posizlone di Fisher ritengo istruttivo oommentare tre 

punti caratteristioi: il signitioato del metodo di Maximum Like· 

lihood; l~uso della Likelihood oome intormazLone; llargomento 

"fiducia18" . 

Cosa signitioherebbe soegliere t seoondo il WaximumLikeli-

hood, interpretando la cosa bayeBianamentef Signifio~erebbe oon-

Biderare la distribuzione tinale dl e (Oi06: dOPO oBBervatl gli 

x ), e Boegliere il punta in cui la densit~b ma~giGrmente ore
i 

(8) 
Per eccezioni e oondizioni cfr. Neyman [61], pp.186~194, e 

i lavori ivi oitati (41\ HoteUin!!, Doob, Wald, Neyman-Soott). 
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eciuta rispetto alla distribuzione iniziale (in particolare, 1, 

"moda", ove e maeeima, ee la dietribuzione iniziale ha densite. 

coetante). 8i noti che il criterio e invariante riepetto a qua-

lunque traeformazione (se al parametro 8 eoetituiamo una sua fun

zione t=t(8), abbiamo ~=t(~)~.Se tale maeeimo (aseoluto) e unico, 

e la funzione e continua in un suo intorno, al creecel'e di n la 

probabilite. finale andr~ a concentrarsi tutta intorno a quel pun-

to (purche la probabilite. iniziale non vi foeee nulla in un in-

torno). Percio quel che pUo esserci di valido nel criterio si e-

eprime anche meglio bayesianamente (dicendo che la cosa sueeiste 

p~r quasi ogni distribuzione iniziale) che non precludendosi di 

parlare sia pur di una ipotetica distribuzione ~niziale (con elie 

tutto il discorso rimane inconclueivo). 

Come pub utilizzarsi il concetto che la Likelihood Function 

riassume tutta l'informazione? 11 Fisher ([23], p,148 e eegg.) 

fa un'oeservazione molto appropriata, rilevando che la L rieul-

tante da un insieme di esperienze, anche disparate, relative a 

un medesimo parametro e, si ottiene sempre facendone il prodotto, 

oseia, riferendoei ai logari tmi, sommandoli: l.og L = ! log Lh . 

Cio e notevole da parte di Fisher perche in g,enere gli oggetti-

visti si fanno scrupoli a mescolare esperienze raccogliticce, 

peneando che i dati debbano provenire da un'unica esperienza pre-
( 9 ) 

stabilita in modo ap~ropriato . 1noltre cia e in pieno accor-

do con l'impostazione bayesiana pur di aggiungere l'addendo man

cante: il logaritmo delle probabilite. iniziali (0 deneite., a se-

oonda che si ~ nel oaso discreto 0 oontinuO)1 il suggerimento 

di dare i risultati di un esperimento soprattutto pubblioando i 

(9)------------------
L1argomento e ampiamente trattato nel corso di Savage, 05. 
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10gL, oltre che perla combinabilita con altre esperienze" s':.' 

be quindi opportuno, dal punta di vista bayesiano, anche pel' con

sentire a oiaBouno di trarre le proprie oonclusioni aggiungendo 

i logaritmi della pro~ria valutazione iniziale. 

Ed ~ possibile, da una impostazione oggettivista come Fi

sher vuol considerare la sua, trarre conclusioni sotto la forma 

tipica dell'impostazione bayesiana, e cio~ sotto la forma di una 

distribuzione (finale) di probabilit~ per ey Questo ~ l'argomen

to piu curioso nella vasta produzione di Fishel': quello delle 

"probabilita fiduciali" (ahe egli eBitb a lungo se fOBsero 0 no 

pro)Jabilita vere e proprie, prima di decidersi per 11 Bi: (23), 

p.51, nota). 

Fisher si ~ imbattuto in numerosi casi nei quali certi esti

matori Bufficienti danno luogq a una T la cui distribuzione di 

probabilita, subordinata a un qualunque ipotetico val ore di e, 
ha qualcosa di indipendente da e: p. es. ~ indipendente d,a e la 

distribu3ione di T-e (0 quella di Tie). In tale situazione ~ ab

bastanza naturale cadere in un ragionamento equivoco di questo 

genere: dato 8, pel' avere T si aggiunge un certo h=T~e la cui 

diBtribuzione di probabilita non dipende da e (e cib ~ vera per 

ipotesi), oBsia ha un valore "aBsoluto" (nozione senza signifi

cato), ossia non dipende neppure da T (oonclusione non giustifi

cata), pel' cui posso dire (seguitando nell'errore) ahe, trovato 

T, per risalire a B basta togliere quell'h=T.B con quella distri

buzione di cui sopra. Naturalmente,in neSBun modo dalla sola 

oonoscenza della distribuzione di T dato B pub riDavarsi aloun

ch~ riguardo alLa distribuzione di e dato T (bench. Fiaher giun

gil, ad affermare cib in generale, al di fuori del caso semplice 

illustrato in cui perla svista abbiamo cercato di dare una cer-
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ta giustifi()azione pSi()ologi()a). 8i pUO rioavare tale distrit ')-

zione solo partendo dall'altra e dalla distribuzione iniziale di 

8 : assumere oome distribuzione finale per 8 quella oorrisponden-

te"all'argomento fiduoiale" di Fisher (0 qualunque altra arbitra-

riamente soelta) signifio. nh pib nh meno ohe aooettare oome di-

stribuzione iniziale quella (se esiste) ohe oonduoe alla distri-

buzion~ finale aooettata. 

In molti oasi una siffatta distribuzione iniziale esiste, 

ed ha anohe partioolarita per oui puo merit are attenzione e tal-

vol ta adozione, oome hanno mostrato Jeffreys [35], Dumas [10), 

ed altri, fautori dell'aooettazione dell'argomento fiduoiale tra-

dotto in tale impostazione bayesiana (bayesiana anohe nel lata 

negativo: l'aooettazione di una distribuzione iniziale privile-

giata siSnifioa trapiantare qui anohe un "postulato di Bayes" 

anziohh solo il "teorema di Bayes"). Una effettiva giustifioazio-

ne si ha nei oasi in oui il prooedimento vale, asintotioamente, 

sotto ipotesi assai pooo restrittive sulla distribuzione inizia-

le; per oerti oasi oio era noto fin dai tempi di Gauss, ma per 

applioazioni pib strettamente pertinenti alla metodologia sta-

tisti()a ~are ohe tale osservazione non eia stata sviluppata pri-

m. ohe da Savage per il presente oorso. Va notato infine ohe non 

sempre "llargomento fiduoiale" oorrisponde a una partioolare di-

stribuzione iniziale, oome notato da K.endall ([3Bl, 20.12) e Li,n
(10 ) 

dley [49) . In tali oasi le oonolusioni oui porterebbe llar-

Tto~-------
La oaratterizzazione dei oasi in oui llargo!ll.ento fiduoiale h 

ammissibile, nel senso di oorrispondere alllimpostazione bayesia
nao, s1 trova in al tro artioolo di Lindley [51) che ignoravo fino 
al momento di oonsegnare il presente testo per la riproduziane 
(s_tt.1~59). La oondiz~one (neoessaria e suffioiente) oonsiste 
nel poter~i rioondurre al oaso menzionato nel testo (distr1bu
zione di T*- 8~ indipendente da 8) mediante trasformazioni sulle 
sole Tee: Tit = f(T), fI'= g(8). Oosi oome avviene, ad es., evi
dentemente, nelllaltro oaso menzionato nel testo ove ha distribu
zione indipendente Tie; basterebbe in tal oaso prendere Tt=logT 
e 8~=10ge, e la oiroostanza ~~ ~resenterebbe per T~-e~=log(Tle). 
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aomento fiduciale aono contradittorie. 

Cosa ci resta a concludere, agli effetti del nostro esame? 

La p:srsonalita. di Fisher appare ricca di molte cose, fra cui al-

cune contradittorie. II suo buon senso nelle applicazioni prati-

che da una parte, e da11'a1tra il suo aristocratico concetto del-

la ricerca scientifica, 10 portano a disdegnare Ie ristrettezze 

di una impostazione genuinamente ogg.ttivistica (sarebbe, per 

lui, una "wooden attitude", [23l,p.91), mentre pur r.itiene di do-

ver prbclamare l'adesione al punta di vista oggettivista per re-

spingere Ie fallacie dell'impostazione Bayes-Laplaoe. Avere di

re, anche tali euecri tiche ([23l, pp. 31-36) non 10 portano for-

se a posizioni rigide. Comunque, chi ne va di mezzo ~ la matema-

tica, che egli maneggia con maestria in singoli problemi, ma trat
(12) 

ta- con strana disinvoltura nelle discussioni concettua1i 

Dal nostro punto di vista, appare probabile che molte delle sue 

osserv3zioni e idee risulteranno val ide pur di risalire alle in-

tuizioni da cui sono soaturite liberandole dagli argomenti con 

cui immaginava di poterle giuetificare. 

II programma di sviluppare coerentemente una teoria dell'in-

duzione statistica su basi rigidament~ oggettiviste ~ inveoe la 

caratteristica specifica della acuola di Neyman~Pearson. La pro-

babilita. ivi non ha mai altro significato, neppure per mOmenta-

nea distrazione 0 convenienza, se non qu~llp d1 ·"fr~quenza a lun-

go andare" (in the long run). Accettare un'ipotesi 0 un'estima-
----------
(12) 

Prestando il fiance ad ovvi~ e talora pesa~ti critiche come 
quelle di Heyman ([€i·1), Ch.n, e [62bial; ne11& cr~tica al punta 
cruciale dell"argomento fiduciale" l'obiezione di N~yman ~ so
stanzial.ente equivalente a quell~ qui svolta nonostante le di
versita. di terminologia derivanti dalla diversita. dei punti di 
vista. 
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zione non pub quindi rispondere ad alcuna nozione di probabilit~ 

o plausibilit. di essa: ~ un atto gratuito, basato non stil giu-

dizio della bont. di esso ma sulla bont. del metodo da cui deri-

va. E' 11 criterio di chi compraese un vestito della marca Ache 

gli sembra difettoeo anzich~ uno della marc a B che gli sembra 

perfetto, perch~ sa dalle statistiche che la percentuale di ve-

stiti difettosi ~ minore per la A che per la B, e la constatazio-

ne diretta sui due capi fra cui pub scegliere non ha valore sta-

tistico trattandosi di casi singoli. 

Precisamente, si considerano tutti i metodi di decisione 

possibili consistenti nell'accettare una delle ipotesi, 0 un va-

lore come estimazione, in funzione del risultato osservato. Per 
A 

gli estimatori, 8=g (x ,x , ... , x ), e quel che gi. si era vistoj 
1 2 n 

per Ie decisioni, si pensi analogamente che 10 spazio delle n-ple 

Xi sia diviso in regioni (in modo arbitrario) corrispondenti aI

le diverse ipotesij pib in particolare, per riferirci al caso pib 

semplice di due sole ipotesi (H, ipotesi nulla, e H , ipotesi 
o 1 

It t ) d ' t' ,,(1;) a erna iva, 0 JCO O!7Ha semp~Jce ,si tratter. di ece-

gliere un insieme I e stabilire che si accetter. l'ipoteei nulla 

o la si respinger. a seconda che i risultati X, corrisponderan-
1 

no a un punto dell'insieme loa un punto dell'insieme comple-

ment'al'e. 

Come si potr., fra questi metodi di decisione, distinguere 

quelli pib 0 menD buoni? Quella che si ammette di pater calco-

lare, nel senso accettato della concezione frequentista, ~ la 

probabilit. che il metodo conduca a Una decisione errata, subor-

dinatamente a cias6una delle ipotesi. Nel caso pib semplice, del-

Maggiori sviluppi ed esemplificazioiji ~u tale argomento si 
troveranno nel corso parallelo di Sav~ge, §4. 
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la dicotomia, abbiamo due possibilita di errore: rigettare Ho se 

e vera (errore di prima specie) e aocettare H se e falsa (erro
o 

re di seconda specie): Ie probabilita che si possono calcolare 

sono: la probabilita di un errore di prima specie supposta vera 

H , e Ia probabiIita di un errore di seoonda specie supposta fal
o 

sa H . 
o 

Neyman e sempre preciso ed esplioito nel dichiarare che i 

suoi criteri dioono questo e nient'altro che questo(cosl nell'e-

sempio oui per brevita facciamo allusione, come nelle impostazio-

ni analoghe per piu ipotesi 0 per il caso di un parametro conti-

nuo ove si considerano "intervalli di confidenza"). Particolar-

mente istruttivo ad es. il dialogo fra un "antiquato" Boss e il 

"modernizzato" Assistant ([61], p. 214): questi spiega chiaramen-

te che 11 metodo non risponde a cib che,il Boss desiderava, ma a 

una formulazione ben diversa, che potrebbe soddisfarlo solo se 

cadesse nell'equivoco quasi di un gioco di parole, cosl che se 

tuttavia il Boss, per amore di modernizzazione, accettera, la 

colpa sara tutta sua perche 11 trucco non e piu nascosto e con-

fuso ma esplicitamente denunciato. Ossia, in questa impostazione 

Ie enunciazioni sono sempre esatte, ma diverse da quelle che ser-
(14 ) 

virebbero 

Concettualmente, si raggiunge qui il massimo distacco dalla 

concezione bayesiana, di cui qualcosa (sia pure per svista) 80-

pravvive in Fisher, e di cui altri elementi rientreranno presto 

- come vedremo - dalla finestra dopo es&er stati cacciati dalla 

Possiamo illustrare l'equivoco con un'analogia ispirata da 
Halphen ([32J,p.47). Abbiamo bisogno di un cemento che non ven
ga corroso dall'acqua; il negoziante c1 dice di comperare.una 
certa qualita che, ci assioura, non oorrode l'aoqua; egli non 
tenta di imbrogliaroi dicendo ohe Ie due oose sono equivalenti, 
ma vuol convinoeroi a non insisterenel chiedere quelloohe 01 
ocoorre perohe la frase che espr1me 11 nost~o vero desiderio non 
e suffioientemente modernizzata. 
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porta. C'~ tuttavia un progresso verso il ritorno 801 bayesian~

smo nel senso ohe qui si vede piu ohiaramente oosa suocede rifiu-

tandolo. Inoltre, la tesi di Neyman che, per far acoettare 180 sua 

impostazione, negala possibilit~ di un ragionamento induttiuo 

(Induotive Reasoning) e la neoessitk di ripiegare su un comporta. 

mento induttiuo (Induotive Behavior) [63), ris~lter~ feoonda per 

10 sviluppo di teorie piu riepondenti a tale formula (teorie del· 

Ie decisioni), da oui il ritorno 801 bayesianismo risulta agevola-

to e quaei automatioamente imposto. 

Una via per tale ritorno si trova gik subito, nella stessa 

formulazione Neymaniana, non appena ci si ponga la domanda di co· 

me stabilire 180 preferenza tra vari criteri oaratterizzati da di· 

verse probabilita di errore di 1 80 e di 280 speoie. Di oib tratta 

Savage (§4). 

Altri punti deboli della conoezione oggettivistioa, che una 

formulazione perfettamente ooerente oome quella di Neyman permet-

te di scoprire e analizzare, sono quelli derivanti dall'artifi· 

oiosita oon cui ~ necessario formalizzare i procedimenti, dall'im-

possibilit~ di utilizzare tutte le infor~azioni (fuori di siffat· 

to schema formalizzato), dalla necessit1l. 0 apparente oonvenienza 

di spreoare addirittura volontariamente dell'informazione onde 

conseguire delle pseudoeemplificazioni. Anohe per tali punti rin· 

via aIle eeemplificazioni di Savage. 

Vioeversa, un contributo positiv~ della teoria di Neyman 

(nel seneo che conferma 180 validita unica della Likelihood Ratio 

anohe quando non la 81 aBeuma direttamente come elemento.base se

condo 180 im~ostazione bayeeiana), ~ 180 dimostrazione che i soli 

metodi ammissibili (cio~, non sostituibili con altri, migliori 

con riguardo a entrambe Ie probabilita di errore) sono quelli 
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basati su detto rapporto. Preaisamente, l' insieme I ahe poten. 

esser preso ad arbitrio per definire un metodo di decisione nel 

caso della dicotomia semplice, non puc esser soelto ohe con un 

solo grado di liberta se oi si vuole limit are a criteri ammis-

sibili. 

Consideriamo infatti, per ogni punta (di coordinate x.), Ie 
1 

funzioni di verosimiglianza rispetto aIle due ipotesi, e il 10-

1'0 rapporto: 

(7) R(x ... x ) = 
1 n 

f(x 1,x 2,·· .,Xn1Ho) 

f(x,x , ... ,x IH ) 
1 2 n 1 

fissato un qualunque numero I' , possiamo definire il oriterio di 

decisione con.sistente nell' aocettare l' ipotesi H Se il punta in
o 

dividuato dalle osservazioni, x ... x , cade nella regione in oui 
1 n 

R(x 1 ... xn ) ~ I' , e nelrespihgerla se cade nella regione comple-

mentare. Ebbene: questi e soltanto questi, al variare di I' , so-

no i metodi ammissibili, 0 ottimali. 

E il dubbio di cui sopra, per rispondere al quale la teoria 

oggettivistica nulla dice salvo proporre convenzioni form&li, si 

traduce ora nella domanda: perche scegliere un dato I' anziohe un 

altro? E' questa che ha importanza, oppure Ie probabilita di er-
(16 ) 

rore? 

(16)---------
Lindley (in [49J e [soJ) mette bene in chiaro come tale que

stione risulti imbarazzante per gli statistioi che seguono la 
ooncezione oggettivistica (incluse quelle scorie superstiziose 
che, ufficialmente negate, ocoorrono tuttavia per accettarne 
l'impostazione nonostante la trasposizione che vi si effettua 
fra probabilita dell'ipotesi dopo osservato E e probabilita ahe 
aveva l'osservare E subordinatamente aIle varie ipotesi). 
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§4. IL SUPERAMENTO DELLE POSIZIONI OGGETTIVISTIOHE 

II pib decisivo dei contributi involontari al superamento 

delle posizioni oggettivistiche e costituito a mio avviso dal-

l' opera di A. hId ([77], [78], [79]), anohe in virtu del oonoomi-

tante sviluppo (indipendente, ma riooo di suggestioni e oolle

( 1 ) 
gamenti) della Teoria dei gioohi 

Abraham Wald non era troppo interessato aIle questioni ori-

tiohe a filosofiohe; non era affatto intenzionato a oontrastare 

Ie teorie dominanti trovate in Amerioa quando vi giunse in se-

guito aIle questioni razziali. 8i d8d10b anzi alaoremente a por-

tarvi nuovi contribut1, sfruttando quanta pib a fondo possibile 

i criteri dell'impostazione. 

Oosl facendo, gli era gia capitato preoedentemente ohe vo

lendo emendare e perfezionare la teoria di von Mises [54], [55] 

- teoria in cui la probabilita era definita oome frequenza-limite 

su una suocessione "irregolare" (Kollektiv) - anziche a "la ju-

stifier" era pervenuto a "l'doraser" (oome osservb Frdohet, nel 

sensa ohe la forma esatta manoava dell'apparente naturalezza ohe 

induoeva ad apprezzare la forma impreoisa). 

Nel oampo di oui ora o~ oocupiamo~ l'aspetto lnvolontaria-

m~nte eversivo dell'opera di laId (d1 per sd intesa a sviluppare 

strumenti per inquadrare nella teoria oggettivista vasti oampi 

di problemi teorioi e pratioi), e oostituito proprio dall1aver 

reso piu effet,tivo il oonoetto Neymaniano di vedere i problemi 

sotto l'angolo visuale dello "Induotive Behavior". Questa formu-

la, ohe era per Neyman semplioemente uno slogan .inteso a sottoli-

n~are e spiegare la differenza della sua impostazione rispetto 

TI)~~---

Ohe apparve in forma organica nella celebre opera di J. von 
Neumann e O.Morgenstern [57], dopo ahe parte delle idee oostitu
tive era stata presentata da Borel [4]; v. anche Ville [74]. 
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a quella bayesiana (e rispetto aIle oonfuse inoongruenze di F'

sher), pot eva ben divenire, e divenne oon Wald, l'espressione dl 

un fatto sostanziale. 

Una teoria ohe si oooupa del Behavior, del oomportamento, 

dovr. oonsiderare d~cisioni, azioni, in senso oonoreto, oon Ie 

lora effettive oonseguenze (eoonomiohe, 0 oomunque analogamente 

soggette a una soala dl preferenze per oolui ohe deoide). Deoi

dere di "aooettare un'ipotesi", oome dioeva Neyman,. era inveoe 

sempre un fatto intellettuale 0 verbalistioo, meglio oonfigura~ 

bile di per s~ sotto l'etiohetta del "Reasoning"; se infatti 10 

si fosse interpretato oome "deoisione di oomportarsi ad ogni ef

fetto oome se un'ipotesi "aooettata" fosse oerta" si sarebbe giun

ti ad assurdi del tutto non realistioi. 8i sarebbe potuti giun

gere a dire (e Neyman. giunto davvero a dirlo: [61], p.235) ohe 

"intraprendere un viaggio" e "assiourarsi oontro i risohi del 

viaggio" sono azioni oontradittorie peroh. la prima presuppone 

ohe si aoeetti l'i~ot.Bi ohe non subiremo inoidenti e allora la 

seoonda • un oontrosenso. Eppure l'esistenza delle assiourazioni 

prova ehe milioni e milioni di assiourati dimostrano ooi fatti 

di ritenere inveoe un eontrosenso una siffatta affermazione. Co

me vederoi ohiaro? 

Vi si giunge sep~rando il oonoetto behavioristioo di deoi

sione da quello intellettualistioo di aooettazione di un'ipote

si: intraprendere un viaggio • una deoisione, assiourarsi un'al

tra, e in genere "eomportarsi oome se un'ipotesi fosse verafl non 

esprime nessuna deoisione e puc signifioare infinite deoisioni 

diverse a seoonda di ooaa s'intende fare 0 non fare e a seoonda 

delle oonseguenze ehe ai prevedono nei diversi easi. 

Consideriamo dunque la nostra impostazione modifieata in 
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questa senso: abbiamo sempre delle ipotesi H (oppure, oon p" 
j 

metro oontinuo, H8), abbiamo sempre delle esperienze ohe si e-

sprimeranno ooi valori xi' ma il problema ohe oi ai pone e quel-

10 di soegliere una fra oerte decisioni Dh. Potra darsi in par

tioolare ohe Ie D oorrispond.ano aIle ipotesi H in modo biuni-
h . j 

vooo, in modo ohe ai possa indioare la deoisione D oome "aooet-
j 

tazione di Hj ", ma potremo avere un numero qualunque di deo±sio-

ni (maggiore 0 m4aore d~ quel10 delle ipoteei), ed anohe nel oa~ 

so aooennato la deoisione intellettualietioa assume un se~so oon-

oreto, perohe D, signifiohera "oomportarei oome se fosse vero H, 
J J 

agli effetti di un'azione ben determinata". E il oarattere rea-

liatioo dell'impostazione aoquista piena oonoretezza allorohe 8i 

preoisa -oome detto - l'aspetto determinante di una deoisione 

oome un effetto eoonomioo: nella formulazione di Wald, oome la 

perdit~ (Loss) Lij=L(Di,H j ) 

l'ipotesi vera e Hj . 

ohe si subisoe deoidendo D quando 
i 

Su tale modo di esprimere l'aspetto eoonomioo oooorre apri-

re una parenteai, ohe meriterebbe d'esser eviluppata ampiamente; 

l'eesenziale potra forse riusoire ohiaro anohe da un oenno neoes-

sariamente breve. L',abitudine di Wald e degli statistioi a par-

lare di perdite proviene dalla oonvenzione di pensare (nel oaso 

di deoisioni oorrispondenti aIle ipotesi) di porre Ljj=O (deoi

sione giu.ta.: Dj nell'ipotesi Hj ) ed Lij > 0 per itj (deoisioni 

err"te: D , i.,lj, nell'ipotesi H )j p.ee. L =0 0 la seconda ohe 
i T j ij 

i=j 0 ijj. E oosi per la stima di un parametro: avremo una per-

'" ~ dita L(8,8)= 0 0 >0 a seconds che e e ufuale 0 diverso da e (p.ee. 

L=(~ .. e)2, oppure 1=0 0 1 a seoonda che 18'-81 e minor::e 0 maggio-
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( 2) 

re di un oerto f., eto. !.Ia nulla oambierebbe, ovviamente, 

lando del guadagno 0 della fortuna O-L .. (oon O=cost.) oonsegui
~J 

bile mediante la decisione Di essendo vera Hj . 

Di tali perdite, 0 guadagni, 0 fortune, occorre in genere, 

a scopo oomparativo, considerare la speran2;a matematioa, e sono 

note le obiezioni che oib oomporta quando gli importi in gioco 

sono oonsidsr9voli (rispetto alle possibilita dell'individuo oon-

siderato). lia tutto s' aggius.ta selllplioemente tornando alla spe-

ranza morale di Daniele Bernoulli, ossia, in linguaggio moderno, 

introduoendo l' uti ~ita; basta, aioe, sosti tuire alla fortuna O-L 

una ~ua funzione U=u(O~L) (generalmente supposta oonvessa verSo 

l'alto), definita(univooamente, a meno di origine e unita di mi-

sura) dall'additivita rispetto alle oombinaziani probabilistiohe. 

Preoisamente, la situaziane di risohio oonsistente nel poter ve-

nirsi a trovare oon probabilita p' e p" ( 'tp"=l) in situazioni 

aventi utilita U' ed U", deve avere utilita 

(8) U = p'U' t p"un. 

L'esistenza di una tale funzione di utilita, come oonse-

guenza di naturali oondizioni di ooerenza, era stata nel frat-

tempa dimostrata (incidentalmente, in un'appendioe) nel citato 

volume di von Neumann e Yar,enstern [57J, e successivamente a-

( 2) 
La scelta di simili espressioni nOI eve considerarsi arbi

traria, ma tendente a valutare (aia pure in forma semplificata) 
ciroostanze effettive. Ad es., l'espressione del quadrato della 
soarto pub adattarsi al caso in oui si prsndano decisioni tanto 
pib dannose quanta maggiore sara l'errore nell'apprezzare 8, men
tre quella diBcontinua sara adeguata se il danno c'e 0 non c'e 
a seoonda ohe l'errore supera 0 no un oerto margine di tolleran
za 0. (affinohe un pezzo possa venir mantato in un .s8ieme, 0 una 
resistenza funzionare in un oerto dispositiva, eto). Per render
si oonto della ricohezza di varianti ohe l'impostazione di un pro_ 
blema pub far incontrare a seoonda di circoBtanze pratiche da 
cui dipendono gli effetti economici delle decisioni, s1 vedano 
gli interessanti esempi di cui v'e dovizia nelle pubblicazioni 
di Riceroa Operativa, e in particolare il recente libra di Sohlai
fer [72] (v.p.es. 11 §36.3). 
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veva dato origine a ricerche e sviluppi di diversi Autori. 

Parlare di U, anziche di L 0 di C-L, non cambia ~ nulla in u-

na formulazione astratta e teorica; in problemi pratiei pub perb 

complicare Ie cose (perche ad es. se un esperimento comporta un 

costa costante, non e facile tradurre t.le sempliee fatto nella 

corrispondente perdita di utl1it~ variabile). E chiudiamo qui 

la parentesi, con la seguente conclusione pratica (per quanta 

riguarda la presente trattazione): per semplicit~ supporremo di 

poter identificare utilita e valore (eioe: utilit~ lineare) ram-

mentando che cib perb vale solo in prima approssimazione (prati-

camente: per operazioni la cui entit~ si possa consider are "di 

ordinaria amministrazione"). 

Torniamo ora all'impostazione di Wald, e osserviamo che pub 

risultare utile aver presente l'illustrazione sotto la forma del-

la seguente matrice, in cui Ie righe corrispondono aIle ipotesi 

o eventi (0 "stati della Natura") H., e Ie co~onne aIle decisio
J 

nio asioni (0 "strategie") dell'individuo. 

D ill C r S ,J: 0 N\r (D) 
.-A--

£" ........ 
D2 D3 D D 

1 1 l' 

(:: L L L L L Pi 11 21 31 11 1'1 

L L L L L P2 12 22 32 12 1'2 

!PO'ES!l (H) H L L L3j L L Pj j 1j 2j 1j rj 

( H L L L L L P 
s 1s 2s 3s is rs s 

L L L L L 
1 2 3 1 I' 

La tabella 81 lIede qui completata (orlata) con una colonna 
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(a destra) delle probabilita p,=P(H,) delle diverse ipotesi ed 
J J 

na riga (in fondo) delle perdite (medie) corrispondenti ad ogni 

deoisione: L, =p L tP L. t ... tP L, (caloolate sulla base di det-
1 1 i1 2 12 s 1S 

te probabilita). Naturalmente, questi elementi non compa1.ono ne'lll-im-

postazione di Wald; qui Bono aggiunti propric per mostrare oosa 

manoa nell' impostazione di Wald per pcter dare al problema delle 

deoisioni la risposta che sarebbe ovvia oompletando oosl l'impo-

staili,one: soegliere la de,oisione cui oorrisponde la minima perdi-

ta (media), ossia ohe da il massimo guadagno (medio), 0 (meglio, 

vedi quanta detto poco fa) la massima utilita (media). Abbiamc 

soritto sempre tra parentesi la parola "medio", e in seguito di 

norma la sottintenderemo 0 anzi scpprimeremo, in quanto per va-

lore e per utilita in una situazione inoerta s'intende per defi-

nizione la speranza matematica dei valori e quella delle utilita. 

Da notare del resto ohe (anohe se non 10 si dioE esplioitamente) 

Ie stesse L. , di partenza possonc essere e in generale saranno 
1J 

dei valori medi (ad es.: potra trattarsi del "prossimo raooolto 

di un frutteto", il cui valore dipendera dalle condizioni atmo-

sferiche e dall'andamento dei prezz1, per non dire d1 deoisioni 

oon sorteggio 0 sondaggio, di oui si ~arler' fra poco). 

In manoanza di una stima d~lle probabilita delle ipotesi, 

l'impostazione di Wald non potra basarsi, in definitiva, per la 

soel ta di una deoisione, ohe sullo stesso cri terio di Neyman, 

del oonfronto delle oonseguenze subordinatamente a ciasouna del-

Ie i.potesi. Una deoisione sara 0·i08 allmissibiLe se e soltanto se 

ne5sun'altra le 8 uniforllemente preferibi~s (nel senso di dare 

" d't' (3) 1 1 1n ogn1 oaso una per 1 a m1nore , ossia se tutta a 00 onna de-

Sottintenderemo, in espressioni del genere, la preoisazione 
ohe 5i deve intendere "minore 0 uguale, e almeno in un caso minore". 
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gli L ~ superiore a qualohe altra). Basta perb la maggiore r~~ 

ohezza di elementi (oonoetto generale di deoisione, e aspetto e-

oonomioo) per far s~ ohe pur senza innovare il oriterio informa-

tore, l'impostazione possa penetrare piu a fondo. 

Un semplioe aooorgimento matematioo, di oui sara faoile poi 

intravvedere il senso effettivo, permettera di rendere rapide e 

ohiare Ie oonsiderazioni da svolgere. Si tratta di oonsiderare, 

anzioh~ isolatamente Ie rs oostanti Lij , una funzione che Ie rias

Bums : 1a 

(9) L(g,1}) = Lili 1}/,ij 

oonsiderata oome funzione dei vettori g = (t l ,g2'· .':r) e 

1} = (1}l' 1}2'···' 1}s) Ie oui oomponenti ai auppcngono tutte non ne

gative e di somma =1. Insomma, la L ~ il valor medio delle L .. 
lJ 

quando s'immagina di ponderare Ie deoisioni Di ooi "pesi" ti e 

Ie ipoteai H ooi "pesi" 1} .. Potremo pensare i g oome dei para-
j J i 

metri, per ogni scelta dei quali ~=L ~ una funzione lineare delle 

1} definita suI simplesao L1}.=l, 1}.~O; per un'immagine geometri-
i J J 

oa intuitiva ai pensi al oaso s=3, ove il simplesso ~ .un triango-

10 (ohe oonviene pens are equilatero), ooi vertioi oorrispondenti 

aIle tre ipotesi e i punti interni aIle ooordinate barioentri~he 

. 1 . . ( 4) 
1}j' mentre 1 ~=L sono planl 

Per Ie nostre oonsiderazioni potremo limitaroi anohe qui ad-

dirittura alIa diootomia semplioe (ossia al oaso di due ipotesi, 

e dioiamole Ho e Hl )., ove potremo indioare semplioemen~e 1}1= ~, 

71 0 =1-71 (O~71~.1). Le ~ =L=a1}+b non sono ohe dell e r etta (0, se s i 

(4) 
Sarebbe equivalente, beninteso, oonsiderare gli 1}. oome para

metri e gli gi oome ooordinate: si otterrebbe una rappresentazio
ne duale di quesh, e eio~ quella utilizzata da Savage in [71], §4. 

Entrambe possono apparire preferibili a seeonda degli aspetti 
ehe preme mettere in evidenza. 
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vuole, segmenti,dato che (nteressa considerarle soltanto entr~ 

O~~~i). Ad ogni decisione D, corrisponde una retta (che chiamer~-
1 

mo essa pure Di ; una stessa retta pub rappresentare decisioni di-

verse ma equivalenti in qua~to a perdite per ciascuna ipotesi) 

(v.fig.i~ 

o i 

fig.i 

Immaginiamo ora di aver disegnate tutte le rette che rap-

presentano le decisioni considerate, e discutiamone l'ammissibi-

lita. Vanno scartate, per il gia detto, 1e rette che (nel tratto 

c6nsiderato) Bono sempre al'di aopradiun'altra: cib equivale 

infatti a dire che cib vale per i due punti estremi, corrispon-

denti alle due ipotesi Ho e Hi' Ma vanno anche scartate le ret

te passanti al di sopra del punta d'intersezione di due altre. 

Cib ~ chiaro se si considera (con Wald) che insieme alle ~eci-
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sioni Di esplicitamente enumerate sono sempre possibili Ie lore 

misture, 0 decisioni con sorte8gio (Randomized Decision) consi-

stanti appunto nel sorteggiare con probabilita ~l'~2""'~r qua

Ie delle decisioni D ,D , ... ,D adcttare. Si deve intendere che 
1 2 r 

gli evenfi usati per il sorteggio non hanno alcuna relazione con 

Ie ipotesi H (altrimenti saremmo nell'altro caso, di decisioni 
j 

con sondaggio, di cui diremo fra poco). In tal modo 1110 perdita di 

una deoisione-mistura e 1110 mistura delle perdite, proprio nel sen-

se della L(~, 1]) j per due dimensioni, 010 vuol dire sellplicemente 

considerare Ie combinazioni lineari delle rette D. (pesi positivi), 
1 

e, considerando in particolare due di tali rette, consider are Ie 

rette passanti per il loro punto intersezione (e con pendenza in-

termedia) . 

Oio basta a dimostrare 1110 conclusione fondamentale di Wald: 

~e decisioni ammissibiLi sono queLLe bayesian" cioe quelle ohe 

rendono minima 1110 perdita relativamente a una certa valutazione 

delle probabilita 1]. degli H. (qui, della probabili t1I 1] di H : milo 
J J 1 

si e indicato come 1110 rappresentazione si estenda da due a tre e 

pitl dimensioni). Oonsideriamo infatti la speZillata formata, tratto 

per tratto, dalla piii basSllo delle rette Di (vedi fig.2)j si vede 

allora che una regola e bayesiana se 1110 sua retta tocca 1110 spezza-

til" e altrimenti non e ammissibile. 

Ohe nel primo caso sia bayesiana e evidente: infatt~ neL pun

to in oomune con 1110 epezzata (se e un vertioe, 0 altrimenti in tut-

ti i punti in oomune oon un lato) reBlizza un minimo per 1110 perdi

ta, ossia e bayeeiana rispetto 1101 val ore 1] in quel punto. Se inve-

oe non toooa 1110 spezzata, si potra oonsiderare 1110 para11ela ohe 1110 

toooa, ohe e certo uniformemente preferibilej tutto sta a ricono-
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Beare ohe ad essa oorrisponde una deoisione possibile, e infa+ti 

(se non una D.) vi oorrisponde almena una mistura di due. 
1 

I. 

o 
fig.2 

Ma l'impoetazione di Wald permette in modo diretto e reali_ 

stioo d'inoludere il confronto fra diverse regole di deoisione, 

ossia di affrontare oom~letamente il problema della progett~Bione 

o dise,n~ de,'i ·esperi.enti (Desiga of Exper~ments), pur di in-

oludere nella funzione perdita (0 aggiungervi separatamente: ~ 

questione di oonvenzioni) il costodeg~i ,Bs,eri.entj. 'Risulta 00-

st superata quella l~mitazione ohe fa oonsiderare quasi arbitra-

riamente fissato il numero di prove 0 qualoos'altro rinohiudendo 

i metodl di soelta entr~ sohemi artifioiosi. E in questo spirito 

si ~ presentata, sempre oon Wald~ l'idea della sperimentaz10ne 

sBqu~nsi~Le [781, in oui oio~ si oontinua a fare delle osservazio-

ni non finoh~ s1 raggiunge un numero prefissato di prove ma fin-

oh~ si raggiunge una oonolusione suffioiente. Una re,o'~ di deci-
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sione Di [79] del nostro sohema puo allora interpretarsi oome ~

na regola ohe presorive suooessivamente dei sorteggi, dei sondag-

gi (prove 0 gruppi di prove sperimentali), tenendo sempre oonto 

dei risultati aoquisiti, fino a condurre in base ad essi a una 

deoisione finale (p.es. oomprare 0 rifiutars un lotto di meroe). 

II metodo sequen~ial~, nei oasi ove ~ applioabile, porta in 

pratioa a forti eoonomie, peroh~ i1 oollaudo si sospende non ap-

pena si hanno indioazioni suffioientemente probative. Ma oio ~ 

non menD interessante dal punta di vista teorioo, peroh~ il giu-

dizio su oome via via proseguire 0 fermarsi a deoidere si basa suI 

modifioarsi dei rapporti di verosimiglianza man mana ohe si aoou-

mula l'esperienza. 8i ~ oio~ quasi obbligati, parrebbe, a rioono-

soere la neoessita del ritorno all'impostazione bayesiana, tanti 

dei suoi elementi sono riapparsi spontaneamente oome neoessari. 

Tuttavia, quanta a interpretazione oonoettuale, Wald non trae que-

ete oonseguenze; anzioh~ oonquiste generali, egli oonsidera i suoi 

risultati oome stfumenti formali interpretabili nel seno dell'im~ 

postazione oggettivista. Da qui ad es. l'idea di applioare nella 

statistioa il metodo del Minimax, oonsistente, nel linguaggio baye-

siano, a soegliere l'opinione iniziale in modo dipendente dalle 

partioolarita della sohema di deoisioni e relative perdite e 00-

sti. 

Cio ~ giustifioato nella Teoria dei gioohi, e pi~ preoisamen-

te nel oaso di gioohi tra due persone a somma nulla, interpret a-

bile 001 medesimo sohema di deoisioni D e ipotesi H. oui oi rife-
i J 

rismo, oon la sola differenzaohe Ie H sono deoisioni di un a1-
j 

tro individuo, il quale ha interessi esattamente opposti ai nostri, 

in quanta egli guadagna oio ohe noi perdiamo. In tale situazione 
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esistono due decisioni (c strategie: qui tale termine ~ il pi~ 

appropriato e usato) che sono in certo senso le ott1me, e si fau

no equilibria: quelle costituenti appunto la soluzione Minimax 

(teorema di von Neumann). La scelta di tale criterio di decisio-' 

ne ~ in tale caso giustificata proprio perch~ si pens a che la de

cisione dell'avversario sar. dettata da considerazioni analoghe 

basate sulla natura e Ie conseguenze del gioco; peroio posso re

putare ohe l'avversario soeglier. la strategia Minimax, e questa 

~ l'opinione iniziale ohe giustifioa anohe da parte mia l'adozio

ne della strategia Minimax. Ma all'infuori della teoria dei gio

ohi (0 anohe ivi, se non s1 ~ nel caso di interessi esattamente 

oontrapposti) ogni giustifioazione viene a manoare ed ~ anzi fa

oile vedere ohe (anohe a oonsiderarla un artifioio formale) 1'0-

pinione iniziale dev'essere unioa quale ohe sia 10 sohema di de

oisione: basta riunire tutti gli sohemi che si vuole in un solo. 

Si puo dire, oome oonclusione, che Wald, oon la sua imposta

zione realistioamente behavioristica, aveva inaontrato tutto cio 

che oooorreva per obbligare al ritorno alla oonoezione bayesiana, 

ma si limito all'aspetto formale. Per euperare il fossa c~e 10 

tratteneva nel dominio oggettivistico, avrebbe do~uto domandarsi 

se, dal momenta che scegliere una regola d1 deoisione ammissibi

Ie significa scegliere una regola bayesiana e aio~, almena impli

ci tamente', un' opinione iniziale, non si dovesse pensare che tale 

saelta, anziah~ aome oosa arbitraria, fosse da interpretare come 

qualoosa che riflette proprio questa "opinione iniziale". E' sta

to Lindley [47] [50) a porre la questione in questi termini, ohe 

mi sembra presentino nel modo pib abile agli oggettivisti 1'00-

casione di riflettere. Se l'impostazione soggettiva conducesse 

a risultati divergenti, sarebbe spiegabile un'opposizione; ma se 
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sono gli stessi, e fra quelli ammissibili la teoria oggettiva d

ce di scegliere ad arb it rio non pctendo dare aloun criterio di 

preferenza, e quella soggettiva dice 10 stesso ma spiega ogni pos

sibile scelta come corrispondente a un'appropriata opinione ini

ziale, perche respingere tale insostituibile integrazione? 

E' appunto sulla linea di queste riflessioni che si pub con

sider are avviato il processo ~i superamento delle concezioni og

gettivistiche e di ritorno all'impostazione bayesiana, 0 neo-baye

siana se si vogliono sottolineare Ie precisazioni necessarie ad 

evitare i difetti d'origine (di cui s'e detto nel §2). 

Attraverso i cenni precedenti, abbiamo cercato di individua

re i fattori che dall'interno stesso della teoria oggettivista 

hanno condotto a ritrovare la via verso la concezione da cui ri

fuggiva. Ma occorre menzionare, per avere un quadro piu completo, 

altri fattori esterni. 

Intanto non hanno mai cessato di esistere sostenitori del

l'impostazione bayesiana, fra i quali possiamo distinguere due 

tendenze diverse: 

- quella soggettivista, che concepisce Ie opinioni iniziali 

(al pari, del resto, di qualunque altra valutazione di probabili

tal come un fatto puramente soggettivo, personale (Ramsey [6sL 

de Finetti, Koopman (43)); 

- quella logica, che concepisce la distribuzione iniziale 

come qualcosa da accettarsi a priori in base ad argomenti suI ti

po del "postulato" di Bayes (Keynes [39), Jeffreys (35), Carnap [6) 

[7) ) . 

Non credo si possa dire che tali correnti abbiano avuto un'in

fluenza notevole sull'evoluzione degli oggettivisti, i quali Ie 
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oonsideravano est ranee al loro mondo; oertamente giovb nell~ p'-

se finale, oio~ all'inizio della orisi della oonoezione oggetti-

vista, il fatto ohe tali oorrenti fossero esistite ed avessero 

preparato il terreno per nuove impostazioni. 

Ma altri fattori hanno oonoorso in misur~ forse maggiore, e 

oioe la oonoomitanza oon 10 sviluppo di applioazioni della probiltbili-

ta e statistioa ia mo1ti ca~p1 dove le conoezioni classiche son~ vi-

sibilmente troppo ristrette, come l'economia, la psicologia, la 

ricerca operativa. Da tutto cib non ~ sorto n~ pot eva sorgere un 

qualche argomento teorioo a favore di una determinata oQnoezione, 

ma il panorama delle esigenze applicative si ~ andato alterando, 

e oib ha alterato l'atmosfera in oui gli statistioi, anche ogg~l-

tivisti, dovevano respirare. 

Infine, l' accennata ricomparsa de,ll' utili ta attraverso il 

legame di tipo bernoulliano colla probabilita, ha dato 10 stru-

mento e l'avvio per la fusione di entrambi i ooncetti in un'uni-

oa impostazione di tipo behaviorist a, oom'~ quella del Savage 

[70](5). In essa tutto il oomportamento coerente si definisoe me-

diante pochi assiomi, dai quali discendono in particolare le con-

dizioni per la coerenza nella valutazione delle probabilita e per 

la coerenza nella valutazione delle utilita. Tale posizione si 

pub ben dire neo-bayesiana e neo-bernoulliana (bench~ la dicitu-

ra sia troppo lunga e contingente per esser consigliata). 11 for-

damento infatti si riduce a: 

- imparare datL'esperienza conformemente aL teorema di Bayes) 

- decidere in modo da massimizzare ta speranza matematica 

detL'utiLit6 (ossia, con unioo termine,l'utiLita). 

( 5 ) 
In germe, l'idea di tale fusione risale a Ramsey [6e]. 
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Tuttavia, questa oonstatazione (del resto oertamente aneer 

lungi da un'aooettazione unanime) di una tendenza al ritorno ai 

fondamenti olassioi per una teoria delle d~oisioni, non oost1tu1-

soe oerto una oonolusione per 11 oammino delle teor1e di oui 01 

oooupiamo. II raggiungimento d1 questa piattaforma oostituirebbe 

appena il punto di partenza per affront are sia problemi veoohi 

con spirito nuovo ohe problemi nuovi. Alouni dei oompiti pib pres

santi oonsisteranno ad es.: 

- nell'approfondire l'esame oonoettuale dei problemi, per 

ohiarire ed eliminare i motivi degli equivooi antiohi e delle 

inoomprensioni reoentij 

- nel vagliare la possibilita di utilizzare, opportunamen"9 

reinterpretandoli, i metodi ohe furono introdotti seoondo punti 

di vista non bayesiani, 0 altrimenti esaminare oome sostituirlij 

- nell'affrontare Ie svariate questioni ohe pone l'estensio

ne del oampo delle applioazioni in nuove molteplioi direzioni 
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ESAME CRITICO DEGLI ASPETTI CONTROVERSI 

§5. ~UESTIONI CONCETTUALI 

Abbiamo intravviste e sfiorate, nella sintetioa soorsa sto

rioo-oomparativa, molteplioi questioni sia oonoettuali ohe mate

matiohe su oui appariva interessante 0 neoessario intrattenersi. 

E' impossibile farlo esaurientemente, perohe tali questioni, 01-

tre a present are innumerevoli aspetti, danno luogo a obiezioni 

di tipo diverse a seoonda ohe provengono da fautori di oiasoun 

punta di vista e si rivolgono a fautori di oiasouno degli altri 

punti di vista. 

Giovera tuttavia dare almeno una traooia, un filo oondutto

re, per tentare di render possibile una visione un pb oonoatena

ta delle prinoipali questioni (dapprima oonoettuali, in questa 

paragrafoj poi matematiqhe, nel prossimo). Lo faremo allineando 

aloune affermazioni ahe mi sembrano oaratterizzare la posizione 

ohiarifioatrioe ohe la teoria soggettiva intende assumere, e in 

relazione alle quali diventa visibile la radioe delle diversita 

di altre impostazioni. 

Dalle aooennate polemiohe tra diverse souole oggettiviste, 

tal~ radioe appariva individuata nell'antitesi fra "ragionamento 

induttivo" e "oomportamento induttivo"j guardando del nostro pun

to di vista apparira piuttosto ohe vi e un'impostazione ooerente 

valida per il ragionamento induttivo e quindi per un oomportamefl

to ad esso oonforme, ed altre impostazioni ohe danno luogo a ta

li distinzioni oausa proprie manohevolezze. Sviluppi propri dal

l'argomento del "oomportamento induttivo" si h~nno soltanto in 

q~anto Ie deoisioni (a differenza delle opinioni) possono easere. 

oollettive (0011egia1i) anziohe peraona1i. 
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In questo paragrafo oondenseremo l'esposizione di tale t, .,~ 

in oinque affermazioni oonoernenti il ragionamento induttivo e 

oinque riguardllll;ti 11 passag.gio ,1 oomportamento induttivo, 0 

teoria delle deoisioni. 

(1) Di un evento (cioe eli un" quaL,iui "fferrnasione veri

fic~biLe) $i pu~ soLtanto: 

,.. nen'".bito den" Logic;" dd cedo, ehiedersi $I e eedo) 

irnpossibiLe, pO$$ibiLe (si puo cioe dimostr"ee ehe La risposta 

e I) SI~ 0 NO) 0 ehe non si puo dimOitrare nil 81' nil NO), 

- neLL'''1IIbito deLL" Logic" prob"biListica, vaLuta.rne La. p'ro

babiLita ($8eondo iL nostro giudisio), 

- "n'infuori di ci~, non c'e aLtro da dire. 

Altri punti di vista hllnno dei preoonoetti oontro 111 valu

tazione di una probabilit. se non b,s~ta su sohemi ristretti. Ta

li sahemi, oonsiderati come astrazioni teoriohe, non lasoiano al

oun adito a oonnessioni oon applicazloni di nessun genere, men

tre~ interpretati oome qualohe cosa di applioabile alIa realt., 

si riduoono a semplioi acoorgimenti, ohe sono sempre 0 quasi piu~ 

o meno present~ in ogni valutazione di probabilit., senza oon oib 

pot erne snaturare il signifioato, trasformando - oome si vorrebbe -

una valutazione soggettiva in una misteriosa entit. metafisioa do

tata di valore oggettivo. 

Ma non vogliamo qui entrare in tali daacussioni riguardanti 

1. definizione di probabilit •. Rimanendo nell'ambito delle oonsi

derazioni che pili strettamente rigullrdano il nostro tema, OBser

villmo ohe tale riluttanza a parlare delle probabilit. di un sin

golo fatto 0 ipotesi non conduoe affatto a impost are i problemi 

nell'ambito della logioa del oerto (e dei frammenti oonsiderati 

obiettivi del oaloolo delle probabilit.). Per non, dir·e ohe il me-
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todo induttivo oonduoe a oonolusioni probabiLi, Ie teorie OCl 

dette oggettive sono oostrette a introdurre un concetto di "ao-

oettabilit~" 0 "rigettabilit~" ohe oostituisoe un surrogato oom-

pletamente extralo~ico della probabilita (estraneo oioe sia alIa 

logioa del oerto ohe alIa logioa del probabile). 

(2) NuLLa si PUQ concLudere daL »non saper nuLLa» j per dir 

megLio, questa e una frase che non dice nuLLa a meno di non usar

La per esprimere maLamente e ambiguamente quaLcos'aLtro, 

Due frasi aventi senso, e ohe spesso sono espresse oon tale 

dizione depreoata, sono "Mi rifiuto di esprimere un mio giudizio 

Bulla probabilita di questi eventi", oppure "Valuto in modo sim-

metrioo certe probabilita oonnesse a questi eventi perohe tutt~ 

quel ohe ne so (pooo 0 tanto ohe sia, almeno la definizione!) mi 

fa sentire in posizione simmetrioa di dubbio". 8i badi ehe questa 

seeonda frase puc riferirsi a varie simmetrie, per oui non sareb-

be Buffieiente rimedio parlare di "non saper nulla nel senso del-

la simmetr'ia": dati n eventi E ... E, posso p.es. intendere ohe 
1 n 

eonsidero ugualmente probabili i 2n oasi possibili (oome a testa 

e orooe), oppure ohe attribuisoo la stessa probabilita 1/(n+1) al-

Ie possibili frequenze, o-perohe no? - ohissa oos'altro anoora. 

In molte teorie si oerea inveoe di impiegare il "nulla" 00-

me un oaposaldo, in svariati modi tutti oontrastanti oon l'affer

mazione (1) dioendo ad es. ohe "una probabilita non esiste" os-

sia "non ha senso" (p.es., quelle della "distribuzione iniziale") 

oppure (ammettendo, esplioitamente 0 implieitamente, ohe esista) 

ohe "non sappiamo nulla di essa", "puc essere qualunque". L'ulti

ma frase - oome vedremo al punto (8) - puc anohe alludere mala-

mente a qualoosa da oui si puc estrarre un senso; oomunque tale 

uso del "nulla" (indipendentemente dal fatto di non aver senso 
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entr~ il punto di vista soggettivo) non si e mai rivelato aJatro, 

neppure entr~ le speciali teorie che vi fanno posto, a costruirvi 

sopra nulla se non discussioni confuse. 

(3) Una vaLutazione di prob~biLita non e un evento: non ha 

senso pertanto chiedere se vn'ajjerma~ione concernents deLLe pro-

babiLita e vera 0 jaLsa 0 parLare deLLa sua probabiLita. 

Non s1 puo parlare ad es. delle verita 0 fals1ta 0 probabi-

lita di affermazioni come "questa moneta e perfett~" (se cio si-

gnifica "p=1/2 per Testa al primo colpo"), 0 "gli eventi A e B 

sono indipendenti" (ossia: "P(AB) = P(A).P(B)"), 0 "gli eventi A 

e B sono ugualmente probabili" (ossia : P(A)::; PCB)), 0 "questa 

mdneta e perfetta" (nel senso pib restrittivo: p=1/2 in ogni c01-

po indipendentemente dai risultati precedenti), etc. 

In altre parole: non ha senso parlare di probabilita inco-

gnite, quasi pensando a grandezze oggettive con cui confront are 

una valutazione. Naturalmente, oi possono essere fatti 0 circo-

stanze oggettive incognite, la cui conoscenza influirebbe sul no-

stro giudizio di probabilita. L'esempio pib noto e quello di un'ur-

na di composizione incognita, in cui si assuma al solito di valu-

tare p=m/n la probabilita di estrarre palla bianca subordinata-

mente all'ipotesi che le palle bianche siano m su n (e quindi la 

probabilita di estrarre palla bianca e la speranza matematica del-

la percentuale incognita di palle bianche). Sembra allora un V8-

niale abuso di linguaggiodire che "min e la probabilita incogni-

tan anziche "la percentuale incognita"(subordinatamente alIa qua-

le poi min potra anche essere la nostra valutazione di probabi

lita). Come ha bene espresso il Keynes (1) criticando il linguag-

gio di Laplace e altri basato su "probabilita incognite", cosa 

(1)-------
In [39]; v.citazione e commenti di Fisher in [23],pp.44-45. 
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si deve intendere con simile frase?: "Do we mean unknown thr0~j~ 

lack of skill in arguing from given evidenoe, or unknown through 

lack of evidence? The first is alone admissible, for new eviden

ce would give us a new probability, not a fuller knowledge of the 

old one". E' infatti P(E/H), non piu P(E). 

Tuttavia anohe Keynes indebolisce la Bua affermazione dicen

do altrove che una probabilita potrebbe non esistere, e perfino 

un Autore provveduto come Good parla di "probabilita tautologi

che" in casi come "probabilita di Testa nell'ipotesi che la mone

ta sia perfetta"[29J. Gli ~ che quel linguaggio ~ tradizionalmen

te connaturato alla spiegazione di metodi indispensabili, ed ap

pare percio naturale e indispensabile: come si possono conserva

re e ohiarire quei metodi esprimendoli con linguaggio corretto ve

dremo nei §7-8. 

8i noti, tra l'altro, la conseguenza semplificatrice dell'af

fermazione (a): grazie ad essa abbiamo solo eventi e valutazioni 

di probabilita per eventi; altrimenti si inizierebbe una scala a 

infiniti gradini (probabilita di una probabilita, e via dicendo). 

(4) Par~ando di una probabi~ita subordinata, P(E/H), va ri

petuto tanto per E eke per H quanto detto per E ri,~ardo a peE): 

~a nosione ha senso se e so~tanto se E ed H sono eventi, ed H de

VB indieare proprio tutta L'injormasione supposta 0 aequisita. 

Intanto, non avrebbe senso porre per H il "non saper nulla" 

o il supporre "ahe una certa probabilita valga p". 

Piu seria l'ultima avvertenza, su cui particolarmente dovre

mo ritornare nel I seguente per conseguenze delicate anche dal 

punto di vista matematico. Ma anche gli aspetti concettuali, cui 

8i limiteranno i presenti brevi cenni, sono importanti e signifi

cativi. Abbiamo detto che H e l'informazione supposta 0 acquisi-
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ta: eooo intanto perehe la distinzione A opportuna 1171. La p. 

ma dizione ei fa pens are a P(E/H) come alla probabilita ohe sti-

meremmo equa per una soommessa su E da stipulare subito ma vali-

da se si verifiehera H; nella seeonda &i penserebbe ad una seom-

messa da stipulare dopo appreso H e aIle oondizioni ohe appari-

ranno eque in quel momento. C'8 almeno un fatto da sottolineare: 

quando avremo appreso H oi sara oertamente qualohe altra eosa ohe 

avremo appreso nel frattempo. Diffieilmente avremo soltanto la 

oonferma.ohe, ad es., "a Roma nel giorno fissato ha piovuto 0 no", 

senza sapere anehe ehe la pioggia era leggera 0 temporalesoa e in-

termittente 0 continua etc. e ohe nel oaso opposto il oielo era 

sereno 0 ooperto, e oomunque qual'era la temperatura e via dio~:-

do. 8apremo oioe mai H ma H' = H pili qualohe dettaglio 0 altra 00-

sa, e la situazione oambia: sara P(E/H') I P(E/H). Ma anohe se ap-

prenderb soltanto "ha piovuto", se la fonte dell'informazione 8 

faooltativa posso dubitare ehe il fatto ehe la notizia sia stata 

trasmessa signifiohi probabilmente ohe 11'1 pioggia era forte (an-

ehe se oib non 8 esplieitamente detto). Se poi 11'1 fonte 8 obbli-

gatoria, Oi08 se mi ero assieurato una risposta, ma oon alterna-

tive non disgiuntive (p. es. pioggia, sereno, variabile, nebbioso, 

eto., ove pub esserei stata pioggia con ogni risposta seppure con 

diverse probabilita), la risposta "pioggia" da aneora un H' IH. 

Vien voglia di oonoludere ohe una stessa informazione ha valore 

diverse a seeonda del modo in cui 8 ottenuta: p.es. ehe "pioggia" 

sia diverse se risponda alIa domanda 81 0 NO, oppure 81 0 NO con 

sereno, NO oon eoperto; oib sarebbe in aooordo con perplessi ta 

sorgenti da paradossi matematioi (v.§6) e da preoonoetti abitua-

Ii alIa statistiea 
( 2 ) 

( 2) 
Cfr.L.J.8avage, §4, in fine. 
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Invece qui si andrebbe trcppo oltre: si negherebbe l'aff,r

mazione (4) per cui P(E/H) dipende (come 1110 stessa notazione esi-

gel da E e da H. Milo rimane un fatto: che solo l' interpretazione 

prevent iva (H supposto non acquisito) preserva da inestricabili 

motivi di perplessita. 

Un ripiego spesso invocato per evitare siffatta difficolta 

consiste in semplificazioni artificiali, in cui si ignora deli-

beratamente una parte dell'informazione per fingere di trovarsi 

in una situazione piu semplice (ad es. simmetrica). 8i consiglia 

di ignorare informazioni preliminari, 0 di basarsi sul fatto che 

un campione e scelto casualmente, per non tener conto di eventua-
( 3) 

li squilibri tuttavia verificatisi, etc. ; tutto cib e da con-

dannare. Sono giustificati i motivi che si adducono, p.es. possiloi-

lita di anche involontari errori (memoria selettiva: miglior ri-

cor do dei risultati graditi 0 viceversa, etc.). Cib rientra nei 

motivi di dubbio menzionati precedentemente, ed oocorre analiz-

zarli oosl come ci appaiono: 1110 conolusione di tener conto par-

zialmente 0 per nulla di tutto oib sara una oonseguenza di tale 

analisi oaso per oaso milo non potra costituire una regola cieoa-

mente meccanioa. 

(5) IL ragionamento induttivo non e eke La eonsideraaione di 

P(E/H) dopo osservato E, eonformemente aL teorema di Bayes (os-

sia, aL t.6.orema deLLe probabiLita composte, di cui e un corona .• 

rio), 

Secondo tale teorema, 1110 probabilita di H subordinatamente 

ad E 

(10) P(H/E) = K. P(H). P(E/H) (con K costante di normalizzazione) 

(3)--------~-

Cfr.L.J.Savage, §5; v.l.lnche Good [28] e 8chlaifer [72] 
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de r i va d a 11 apr 0 b a b i 1 ita. in i z i ale P (H) e d a 11 a "I ike li h 0 0 d " C Q9 S Ita 

probabilita. condizionata) P(E/H); non ci sono probabilita. finali 

senza probabilita. iniziali, null'altro ha senso dire (oonforme

mente ad (1) su "aooettabilita." 0 altro di ~ do po osservato E se 

non valutarne la probabilita, e quindi 0 si parte da probabilita. 

iniziali e tutto il ragionamanto maroia seoondo 180 logioa del pro-

babile, oppure si parte dal nulla e si rimane eternamente nel non 

pater dire nulla (salvo errare a dire oose ohe non rispondono al-

10 soopo (4». 

Le affermazion1 (1)-(5) s1 riferivano al ragionamento indut-

tivo; con Ie seguenti passeremo inveoe a oonsiderare il oomporta-

mento induttivo (per negare - oome preannunoiato - 180 fondatez21 

di tale contrapposizione, ma illustrare gli aspetti nuovi intro-

dotti dal problema delle deoisioni e in speoial modo dall'even-

tuale oarattere oollegiale 0 oomunque interpersonale di una deci-

. )t5) Slone . 

(6) I~ comport~m6nto ottimo di fronte ~~~'incertezz~ per un 

d~to individuo, consiste ne~~o sceg~iere ~~ decisione che m~ssi

mizz~ L'utiLita sper~t~. Se pu~ ~vere gr~tuit~mente de~~e infor

lII~zioni e scel~iere d090, si h~ sempLicemente un ~LL~rg~mento deL 

c~mpo de lLe decisioni possibiHj queLL~ ottilll~ si ottiene sceg~ien-

do opportun~mentJe L~ p~rti!ilione S1> cui chiedere L'inform~zione, 

e su ogni eLelllento di ess~ scegLiendo L~ decisione ottima. Se 

~~informazion~ h~ un costa bisogna inc~uderLo ne~ risuLtato (se 

utiLita e costo possono esprimersi in termini mGnetari, b~sta di~ 

('4)-------
"Errare" allude a Fisher (argomento fiduoiale); dire "altre 

oose" a Neyman (probabilita. di errore anteriore al risultato)' 
(ofr.§3). 
( 5 ) 

Piu ampiamente ho sviluppato oonsiderazioni su tale argomento 
nella oomunioazione [21] a un oolloquio immediatamente preoedente 
il oorso di Varenna. 
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re che iL cost,o va detratto da~ gu.adagno sperato). 

Cib significa che il comportamentc ottimo non e di per se 

"induttivo"; esso deve solo basarsi sulle valutazioni di proba-

bilitk, e sono queste che si modificano in base aIle informazio-

ni secondo i dettami del "ragionamento induttivo" ossia del teo-

rema d1 Bayes. 

Un concetto autonomo d1 "comportamento induttivo" subentra 

solo se si d9sidera inoludere nella studio anche oomportamenti 

irrazionali (non ottimali, oioe non "ammissibili" nel senso di 

Wald). 

Cib pub del resto essere interessante, dato che, come sta 

dimostrando Savage nel suo corso, i provvedimenti suggeriti da1-

la statistica oggettivista non sana "ammissibili". 

Altra ragiane meno contingente sta nel fatto che e necessa-

rio un inquadramento p1u largo per impost are l'esame nel caso di 

decisioni dipendenti da piu individui. 

Si noti come, nella formulazione seguita, risulta ovvia l'e-

qui valenza fra una caratterizzazione prevent iva del comport amen-

to ottimo e quella consecu.tiua: la decisione finale dev'essere 

sempre quella m1g1iore rispetto alIa stato d'informaz10ne finale. 

Can riferimento aIle considerazioni a~ (4), si noterk che l'in-

terpretazione oonsecutiva e tuttavia migJiore ogni qualvolta ci 

si possa attendere un'informazione finale caeualmente p1u ricc! 

di oome previsto nella partizione prestabilita 
( 6 ) 

(6)---------
Che i metodi contradicenti l'equivalenza tra 1mpostazione 

"prevent iva" e "consecutiva" siano non ammissibili e quanto Sava
ge rileva nel §4 del suo corso riferendosi al livello di signifi
cativitk e al criterio Minimax (v. anche Lindley [48]). Natural
mente, 11 fatto che l'equivalenza debba sussistere in prinoipio 
(a parte Ie questioni critiche ahe vedremo nel §6), non significa 
che sia sempre praticamente possibile prevedere fin dal princi
pic ogni possibile risultato e predisporre fin dal principio la 

. /. 
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(,) Una decisione coLLegiaLe di Pi~ individui, quando con 

cordino neLLa va'uta~ione deLL'utiLit! (p.es. riducendoLa a ter

mini monetar1) ma non in queL~a deLLe probabiLita, dev'essere 

queL'a ottima per un individuo eke av'sse opinioni comprese (con

vessamtnte) fra queLL. degLi individui considerati. 

Con cio si Boddisra la condizione dell'optimum peretiano 

(cioe: in caso diverse esisterebbe una decisione che tutti tro-

verebbero preferibile, cd almeno alcuni preferibile e nessuno 

peggicre). La conclusione ai puo precisare se si precisanQ le 

circostanzein gioco: se p. es. i membri del collegic sono per so-

nalmente interessati, secondo quote qualunque, al risul tato, e 

possibile renderli tutti ugualmente aoddisfatti che se ciascunc 

scegliesse 18 decisi.one per lui ottima adottando la mi$ra delle 

decisioni (pesi=quote), e si puo ottenere un risultato migliore 

per tutti (a meno che detta mistura non sia gia una decisione am-

missibile: caso di punto angoloso) scegliendo la decisione ammis-

sibile "parallela" (ved.fig.3 e spiegazione relativa). 

Ulteriori miglioramenti potrebbero venire previsti pensando 

a scommesse tra gli individui, con prelevamento a favore del fon-

do comune, e tuttavia "eque" per tutti grazie alle diverse valu-

tazioni di probabilita. 

-----_._---
deoisione da prendere in ciascun caso. Il concetto consistente nul 
raciomandare cio, e quello opposto consistente nel riconosoere 
quanto in oio vi sia d'irrealizzabile, sono menzionati da Savage 
l70] sotto la forma di due proverbi: "Look before you leap", e 
"You can cross that bridge when you come to it". A oio si rial
lacciano le conaiderazioni sulla qualita (di acoortezza, intui
zions) di cui dovrebb'esser dotato uno statistico per afferrare 
il valore d'informazioni e risultati non inizialmente previsti 
(facolta per cui sta entrando nell'uso il nome di serendipity, 
dal nome di una princip'essa di Ceylon, protagonist a di una fia-
ba in cui riusoiva a volgere a suo vantaggio circostanze strane 
e a prima vista sfavorevoli). 
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o 1 

La rego£a di decisions essere mig£io-

rata adottando £a rBioLa rappresentata daL£a retta d' (radente 

a£ contornoH qUlI8ta si PUQ ottener, ,,0311\. lIistura d,L~, "ego£, 

raPPrll8,ntat. dai due £ati d1 e d2 , 
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(8) Un tattore ehe puo giocare in ta~e eonc~usione e ~a ten

densa aLLa coincidensa deLLe opinioni coL crescere dsLL'intorma

sione. 

Se ad es. due individui con opinioni iniziali molto lontane 

riguardo alIa oompoaizione di un'urna attendono di aver raccolto 

tante oaaervazioni da giungere ad opinioni fina1i pratioamente 

oOinoidenti, la soelta della ~ecisione e di per se conoorde. Si 

noti perc ohe, se l'informazione oosta, il criterio di attendere 

l'unanimita circa la decisione riuacirebbe di no~ma trovpo costoso. 

L'idea di una distribusione di o_inioni che si modifica al 

crescere dell'informazione (in quanta ciascuna di esse ai modifi

ca conformemente al teorema di Bayes) e tende a concentrarsi in 

modo che in definitiva ai giunga ai Qna unanimita (0 maggioran

za, 0 qualcosa di simile) per prendere una certa decisione, costi

tuisce un elemento fondamentale del pensiero statisticGl e tende

rebbe a far applicare anche nel caso di decisioni collettive il 

concetto della equivalenza fra impostazione treventiva e consecu

tiva. 

Ma invece non e cosl, come risulta dall'osservazione seguen-

te. 

(9) Un diverso e indipendente tattors di ottimizsasione si 

ha quando una decisione eoLLettiva prevede per ciascuno L'accet

tasione di una decisions cattiva (neL senso consecutivo) in casi 

che egLi giudica poco probabiLi. 

Se ad es., dovendo decidere sull'accettazione di una part i

ta di meroe, uno dei due sooi e sicuro che la qualita e buona e 

l'altro che e scadente (p.ea. attribuiacono probabilita 10% e 90% 

al fatto ahe aiaacun pezzo sia difettoao, indipendentemente da 0-

gni osservazione sugli altri), potranno trovarsi d'accordo nel de-
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cidere di accettare 0 respingere la partita a seconda che su t 

pez~i esaminati saranno piu quelli buoni 0 quelli difettosi. 

Ma cio non perohe l'esperienza influisca sulle lore opinio-

ni (per ipotesi siamo nel caso d'indipendenza!), bensl perche 

ciasouno inizialmente pens a che e piccolissima (per lui; preci

samente 28/1000) la probabilita di un risultato diverse dal pre

visto e quindi di una decisione diversa da quella che ritiene buo

na (con opinione non soggetta ad easere influenzata dall'esperien

za). Per chiarire l'essenza dell'osservaiione, si pensi ohe sareb

be stato indifferente fissare la regola d'accettazione in base a 

qualunque altro fatto del tutto irrilevante per la decisione (p.es. 

all'esito del prossimo tentativo di mettere in orbita un satel

lite, 0 di tr~versare a nuoto la Manica, 0 di non import a che al

tro), purche Ie opinioni in merito divergessero altrettanto (l'u

no valutasse a 0, 028 la probabilita di successo e l'altro quel~ 

la d'insuocesso). 

Oio illustra come un aooordo preventivo ottimo debba poter 

ammettere casi in cui questo 0 quello dei partecipanti sara ob

bligato ad aO~$ttare qualcosa che gIl fara rimpiangere l'adesione 

data quando pensava trascurabile la probabillta di cio ohe poi si 

e verificato; e essenziale che un simile accordo sia irrevooabi

Ie. 

(10) la"iori comp'icazioni si devono affrontare quando an

che ma"iori sono '6 di!!erenze di atteggiamenti e d'interessi 

fra ,'i individui. la non j ehe occorra un criterio nuovo: si 

tratta so'o di app'icare iL criterio deLLa massima utiLita spe

rata in circostanBe diverse. 

Si entrerebbe allora nel oampo della "teoria dei giochi"; si 

incontrerebbero i problemi delle strategie (in cui ciaacuno ai ba-



70

- 65 -

B.de Finetti 

sa sulla previsione delle valuta~ioni di probabilita altrui) e 

dei tipi di aooordi possibili e prevedibili per oondurre alle 
(~) 

deoisioni 

(7)----------
Che anohe tali oasi rientrino nella regola generale, anziche 

oostituire oggetto di apposite oostru~ioni teoriohe oome oomun,·
mente si ritiene, e la tesi sostenuta nella aia gia oitata comu
nicazione [21], §11. 
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§6. QUESTIONI MATEMATIOHE 

Nal passare ora alle questioni di natura matematioa, comin-

ciamo col precisare che intendiamo oocuparoi di quelle questioni 

che hanno interesse m$t caloolo delle probabilita, e non sempli-

oemente p6r il oa10010 delle probabilita. Oioe, non ci oooupiamo 

degli strumenti matematici (e sarebbero svariatissimi) ohe servo-

no a sviluppare diverse trattazioni 0 a oonsentire diverse appli-

oazioni del oaloolo delle probabilita. Quelli su oui dobbiamo un 

po"soffermaroi sono i problemi matematici oonnessi piu 0 meno in-

timamente coi fondamenti della teoria delle probabilita e con gli 

aspetti concettualmente controversi 0 suscettibili di dubbi con-

cernenti in generale il ness9 di tale teoria con Ie applicazioni, 

Nell'impostazione iniziale, nell'enunciazione assiomatica dei 

fondamenti, tutto e chiaro ed element are in condizioni semplici. 

Se ad es. ci si limit a a considerare un numero finito di eventi 

o di numeri aleatori limitati, non c'e alcuna difficolta a dire 

che il calcolo delle prcbabilita, formalmente, altro non e che 10 

studio delle funzioni additive non-negative e normalizzate nel 

campo degli eventi (0 numeri aleatori) considerati. Usando 10 stes-

so simbolo P per indicare la probabilita di un evento e la spe-

ranza matematica di un numero aleatorio (come e utile finche si 

rimane nelle generalita dell'impostazione, che risulta semp~lfi

cata), basta cioe porre come assiomi: 

I) infX ~ P(x) ~ supX 

II) p(XtY) = p(X) t P(Y) 

(la speranza matematica di X non 
puc essere esterna all'intervallo 
che racchiude i valori possibili 
per X); 
fadditivita della speranza mate
matica) . 

La definizicne per gli eventi rientra senz'altro nella pre-

cedente se si considera peE) come scrittura abbreviata per 
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se E e vero 
se E e ja,£u 

ossta lEI II l'indica,tor. dell'evento E. Gli assiomi I e II dico-

no allora senz' al tro cha e sempre 0 S P (E) S 1 e in part1cohre si 

ha 1 0 0 se E a certo 0 impossibile, e che vale il teorema delle 

probabilita totali (per eventi 1ncompatibili, la probabilita del

la somma logic a e la somma delle probabilita). 

Per introdurre (formalmente, e sotto 1& condiz1one P(H) 10) 

le probabilita (e speranze matematiohe) subordinate a, un ,vento 
( 1 ) 

H, basta inoltre porre per definizione 

P (X, I H) = P (X. I a I ) / P (H) 

(dove, ovviamente, 11 prQdotto di X per lH I a 11 numero aleato-

rio ohe vale X se H e vero ed e nullo se H a falso). 

Non appena perc si abbandonano le condizioni semplifioatri-

ci cui c1 eravamo limitati, il problema aBsume tutte le ben note 

complessita della teoria della misura aetrattaj e non a soltanto 

il desiderio di general ita del matematico che euggerieoe di ar-

riochire i1 quadro dell'impostazione, ma anche la neoessita di 

poter interpret are i problemi pratioi in uno sohema suffio1ente ... 

mente elastico. 

Nella tedria della m1sura s'incontrano, come eben noto dei 

risultati giud1cati patologici, paradossali. In che senso? 

Se pensiamo realmente alla teoria astratta, c'a ben poco mo-

tivo di parlare di paradoesi. La misura (come qualunque oonoetto 

considerato in astratto) e qualcosa di completamente arbitrario, 

( 1 ) 
Anz1che introdfirre tale proprieta come def1nizione, ritengo 

preferib11e [17), come afiche Koopman [44) Joonsiderare le proba
b111ts subordinate come ente primitiv~, ponendo un assioma in pili. 
Ma qui e foree meglio Borvolare su questioni che non avremo ne
cessita di approfondire. 
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e tutte Ie aue p~opr1et~ a1 poaaono am~ettere 0 acegliere in be

ae alIa oonvenienza formale: non eaiate alcuna ragione vincolante. 

Ossia, esiste solo la non-contradittoriet~i e pub ben darei che 

anche tale semplice esigenza imponga restrizioni inattese passan

do da oondizioni tradizionali e condizioni allargete. Va oiente 

di pill. 

Se pensiamo a una qualche interpretazione geometric a, vi ao

no proprieta (di area, volume, etc.) che aembrerebbero dover va

lere intuitfvamente per ogni ragionevole eatensione della nozio

ne di misure, ed appare paradossale cha par qualche Bstenaiona 

(0, in certe condizioni, per ogni eatenaione) cib invace non ab

bia a susalatere. Tuttavia, eben ammiaaibile che, estendendo un 

concetto dei casi sempllci ove ha un aenso immediato ad altri, 

a'incontrlno novita strane e impreviate. 

Diveraoe invece il caao nella teoria delle probabilita, ae 

almena Ie ai considera (come intendiamo fare) non come uno schema 

aatratto ma oome una teoria logica concreta, in cui gli eventi so

no realmente eventi (fatti determinati osservabili) e Ie proba

bilita realmente probabl1lta (espressione dell'opinione di qual

ouno au di essi). In tal caao Ie condizione e capovolta: la pro

babilita risulta definita per tutti gli eventi, anteriormente e 

indipendentemente da e~entuali artifioi (come: introduzione dl 

uno "spazio" di culg1l eventi aarebbero "inaiemi", e di proprie

ta "topologiche" per esso) da cul appena acaturlrebbe una diatin

zlone di eventuali insiemi ~n qualche seneo "patologici". 

Da questo punto di vista, non e quindi lecito accettare li

mitazioni 0 prendere decisioni fra piu alternative basandosi, co

me ai potrebbe fare nella teoria astratta de,lla misura, sull'ar

bltrio 0 Bulla convenienza formale di certe convenzicni: nella 
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teoria delle probabilita occorre disoutere sviscerare e risol-

vere i dubbi nel modo che risulta imposto da~ significato so

stansia~6 de.~~a probabi~ita. In questa senso 11 problema ~ pib 

che mai un problema nel calcolo delle probabilitaj e si avrebbe 

pur sempre un significato pregiudiziale anche accettando il pun-

to di vista pib diffuso, che consiste nel costruire uno schema 

astratto di teoria delle probabilita (riservandosi grazie a ta-

Ie aggettivo il diritto di lasciarsi guidare, nella scelta degli 

assiomi, da ragioni di comodi ta, e soprattutto da 11' opportuni ta 

di utilizzare teorie analitiohe bell'e pronte oon semplioi cam

biamenti terminologioi (2)). 

II modo pib oomodo, nel presente oaso, ,di appoggiarsi ad u-

na teoria ben sViluppata, consiste nel prendere a modello la teo-

ria della misura di Borel, Lebesgue, e sue generalizzazioni a-

stratte. Oib ohe implioa: 

- postulare l'additivita comp~eta (oi08: anche per somme nu-

merabi~i di eventi inoompatibili), 

- limit are il oampo di definizione della probabilita a un 

oerto oorpo di eventi (analogo a ~uello degli insiemi misurabili: 

l'estensione ovunque ~ inoompatibile oon l'additivita completaj 

Vi tali, Banaoh, Ulam, ... ). 

Su questa traooia ~ oostruito il sistema d'assiomi di Kolmo-

gorofi' [41], per molto tempo pressooh~ universalmente seguito. Al-

cuni paradossi indussero, per salvars il noooiolo dell'impostazio-

ne, a rinforzare Ie restrizioni definendo i oampi di probabilita 

(2)~----------

Evento=insiemej Probabilita=misuraj Numero aleatorio=funsione 
rea~e (dei'punti delle "spazio rappresentativo"); Speranja mate
matioa=integraLej e oosl via. Ofr.p.es. P,.Halmos (31), ove il 
Cap.IX e preoisamente una traduzione della teoria della misura 
in termini probabilistioi (oon applicazioni oonseguenti)j v.an
che [52l. 
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perfetti.(3) 

II punto di vista diohiarato oi porta pero inveoe a ohieder-

si se tali restrizioni (e rinforzamenti di restrizioni) e Ie li-

mitazioni ohe comportano siano realmente richiesti dal concetto 

di probabilita e con eaeo compatibili. E la rieposta sembra ne-

gativa: parrebbe ingiustificabile affermare che certi eventi non 

possano easer oggetto di valutazione di probabilita, ne ai vede 

motivo di imporre che in una partizione numerabile la serie del-

Ie probabilita debba avere somma =1 
(4) 

Wa - si chiedera - ache scopo entrare in tali sottigliezze? 

Hanno interesae per i1 nostro argomento, piuttosto pratico? Non 

si tratta invece di questiopi meramente accademiche, prive d'iL-

portanza dal punta di vista app1ioativo? A domande di questa ge-

nere si puo sempre rispondere sl e no. Intanto ai nostri effetti 

non oocorre certamente comunqueentrare nei dettagli (5). Ma per 

quanto riguarda i punti eesenziali, si ~uo certo pratioamente e-

luder1i in un'impostazione groaaolana ma tuttavia abbaatanza rea-

1istica in cui ai affermi (tenuto conto delle approssimazioni rag-

giungibili in ogni misura) ohe l'insieme dei casi distinguibi1i 

e sempre finitoj e dubbio pero se in tal modo si riesce a veder 

chiaramente che cosa si e eluso e cosa si e in tal modo guadagna~ 

to 0 perduto. Peroio mi sembra indispensabile prospettarsi la que~ 

stione, almeno in un primo momento, e vederne i leg ami ooi pun-

ti ohe piu ne risentonoj soltanto dopo, a ragion veduta, potremo 

'(3')--
Su ~uesto argomento s1 vedano il trattato di Gnedenko-Kolmo

goroff l26], la comunicazione di Blackwell [3] e 1 lavori ivi oi
tati~ Per una trattazione piu aViluppata v.Kallianpur [37]. 
(4 ) 

Eaempio oruoiale: ai nega 0 ai ammette la poaaibilita di oon
a1derare un'inf'inita numerabile di "caai uguallllsnte probabili"? 
(quindi: tutti'di prob.=O, somma=O'£l). 
(5) 

Su cia ho parlato in due conferenze al Sem.Mat.Roma, feb.1959 
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esser tranquilli nell'accontentarsi di semplif1caz10n1. 

Conformemente a quanto detto, l'impostazione co.p£et~ dovreb-

be oonsistere nel oons1derare peE) (0 p(X), oome al prinoipio del 

f ) d t ' 't L' t ,LJ't' (6) paragra 0 'UH ~ ov"nq'" e ''''''/I, ,\C'lun e ~~g.J JV~ i una im-

postaz10ne ri'trett~ s1 avrebbe partendo dalla valutazione d1 P 

1n un oerto ambito ed estendeodola soltaoto oel senso della m1-

sura di Peano~Jordan. Wa una siffatta restriz10ne, pur essendo di 

fatto pib severa di quella ohe non intendiamo aooettare, ~ 1n 

realta ooncettua1mente ines1stente: essa non afferma infatti che 

c1 s1 d,bb~, 11m1tare a quel campo perohe a1 d1 fuor1 11 prolun-

gamento ~ v1etato da un' a~s1oma, ma ohe ai pu~, volendo, soffer-

marsi suI caso semp110e in oui non intervengono eventi al di fuc-
(7) 

ri di quel oampo 

Vediamo ora quali aspetti abbiano un diretto 1nteresse per 

1 problemi ohe rientrano nel tema del corso, e oio~ induzione e 

statistioa, Fra Ie circostanze legate a questioni dall'apparenza 

delioata 0 acoademica del tipo accennato, quella che maggiormen~ 

te susoita perplessita anohe con riguardo ad applioazion1 prati~ 

yhe riguarda la nozione di probab11ita subordinata. La proprieta, 

presentata per brev1ta oome definizione ma meglio interpretabile 

oome assioma, ne determina univooamente il valore quando.P(E) j 0, 

Wa seP(E} = 9_, cosa sucoede di tutti i rag10namenti fondati eul-

le probabilita subordinate? 

Dioo "dovrebbe", benoh~ a me persona1mente 1a oosa sembri e
vidente,~.rch~ tale opinione ~ condivisa da poohi~ in modo net
to forse solo da B. 0, Koopman [43), [44). 
(7) 

II pr01ungamento di una P inizialmente ~ata in un oerto oam
po ~ sempre univooo fin dove si pub procedere seoondo Peano-Jor
dan, POi, esso ~ aempre possibile ma non univocose non B'i~tro
ducono ulteriori assiomii intrcducendo come assioma 1'additivita 
completa inve~e diventa univoco in un certo oorpo, ma ne diviene 
impoesibile l'estensione totale. 
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D'altronde, la restrizione peE) j 0 pub ben apparire pratioamente 

irrilevante da un 6erto punta di vista, ma se pensiamo ohe pro

prio Ie applioa~ioni stat1atiohe sono basate sulla probabi11ta 

su~ordinata ad, E~"il fatto osservato", a meglio (oome s1 ~ avuto 

oura di sottolineare) E:"tutto oio ohe abbiamo appreso", ~ quasi 

pib realist100 pensars ohe in questi oasi interessanti in prati

oa la probabilita di E eia sempre nulla! Ed .. ~ proprio questa pro

babilita subordinata ~uella ohe determina la deoisione ottimada 

prendere ,in ogni oasol 

E' ora di oonfes~are ohe avevamo eluso tale diffioolta de

finendo senz'altro (nel §3, form. (7» il rapporto di verosimiglian

za mediante Ie d.1Isi tOo; e oio, dioiamolo ora, andrebbe bene se si 

supponesss non di aver osservato esattamente i valori xl'" x n' ma 

un'impreoisabile n-pla di valori in un piooolissimo intorno di 

quel punto. Possiamo ben fare l'ammissione ohe Ie due oose siano 

equivalenti;' b1sogna pero osservare ohe si tratta di un'ammissio

ne vera e propria oonoernente la nostra valuta~ione di probabi

lita,' peroh~ nulla ,v,ieJ.erebbe. di supporre 'ohe la probabilita 

aubordinata esattamente proprio a quel punto fosse arbitrariamen

te alterata, senza alouna oonseguenza peroettib11e. Me o'~ di 

peggio! 

L'osservazione preoedente potrebbe appsrire imperniata suI 

fatto ovvio ohe l'alterazione della funzione integranda in un PU1:

to (senza masse oonoentrate; a in un insieme di "massa" nulla) 

non altera l'integrale. Inveoe Ie divergenza fra "valore puntua

Ie" e "valore diffuso" (oome si potrebbe dire) puo anohe sussi

stere dovunque. L'esempio pib nota e olassioo per illustrare que

sto fenomeno ~ quello della "distribuzione di probabilita della 

latitudine, subordinatamente alIa longitudine". S'intende ohe oi 
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si riferisce alIa distribuzione uniforme sulla sfera: un punt~ -

potremmo dire - vi viene scelto "a cason in modo ohe aree uguali 

abbiano la stessa probabilita di contenerlo. La distribuzione di 

probabilita della latitudine ~ ha dens ita Koos~ (oome 8.noto, e 

si vede subito), e 10 stesso vale per la distribuzione subordina-

ta a un intervallo (grande 0 piocolo, non importa) di valori per 

h longitudine a : a 1 ~ a.$ a 2 , peroh8 vi corrisponde uno spiochio 

di circonferenza, 0 fuso, oompreso tra due meridiani. Ma se inve-

oe pensiamo che asia dato esattamente, a = ao' abbiamo la distri

buzione condizionata a un meridiano, ossia a ~na semioircon~eren-

za, ed 8 "naturale" considerare allora la distribuzione uniforme, 

ossia la densita cost ante (8). 

L'aspetto paradosssle dells situazione ha un signifioato pro-

fondamente concreto e pratico. La caratteristioa fondamentale del 

metodo bayesiano, nella spirito del, risultato di Wald, 8 di esse-

re al medesimo tempo ottim~' nella impostaziohe prevent iva e basa-

to sull'ottima scelta consecutiva; di corrispondere Oi08 alIa mas-

sima ben naturale che "la decisione ottima 8 quells di regolarsi 

in ogni caso nel modo ottimo". Nel nostro esempio la massima ap-

pare in difetto: conviene ad es. puntare suI fatto che il punta 

cada a latitudine inferiore, piuttosto che superiore, a 40° (si 

ha p = 1/2 per 30°; parliamo, si badi, della latitudine in valore 

assoluto), ma se c'informassimo suI val ore della longltudine (tn-

talmente irri~evante finohe noto ~pprossimativasante) e riuscie-

(8) 
L'esser "naturale" non prova che cio si debba e neppure che 

si possa accettare. Ma e pero ohiaro che la dens ita proporzionale 
al coseno non puo val ere per tutti i semicerchi massimi (prenden
do duesemicerchi parzialmente sovrapposti si ha contraddizione),e 
ohe la scelta dei sistema di riferimento 8 arbitraria (non si pub 
vinoolare l'introduzione di un sistema di coordinate geografiche al 
oaso in cui esista un punto, da prendersi oome polo, tale che per 
Ie semicirconferenze maBeim~ uscenti d~ esso valga la densita-oo
seno) . 



79

- 74 -

B.de Finetti 

eimo ad apprenderne il valore esatto, qual~ che eeeo foeee la oon-

olueione s'i~vertirebbe (ohe per la probabilita subordinata pun- -

tuale earebbe p = 1/2 per 45°). In termini probabilietici, il pa

radoeso consiete nella non-cong~omerabiLita delle probabilita eu-

bordinate. Non e cioe incondizionatamente valida, come parrebbe 

6vvio, la eeguente ~ro~rieta congLomerati1Ja. che vale senz'altro 

nel caeo di un numero finito di ipotesi poesibili (incompatibili): 

se un evento ha ~roba.biHta"ubordinats = p (o~pure comprese ht

ts tra p' e pH) sotto eia..cuna. deLLe i~otesi ~ossibiLi, anehe La 

sua. probabHita enecessaria.1Ien.te = p{oppure compresa tra. p' e 

p")[121. 

Piu precisamente, sappiamo che e (per un numero finito di H.) 
J 

peE) = L P('H.).P(EIH.)j 
J J J 

quanto rilevato mostra che non si pub dire eenz'altro ohe tale 

formula abbia a valere in genere per una qualunque partizione in-

finita (i oui elementi indiohiamo ancora con H., benche poeeano 
J 

coetituire un'infinita non numerabile), nel seneo che 

peE) = fl x dQ(x) 
o 

ove Q(x) indiohi la probabilita della riunione di tutti gli H. per 
J 

i quali sia p,(EIH.) ~ x. Ragionamenti di questa tipo sono validi, , J 

secondo i concetti qui sostenuti, soltanto ee basati eu partizio-

ni finite. Non nel seneo stretto di riguardare direttamente una 

partioolare partizione finita: potremo avere limitazioni per eo-

ceeeo e per difetto da sucoessioni di partizioni finite; potremo 

considerare integrali di deneita purohe siano applicabili teore-

mi di ricoprimento finito; e via dicendo. 

Un altro eeempio potra eseere ietruttivo perche chiariece co-

me 10 eteeeo fenomeno posea preeentarei in circoetanze del tutto 

diverse: con un'infinita numerabile anziche continua di rieultati 
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P9ssibili. Fra molti esempi del genere, quello presoelto a un<.. 

reoentemente prospettato da L.Dubins (lettera a Savage). 

Sappiamo ohe un numero intero N e stato soelto mediante l'u-

no 0 l'altro dei due prooedimenti A e B seguenti (e attribuiamo u

guale probabllite. 1/2 e 1/2, inizialmente, a tali due ipotesi): 

A) probabilite. 1/2n all'estrazione di n (p.es.: h:numero dei 

oolpi a testa e orooe fino a ottenere testa per la prima volta); 

B) probabili ta nulla per ogni intero (distribuzione uniforme 

sull~infinite. numerabile degli interi). 

Qual'e la regola di deoisione ottima Bupponendo ohe verremo 

a oonosoere n e potremo deoidere in base a tale informazione? 

La probabilite. di A subordinatamente a un qualunque p a su~-

pre :1; parrebbe quindi ottima la regola oonsistente nel puntare 

sempre su A. Pero, valutata alll'inizio, la regola risulta oatti-

va~ perohe fa vinoere in media in mete. dei oasi, mentre esistono 

regole in oui la probabilite. di vinoita si avvioina all'unite. 

quanta si vuole: se si deoide di punt are su A se esoe un ~non 

maggiore di un oerto k, e altrimenti su B, la probabilite. d'in~ 
k . 

suooesso e 1/2 ; oonviene prendere k mol to grande, ma se non oi 

si arresta e 10 si prende infinito si rioade nella soluzione pre-

oedente ohe a peggiore di tutte le altre (oon k~ 2, finito). 

Pero, ohe 11 passaggio al limite possa: non oondurre ad un 

Massimo (ohe non esiste: o'a solo un limite superiorel), e oosa 

ben naturale, ed anohe in questioni pratiohe analoghe alle nostre 

ma non legate a questioni delioate. Si pensi infatti a un ind1v~~ 

duo ohe ha diritto a una rendita vitalizia, ed al quale ogni an-

no si offre il diritto ad aumentare in misura piu ohe vantaggiosa 

Ie annualite. future rinunoiandoa quella in soadenza. Egli fare. 

un affare tanto piu buono quante piu volte differira l'inizio 
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della rendita, ma se 10 ditferisoe s.mpre fa l'affare pessimo 

ohe perdera oertamente tutto al sopravvenire della morte! 

Quale signifioato si deve attribui~e a tali aspetti parados~ 

sali? Costituisoono una reale diffioolta per la teoria? Giustifi-

oano dei dubbi sull'opportunita di abbraooiare l'impostazione mo-

dellata sul maniohino di Borel-Lebesgue? 0 si dovranno oeroare al-

tre alternative? 

A mio modo di vedere, non direi. Tutto oio non va oltre al-

le inevitabili complioazioni impreviste ohe s'inoontrano in ogni 

oampo passando dal finito all'infinito, e che appaiono paradossa~ 

li finohe non sopraggiunge l'assuefazione. L'ultimo esempio, del 

tutto fuori tema, della rendita vitalizia, aveva proprio 10 soo-

po di sdrammatizzare l'impressione ohe potevano dare gli altri. 

Tuttavia, l'assuefazione non e un prooesso passivo, dipenden-

te soltanto dal fluire del tempo e dal rinnovarsi del gruppo del-

le persone interessate. Oooorreranno probabilmente discussioni 

appr6fondite ohe oonduoano a ohiarimenti soddisfacenti. 

Per quanto riguarda la prinoipale diffioolta denunoiata, re-

lativa alIa non-oonglomerabilita, giova rilevare ohe essa ha oer-

to una reale radioe nel fatto ohe una probabilita subordinata e 

effettivamente sensibile a variazioni nell'ipotesi, e quindi in 

oerto senso fao~le ad essere indeterminata. Basta aggiungere al-

l'informazione oonsiderata una piooola notizia ulteriore perohe 

l'opinione possa risultare modifioata anohe radicalmente. (9) 

19'-----------
Supponiamo di apprendere ohe nell'ultimo anno, nel oomune x, 

il numero dei morti e stato 8,37 volte il numero atteso (somma 
delle probabilita di morte dei singoli abitanti). Gli abitanti so
no 100.obo residenti piu il sig.N.N. non residente, nostro amico, 
di oui non abbiamo notizie (ma neppure prevedevamo di doverne a
vere, ne se vive ne ~n oaso di morte). Quale. influenza deve avere 
suI noatro timore ohe N.N. aia marto quell'informazio~e? Supponia
mo di poter apprendere se essa s1 riferisce ai 100.000 residenti 

. /. 
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Cib da occasione di illustrare una tesi che per varie ragio-

ni analoghe mi sembra valida e importante: l'inopportunit~ e ina

deguatezza (almeno come strumento sistematioo d'impostazione) del 

sistema di rappresentare gli eventi come insiemi di "punti". Que-

sti eventi 0 casi "elementari" detti "punti" vengono ad avere una 

posizione privilegiata che falsa la visione dei problemi. Sembra 

che oonoscere il punto costituieca una conosoenza co.pt.t~, men-

tre rest a eempre qualcosa (e anzi tutto eenza il piccolo qualcosa 

appreso) da precisare. D'aocordo, nell'impostazione t1po insiemi 

si pub sempre ampliare il quadro mediante ricorso agli spazi-pro-

dotto, ma cib non corregge in modo immediato e spontaneo l'impres-

slone primitiva. 

Le ragioni addotte per questa caso possono servire come mo-

dello indicativ~ per epiegare un aepetto generale del mio atteg-

giamento in questioni del genere: la diffidenza verso clb che e 

"troppo bello matematicamente per riuscire convinoente nell'inter-

pretazione probabil1stica". Esempio tipioo; l'introduzione di una 

densit~ 0 rapporto di densite, nell'analisi preoedente, e stata 

mantenuta nella linea del "limite di un rapporto inorementale". 

E' ben noto ohe oib d~ luogo a diffioolta, e peroib, trovando ta-

o ai 100.001 abitanti, notizia ohe pub sembrare irrilevante pen. 
sando ohe l'affermazione rimane vera in entrambi i oasi, perohe 
11 fatto di includere un'unita in piu (sia vivo 0 morto) non al
tera 11 rapporto B,37. Epp,ure, nel secondo oaso il sig.N.N. fa 
parte della oollettivita per oui in media dobbiamo moltiplicare 
per 8,37 Ie probabilit~ iniziali, mentre n.l primo no. Natural
mente potremo in entrambi 1 oasi pensare quel che ci sembrer~; ma 
nel seoondo il timore sar~ aooresoiuto salvo motivi in oontrario 
per esoludere il sig.N.N, dalle presunte causs de~l'alta mort a-
11t~; nel primo invece nessuna alterazione avviene se attribuisco 
l'alta mortalit~ a soarto aooidentale, e potrb avere un timore ac
oresoiuto solo per un'eventuale ~tifluenza indiretta, ossia per 
un'eventuale correlazione positiva nella mia valutazione sogget
tiva della probabilit~ di morte di N.N. e degli altri ab1tanti 
delle stesso oomune. 
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Ie concetto "rather sh~ky" (come dice Halmos, [311,p.208), Ie teo

rie moderne preferiscono evitarlo medianteespedienti eleganti 

(teorema di Radon-Nikodym). Ma cio costituirebbe un vero progres

so, a mio modo di vedere, se Ie difficolta, di oui Ie definizio

ni elementari consentono di analizzare Ie ragioni, venieeero in 

tal modo messe in evidenza anche maggiore per eeeere piu potente

mente sviscerate e discusee; evitarle e naeoQnderle e un regreeeo. 

Per concludere il presente cenno sulle questioni matematiche 

aperte, 0 comunque meritevoli di studio per neceesari chiarimenti, 

ne sfiorero altre due con brevi commenti. 

La prima riguarda il. diniego espresso (al principio del pre

sente paragrafo) c~ntro l'esclusione di certi eventi in quanto 

"non probabilizzabili" (in BangO analogo a insiemi "non misurabi

Ii": per ragioni matematiche della funzione peE)). E' tuttavia 

concepibile l'utilita di limitarsi, specie in una trattazione e

lementare, a casi semplici, ed anche ragioni teoriche potrebbero 

indurre a· restringere il campo degli "eventi" rispetto alIa tota

Ie liberta lasciata dalla logica delle proposizioni. 

Dioiamo percl0 che vi sono diversi punti di vista che pot reb

bero legittimamente condurre a restrizioni del genere, in quanto 

Ie baserebbero non su comodita per la funzione probabilita ancor 

da introdurre, ma su motivi logici pregiudiziali. Nella stessa 

definizione di evento abbiamo detto che deve trattarsi di un fat

to definito verificabiLe; precisando tale termine possono aversi 

varianti e ciascuna dare delle restri~ioni. Puo darsi che piu 

eVenti, ciasouno verificabile, non siano verificabili simulta

neamente : cio condurrebbe a complicazioni tipo teorie quanti-
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(10) 

stiche Oppure n eventi verificabili lc sono anche simulta-

neamente se n 9 finito, ma non necessariamente 8e n 9 infinito; 

ad es. se "verificabile" s'interpreta "verificabile entre un tem-

po finito", un'infinit~ di eventi 9 simultaneamente verificabile 

o no a seconda che per essi il tempo di verificabilit~ 9 unifor-

memente finite (9 limitato) oppure no. Oppure restrizioni alla 

"verificabilit~" si possono far derivare dall'imprecisione delle 

misure: se una misura di lunghezza comporta essenzialmente un er-

rore che PUQ variare tra . .± €, l' appartenenza della grandezza mi-

surata a un insieme lineare I PUQ risultare accertata 0 esclusa 0 

dubbia a seoonda che il val ore misurato 9 interno 0 esterno 0 ap-

partenente alla "frontiera di I di spessore €~ (oome diremo bre-

vemente per intenderoi). Un insieme I ovunque dense come il suo 

complementare, ad es. quello dei raz.ionali, d~ luogo a un evento 

assolutamente nop verificabile (per quanto piccolo possa essere 

€). E via di seguito. 

La seconda questione riguarda l'impostazione basata sull'ad-

ditivit~ semplice. 8i tratta di dire se oi sarebbe utilit~ a svi-

(10)--
Ritengo tuttavia improprio considerare oasi del genere come 

speoifici delle teorie quantistiche 0, peggio, oome sintomi di 
caratteristiche paradossali prop.ie al modo di ragionare da esse 
richiesto. Possiamo collaudare un dato oggetto provando a quale 
temperatura scoppia oppure sotto quale pressione si sohiaccia op
pure dopo quanto tempo si logora in data misura oon l'uso norma
le, ma evidentemente non possiamo eseguire piu di una di tali pro
ve. Se esprimiamo tale situazione"dioendo che ha senso chiedere se 
l'oggetto 9 refrattario 0 robusto 0 durevole, ma non ~h~edere due 0 

tre di queste cose insieme, l'uso del linguaggio fa apparire la co
sa piu 0 me no paraddosale. In questo senso, riguardando;oonoetti 
ohe farebbero sembrare anoor piu "naturale" attendere 1. ,ossibi
lit a di ogni domanda oomposta, i casi tipioi delle teorie quanti
stiohe appaiono paradossali pur non comportando di per se alounch~ 
di sostanzialmente diverso dal primo esempio. 

Notare che esempi analoghi hanno altra volta dato luogo a cu
riosi equivooi (e a superflue oomplicazioni per superarli): cfr. 
la probab~lita di un tennista di vincere uno 0 l'altro di due tor
nei (che si svolgono simultaneamente in due localita diverse), in-

. /. 
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luppare sistematicamente una trattazione secondo tale punto di 

sta, e indicare quali innovazioni sarebbero da attendersi. 

Le modifioazioni, per quanta risulterebbe dei casi di cui 

mi sono oocupeto, sarebbero di tre tipi: 

- telvolta e utile conservare i risultati dell'impostazione 

baBsta sull'edditivita completa, ponendo l'additivita completa in 

un certo campo come una condizione particolare (cosl come si puo 

sempre eBpo~re un teorema )er Ie funzioni continue senza pens are 

che tutte Ie funzioni debbano essere continue); 

- nella gran parte dei casi basta enunciare dei risultati co-

me proprieta asintotiche anziche come qualcosa di applicabile al 

limite (e 10 vedremo nel §7 con riferimento alIa legge dei gran-

di numeri per eventi scambiabili; per la "legge forte" cfr. [20l; 

p. 38) • 

in genere, ellargare l'impostazione per includere casi ove 

non vale l'additivita completa (come per l'es.di Pubins). 

Di una trattazione sistematica, confesso che non vedevo la 

reale necessita, considerando sufficienti i concetti su elencati 

per rioondurBi dalla teoria predominante a quest'altra. Pero Ie 

oonversazioni avute nel corso di quest'anno 001 oollega Savage 

m1 han oonvinto che 11 problema dovra ess~~e affrontato, per non 

lasoiare adito a troppe inoertezze e diffidenze. 

tesa come "probabilita di vinoere supposto vi parteoipi" e oon
fusa con la probabilita dei due eventi incompatibili, in [55], 
p.41 ed.ingl. 
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RICOSTRUZIONE DELL'IMPOSTAZIONE CLASSICA 

SECONDOIL PUNTO DIVISTA SOGGETTIVO 

§7. IL CASO DI "SCAMBIABILITA'" 

Ci rimaije ora da analizzare, sotto l'aspetto anehe teenieo, 

il meeeanismo di adeguamento delle opinioni in base ai risultati 

osservati. Come abbiamo detto, tale processo, di "ammaestramento 

in base all'esperienza" (learning: from E~perienee), si riassume 

nel teorema di Bayes. Abbiamo anche detto, perc, che la formula-

zione originalc di certe impostazioni, come quella che risale pro-

prio allo stesso Bayes e a Laplace, appare inficiata dal fatto 

ehe vi si parla di misteriose "probabilit. incognite", e ogni di-

scorso eonfezionato con entit. metafisic~e e ovviamente privo di 

senso. Non e escl~so perc che vi si celi sotto un concetto vali-

do, e sia 1nfeliee soltanto i1 linguaggio in cui e stato espres

so (0 meglio nascosto): e vedremo propric che e cosio 

Giover. anohe osservare sub1to, pur senza anticipare eommen-

ti ohe dovremo sviluppare a oonclusione del nostro esame, che la 

stessa dizione d1 "apprender~ dalll'esperienza" e suscett1bile di 

fiorv1are e di oonfondere le idee. Per renderle ben chiare basta 

riflettere bene su quello che e e quel che non e 11 ruolo dell'e-
(1) 

sperienza nel teorema di Bayes . 

Come "utilizziamo"lresperie~za conaistente nell'aver appreso 

A per valutare la probabilit. da attribuire ora ad E? Semplicemen

te, P(E/A) e P(E/A) sono proporzionali a PfAE) e P(AE) : il con-

fronto fra la probabilit. finale, attuale, che E s1 yerifichi 0 

(1) 
S1 tratter. in fondo del medesimo concetto brevemeyl, indi-

oato nella frase di Keynes riportata nel f5 (cfr,nota ) 
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no, altro non e che il confronto fra Ie probabilits che avrem~o 

attribuito prima di conoscere A ai due casi "A accompagnato da 1 

e "A aooompagnato da non-E". Fer tale valutazione l'esperienza 

non da nulla: il ruolo dell'esperienza consistente nell'aver os-

servato A consiste solo nel dire che possiamo ormai limitare a 

questi due oasi i~ confronto ohe avremmo potuto allo stesso modo 

fare prima ma considerando anche tutti gli altri casi ormai esclu-

si. per il fatto di aver appreso A. 

Se ad es. voglio valutare la probabilita che il sig.Tizio 

colpisca il bersaglio. a)11a 7a prova dopo appreso che nelle sei 
( 2) 

preoedent1 1 suc~ess1 (S) e i colpi falliti (F) si sono suo-

ceduti nell'ordine FFFSFS, non ho che da confrontare Ie prQbabi-

lits ohe avrei attribuito ini~ialmente ai due casi FFFSFSS e 

FFFSFSfi l'esperienza non c'entra che per risparmiarmi la fatica 

di pens!\re anche agE altri 27_2 = 126 casi che, prima di appren-

dere l'esito delle prime sei ~rove, erano anch'essi possibili. 

Questo tipo d'impostazione e il piu generale possibile, ed 

e tuttavia completamente realistico: vi si parla soltant~ di pro-

babilits concrete, ossia delle probabilita (effettivamente valu

tate da qualcuno) di fatti pratioamente osservabili (risultati di 

un carte numero praticamente interessante di colpi). Sara anoora 

un atteggiamento abbastanza realistico estendere tali cOnsider a-

zioni a un numer~ di colpi praticamente irraggi~ngibile bench~ 

finitoi sara un'astrazione a base tuttavia rewlistioa l'estensio-

ne a una suocessione illimitata (pervenendo a considerazioni asin-

totiche, val ide per un numero fini to n di prove, per n ... (0) i Qon-

Termfni scelti anche coll'intento di conservare Ie lett ere a
bituali in inglese : S = Successi, F = Failureiofr. p. es. [l1J. 
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siderare affermazioni riguardanti una effettiva infinita di p 

ve e a mio avvieo un eepediente ohe si puc e oonviene evitare 

(salvo per disquisizioni acoademiohe su problemi volutamente so-

fistioati). 

Rimane a vedere se e in qu~l modo e possibile tradurre in 

questo schema d'impostazione i oasi tradizionalmente preeentati 

oome "fenomeni a prove indipendenti con probabilita coetante ma 

incognita" (nel linguaggio di Bayes-Laplace; cfr.§2). 

Evidentemente, si tratta di un oaso particolare di quello 

or ora prospettato (parlando di tiro al bersaglio) senza restri-

zione alcuna. Infatti nessun tipo di opinion~ er~ stata escluaa: 

chiunque era autorizzato ~ pensare ad es. che da[1'osservazio~u 
(3) 

dell'andamento FFFSF5 nei sei colpi gia avvenuti si potesse 

trarre la. convinzione di un incipiente miglioramento destinato 

ad accentuarsi sempre piu, oppure fino a un certo punto per dar 

lucgo poi a un peggioramento causa la atanchezza, o-che i colpi di 

poeto diapari saranno quasi sempre falliti mentre i pari daranno 

una buona proporzione di suocessi, 0 qua1unque altra cos a Nes~ 

suna ~e1le opinioni citate quali esempi ri,aponde a1 concetto del-

Ie coeeddette "prove indipendenti a probabi1ita costante ma in-

cognita", perche chi usa tale frase pensa sempre di escludere 0-

gni idea di possibili miglioramenti 0 peggioramenti 0 alternanze 

o altre partioolar{ta conoernenti l'ordine. 5i trattera quindi, 

quanto meno, di limitaroi a~ oaso di sc~.bj~biLit.) oesia·di sim

metria per rispetto all'ordine (oome preciseremo)(4). 

Conviene naturalmente immaginare ohe i oolpi oaservati siano 
piu numerosi dei sei oui ci limitaamo per render possibile un'e-
eemp1ificazione esplicita. . 
(4) 

La denominazione di eventi sc~mbi~bi~i (echangeables, exchan-

. /. 
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D'altra parte, eeiete un case tipice in cui il cenoette del~ 

la "prebabilit~ inccgnita" ~ preeeoch~ acoettabile: quelle indl~ 

cate nel §5, in oui eeietone delle ipeteei eggettive H eubordi
r 

natamente a ciaecuna delle quali tutti gli eventi ceneid.rati han-

no. una etesea prebabilit~ p e Bene indipendenti. Oie8, abbiame 
r 

uno. schema ohe, euberdinatamente a ciascun'a delle ipoteei,; eareb.,. 

be berneulliane, 0. uno. "schema di preve ripetute" (eecendc la ter-

minelcgia abituale, che talvelta impieghereme per cemedit~). 

L'esempie usuale (e gi~ citato.) 8 quelle delle estrazieni da 

un'urna di compeeiziene'incegnita. Sene pertante peesibili parec

chie ipetesi H (per cra si euppenga in numere finite) oirca la 
r 

cempeeiziene dell'urna: H significher~ che la percentuale delle 
r 

palle biano'he nell' urna 8 = a r ; subcrdinatamente ad H r la prcbabi-

Uta di estrazicne' di palla bianca ad egni celpe 8 p = a e ei 
r - r 

ha indipendenza. Sembra allera una semplificazicne di linguaggic 

innecua dire che ~ incegnita la prebabilit~ p anzich~ la cempe
r 

siziene a euberdinatamente alla quale prendiame p = ar (e parla-
r r -

re di indipendenza, mentre l'indipendenza suberdinata ad cgni i-

petesi nen implioa indipendenza); ed ~ invece da fuggire ccme re-

spcnsabile di tutte le cen~usieni di cenoetti e di tutte le per-

pleseit~ d'applicaziene. Oemunque in tale casc, la distribuziene 

di prebabilit~ nel campo. di tutti gli eventi E eeprimibili me-

diante quelli della. succeseiene censiderata, ei ettiene ccme mi

stuia (essia: ccmbinazicne lineare a coefficienti ncn negativi 

di semma = 1) delle distribuzicni: che si avrebbere giudioandc in-

geable), suggerita da Fr,echet [25), appare preferibile (eeeende 
l'unica ohe eembra nen prestarsi ad equiveci) a quella origina
riamente preposta di eventi equivalenti (de Finetti [13], e se
guita da Khintchine [40] etc.) e a quella di e •• nti eimmetrici 
ueata da Hewitt e Savage [33]. 
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dipendent~ e di probabilitl costante p gli eventi della sucaes
r 

sione 

(11 ) PtE) = l a ~ (E) r r·r 
P (E) = P(E/H ). 

r r 

Tutte le conseguenze matematiche della validitl della pre-

cedente interpretazione (esistenza di ipotesi oggettive subordi-

natamente alle quali 11 fenomeno si considera bern,oulliano) sono 

in effetti conseguenze del fatto che la distribuzione di probabi-

litl sia una mistura di distribusioni bernouLLiane. L'interpreta-

zione non e che un'aggiunta esteriore. Potremo quindi concludere 

ahe l'impostazione usuale e sempre valida se ci troviamo nel ca-

so di una mistura di distribuzioni bernoulliane, nel senso sopra 

scritto nel caso di mistura finita, 0 in s~nso ottenibile da es-

so mediante passaggio al limite per riferirsi al caso piu genera-

leo 

Ci si sono presentate cosl come spontanee due proprieta, che 

potremmo qualificare la prima necessaria e la seconda sufficien-

te per ritenere applicabile il concetto (se un concetto dotato di 

senso esiste) adombrato dalla infelioe allusione a "probabilita 

incognite". 

Ma risulta, fortunatamente, che le due proprieta sono equi-

valenti: b4sta La scambiabiLita (per una sucoessione potenzialmen-

t 'f' 't (5)) h ' e In lnl a per assicurare c e la distribuzione e una m~stu-

ra di sche11li bernouLLiani. Di piu, anche l'interpretazione si pub 

approssimare con qualcosa di significativ~. Se consideriamo la 

Tale precisazione e necessaria per escludere casi come quello 
dell'estr.zione senia reimbus601amento da un'urna di composizio
ne nota. Le n estrazioni (n = N'paIUne) sono, scambiabili, ma non 
si pu~ prolungare la successione (ne indefinitamente, e neppure 
aggiungendo un solo altro evento) conservando la scambiabilitl. 
Quanto alle condizioni perehe n eventi seambiabili possano inse
rirsi in una 8uceessieI\e infinita id.id., efr. [13J, §37, p.125. 
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diatribuzione di probabilit~ au un gran numero N di prove, &~~~ 

approBaima quella che nell'aptico lihguaggio ai aarebbe detta Ib 

diatribuzione di probabilit~ della "probabilit~ incognita", e, 

aubordinatamente a dati valori delle frequenze au N prove, ~a di-

atribuzione di probabilita a pratioamente bernoulliana. E' infat-

ti - eBattamente ~ ip8rz~o.etric~ (cioe: quella delle eatrazioni 

aenza reimbuaaolamento), m&~ per N grande, a noto che lao diffe-

renza fra i caai di reimbuaaolamento e no tende a aoomparire. 

Anzioha illuatrare tali concetti aur caso element are e ripe-
(6) 

tutamente trattato degli eventi , potremo, aenza incontrare, 

difficolta aoatanzialmente maggiori, considerare aubito 10 atea-

ao problema nel caao di enti aleatori Xh con un numero finito di 

riaultati poaaibili. Ad ea.: lanci di un dado (con 6 riaultati 

poaaibili), roulette (con 37), somma punti con tre dadi (con 16), 

eatrazioni del lotto (c'On gO! /8'5!: cinqui.ne ordinate), etc. Da 

tale caao potremo poi pib agevolmente paasare (nel 19) a de~le 

generalizzazioni. 

Indichiamo con A1,A 2, ... ,A i , ... ,A q i rieultati poaaibili 

cioa i punti dello spazio S in cui conaideriamo gli elementi alea-

tori Xh (e aarebbe per ora indifferente identificare addirittura 

i q risul tati A coi numeri i = 1,2, ... , q). Supporre gli X acam-
i h 

biabili significa attribuire la ateasa probabilita ad un'afferma-

zione riguardante un certo numero di Xh , comunque tali elementi 

ai acelgano €I si 'permutino tra lora. Nel caao conaidera~o, cia -

aignifica che, preai comunque gli interi nonnegativi r l' r 2' ... ' 

r., ... ,r , la probabili ta che au n = r t ... tr prove' ai abbia in 
1 .. q 1 q 

r 1 prefiaaate il risultato A1, in r 2 prefiaaate A2, etc., e sem-

pre la steasa quali che siano tali prove. Indichiamo tali proba-

(6-) ------
Basti vedere i brevi cenni in [20J; oppure [13J, (14), etc. 
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bilita oon 
(n) 

IAJ 
r 1r 2 ... r q 

(12) !rlrl ... r! 
n! 1 2 q 

(L'indioazione (n) oome indioe in alto ad IAJ e superflua quando 

Bono soritte tutte le rol ma pub riusoir oomoda per veder subi-
1 

to qual'~ il numero totale di prove implioato e per indioare ge-

o t (n) i lOt t lOt 1 i di ) nerloamen e oon IAJ SlS ema di utte e IAJ dl a e n oe . 

Come risulta ohiaro senz'altro, il fattore IAJ da solo rappresenta 

la probab11ita ohe, BU n prove, i risultati A A ... A appaiano 
1 2 q 

r volte, r volte, ... , r volte, Benza prestabilire in qualL 
1 2 q 

Dividendolo per il numero de~le permutazioni signifioative, oome 

fatto nella ('12), s1 ottiene la probabi11ta di un risultato pre-

stab111 to. 

Le w(n) definiscono la distribuzione di probabilita delle 

frequenze BU n prove, distribuzione ohe oonviene pens are oonore-

tata nella rappresentazione seguente. Indiohiamo oon DS 10 spa

zio delle distribuzioni sullo spazio S. Wel oaso semplioe oonsi-

derato, dove S e formato da un numero finito di punti A (i = 1, 
i 

2, ... ,q), le distribuzioni DS sono le misture degli Ai oon "pesi" 

, , oasia 
i 

(13 ) Ae = ~.'.A. 
!:> 111 

(indioando sintetioamente oon , la q-pla, 0 vettore, '1"" , 
. q 

formata di valori nonnegativi e di somma = 1). Geometrioamente 

DS e il e1mpleaao i oui vertioi s1 prendono a rappreaentare i 

risultat1 \; ofr., per q = 3, la ug.4 (11 a1mpleaao e un trian

golo; ,per oomodita interpretativa 10 si pub aupporre equilatero); 

analogamente sarebbe un tetraedro per q ='4; etc. 

La diatribuzione di probabilita delle frequenze au n prove 
(n) 

ai ha collooando le masse w nei punti di Ddi ooordina-
r 1 ... r q S 
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fig.4 

te ;i = r/n. S1 ottiene oosl una distribuzione su D j e indiohe
S . 

remo oon DDS 10 spazio di tali distribuzioni analogamente defi~i-

to. 

Fra Ie distribuzioni wen) possibili, rileviamo alouni casi 

fondamentali, che 01 serv1ranno per g1ungere alIa conolusione an-

nunc1ata, nonche aubito per dare qualohe eaemplifioazione oonore-

ta delle preoedenti coneiderazioni alquanto astratte. 

II oaao bernou~~iano (0 mvLtinomia~e, oome a volte ai dioe 

per diatinguerlo dal oaao binomiale, oioe bernoulliano oon q = 2), 

ai ha quando Ie prove si oonaiderano ~ndipendenti oon probabili-

ta ooatanti g l' .. g q di ottenere in oiasouna di esse i diversi r1-

sult-ati possibili A ... A . Allora la distribuzione, ohe indiohe-
1 ... q 

remo oon B(n)(g), e ca;atterizzata da 

(14 ) 
r 

... g q 
q 

II oaao iper,eometrico ai ha quand~ si oons1derano n prove 

scelte simmetrioamente (oioe: in modo ohe ciaacuna delle (N) n-ple 
n 

venga ad avere la medesima probabilita) fra N di oui si sa che R , 
1 

R2, ... ,R q danno il risultato A1,A 2, ... ,A q. E' il caso di estrazio-

ni senza reimbussolamento da un'urna con N palle di q oolori nel-
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Ie proporzioni dette. La distribuzione, che indicheremo y~n)(~: 
intendendo le~. date da~. = R1,/N, e caratterizzata da 

1 1 

)n) n! (N-n) ! R, ! 
(15) = I IT l. 

r 1". r q r 1 ir 2!,,·r q N! i,(Ri-r i
'

! 

Si noti che la (15) differisce dalla (14) per il fattore 

fattore che tende ad 1 al divergere di N (tenendo fissi i ~,), 
. 1 

Osserviamo ora che, nel caso di scambiabilitll, vale sempre 

la relazione che possiamo indicare simbolicamente : 

(16) .)n) = ,}N) y(n) 
• N 

e che significa: la distribuzione per n prove, quando sia nota 

quella relativa a un numero N > n di prove, se ne deduce applican

do la dietribuzione ipergeometrica subordinatamente ad ogni com-

posizione di risultati su N prove, In parole povere; e indifferen-

te pensare di scegliere direttamente n eventi, oppure di eceglier-

ne N e poi eorteggiarne n. 

(n) , 
Pertanto, la distribuzione w rlsulta sempre una mistura 

di dietribuzioni ipergeometriche di eeponente N comunque elevato, 

e quindi, al limite, di distribuzioni bernoullianel d'altro can

to e facile vedere che la distribuzione weN), al creecere di N , 
(OJ) (7) 

tende a una dietribuzione-limite ~ , cosicche la relazione 

(7)-----------
La dimoetrazione e eostanzialmente identica, anche per q> 2, 

a quella indicata in [20], p. 49, in particolare formula (38). Sia
no YN' ed y,: bpunti .ra.ppr,senta1;ivi della· ftequenza su N(ed)M pro
ve dij~eTmiMate (non importa se disgiunte 0 in parte comuni ai due 
gruppi). Il quadrato della distanza tra Y e YM' inteso come somma 
dei quadrati delle differenze delle coord!nate baricentriohe, ha 
valor medio tendente ~ zero al crescere di ij ed M (esattamente 00-
me pe'r q = 2). 'tuindi ~e due distribuzioni w(N) ed w(M), per N e M 
grandi, non possono difffryre che di poco, e deve esistere una di
stribuzione-limite, la w (JJ , nel senso che per quasi ogni r~gione 
definita da disutM~glianze nelle coordinate la massa di weN ten
da a quella di w J, 
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precedente diviene 

oeeia l'eepreeeione della noetra teei. Abbiamo una mietura di di
(CXl ) 

etribuzioni bernoulliane, e la dietribuzione dei pesi e la w . 

In dei'initiva, quindi. tutto va cOllie se la dietribuzione-li

mite ei poteeee interpretare nel linguaggio ueuale come la diatrl-

buzione della probabilit8 incognita (aubordinatamente al valore 

della quale le prove aarebbero indipendenti). Im linguaggio inter-

medio, ai potrebbe penaar di dire che la dietribuzione-limite e 

la dietribuzione della i'requenza-limite (baeanAoai eull'interpre-

tazione della legge forte dei grandi numeri baeata eulla oomple-

ta additivit~). Wa e poeeibile, come 8'e viato, ed a mio avviao 

di g~an lunga preferibile. attenerai all'interpretazione solida 

e ineccepibile in cui la diatribuzione-limite e semplicemente 

l'eapreaeione aaintotica relativa alle i'requenze au un nu~~ro 

grande, ma finito, di prove. La conclusione, detta alIa buona, e 

che, per un g.ran numero N di prov", 1a d1stribuzione di probabili

t8 delle i'requenze e praticamente W(CXl), e che (se N e molto mag-

giore del numero di prove di cui c'intereesiamo) e praticamente 

leoito aupporre l'indipen,anza rispetto ad ogni i'requenza. 

Ed eooo allora eubito la oonclusione relativa al noetro ar-

gomento, del ragionamento ind~ttivo. Himane eoltanto da oeierva-

re ohe le verosim1g1ianze (Likelihoods) proporz10nalmente alle 
(N) 

quali si alterano Ie probabi11t8 della distribuz10ne w , dopo 

oonoaoiuto l'eaito di n prove di cui r ... r oon riaultato A1 .. 1 q 

.. A , Bono date 
q 

aaintoticamente 

dalla diatribuzione 1pergeometr1ca e 

&rq ~(CXl) viene'modl'fl"-.... ~ ; percio ~ 
q 

cata proporzionalmente a tale funz10ne. 

L'andamento di questa i'unzione, come e noto e come e facile 



97

- 91 -

B.de Finetti 

constatare, e tale da esaltare la distribuzione in prossimita del 

punta C oorrispondente aIle frequenze osservate (oioa: di ooordi

na~e barioentriohe Pi = r /n ).Infatti in tale punta la funzione ha 

un massimo, molto aguzzo per n grande, mentr~ all'infuori delle 

vioinanze di 0 essa a pratioamente nulla. 

Meglio anoora oia diviene afferrabile soetituendo alla fun-

zione un'eepreeeione asintotioa,. valida per n grande, data dalla 

stessa funzione ohe rappresenta la densita della distribuzione 

normale a q.,.l dimensioni,: c-ol oentro ne.l punto 0, e di esponente 

(18) -Tn Li (Si - P i )2 

Pi 

Geometrioamente, cia signifioa ohe Ie rette oongiungenti un ver-

tice 4i attraverso C al punto Bi sulla facoia opposta del simples

eo, sono tagliate dagli elliseoidi di livello di (18) a dietanze 

da 0 proporzionali alIa media geometrioa tra CAi e OBi (8). Nel

l'ipoteei abituale di distribuzione w(~) diffu$a in proseimita 

di C (9), la distribuzione finale a poi proprio quel~a normale 

ohe ha per deneita la fun~ione indioata. In partioolare si noti 

ancora l'addensamento int~rn~ a C al oreeoere di n (Ie dimensio

ni lineari della distribuzione ei riduoono oome l/Vil). 

Delle poseibilita di eetensione dell'impoetazione baeata eul

la eoambiabilita a oasf meno elementari diremo qual00ea nel §9i 

vediamo prima, oon riferimento al medeeimo livello elementare, co-

me ei poeea eetendere - 0 meglio attenuare - la oondizione di 

soambiabilita in modo da inoludere 10 studio di oaei me no addome-

etiost:\.. 

(8 ) 
Baeta eViluppare il logaritmo fino ai termini di 2°grado co

me in [20], pp.69"'70 
( 9 ) 

Cfr.il oorso di Savage, §5. 
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§8. IL CASO DI "SCAMBIABILITA' PARZIALE" 

II oaBO di Boambiabilita, oggetto del paragrafo preoedente, 

forniBoe, oome Bi e detto, il modello piu sempliae e quindi piu 

ohiaro per studiare il ragionamento induttivo. Ma, di fronte aI

le eBigenze pratiohe, questa semplioita e tale da port are a con

Biderare il oaso di soambiabilita non certo come il caso normale 

ma piuttosto oome un caso limite, piu semplioistico che semplioe. 

Non e questa tuttavia una oritica demolitrice: tutti i caBi mate

maticamente belli, nella probabilita come altrove, Bono prime i

dealizzazioni semplicistiohe (dagli eventi indipendenti aIle di

etribuzionl eBprimibili oon formule analitiohe, dalla nozione di 

corpo rigido a quella di sistema isolato). Niente di male quindi 

oominoiare da un'impostazione semplioistioaj tutt'altro. Importan

te e solo non arrestarei: non oonsiderare la semplioita oome un 

segno di perfezione di oui oompiaoersi, ma come una aaratteristi

oa utile per sfruttarla in un primo gradino. 

Per avvioinarsi al tipo di riflesBioni che mi sembra real

mente poter oaratterizzare il ragionamento induttivo quale Bi 

present a i~ oondizioni pratiohe, dovremo allargare 10 schema oon

siderando la "scimbiabllita parziale". Ma 10 faremo gradualmente, 

oonsiderando oioe via via delle ciroostanze di un certo tipo, per

ahe paBBare direttamente alIa maBB~ma generalita signifioherebbe 

rinunoiare allla pOBsibilita di approfondire i vari aspetti della 

questione ohe pOBBono meritare interesse. 

Partiamo peroio dall'ammettere ancora, come prima approssi

mazione, il caso di Bcambiabilita. Salvo vedere in Beguito OOBa 

cio pOBsa signifioare matematioamente, ammettiamo cioe che "a me

no dl ciroostanze inattese che oi inducano a mutare atteggiamen

to" utilizzeremo sempre in modo simmetrico i risultati dell'os-
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servazione e li applicheremo in modo simmetrico a tutte le prove 

future. Ma cosa pub significare tale riserva "a meno di .. ~? Mol

te cose. 

Pub significare che, se noteremo una sensibile differenza 

fra i risultati de~le prove 9ubordinatamente a diverse circostan

ze, potremo finire per attribuire probabilit~ diverse in dipen

denza di tali circostanze. Ad es., in un qualunque esperimento 

in campo medico, su pazienti 0 su cavie, si potr~ inizialmente 

riteriere presumibile che sull'effetto di un trattamento non ab

biano influenza circostanze differenziali fra individui della stes

sa sPeoie. Tale presunzione ooinoiderebbe coll'ipotesi della soam

biabilita se fosse assolutaj Blame invece soltanto vicini a tale 

schema se inveoe ammettiamo ohe per oerte oiroostanze (ad es. SI' 

per sesso, 0 peso, 0 gruppo sanguigno, 0 eseouzione di un inter

vento di giorno 0 di notte, e ND per oolore degli ooohi, 0 ordine 

di generazione, 0 oondizioni atmosferiohe nel giorno dell'inter

ventol etc.) finiremmo per abbandonarla qu~ndo un'eventuale diver

genza fra le frequenze raggiungesse un oerto livello ohe oi appa

risse signifioativo. 

Altri oasi di soostamento Bono oonoepibili se l'ordine delle 

prove ha un signifioato essenziale(oome: suooessione di tiri al 

bersaglio di uno stesso individuo, 0 fatti - come numero di tele

fonate c lettere 0 sigarette per un individuo 0 collettivit8 -

riguardanti giorni successivi, orisultati di successive esperien

ze con una stessa maochina, etc.). Allora potranno prospettarsi 

dUbbi d'influenze del numero d'ordine (ad es. probabilit8 diver

se per prove di numero d'ordine pari 0 dispari ~ oaso del tennis 

psr l'alternarsi della battuta ooi gioohi! -, 0 a seconds dsl re

sto per 7 - caso dei ,iorni della settimana! ~, 0 variabile oolla 
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grandezza del num~ro d'ordine - stanchezza a simili spiegazioni: -

etc.etc.). Oppure un altro tipo di influenza: quello dal risulta-

to della prova immediatamente precedente, a di alcune, nel senso 

delle catene d1 Markoff: si potra ad es.pensare che si finirebbe 

per aooettare l'idea che lanciando un dado la probabilit1l. della 

stessa faccia del oolpo precedente 0 d1 quella opposta sono diver-

se dalle altre (e oost per quasi tutti gli esemp1 predetti, in 

part1colare per tutti i casl in cui si vede una possibilit1l. di 

pensare a mutevoli cond1zioni di Iforma" di un giocator~, 0 simi-

Ii spiegaz10ni). 

Salvo per qualche dettaglio, l'impostazione matematica non 

diff~risce )er i diversi casi elencati (e neppure si aIlontana 

molto da quella del caBO d1 scambiabilit1l.). Sostanzhlmente, se 

ci 81 limit a a una schematizzaz10ne con un numero finito di cir-

costanze differenziali considerate ammissibili, diciamolo g, si 

trattera· di dover tener conto dei risultati osservati non solo 

globalmente ma separatamente per ciaBcuno dei g gruppi, allo sco-

po d1 ottenere valutazioni finali di probabi11t1l. differenziate 

oorrispondentemente. 

Dovremo oioe considerare, non soltanto di aver osservato n 

prove in oui i risultati A1 ... Aq si sono presentati r 1 ... r q vol

te, ma n = n1+n 2+ ... tng prove dei diversi tipi, nelle quali i ri

BultatiA ... A s1 Bono presentati r 1 , ... r , volte nel gruppo j-
1 q J qJ 

esimo (j = 1,2, •.. , g) .. Naturalmente, 

L r = r L r = n 
j ij i i ij j. 

w(n), dovremo conside-E cost, invece di una distribuzione 
(n1 ,n 2 , ... ,n~). 

rare una distribuzione w 6 , definita non sullo spa~io 

DS delle distribuzioni f su S , ma sullo s»azio prodot~o (D S)· 

delle g-ple [f(1),f(2), ... ,f(g)J, oBsia in definitiva delle matri-
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(n 1 ... n q } 

(i = 1,2,,, .,qi j = 1,2,,, .,g). La cu sara pel'-

tanto una dietribuzione ohe attribuira oerte masse 

(n1, n2, ... , ng) 
cu [r , r , ... , r i .•• ; 

11 21 ql 
(19) r ,r ,,,.,r ) 

19 2g qg 

ai punti (D )g di ooordinate 

(CD, CD, ••• ,CD~ 
cu· sempre definito 

E al limite avremo 

Il oaso oui abbiamo fatto riferi~ento per attirare gradual-

mente l'attenzione su oiroostanze che fanno soostare pooo dallo 

sohema eemplioe della soambiabilita, si puo ora interpret are geo

metrioamente in termini di tale distribuzione~limite. Esea ~ in-

fatti in tal caso molto addensata int~rn~ alIa diagonale dello 

spazio-prodotto (DS)g (luogo dei punti su oui le ~(j) Bono ugual~, 

osaia, esplioitamente nelle ooordinate, sono uguali tra lore tut-

te Ie ~ 001 medeeimo i, mentre j = 1,2, ... , g). Se infatti la di
ij 

etribuzione-limite foaee addirittura oonoentrata su tale diagona-

le, ai rioadrebbe nel caeo della scambiabilita (e la oonsiderazio

ne di (DS)g in luogo di DS risulterebbe superflua). Il caeo estre

mo opposto earebbe quello in cui la distribuzione-limite sullo 

epazio-prodotto fosse il prodotto di dietribuzioni-limiti eui sin-

goli-fattori. 010 eignifioherebbe indipendenza fra i diversi ti-

pi di prove, e il problema si soinderebbe in g problemi separati 

riguardanti ciascuno uno schema a prove soambiabili. 

Dal punta di vieta matematico, l'impostazione delineata vu-

le indipendentemente da ogni distinzione tra tali varianti, e 

l'interpretazione 'del ragionamento induttivo non ~ affatto meno 

eemplioe ohe nel caso di eoambiabilita. 8e una prova del tipo j 

da il risultato A., la distribuzione-limite viene alterata propor-
1 

zionalmente a g .. , e quindi, dopo n oseervazioni oon r . riaulta-
lJ iJ 

ti dei vari tipi, esea viene alterata proporzionalmente al pro-
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dotto 

(20) K. n lij . 
1J 1 i ij 

Giova osservare ad es. perche, nel caso di distribuzione ad-

densata intorno alIa diagonale, la distinzione fra i tipi abbia 

scarso effetto, e quali siano Ie conseguenze di tale fatto. Sul-

la diagonale, per definizione, tutti i § .. sono uguali al variare 
1J 

di j , e in prossimitll di essa differiscono poco; quindi il pre-

dotto sopra scritto risulta ivi poco sensibile a una divers a ri-

partizione degli r. (complessivamente) risultati A fra i g tipi 
,1 i 

(r i =r i1 t ... tr ig )· 

II caso di ammissibile interdipendenza markoviana present a 

una sola particolaritll, del tutto inessenziale: che se, su n pro-

ve, otteniamo r. risultati K.(i =l,2, ... ,q) risulta gill necessa-
1 1 ' 

riamente ohe Ie prove del tipo i-esimo (nel senso di "successive 

a un risultato A II) sono n.=r i (salvo eventuali correzioni per la 
i ,1 

prima prova e per l'ultima). Qualohe complicazione/ senza diffi-

ooltll sostanziali, subentrerebbe se Ie osservazioni non fossero 

tutte consec:lutive. Se ad es. si conoscessero i risultati delle 

prove da 1 a 9, da B a 19, da 17 a 23 (cioe 20 prove con due la-

cune, una di due posti e l'altra di uno) occorrerebbe sommare Ie 

probabilitll di tutte Ie ~3 suooessioni di 23 risultati ottenibi-

Ii oompletando i~ tutti i modi possibili i posti manoanti (e sup-

poniamo per semplioita di conosoere il risultato della prova an-

tecedente alla 1a ). 

In modo analogo ci si presenta il caso in cui si consideri 

ammissibile una dipendenza markoviana di seoon'ordine, 0 magg10-

re, ossia una d1versa probabilitll per un dato colpo a seconda dei 

risultati dei due ultimi precedenti, 0 pili. Cambia solo il fatto 

che i gruppi da distinguere non sono pili Boltanto g = q, ma g = q2 
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(0 g:; q3, etc.). Se si pensa (come spesso sara il caso) ad UP.'\ 

sempre maggiore inverosimiglianza di dipendenze da prove pib lu~-

tane, si potra schemattzzare tale situazione pensando concentra-

ta buona parte della massa sulla diagonale, una parte notevole 

della massa residua sulla diagonale del prodotto di tutti gli 

spazi escluso il primo, e cosl via. 

Ritorniamo ora all'impostazione della scambiabilita parziap 

Ie in genere, senza distinguere i vari tipi di applicazione, al-

10 scopo di vedere un po' pib da vicino il comportamento del pro. 

dotto (20) e Ie eonseguenze per l'analisi del ragionamento indut-

tivo in queste circostanze. Per meglio fissare le idee, soffermia-

moci suI caso semplice q:; 2 e g :; 3 , completamente rappresentabi-

le nella spazio ordinario, Ogni prova e semplicemente un evento, 

suscettibile dei q:; 2 risultati A :; "vero" e A :; "falso ll (oppure 
1 2 

"8ucoesso", 8, e colpo "Fallito", F), e dubitiamo abbia influsn-

za una circostanza ehe da luogo a tre modalita. In tal caBO gio-

va scrivere pib semplicemente nj ::: rj 

e s. anziche con I' e I' il numero 
J lj 2j 

+ s. (indicando cioe con r. 
J J 

di risu1tati Al e A2 nei tre 

tipi di osservazioni), e indicare le ooordinate con x, Y, z, po-

nendo cioe 

~ ::; Y 
12 

~ ::; Z , 
13 

~ :; l-z 
23 

11 fattore di modificazione della distribuzione iniziale (20) si 

Bcrive quindi 

(21) 
r s I' s I' S 

x l(l_x) ly 2(1_y) 2z 3(1-z) 3 ; 

come detto, il massimo e nel punto C di coordinate 

x ::; I' In , y :; I' In 
011 022 

z :; I' In 
033 

ed e molto aguzzo se gIl n i sono grandi. Asintotieamente, possiamo 

sostituirlo con l'esponenziale 
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exp {_~ [(X:XO)2 + (Y~YO)2 + (Z:ZO)2l} 

con a = - I x (l-x ) 
"Y 0 0 

b =""y (l-y ) 
0, 0 

Se n e talmente grande da cancellare ogni traccia dell'opinione 

inizi.le (purc~e que~ta, naturalmente, abbia una sia pur minima 

componente diffusa intorno a 0) ai conclude pertanto (oome per il 

oaso di scambiabilit~) che l~ dietribuzione finale ~ proprio quel-

la normale, di oui la formula soritta d~ la densit~. Questo va ben 

tenuto in mente, ma e ~uttavia la oonclusions meno interessante, 

perohe a tal punto si perde ~uanto vi e di peculiare nella pres en-

te impostazione. 

II suo interesse risiede infatti, nella penetrazione che es

sa fornisce nella si tuu'ione' intermedia, in cui l' influenza del-

l'opinione iniziale e dell'esperienza si bilanciano. Situazione 

ohe solo apparentemente si pub oonsiderare transitoria e quindi 

pooo interessante, perohe nella realt~ vi son~ sempre infiniti 

fat tori susoettiblli di ess~re presi in oonsiderazione: fattori 

sempre meno verosimili inizialmente come plausibili cause di di-

soriminazione, obbligano a un certo punto a porsi la domaada se 

un certo scarto nelle frequsnze vada accolto come significativo 

o trasourato co~e "puramente casuale" (e tale frase del gergo a-

bltuale acquista un si~nificato effettivo solo intendendola nel 

senso della presente impostazione). 

Si pub discutere fino in fondo un caBO semplice, ohe si pre-

sta anche come immagine della situazione prospettata, di concen-

trazione lungo diagona~i. Precisamente, supponiamo che anche la 

distribuzione iniziale sia normale, e potr~ essere qualunque: di-

ciamo 
1 

(23) Ke-2Q oon Q=polinomio di 2° grado in x,y,z definito posi-
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tivo. Naturalmente, la distribuzione essendo limitata al cube dei 

punti aventi coordinate tutte tra 0 e 1, l'espressione aovra in-

tendersi come approsstmata 0 quanto meno sostituita con 0 all'e-

sterno di ta~e cubo. 

La distribuzione finale avra quindi densita (1) 

(24) 
1 

K e - "2 (QtnR) 

ove R sia l' espressione tra [ ) nella (22). Si ha sempre una di-

stribuzione normale, e, limitandoci ad esaminare come se ne spo-

sta il centro al crescere di n , osserviamo che esso e dato dal 

sistema di equazioni lineari 

(25) 

ossia 

(25' ) Q't2n(x-x )/a = 0 etc. ossia 2n::taQ'!(x-x) etc. 
x 0 x 0 

Eliminando n si ha il sistema di equazioni 

(25") a(y-y )Q' = b(x-x )Q' a(z-z )Q' = c(x-x )Q' 
ox oy ox oz 

b(z;,.z rQt = Cf(y-y )Q' 
o y 0 z 

(di cui, naturalmente, due sole indipendenti: scriviamo tutte e 

tre per far vedere la simmetria). 11 lUQgo cercato e quindi e-

spresso come intersezione di due quadriche (0, se si preferisce 

menzionarle tutte dato il ruolo simmetrico, di tre). 

Per soffermarci sul caso di addensamento diagonale, pctremmo 

considerare una Q nulla sulla diagonale, ad es. del tipo 

Q = A(x_y)2 t B(x_z)2 t C(y_z)2 

con A, B, C posi ti vi e grandi. Se poi si prende ad es. C ancor mol-

to pib grande degli alt~i, 8i ha che riesce ancor abbastanza plau-

(1)--------
Si ramm~nti ~~e con K indichiamo ovunque la costante di nor

malizzazione adatta al singolo caso; non si pensi ad es. che i1 K 
della seguente formul~ debba avere il medesimo valore che nella 
precedente (cfr,nota \2) del §1). 
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sibile una distinzione tra x ed (y e z), ma assai meno una diB.~·-

minazione tra y e z. 

Queste esemplifioazidni mi sembrano abbastanza idonee a ohia-

rire situazioni realistiohe, e varrebbe forse la pena di appro~on-

dirne l'esame. Considerazioni analoghe, ma pili sohematizzate (oios: 

pensando ai oasi degen~ri di distribuzioni su linee, superfioie, 

eto.) erano state s.volte in una mia antioa oomunioazione [15] al 

Colloquio di. Ginevra (1937) sulla probabilit~. In quella stessa 
:li 

oomunioazione avevo introdotto la noziope~"soambiabilit. parzia-

Ie" sviluppandone la trattazione in forma non molto diversa da 

quella qui presentata. Ma poi l'argomento non s stato pili ripre-

so, ns da me, ns, per quanta ne sappia, da altri, tanto da poter-

si dire dimentioato (0 forse mai entrato nell'ambito delle oose 

"note"). Ed era del resto ben spiegabile che un impostazione tan-

to inconoiliabile con la conoezione oggettivista trovasse un am-

biente poco favorevole ad esser non solo aocol ta ma compresa e di-

soussa finchs i concetti della souola oggettivista dominavano pres-

Bochs incontrastati. 

L'evoluzione in corso dovr~ pere far riflettere anohe sulle 

questioni cui.la nozionedi scambiabilit~ parziale intende forni-

re un'impostazione. Percie ho ritenuto valesse la pena di ripren-

dere llargomento, e di ripresentarlo qui con qualche ampliamento 

e complemertto. 80no sempre oonvinto infatti che questa impostazio-

ne dia la ohiave per avviare al chiarimento concettuale e allo stu.L 

dio pratico di un campo di argomenti altrimenti sfuggenti e inaf-

ferrabili, e per condurre a una visione particolareggiata dei 10-

ro vari aspetti attraverso l'esame approfondito dei casi pili ti-

pioi. 
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§9. E8TENSIONI 

Nella trattazione dei oasi di soambiabilita e di soambiabi-

lita parziale, oi siamo limitati a oonsiderare elementi aleatori 

oon \In numero fini to q di risultati possibili A ... A ; e.bbiamo 
1 q 

tutte.vie. pe.rle.to di "spe.zio" 8 formato de. tali "punti" A., avver-
1 

tendo oh~ te.le terminologia ere. utile per une. future. estensione 

al oaso di elementi aleatori oon risultati appe.rtenenti ad uno spe.-

zio 8 que.lunque. Conviene dire ore. qualohe oose. su te.le argomen-

to, ohe si rioollega, oome e e meglie e.pparira ohiaro, stretta-

mente oollege.to aIle "questioni me.tematiohe", del §6. 

Non o'e ne.turalmente diffioolta aloune. nel passaggio dal fi-

nito e.ll'infinito e dalle sommatorie a que.lohe speoie d'integra-

le, se non l'imbarazzo della soelta e Ie questioni teoniohe piu 

o meno delioate ohe egni partioolare formulazione e.nalitioe. oom-

ports. 

L'estensione ohe sara qui brevemente illustrsta e basata su 

un oonoetto informatore molto prudente: quello di nna effettiva 

approssime.bilita mediante una partizione finita. 8i tratta oioe 

di limitarsi a oonsiderare i oasi in oui, per ipotesi, si possa 

rispondere al problema oon errore oomunque piooolo, suddividendo 

8 in un numer~ finito di parti 0 "oel1e" (suffioientemente "pio-

cole") e limitandosi a pren4er nota, anziohe dei risultati "esat-

tin (punti di 8), dei risultati approssimati (celIe cui i punti 

appartengcno). 

Anehe Ie strumento ohe adottiamo per dar f'arma effettiva a questi 

propositi sara un po' fuori moda. Immagineremo preoisamente che la 

"vioinanza di due punti di 8" (nel sense della pooa distinguibi-

lita delle oonseguenze di osservare l'uno 0 l'altro di essi oome 
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risultato) si possa tradurre in una "distanza" (1) cosicch~ S 

sari uno apazio metrico. 

E' questa il modo pib pratico di introdurie in S una topo-

logia ai fini ,seguenti: 

- indifferenza fra risultati vicini, e 

- suddivisione in celIe "ugualmente piccole" (cose gi.det-

t eJ, 

- definizione di distribuzione "propria" (conseguenza pros-

aima), 

applicabilit. della nozione di €-entropia (secondo Shan

non (73], con precisazioni forse pib chi are in Kolmogoroff [42]; 

l'argomento non oi riguard~ qui direttamente, ma si basa su COL

siderazioni molto affini (2»). 

Non intendo affermare tuttavia che tali motivi impongano la 

considerazione di una metrica; metodi topologici pib diretti e 
0) 

moderni potranno forse risultare altrettanto adeguati ; limi-

tandoci al caso pib elementare vcgliamo sottolineare l'importan-

za preminente delle precauzioni concettuali rispetto ai vantaggi 

(illusori finche non assodati concettualmente) di strumenti mate-

maticamente pib potenti od eleganti. 

Sia dunque ora S uno spazio dotato di metrica; ~ ovvia la 

nozione di "sfera di raggio €", e diremo "cella di raggio ~ €" 

ogni insieme contenuto in una sfera di raggio € . Diremo Limitato 

71-) --------
Cioe: una funzione nonnegativa e simmetrica delle ooppie di 

punti di S, sia d(A',A"), nulla se e solo se i due punti coinci
dono, e soddisfacente la !!isu~gl~za triangolare" (delle tre 
distanze fra tre punti - AA', AA", A'A" - nessuna pub esser mino
re della differenza 0 maggiore della somma delle altre due). 
( 2) 

Ne tratta perc Ville nel suo oorso [76]; v. anohe (75]. 

Parzialmente secondo i concetti informatori di p. es., [5] e [31]. 
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S, 0 un insieme B di S, se, preso € comunque piccolo, :).0 si P 

ooprire con un numero finito di sfere di raggic ~ € (ossia suddi-

viderlo in un numero finito di celIe di raggio ~ E). Diremo ~imi~ 

tata una distribuzione ~ se e ~(B) = 1 per un B limitato (ogni di.-

stribuzicne e limitata in un S limitato); la diremo propria se e~ 

sistono B limitati per cui ~(B) e vicina ad 1 quanto si vuole. 

Per una distribu~ione propria e sempre possibile, in altre pare-

Ie, suddividere S in un numero finito di oelle disgiunte di rag-

gio inferiore a qualunque € prefissatc, B , B , ... , B , piu un in-
1 2 q 

sieme Bo per oui ~(Bo) ~ € (e in partio()lare geBo) = 0 se la di-

stribuzione e limitata, e B = I/J se S e limitato). 
o 

( 4 \ 
L'ipotesi sostanziale @u 0ui si basa il presente metodo 

e che un'informazione approssimativa ohe facoia oonoscere i risul-

tati a meno di un errore picoolo oonduoe pratioamente aIle stes-

se conolusioni (oome ragionamento indutt1vo) dell'1nformazione e~ 

satta. I ooncetti introdotti permettono di tradurre questa idea 

in un prooedimento oonoreto, facendo si, nel oaso di distribuzio-

ne limitata, di oonsiderare un numero finito di punti A ... A con 
1 q 

oui esprimere ogni risultato A con errore inferiore ad un prefis-

sato € , mentre nel caso di distribuzione propria 8i pub ott ene-

re oib a meno di oasi di probabilita piocola quanta 81 vuole 

(cioe: avere un metodo che quasi sempre va bene nel senso preoe-

dente). Sotto tali condizioni, quindi, un problema in S puc ven)-

re approssimato quanto si vuole con un problema ove i risultati 

sono in numero finito. 

(4)~--------

S'intende, ipctesi particolare, da accettare 0 no oaso per 0&

so, come esistenza di una distribuzione diffusa 0 simili; non s'j.n
tenda "ipotesi" come assioma (ad es., come ohi parlasse di "ipo
tesi ohe la probabilita debba essere completamente additiva"). 
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Possiamo aggiungere, per rieollegare queste eonsiderazioL 

eon quelle del 16 (preeisamente: eon la prima delle "due questio-

ni sfiorate" a,ila fine di detto 16), ohe l' introduzione di una 

metrioa permette una "relativizzazione" del eonoetto di distribu-

zione, utile per ottenere impostazion~ pi~ limitate. 

Per ogni insieme B di S, e per ogoi E 2. 0, possiamo definire 

B e B+ risp.oome gli iillsiemi dei punti di B a distanza > E dal 
€ E 

eomplementare di B, e dei punt i a distanza < € da B. 

Se g(B) ~ una distribuzione, ossia una funzione additiva de-

finita per tutti i B di S, possiamo definirne il vatore interno 

e il vatore esterno per uil B qualunque rispetto alIa metriea oon-

siderata, ponendo 

Potremo dire distribuzione pa~ticotarizzata rispetto alIa data me-

triea la distribuzione g in eui ai preseinda da tutto eio ehe va 

oltre la determinazione di tali ~ue valori. In altre parole, due 

distribuzioni si eonaiderano indisoernibili per la metriea eonsi-

derata se ne eoineidonc i valori interni ed esterni; od anoora, 

g si eonsidera indisoernibile da ogni altra distribuzione ehe pro-

lunghi in qualunque altro modo la valutazione ai B per eui i valo-

ri interno ed esterno non eoinoidono, fermi restando tali valori. 

Per fare un esempio, oonsideriamo l'intervallo (0,1) eon la 

metriea usuale. Una distribuzione uniforme sugli intervalli (mas-

sa = lunghezza) puo oorrispondere a distribuzioni diversisaim~ 

ad es.avere oome valori possibili solo i razionali, 0 solo gli 

irrazionali ete.ete. Tutte Ie diatribuzioni date da siffatte va-

rianti sono tuttavia indiseernibili rispetto alIa metrioa usuale, 

e oostituisoono oio~ un'uniea distribuzione partioolarizzata ri-

spetto a tale metrioa. 
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Con queste premesse, si puc estendere alIa lettera a queste 

oaso la definizione di "distribuzione-limite" usuale nel oaso di 

numeri aleatori. 81 puc dire infatti ehe la suooessione di distri-

buzioni ~ tende alIa distribuzione ~ rispetto aLLa metrica consi
n 

derata se, oomunque si prenda € > 0, da un oerto n in poi risulti 

(26) (per ogni BC8). 

Evidentemente, aIle ~ si possono sostituire indifferentemente 

il valore interno od esterno. 

In gran parte oonsiderazioni analoghe si potrebbero svilup-

pare oon riferimento, anziohe ad una metrioa, semplioemente a una 

f)truttura topologioa, 0 a una topologia uniforme [5J. Ripeto che, 

senza esoludere pOBsibili vantaggi di eventuali future eVQluzioni 

in tal senBo, la via seguita e quella o~e sembra illustrare meglio 

i motivi delle preoauzioni rispondenti aIle preoooupazioni d'ordi-

ne oonoettuale piu volte Bottolineate. 
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§10. CONCLUSIONI 

Sia per riguardo al presente corso, sia per riguardo all'in

tero oio10 oon le annesse attivit. oollaterali di seminari, di

soussioni, conversBzioni, non ~ pos.ibile parlare di "oonolusioni" 

nel senso letterale della parola, oio~ di qualoosa di chiuso. 

Ma quand'~ ohe si arriva a qualoosa di chiuso? Quando si ha 

per scopo rispettivamente di insegnare e di apprendere un insie-

me di nozioni e di metodi, una dottrina 0 una teoria, che si con

siderino ormai oompiute e perfette. Cib pub anohevalere per qual~ 

ehe settore ~en delimitato (ammettiamolo perch~ lsnegazione asso

luta .non appaia "faziosa"), ma in genere, e speoie affroritando con 

visione non oiroosoritta qu~stioni di prinoipio 6 di carattere g0_ 

nerale, nulla slineontra di oonoluso. E fortunatamente! Perch~, 

apprendere oib ohe ~ stato fatto da altri in passato, non deve sep

vire a far adorare fetioci mummificati, ma a proseguire gli svilup

pi in oui quei contributi, pur superati e rielabo~ati oontinuamente~ 

oontinueranno a vivere oome apporti all'evoluzione del pensiero u

mano. 

Nel oaso dell'argomento affrontato in questo corso, la situa~ 

zione attuale ~ poi particolarmente fluida e aperta. Come e sta

to ripetutamente aooennato, essa e oaratterizzata da una tendenza 

sempre pib maroata verso il ritorno alle posizioni e impostazioni 

olassiohe (induzione bayesiana e utilit. bernoulliana), superando 

le oonoezioni nel frattempo proposte quali alternative ad esse. 

Ma e neoessario da una parte approfondire la rielaborazione ooncet

tuale ohe permetta tale ritorno, eliminando pecche ed osourit. ohe 

avevano oausato il distacco. Ed ocoorre poi riprendere l'imponente 

massa di contributi portati nel frattempo a problemi svariati~ di 

alto interesse teorico ed applicativo, per vedere se rimangono giu-
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stifioabili (e sotto quali oondizioni) rientrando nella oonoe"· 

ne olassioa, 0 oome altrimenti (e peroh~) posson? essere vantagr 

giosamente rimpiazzati da altri. E infine tutta l'impaloatura ma

tematioa di queste trattazioni va aoouratamente messa a punto, va

gliando Ie possibili varianti di natura formale alIa luoe dei ri

flessi (il oui peso dev1essere determinante) sulle questioni oon

oettuali. 

C'~ qUindi ~olto da fare, per molti studiosi e per molto 

tempo, anohe pensando solo a questi oompiti necessari e immediati 

anzich~ volgere 10 sguardo a quelli che potranno essere gli svi

luppi ulteriori. Ed ~ questa situazione ohe ssmbra particolarmen

te u1ile segnalare in Italia, peroh~ potrebbe oostituire un'oocq

sione vantaggiosa per uscire dalla posizione troppo modest a deri

vata dalla scars a 0 nulla parteoipazione nostra al fervore di ri

oerche statistico-matematiohe che ha pervaso il mondo negli ulti

mi deoenni. In parte almeno, questo quasi-isolamento ~ dovuto ad 

un atteggiamento piuttosto riservato e critioo verso Ie teorie og

gettiviste (e non e qui il oaso di analizzare e disoutere i diversi 

punti di vista dei critioi 0 la maggiore 0 minore appropriatezza 

e validita dei loro argomenti). E oio puo costituire, insieme a un 

puntb di svantaggio, un punta di vantaggio. 

C'e comunque infatti uno svantaggio nel non conoecere euffi

cientemente a fonda cio che deve costituire oggetto di esame, ma 

Ol~, d'altra parte~ un vantaggio per la spregludioatezza e 1a pe

netrazione di un tale esame se 1a teoria che ne ~ oggetto non ~ 

ta1mente connaturata a11'aria che respiriamo da renderci assuefat

ti e asserviti. 

E quale consig1~0 appare il pib adatto per ohi avesse i1 de

siderio di inserirsi in questa lavoro di ripensamento e di rinno-
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vata espansiorte della statistioa? 

Indubbiamente, occorre anche studiare molte cose, oercare di 

fatsi ~n'idea del panorama di ricerohe dui danno vita gli studio

si di tutto il mondo. E cib ~ difficile, faticoso, tanto che pub 

sccraggiare obi cominci a intravvedere quanto tale panorama sia 

vasto. Anche questi corsi avranno contribuito a formare (per i 

neofiti) 0 a consolidare (per i piu esperti) tale impressione, 

dell'immensita del campo da affrontare, e ncn ~ certo possibile 

rimediare ad essa negandole fondamento. 

Occorre dire inve6e che per un altro motivo la cosa non deve 

impressionare oltre il giusto limite e scoragSiare Ie buone inten

~ioni. Non blsogna pensar~ al~o studio come al passiv~ apprend~

mento di tante nozioni, da attuarsi sistematicamente con impro-

b~ fatica. Si t~atta di entrate gradualmente nella spirito di un 

certo campo di problemi, di arrivare a "sentirli" come un proprio 

assill~. La fatica di studiare ogni singolo nuovo argomento viene 

allora assorbita dal piacere di partecipare attivamente, concor

dando 0 ribellandosi aIle idee di questa 0 quell1altro autore, a 

colmare una lacuna di cui softrivamo. E i nessi concettuali aiu

tano man mano a predisporre il quadro in cui sempre piu naturalmen

te andranno a oollocarsi i sucoessivi apporti. 

Va soprattutto una raocomandazione vorrei fare, completando 

queste stesse considerazioni: non riguardare l'oggetto degli stu

di e delle ricerche cui ci dedichiamo come qualcosa di isolato, 

di lontano, di freddo, sia pure con l'illusione di innalzarlo con

finandolo nel castello incantato della Scienza con la S maiusco

la, Col oro che concepiscono la Scienza in questo modo, ne fanno 

in genere un Idola sterile e quasi sempre deforme (fino ad appa

rire talvolta null'altro che un pomposo sgabello per vacue deola-



115

- 109 -

B,de F:netti 

mazioni). Inveoe la soienza ~ una oosa seria e vivente, ohe r -

fugge dall'orpello della maiusoola e dalla olausura de~ oastell: 

incantati, e si riduoe in sostanza all'abitudine di riflettere 

oosoienziosamente e oonsapevolmente e responsabilmente su ogn~ 

problema svisoerandone i vari aspetti e oollooandoli nella lUGe 

piu adatta. 

E mai oome nel oampo della probabilita e della statistica 

queste oonsiderazioni mi sembra vadano aooettate alIa lettera e 

fino al piu profondo del lora signifioato. Gli sohemi matematioi, 

Ie terminologie teoniohe, la 0011ezione degli esempi di problemi 

standardizzati, oostituisoono un'attrezzatura ausiliaria utile 

in molti oasi, ma non fornisoono oerto il oampo di riflession,· 

piu adattoper penetrare 1'essenza dei proble~~. sooprire e ohia

rire i punti dubbi, oontrollare senso e validita delle idee astrat

te oon la oonoretezza delleloro interpretazioni in oasi partioo

lari. 

11 miglior banco di prova per le idee anohe piu astratte ~ da

to, speoie nel nostro oampo, dalla riflessione sulla realta quo

tidiana; e partioolarmente istruttivi a tale riguardo mi sembra-

no vari esempi oitati nel oorso di Savage, oonformi del resto al-

10 spirito informatore ohe traspare da tutta l'esposizione. 

Non mi resta ohe da esprimere l'augurio dei migliori suooes

si a quanti/fra i parteoipanti al oorso, vorranno dedioare te~

po, energia, intelligenza, ai molti problemi oonoernenti l'indu

zione e la statistioa. 



117

- 110 -

B.de Finetti 

BIB L lOG R A F I A 

BAYES, THOMAS 
1.- An Essay Toward SoLving a ProbLem in the Doctrine of Chan

ce, "Phil.Trans.Royal Soc.", 1763 (ripr.Dept.Agric., Wash. 
1940) 

BERNOULLI, DANIEL 
2.- SPecimen theoriae novae de mensura sortis, "Comment.Acad. 

Scient.imper. Petropolitanae", 1738 (ripr.ted.1896, ingl. 
"Eoonometrioa", 1954). 

BLACKWELL, DAVID 
3. - On a CLass of Prohbi Lity Spaces, "Proc.3rd Berkeley Symp!" 

Vol. II, 1956. 

BOREL, EMIL ~" 
4.- La theorie du jeu etc; (e altre due note), "C.R.Paris", 

1921 (ripr. ingl. "Econometrica", 1953, con commenti di 
Frechet e von Neumann). 

BOURBAKI, NICOLAS 
5.- ELements de Mathematique, Trattato in 6 libri e numerosi 

fascicoli della collez."Aot.Sci.lnd.", ed.Hermann, Paris, 
dal 1939 (tuttora non completato). V.partic., del "Livre 
III, Topologie generale" il Ch,II, Structures uniformes 
e il Ch.IX, Utilisation des nombres reels en topologie 
generale. 

CARNAP, RUDOLF 
6.- LogicaL Foundations of ProbabiLity, Un. Chicago Press, 1950. 
7.- The Continuum of Inductive Methods, Un. Chicago Press, 1952. 

COHEN, JOHN 
e:- Risk and GambLing - The study of subjective ProbabiLity 

(in colIab.con Mark Hansel), Longmans, London, 1956; e no
te varie. 

I 
CRAMER, HARALD 

9.- lathematicaL Methods of Statistics, Princeton Un. Press, 
1946. 

DUMAS, MAURICE 
10.- Sur une Loi de prob~biLite a priori conduisant aux argu_ 

ments fiduciaires de Fisher, "Revue Scient. ", Paris 1947. 

FELLER, WILLIAM 
11.- An Introduction to ProbabiLity Theory and Its AppLica

tigns, vol. I (per ora unico), Wiley, New York, 1950 
(2 ed. 1958). 

DE FINETTI, BRUNO 
12.- SuLLa proprieta congLomerativa d.LLe probabiLit& subor

dinate, "Rend.lst. Lombardo", Milano, 1930. 



118

- 111 -

B.de Finetti 

DE FINETTI, BRUNO 
13.- Funzione caratteristica di un fenomeno aLeatorio, "Melli 

Lineei", 1931. 
14. - La prevision: ses Lois 'ogiques, ses sources subjectives, 

"Ann. Inst. H. Poinoare", Paris, 1937 (e· lavori oi t. e rias
sunti ivi). 

15.- Sur La condition ~'MequivaLence partieLL,», Co110que Ge
neve, "Aot.SoLInd."n.739, Hermann, Paris, 1938. 

16. - Le vrai at ~e probabLe, "Dialeotioa", 1949. 
17.~ SuLL'impostazione ~ssiomatica d.L ca~co~o deLLe probabi

Hta, "Ann.Univ.Trieste ll , 1949. 
18.- Recent Sug,.stions for the ReconciLiation of Theories of 

ProbabiLity, "Proo.2nd 8.erke1ey Symp.", 1951. 
19.- La compensazione tra rischi eterogenei, "Giorn.Ist.It. 

Attuari", 1954. 
20.- CalcoLo deLLe probabiLita, (oon eseroizi, di D.F!rst), 

in "Seminario Mat.fin.e attuariale", Centro Didattico Na
zionale, Roma, 1957. 

21.- Dans queL sens La theorie des decisions est-eLLe et doit
eLLe itre normative' Oolloque Decision, Paris, Mai 1959 
(atti in o.di stampa). 

FISHER, RONALD A. 

I 

22.- StatisticaL let hods and Scientific Induction, "J.Roy.Stat. 
Soc."~ 1955 

23.- StatisticaL 'ethods and Scientific Inference, ed.Hafner, 
New York, 1956. 

24. - Contributions to Mq,thematicaL Statistics, ed. Wiley, New 
York, 1950. 

FRECHET, RENE'MAURICE 
25.- Les ProbabiLites associees a un systeme d'evenements in

complltib Les et dependants, Hermann ed., Paris, 1939-43. 

GNEDENKO, B.V. e A.N.KOLMOGOROV 
26. - Limit distributions for sums of independent random varia .. 

b Les (orig. r.usso, 1949), trad. ingl., ed. Addison-Wesley, 
Cambridge Mass., 1954. (Ch.l, §3: Perfect Measures; sul
I' argom. anche Appendix I, di J. L. Doob). 

GOOD, r.J: 
27.- ProbabiLity and the Weighing of Evidence, Griffin ed., 

London, 1950. 
28. - fhick comes first, ProbabiLity or Statistics', IlJ.Inst; 

Actuaries",1956. 
29.- linds of ProbabiLity, "Science", 1959 (trad.ital.annunc.su 

"L'Industria"). 

GUILBAUD, GEORGE ~H. 

30.- Faut-iL jouer au pLus fin? (Notes sur L'histoire de La 
theorie des jeux),Colloque Decision, Paris, Mai 1959 
(Atti in o.di stampa). 

HALMOS, PAUL R, 
31. - leasur~ Theory, ed. Van Nostrand, New York, 1950 (in par

tic., Ch.IX, Probability). 



119

- 112 -

B.de Finetti 

HALPHEN, ETIENNE 
32.- La .notion de vraisemb~ance, (postumo) "Publ.lnst.Stat. 

Un.Paris", 1955. 

HEWITT EDWIN e L.J.SAVAGE 
33.- Symmetric Measures on Cartesian Products, "Trans.Am.Math. 

Soc. ", 1955. 

HUME, DAVID 
34.- An Enquiry Concernin,Human Understanding, London, 1748. 

JEFFREYS, HAROLD 
35.- Theory of ProbabiLity, Clarendon Pr., Oxford, 1939 (2 a 

ed.1948). 

JEVONS, WILLIAM STANLEY 
36.- Theory of Po~iticaL Economy, Londra~ 1871 (2 a ed.1879) 

KALLIANPUR, GOPINATH 
37.- Perf~ct ProbabiLity Spaces, carso mimeogr., Michigan Sta

te Univ., 1958. 

KENDALL, MAURICEG. 
38.- The Advanced Theor1 of Statistics, .I ell, ·Griffin ed., 

London, 1947 e 1948 (varie ed. suec.). 

KEYNES, JOHN MAYNARD 
39. - A. Treatise on Probabi Lity, Macmillan ed., London, 1921 

(2 a ed. 1929). 

KHINTCHINE, ALEXANDER I. 
40 •• Sur ~es cLasses d"v'njments .quivaLents, "Rec.Math.Mo

scou", 1932. 

KOLMOGOROVj ANDREJ J. 
41.- Grundbegriffe der lahrscheinLichkeitsrechnung. Springer 

ed., Berlin, 1933 (trad. ingl., Chelsea, New York, 1950). 

42.- Theorie der Nachrichten;bermittL,n" ~Arbeiten zur Infor
mationstheorie, I" (orig.russo, 1956) trad.ted.,Deutsch. 
Verl.Wiss., Berlin, 1957. 

KOOPMAN, B.O. 
43.- The axioms and a~gebra of intuitive probabiLity, "Ann. 

Math.", 1940. 

44.- Quantum Theory and the Foundations of Probabi~ity, "Ap
plied Probability", McGra.w-Hill ed., New York, 1957. 

LAPLACE, PIERRE SIMON DE 
45.- Essai phiLosophique sur LesprobabniUs, Paris, 1814, 

introdutione a. Th'orie ana~ytique des probabiLit.s. 

LEVY, PAUL 
46.- ThdoriA de L'addition des variabLesaL.atoires, Gauthier

Vill. ed., Paris, - 1954 



120

• 113 -

B.de Finetti 

LINDLEY, DENNIS V. 
47.- StatisticaL Inference, "J.Roy.Stat.Soo.", 1953. 

48.- A StatisticaL Paradox, "Biometrika", 1957. 

49.- Recensione di [23], "Heredity", 1957. 

50.- Professor Hogbel~s nCrisis· - A Survey of the Foundations 
of Statistics, "Applied Statistics", 1958. 

51.- FiduciaL Distributions and Bayes'Theorem, "J.Roy.Stat. 
Soc. ", 1958. 

LOEVE, MICHEL 
52.- ProbabiLity Theory, ed.Van Nostrand, New York, 1955. 

MARSCHAK, JACOB 
53. - RationaL Behavior, Uncertain Prospects, and MeasurabLe 

UtiLity, "Eoonometrioa" 1950. 

VON MISES, RICHARD 
54.- WahrscheinLichkeitsrechnung, usw, ed.Deuticke, Wien-Lei

pzig, 1931. 

55.- lfa1l,rscheintichkeit, Statistik und hhrheit, ed.Springer, 
Wi en, 1928, (trad.ingl., ed.Maomillan, New York, 1957). 

MON~MOR~, PIERRE 'REMONDDE a 
56. - Essai d' AnaLyse sur Les Jeux de Hazards, 2 ed., Paris, 

1714 (la 1 a e del 1708; solo la 2a contiene l'epistola
rio suocessivo oui si fa menzione nel testo). 

VON NEUMANN, JOHN, e OSKAR MORGENSTERN 
57.- Theory of Games and Economic Behavior, Princeton Un. Press, 

1944 (in Appendice: The Axiomatic Treatment of Utility). 

IL CARDINALE NEWMAN, JOHN HENRI 
58.- .n Essay i~ aid of a Grammar of Assent, Londra 1870. 

NEYMAN, JERZY 
59.- OutLine of a theory of statisticaL estimation based on 

the cLassicaL theory of probabiLity, "Phil. Trans. Roy. 
Soo. ", 1937. 

60.- Raisonnement inductif ou comportement inductif, "Proe. 
Int. Statistic. Conf. ", 1947. 

61.- Leptures and Conferences on MathematicaL Statistics and 
ProbabiLity, U.S.Dept.of Agriculture, W!\sh.D.C., 1952 
( Ie d . 1936 ry • 

62.- Fisher's conected papers, "Soientifio Monthly", 1951. 

62bis. - Note on an articLe by Sir RonaLd Fisher, JRSS, 1956 
(con risp.di R.A.F., Ibid., 1957). 



121

- 114 -

B.de Finetti 

NEYMAN, JERZY 
63.- Hlnductive Beh~viorH ~s ~ b~sic concept of Phi~osoph} 

of Science, "Rev.I.S.I.", 1957. 

NEYMAN J. e EGON S.PEARSON 
64.- On the probLem of the most efficient tests ofstatisti= 

ca~ hypotheses, "Phil.Trans.Roy.Soc.'!l, 1933 

POINCARE', HENRI 
65.-: L~ Science et L'Hypothese,p'aris, 1906 (Ch.XI, Le cal

cul des probabili tes, e partic. §2, La probabili te dans 
les sciences mathematiques). 

66.- Science et X/thode, Paris, 1908 (Ch.III, L'invention ma
thematiquej Ch. IV, Le hazard). 

POLYA, GEORGES 
67.- Mathematics ~nd PL~usibLe Re~soning, (Vol.I: Induction 

and Analogy in Mathematicsj Vol.II: Patterns of Plausible 
Reasoning), Princeton Un. Press, 1954. 

RAMSEY, FRANK PLUMPTON 
68. _ The fou,ndation of lathematics a.nd Other LogicaL Essays, 

ed. Kegan, London, 1931 (in partic.: "Truth and Probabi
li ty", del 1926, e "Further oonsiderations", del 1928). 

SAVAGE,LEONARD J. 
69.- An axiomatization of reasonab~e Behavior in the face of 

uncertainty, "Coll.C.N.R.S., XL", Paris, 1952. 

70.- The Foundations of Statistics, Wiley ed., New York, 1954. 

71. - Conferenze del presente cicIo, Varenna, 1959j l' argo
mento sara sviluppato in una trattazione molto pin am
pia, in inglese, attualmente in preparazionej qualche 
altro aspetto apparira in un articolo (in' collab. con 
B.de Finetti), SuL modo di scegLiere Le probabiLita 
iniaiaL' (in corso di pubblioazione pres so la Fac.Sc. 
Statistiche e Attuariali, Univ.di Roma). 

SCHLAIFER,ROBERT 
72.- 'ProbabiL~ty and Statistics for Business Decisions, Mc

Graw-Hill ed., New York, 1959. 

SHANNON, CLAUDE E. e WARREN WEARER 
73.- The lathematica~ Theory of Communic~tion, Univ.of Ill. 

Press, Urbana, 1949. 

VILLE, JEAN ANDRE' 
74.- Note sur La thiorie giniraLe des jeux 06 intervient L'ha

biLiu des joueurs,NelTomo IV, fasc.II, del T'raite du 
Calo.d.Prob.di Borel, Gauthier-Villars ed., Paris, 1938. 

75.- Le;ons sur queLques aspects nouveaux de La theorie des 
probab i ~iUs, "Ann. Inst. H. Poincare", 1954. 

76.- Conferenze del prese'nte oiclo, Varenna, 1959. 



122

- 115 -

B.de Finetti 

WALD, ABRAHAM 
77.- SeLected Papers in Statistics and ProbabiLity, MoGraw

Hill, New York, 1955. 

78.- SequentiaL AnaLysis, Wiley, New York, 1947. 

79. - StatisticaL Decision Functions, Wiley, New York, 1950. 

WEGENER, ALF'RED 

80.- La jormazion6 dei continenti e degLi oceani, (orig.te
desoo, 1915), trad.~tal., ed.Einaudi, Torino, 194,. 

AVVERTENZE 

La suddivisione degli argomenti fra le otto lezioni era 801-

l'inoiI'ca 180 seguente: prima ed ultima lezione, §§1-2 e 9-10; 

lezioni II-VII, un § oiasouna dal , 8011'8. 

11 presente testo ~ basato sugli appunti preparati in preoe-

denza (inolusi alouni punti ohe furono omessi 0 condensati per 

m8onoanza di tempo) e su registrazioni appunti 0 reminisoenze sia 

dell'esposizione orale che di aloune disoussioni nelle riunioni 

di seminario. 

La trattazione non presuppone una oonosoenza aPPfofondita 

del 08010010 delle probapilita; non potendosi tuttavia sofferm~re 

sulle prime nozioni, si rinvia, oome introduzione minima suffi~iente 

80110 scopo, alIa' pubblioazione [20J ohe per tale motivo ~ stata 

distribuita ai parteoipanti all'inizio del oorso. 

I numeri trar ] rinvillno alla Bibliografia. 
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LA PROBABILITA' SOGGETTIVA NEI 

PROBLEM I PRATICI DELLA STATISTICA(l) 

di 

LEONARDJ.SAVAGE 

1.- PREMESSA. 

Da molti anni ritengo che il ooncetto di probabilita sogget-

tiva sia di fondamentale importanza per la statistica. 

Dicendo questo non voglio entrare nella discussione se un'al-

tra teoria della probabilita eia di fatto possibile. Ma, per par-

lare franoamente, la mia oonvinzione ~ ohe la teoria soggett!va 

della probabilita ~ suffioiente per tutte Ie applioazioni, ohe 

nessun'altra teoria ~ ooerente, e ohe quanta Ie altre teorie han-

no di ooerente rientra nel punto di vista soggettivo. 

La mia tesi - a presoindere da even~uali dubbi di natura fi-

losofioa dei miei uditori ciroa il valore di questa 0 di quella 

teoria della probabilita - oonsistera oomunque nel dimostrare ohe 

la teoria soggettiva della probabilita ha applioazioni per la sta-

tistioa. II metoda ohe seguiro in questo oorso di oonferenze non 

sara il metodo assiomatioo, logioo, eto. 001 quale ho trattato 10 

stesso argomento nel mio libro "The foundations of statistios" [40J. 

Questo metodo ~ puono per un oerto scopo; in questo momento, pera, 

nel quale ritengo che ci troviamo al principio di una rivoluzione 

nella statistica, servono molto meglio esempi, ed esempi conoretL 

---------,.... (1 ) 
I heartily thank the friends who have done so much to take the 

preparation of this written versicn of the iectures off my shoulders 
Boetti, Casini, Iannizzntto, who struggled w~tn .~e tape reoord~ngs 
and translated some late additions;- F&'rst,' who partee:'pated ::'n 
almost every phase of the work; and above all de Finetti who un
stintingly applied his energy and talent to help me organize and 
express the final version. 

(Aggiunta sull'edizione definitiva; 22!IX!1959). 
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Dicendo esempi concreti, non vogliQ intendere ohe interessi il 

fatto ehe si tratti di esempi presi dalla demografia, dall'agri~ 

coltura, e oosl via; oooorrer' oonsiderare sohemi particolari ohe 

traduoono problemi statistici frequenti nella pratica. 
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2.- CHE COSAINTENDIAMO PER STATISTICA. 

Per entrare nell'argomento diamo una pioooia definizione del

la statistioa: in questa esposizione, per me, la statistioa sar. 

la Lotta co~tro L'incertezza, Altri darebbero forse altre defi

nizioni e sarebbe fuori luogo pretendere ohe una delle definizio

ni sia la migliore. Anohe aooettando la definizione one ho dato 

oi sono vari modi di interpretarla, soprattutto in relazione a tre 

aspetti: 

- interpretazione del oonoetto di inoertezza in senso ogget

tivo (log~oo 0 frequentista) oppure soggettivo; 

- interpretazione della lotta oontro l'inoertezza oome pro

blema di pensare oppure di agire aooortamente; 

- attribuzione all~ statistioa dei problemi della lotta oon

tro l'inoertezza in generaLe oppure solo di problemi di tipo par

ticoLare. 

Sia per ohiarire questi aspetti, sia per l'interesse ohe 

l'argomento ha di per s~, darb qualohe oenno sulle idee diretti

ve di alouna delle oorrenti della statistioa moderna. 

La preoooupazione di giungere ad una spiegazione oggettiva 

della statistioa oostituisoe la prinoipale idea direttiva duran

te il grandissimo sviluppo ohe la statistioa ha avuto in questo 

seoolo. Possiamo parlare di un rinasoimento di questa disoipli

na, ohe inoominoia speoialmente in Inghilterra sotto l'influsso 

dei lavori di eminenti studiosi. Possiamo trovare Ie radioi di 

questa ripresa negli studi di Galton, originalissimo demografo 

del XIX seo., in K.Pearson ed altri. Degno di rilievo il oaso di 

Fisher, uno studioso ohe passa dall'astronomia alIa agronomia, 0-

ve troviamo "Student" (William S.Gosset) ed altri rioeroatori ahe 

hanno portato validi oontributi[9}. 
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In seguito si e sviluppata tutta una souola di oui si soglio~o 

nominare, come prinoipal! esponenti, Neyman e E.Pearson. La oarat

teristioa di tutto questa movimento oosl rapido ed universale in 

quanta ad estensione ai vari oampi dell'attivit~ umana era l'in

aistenza sulla oggettivit~. Per vedere fino ache punto tale vedu

til. era radioale, rammento che parlando di inferenza statistica, si 

parte, seoondo Bayes, da oerte probabilit~ iniziali, e attraverso 

i risultati di osservazioni si giunge ad una nuova prcbabilit~ 

detta finale (antioa termtnologia: a priori e a posteriori). Nel 

suddetto movimento oggettlvist1co questa metodo d1 ragionare ve

niva completamente rif1utato nell'assunto che Ie probab1lit~ a 

priori non esistono. La ragione d1 questa atteggiamento sta nel 

sighif1cato che veniva attr1bu1to alIa probabilit~: secondo detta 

souola la probabilit~ era una frequenzaj meglio: il limite di una 

frequenza. 

Notiamo subito ohe, oon un tale oonoetto di probabilita, non 

potremmo parlare della probabilita che G.Cesare sla andato in In

ghilterra, che i ratti non abbisognino di a01do asoorbico e cosi 

via, in quanto, qui, il oonoetto di probabilita nulla ha ache ve

dere oon una serie di frequenze. 

Seguendo 11 ~unto di vista che il teorema d1 Bayes non serve 

nella maUlor parte delle appl1oazioni della probabili t~, tutto 

questa movimento cercb metodi per evltare 11 ragionamentoBayesia

no. Con vera ingegnosita si costruirono appositi artifloi 0 apparec

ohi intellettuali pib 0 menD oomplioati oapao!, seoondo i lore au

tori, di superare 11 vieto ragionamento Bayesiano. La semplice os

servazione del latto ohe questi art1fioi sono tanto speciali, pe

culiari e non universali, m1 sembra perb dica subito ohe 111. strada 

da seguire non era quella pretesa. 
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Un artioolo di Neyman (31), segnalatom"i dOl un amiGo 18 arni 

or sono (se mi si oonsents una digressione per dire un rioordo 

personale), artioolo ohe seoondo l'amioo era una esposlzione di 

una teoria della statistioa di una perfezione bellissima ohe po

teva servirmi di guida nella rioeroa soientifioa, mi lasoio mol

to deluso per Ill. frammentariet~ delle regole adottate nei singoli 

oasi, e Ill. oompleta assenza di una regola, di un oonsiglio organi-

00 generale. Pur rioonosoendo un valore ai singoli artifioi in se, 

ebbi fin da allora Ill. netta peroezione ohe un tal modo di imposta~ 

re Ill. rioeroa era errato, manoandovi un prinoipio direttivo uni

versale. Mil. da molti altri questa manoanza di unit~ e aooettata 

oome indioazione di una teoria realistioa. 

Quanto alIa distinzione se si tratti di pensare 0 di agire in 

senso induttivo, .• una questione ohe divide due punti di vista 0 

due souole distinte nel sene della oonoezione oggettivistioa. La 

maggior parte degli statistioi oggettivisti (Ill. souola ohe prende 

il nome da Neyman e Pearson) spiegano il ri.fillt:o dell' impostazio

ne bayeaiana dicendo ohe non si tratta di fare un ragionamento in

dutti YO, oome in quella, benSl di oostruire un modo di oomporta

mento induttivo. In altre parole, si tratta di concepire il pro

blema in modo empirico-economico, di convenienza di accettare 

oerte ipotesi 0 prendere certe deoisioni, come nel oaso di col

laud1 in campo industriale. Tale idea 8 divenuta particolarmente 

netta ed effettiva oon laId, che hOI rscato un reale apporto alIa 

statiatica sotto11neandone il conoetto economioo, e valorizzan~~ 

dolo realmente. Me altri, e ci08 in aostanza R.~.Fiaher (non 

qualohe seguaoe), a1 ribella a questa modo di oonoepire Ill. stati

stioa. Egli non nsga l'importanza di poasibili applicazioni pra

tiche della statistica a problemi oommerciali 0 simili, mil. sostie-
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ne [10] oha essa ha in generale il valore di un metodo, di un 

"prooess appropriate for drawing correot conolusions", ohe ha per 

soopo 10 "improvement of natural knowledge", 10 "understanding the 

scientific situation", e ohe oib non pub venir oonfuso 0 degrada

to al ruolo di un "organized effort" in vista di "teohnologioal 

performanoes" (oome ritiene potrebbero pensara ~ei rueei) 0 di u

no strumento per "speeding produotion, or saving money" (oome ri

tiene potrebbero pensars degli amerioani). Cio~ Fisher pensa che 

c'~ una statistica per la scienza pura ed una statistioa per Ie 

deoisioni pratiohe e fa della separazione fra tali conoetti una 

questione di "ideological difference". Cib non mi pare giusto : 

penso invece che o'~ una oonoezione unit aria molto bella e buon~ 

per tutte Ie applicazioni della statistioa sia alle questioni pra

tiohe ohe nel oampo della eoienza. 

A parte la diversa poaizione ooncettuale, ai hanno delle dif

ferenze piu 0 meno conseguenti fra le impoatazioni delle due acuo

leo Ad ea. Fisher ha preaentato un certo argomento detto "fiducia

len, in baae a cui definiece tra l'altro un concetto di "interval-

10 fiduciale" che ha scopi analoghi a quel10 che Neyman e gli al

tri definiscono "intervallo di confidenza". I concstti sono ben 

distinti, anche se talvolta i risultati coincidono e anche se non. 

semprs la divsrsita e messa in evidenza da tutti gli autori; da ri

levars inoltre ohe mentre in certi oaai riaulta ohiaro cib che Fi

sher intends per"argomento fiduoiale" in altri non 10 ~, In parti

col are, nel auo ultim~ libro [10], eg1i ha ripudiato la definizio

ne generale basata aulle oosiddette "pivotal quantitisa" ("gran

dezze-perno") data in suol eorittl anteriori, perche reoentemen-

te Tukey (45) aveva dimostrato che non era soddisfaoentej tuttavia 

non aembra che, ripudiando la vecchia definizione generale, Fiaher 
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suggerisca oome rimpiazzarla oon una nuova. 

Nel seguito oerchero di tenere distinto oio ohe 61 riferi

soe all'una scuola 0 all'altra, ma se parlerb di souola oggetti

vistioa senza ulteriore preoisazione intenderb riferirmi a quel

la di Neyman e Pearson. 

La terza questione, sull'estensione da dare al campo della 

statistica, e strettamente connessa aIle due gi& trattate, oome 

appare ohiaro anche dalle oonsiderazioni seguenti ohe intendono 

chiarirla. 

Definendo:le. statistioa come la>lott'a oontro l' inoertezza, ho 

oeroato di afferrlre in un aforisma ['essenza intellettuale, 0 fi

losofioa, dell' argomento. Natura,lmente" non e detto ohe gli st··

tistioi a i loro trattati possano essere utilmente consultati in 

dettaglio riguardo ad ogni problema pratico d'induzione 0 di com

portamento di fronte all' ince,rtezza. Per esempio, la statistica, 

nella sua accezione corrente, puc con~ribuire ben poco (salvo oon 

principi molto generali) al problema della valutazione dell'evi

denza (indizi, prove e testimionanze) in un giudizio penale. Molti, 

ed io fra questi, ri tengono che ,e,s,ista una fondamentale uni ta nel

la lotta contro l'incertezza, e che un~ sguardo al problema nella 

sua interezza costituisca la via mig Ii ore p~r giungere a guei pro

blemi speciali che sono stati e potranno oontinuare ad essere i so

li ai quali la teoria statistioa pub port are contributi conoret 

M.S.Bartlett ha fl,p.esso insistito invece (oralmente, ed anche - cre

,do - in qualohe sari tto) che vorrebbe vedere riservato il nome 

"statistica" (almeno fin dove si tratta di lotta contro l'incer

tezza e Don di argomenti quali la meocanica statistical al campo 

in oui gli statistici normalmente lavorano. Questa disputa in fat

to di nomenolatura non ha quasi importanza per noi qui, ma i1 modo 
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gli sembra preoisa e da quanta egli orede nell'unita generale e 

l'appre:o:oa. 

Cos'~ ohe demaroa il oa.po de·ll'attuale pratioa statistioa da 

quello generale della lotta oontro l'inoertezza? An:oitutto, 10 sta-

tistioo si preoooupa dei problemi d1 oome raooogliere e pesare l'e-

videnza. Ma oio non e oertamente tutto, perohe, ad esempio, gii 

statistioi raramente possono rendersi utili ai deteotives 0 ai giu-

ratio II tipo di evidenza in oui gli statistioi si speoializzano 

e quello ohe tende ad aVere la proprieta illustrata dall'esempio 

seguente .. La probabilita d1 ottenere un oerto ris~ltato (dioiamo, 

un oampione di 103 romani masohi di oui ? fumatori di pipa) dipen-

de da uno stato di oose soonosoiuto (oioe, dalla frequenza ¢ di 

fumatori di pipa fra tutti gli uomini romani) in modo ohe risttlta 

ohiaramente speoifioato ed e il medesimo per tutti ooloro che si 

oooupano del problema in oggetto. (P.es., in circostanze adatte, si 

potra aooettare ohe la probabilita di un oampione di 103 unita d1 

oui ? fumatori sia (1~3)0? (1_0)96 ). Per gli oggettivisti sareb

be necessario conosoere l'esatto valore (per ogni 0) di tale pro-

babilita e delle analoghe relative a tutti i possibili numeri di 

fumatori r da 0 a 103; per i soggettivisti e per qualohe altro 

statistioo oome R.A.Fisher sarebbe sufficiente sapere che tale 

? 96 
probabilita e proporzionale a 0 (1-.¢) sen:oa specifioare la ("-

stante di proporzionalita, ma vedremo che non tutti gli oggetti-

visti concordano su questa punto. importante). SUoointamente, ma 

alquanto tel.ioamente, il contrassegno ~ei problemi statistioi 

pratioi sembra sial'esistenza di una funzione di verosimiglian-

lOa ragionevolmente ben definita e accetta alIa persona 0 al::'e per-

sone interessate alIa questione. Al contrario, se un inflessibile 
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creditore 8i trova picchiato a morte presso l'abitazione di un 

suo debit ore insolvente, c'~ indubbiamente una presunzione di 

colpevolezza per quest'ultimo, ma ~ difficile dire in quale mi-

sura e piu ancora ottenere una conoordanza di valutazioni al ri-

guardo. 

E' ben noto tuttavia ohe giudizi personali sull'incertezza, 

ossia giudizi di probabilit~ soggettiva, intervengono spesso in 

ogni specie di decisioni, ed anche in quelle riguardanti proget-

ti di esperimenti. Quanto ad esempi familiari di comportamento 

di fronte all'incertezza, basti rieordare quello elassioo della 

decisione se useire con 0 senza ombrello. Cia dipende da elementi 

soggettivi, 0 personali, eioe giudizi di valore (peso ehe do ~l 

prendermi un bagno fuori programma 0 al traseinarmi dietro un i-

nutile ingombro) e di probabilita (ehe piQvl:l"o,nQnpiova, 0 ehe 

piovapiu 0 meno a lungo e fortemente). 

Quanto al easo di esperimenti, ed anehe di esperimenti sta-

tistiei, si deve pur sempre deeidere, in modo piu 0 meno sogget-

tivo, fra altre eose anzitutto se valga la pena di farlo. E cia 

~ rieonoseiuto, in un linguaggio 0 in un altro, pure dalle mas-

s i m e aut 0 r i t ~ n e 1 e amp 0 dell apr 0 b ab i li t ~ 0 g get t i va. Per e s. pen-

siamo ehe si volesse progettare l'esperimento di misurare la velo-

eit~ della luee ooll'appareeehio ehe si puo improvvisare qui in 

villa 0 oogli strumenti di Galileo; nella mia opinione questa e-

sperimentop.,on ha valore pereh~ nella mia opindons la veloei t~ 

d 11 I 'e" 3 10 10 I . d tt· t t' t e a uee Vlelno a. em sec; e COl e, 1 s rumen 1 rove-

rei veloeit~ effettivamente infinita. Anehe se dispenessi di stru-

menti piu perfetti, eonoseendo ehe la veloeit~ ~ gia ben misur~-

ta, riterrei inutile la fatiea se non a patto di disporre di stru-

menti veramente nuovi e promettenti di essere superiori a que IIi 
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attualmente ssistenti. 

Ancora, in ogni applicazione della statistica c'e sempre pili 

o meno un modello della aituazione, e l'accettazione di ciascuna 

impostazione e sempre basata su di un giudizio personale. 

Abbiamo visto che c'e un accordo nel ritenere che val~azio

ni personali entrino nel giudizio di valore come pure nella proba

bilita della riuscita 0 del progetto di un esperimento. Ma, secondo 

gli oggettivisti, questi giudizi non devono entrare nell'analisi 

dei dati. E ~ib da luogo a ben note difficolts che gli oggettivi

sti tentano superare in questo modo. 

Nell'analisi di un insieme di dati riguardanti un oampo sul 

quale gis oonosoo qualohe oosa, si proponga di sorivere quanta 

conosco, prendendo pure queste conosoenze come dati, e di poi 8i 

faooia l'analisi del tutto in senso oggettivo. A prima vista que

sto preoetto pub sembrare corretto e pratioo; l'esperienza dioe 

perb che esso e poco realistico - ed infatti non e quasi mai pra

tioato - e precisamente per due motivi: 

I) E' spesso quasi impossibile elenoare tutti gli elementi 

ohe entrano nella questione; 

II) Dato ehe sia possibile elencare tutto, viene maggiormente 

in: luoe oome la scuola oggettivista non e in grado di dare i oon

sigli oggettivi di cui si vanta; oioe non esiste questo apparecchio 

rigido, perfetto, universale, per arrivare a tutte le oonolusioni 

giustifioabili di fronte all'inoertezza. 

Nan oeroo di dimostrare qui ohe non esiate: mi basta dire ohe 

non 10 conosoo, ohe non e in evidenza, ehe Ie cose ofterte non ser

vono. Il ohe dimoatrerb nell'esempio seguente e in altri esempi 

nel oorso. Questo primo esempio dimostra in che modo gioea il giu

dizio personale nell'analisi di un esperimento. Se mi si oonsente 
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un riferimento personale, aggiungerb che presentai questo esampin 

circa dieci anni or sono, in occasione del mio primo corso di sta

tistics, A quell'epoca tutti gli americani - e anch'io - erano im

mersi nel punta di vista Qggettivo, Si pensava di risolvere i1 pro

blema della statistica proprio nell'ambito della concezione ogget

tiva, tenendo oonto degli innegabili risultati ohe gi~ esistevano 

e cercando di migliorare gli strumenti di oui si disponeva. II pen

siero era guello di progredire sulla via intrapresa per giungere 

alIa soluzione ideale. Ma tutto il progresBo realizzato per quella 

via si pub paragonare al progresso che mira al moto perpetuo 

L'esempio consiste nel presentare tre esperimenti isomorfici, 

ma che concernono tre diversi campi. 

I) Una signora (famosa per la statistica come la "signora di 

Fisher") afferma di riuscire a distinguere dal sapore se ~ stato 

versato il latte n~l the, 0 il the nel latte. Si fanno 10 esperi

menti con 10 coppie di tazze, e la signora riesce in ciascuno de

gli esperimenti. 

II) Un esperto tedesoo di musioa del XVIII secolo afferma di 

riuscire a distinguere se una pagina di musica ~ di Haydn 0 di Mo

zart. Si fanno 10 esperimenti e tutti danno ragio~e all'esperto. 

III) Incontriamo in viaggio un ubriaco che si dice capace di in

dovinare tutto, e per esempio di dire Be, met tendo una moneta oon

tro il braccio, questa' testa 0 croce. Avendo tempo da perdere, 

accettiamo di fare l'esperimento, e questo, ripetuto 10 volte, rie

sce tutte Ie 10 volte in favore dell'affermazione dell'ubriaco. 

Tutti e tre gli esperimenti consistono nell'indovinare 10 vol

te su 10 coppie di risultati, ed hanno pertanto 10 stesso livel:n 

dt stgnificativitA, per il lora risultato oggettivo, nel senso che 

in tutti si ha la stessa probabilitA che la coincidenza s~ verifi-
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o h i q u 901 0 r 90 190 S i 90 t t rib u i so 90 "a 1 0 a so" (00 ill e s e s i f 0 sse Sll e 1 t ,; 

ogni oolpo giooando a testa e orooe), Pero i 10 risulta-c:., identi

ci nei tre casi, non mi parlano sempre collo stesso linguaggio. E 

cio non e paradossale, perohe nei tre cast entrano diverse infur

mazioni. 

Quando io esprimo un giudizio determinato circa 190 conclusio

ne da trarsi da ciascuno dei tre esperimenti, non pretendo di ri

cavare una proposizione valida per tutti. ma di dare un esempio 

del ragionamento di una persona particolare: io stesso. Ma penso 

tuttavia che, a prescindere da possibili differenze nelle singole 

valutazioni personali, ogni in~ividuo giudichera seguendo questo 

medesimo modo di pensare. 

Di fronte 901 primo esperimento, non mi sembra molto probabile 

che questa differenza di sapore sia percettibile perche il risul

tato della mescolanza mi p~re chimicamente identico e il mio gusto 

e inoapace di rilevarla. Ma so pero quali sorprese puo riservare 

190 chimica, e ancora so che tanti inglesi pensano come quella si

gnora. Tutto sommato ritengo inizialmente aocettabile anohe se po

co verosimile che quella signora possa avere ragione: dopo l'espe

rimento 190 mia opinione in favore di quell'ipotesi sara molto rin

forzata. 

Di. fronte 901 secondo e·sperimento, penso c.he io pure, senza 

essere uno specialista, riesco in genere a distinguere 190 music~ 

di questi due autori. L'esperto e uno studioso, studia proprio 

questa periodo di musica. Dice che pub fare una cosa; l'ha fatta. 

In partenza 10 ero ben disposto a credere; dopo l'esperimento so

no maggiormente convinto a credere ohe egli puo fare quanto affer

ma di poter fare. 

Di fronte 901 terzo esperimento, penso che l'ubriaco pretende 
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di avere un'abilit~ ohe io non reputo oredibile. Vedendo 11 bu~n 

risultato, o. !iioo ohe 0'6 'qualohe artifioio, 0, esoludendo questa 

eventualita, oonoludo ohe si 6 verifioato per oaso un fatto eooe-

zionale. Ma non oambio peroettibilmente la mia opinione di parten-

za oi06 l'inoredulita verso quanto sost1ene quell'ubriaoo. 

Questo esempio illustra l'errore della teoria oggettivista. 

Come si vede il livello di signifioativita dei tre esperimenti, 

dioe ben pooo di fronte aIle oonolusioni ohe ne trae un osserva-

tore, mentre seoondo la souola oggettivista, questo livello e-

spresso in oifre dovrebbe dire tutto. 

Per tali ragioni affermo ohe la souola oggettivista non 6 

riusoita e non puo riusoire. Non intendo tuttavia dimostrare qui 

ohe essa non pub in aloun modo riusoire; mi sembra pi~ interessau-

te most rare ohe non 6 riusoita, e mostrarlo oonoretamente, illu-

strando - oome detto - molti esempi nei quaIl essa non riesoe a 

dare una risposta soddisfaoente mentre quella soggettiva riesoe. 

Sotto un oerto aspetto, il programma soggettivistioo puo sem-

brare oome un oompletamento 0 una amplifioazione del programma 

oggettivistioo, piuttosto ohe una oritioa distruttiva del medesi-

mo. In molti problemi di statistioa teorica oggettivista, ohi usa 

della statistioa 6 lasoiato libero di soegliere fra una variet. 

di prooedimenti sulla base di oome quelli funzionano. (1) La soel-

(1)'-----------
Usando notazioni e loouzioni ohe verranno sistematioamente 1n

trodotte in ssguito (16) dioesi "oaratteristioa operazionale" 
(operating oharaoteristio) di un test z la fUDzione M(zl~) ohe 
rappresenta la probabilita di aooettare l'ipotesi nulla; usando il 
test z , supponendo ohe sia' A. il valore vero del parametro inoo
gnito. Limitandosi al oaso della diootomia semplioe (14) la oa
ratteristioa operazionale si riduoe alIa funzione ohe assume i 
due valori 1 - P in oorrispondenza di H ed a in oorrispondenza 
di H . . . 0 

1 La probabilita oontraria (ossia il oomplemento, 1 - M(zl,\)., 
della oaratteristioa operazionale) si ohiama potenza del test 
("power funotion"); evidentemente e indifferente parlare dell'u
na 0 dell'altra. 
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ta fra varie possibili caratteristiche operazionali e consiD 'ata 

dagli oggettivisti quale materia soggettiva, qualcosa che chi usa 

della statistica deve decidere da se stesso. Essere un soggettivi

sta anziche un oggettivista oonsiste in gran parte nel riconoscere 

che queste scelte soggettive, lasciate aperte dalla teoria ogget

tivista, possono essere discusse nel mlg~ior modo in termini di 

probabilita soggettiva. Questo punta e particolarmente ben illu

strato, sU piccola soala, dalla disoussione della diootomia sem

plioe nel Capitolo 4. Il oonoetto di probabilita soggettiva non so

lo faoilita il oonfronto fra le oaratteristiohe operazionali, ma 

di fatto porta direttamente a prooedimenti ottimi, 0 almeno soddi

sfaoenti, senza 11 passo inutilmente tedioso consistente nel pas

sare in rassegna tutti i prooedimenti possibili, 0 almeno quelli 

tra essi ohiamati ammissibili. 

Non ppetendo che la tesi che sostengo, del fondamento sogget

tivo della statistioa, sia originale. 1'idea di probabilita sog

gettiva '6heha radioi in un passato pib lontano, ha rioevuto forme 

assiomatiohe cosoienti e chiare in lavori relativamente recenti di 

(in or dine cronologico) F.P.Ramsey [38], B.de Finetti [7], B.O. 

Koopman [16] - [18], I. J. Good [l<~1·.[13]. 1.a mia produzione sull' argomen

to della probabilita soggettiva si e sviluppata sotto l'influsso 

dei predetti studiosi, che io hQ letto e meditato cercando poi di 

rielaborarne Ie idee nel mio libro. Ma i primi scritti riguardano 

l'aspetto filosofico e Ie questioni generali, trasourando in gene-

re Ie applioazioni effettive, tecniche,nel campo della statistica 

(salvo in Good). Di cio si occuparono altri autori, in particolar 

modo ~.V.Lindley [25]-[26], P.Whittle [48] .. [49], R.Schlaifer [42); 

voglio ancora menzionare Molina, che, durante il periodo del pib 

intransigente dominio della scuola oggettivistica, 00ntinub ad BP-
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plicare concetti soggettivisti nello studio di problem~ di ihge

gneria e simili nonostante l'incomprensione e l'isolamento oui oio 

10 esponeva [28] - [30]. 

E dobb;iamo infin~. menzionare qui H. Jeffreys [14J I c,he non e 

soggettivista, mil. tuttavia he. sviluppato oonsiderazioni utilizza

bili per l'impostazione di molti problemi in senso soggettivo. E

gli era un lo&ioo: attribuiva oioe alIa probabilita un signifioa

to oggettivo mil. di natura logioa e non empirioa (faoendolo deriva

re cioe da simmetri;e 0 simili ragioni "a priori", e non da frequen

ze); egli crede pertanto che una distribuzione di probabilit~. al

Ia luce di determinate conoscenze, abbia un valore assoluto pri

vilegiato (come nell'origiraria impostazione di Bayes e nell~ trat

tazione di Laplaoe). Mil. comunque egli si appoggia all'impostazione 

bayesiana (probabilita iniziali da cui discendono probabilit~ fi

nali), e oio rende vali~e Ie deduzioni se Ill. sua distribuzione ini

ziale si aooetta (esattamente 0 approssimativamente), non importa 

se per motivl soggettivi anziche per quelli della sua ooncezione 

logioa. In tutt' al tro senso, devo aggiung.ere ancora che i lavori 

gi~ menzionati di Wald hanno pure contribuito, invo10ntariamente, 

a superare Ill. prevenzione degli oggettivisti oontro l'impostazio

ne bayesiana. Egli ha infatti considerato aspetti e trovato risul

tati ohe in parte rioonduoono a tale impostazione; inol tre,. oontro 

il precedente frammentarismo, eg1i ha anche tentato, come vuole ]a 

teoria soggettiva, di creare un oerto sistema universale. A tale 

effetto ha pero presentato e impiegato Ill. regola del "Minimax", 

ohe (oome vedremo, §4) e lontana dal soddisfare Ie esigenze di 

coerenza oui i soggettivisti ritengono doveroso ispirarsi 
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3.- PROBABILITA' PERSONALI E DECISION!. 

II vantaggio di usare il termine "probabilit. personale" 

(anzich. "sogge~tiva") • di ragione psicologica, per la migliore 

accettazione di un tale discorso specie nell'ambiente americana 

ed inglese. 

Sebbene questa ooncetto di probabilit. personale venga poi 

illustrato ampiamente nel corso parallelo del prof.de Finetti, • 

neoessario dire qualohe oosa suI medesimo al fine di intenderci 

nelle applicazioni ohe intendiamo farne. Per introdurre questa Don

oetto abbiamo. diverse vie. 

Cominoi~mo 001 parlare di una persona che (seguendo la conven

zione adottata da Good, al fi~e di richiamare a riflessioni per50-

nali) ohiamiamo "tun. Cib posto: io dico ohe per "ten gli avveni

menti sono piu 0 meno probabili in un senso economico relativamen

te preoiso. Per esempio: per me la probabilit. che al 1° Marzo 

1960 qui al lago di Como ci sia neve • piu grande di quella di ot

tenere testa per quattro volte sucoessive gettando questa moneta. 

Cos a significa questo? Signifioa che se ad esempio mi si presen

tasse una fata e mi offrisse un premio di 100.000 lire da asso

ciare in mio favore all'una 0 all'altra delle due alternative; ne

ve qui al 1° Marzo 1960, 0 verificarsi successive di quattro teste 

nel lanoio di questa moneta, io assooerei questo premio alIa pri

ma alternativa. "Tu" forse no, in quanta sai ohe qai non c'. ma .. 

neve, oppure non conosoendo niente hai opinioni diverse dalle mie. 

Questo ~ oaratteristioo della situazione in quanto la probabilit. 

personale • propria della persona ohe viene presa in oonsidera

zione, 

Si vede oome in questo modo si possa parlare del oonfronto 

tra Ie probabilit& relative a ciascun paio di eventi: per "me", 
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per "te", per "lui", per "quell'altro", etc.; ossia c'e una rola

zione fra eventi ohe possiamo chiamare "non pib probabile di". 

Questa relazione gode di aloune proprieta. 

Anzitutto dovra essere traQsitiva: A n~n pib probabile che B, 

e B non pib probabile che 0, implicaA non pib probabile ohe O. 

In realta, una persona reale s1 trova spesso indecisa 0 vacillan

te, di fronte a scommesse 0 altre potenziali decisioni economiche. 

Inoltre, anche ove uno non ha indecisioni ne si trova vacillante, 

pub esprimere preferenze che sono incoerenti~ ossia, preferenze che 

ognuno (incluaa naturalmente la persona stessa) rioonoscerebbe mu

tuamente incompatibili, allorquando vengo~o poste in luce reoipro

che relazioni. Per esempio, pur potendo una persona dire in 8,,"0-

rate oocasioni ohe easa preferisce gli spaghetti ai rigatoni, i 

rigatoni ai ravioli e i ravioli agli spaghetti, non esiste una in

terpretazione signifioativa secondo la qual~ una persona possa rea~

mente avere tu.:tte e tre queste preferenze oontemporaneamente. (Se 

per oaso inoontri uno che dice seriamente che etli costituisce un 

oontroesempio, trattalo con gentilezza e rispetto, perche egli ti 

fornira una sorgente illimitata di reddito pagandoti qualche soldo 

per sostituire con rigaton1 i suoi spaghetti, poi sostituire con 

ravioli i rigatoni appena ottenuti, infine oon spaghetti questi ra-

violi, e oosl via). 

Esistono altre proprieta di questa relazione che non interes

sa qui sviluppare 0 oomunque di esaurire. Per esempio: se 0 e in

com pat i b i 1 e s i a con A c h e con B, a 11 0 r a A e m e no pro b ab i 1 e d i B s e 

e soltanto se L'unione di A e 0 e me no probabile ohe l'unione di 

B e O. 

A parte queste ultime precisazioni e possibile sotto certe a8-

sunzioni avere una probabilita numerica ben articolata con questa 
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rapporto qualitativo fra eventi. E' noto cosa s'intenda per ev~~ti 

nella interpretazione effettiva della teoria delle probabilita; da 

un punto di vista formale sono elementi di un'algebra di Boole per 

i quali si pub con.iderare l'operazione di unione e intersezione, 

e per cib h possibile e spesso praticata l'interpretazione come 1n-

siemi A di "punti" w di uno spazio astratto 0 . E' noto pure cosa 

si intende per probabi,lita matematica: una funzione P definita nel 

campo degli insiemi nel seguente modo : 

peA) ~ 0 (essendo A un insieme) 

p(O)= 1 (essendo n l'insieme totale) 
~lj 

P(AtB) = peA) t PCB) (essendo A e B disgiungi) 

Oi si pub chiedere se qu&sta funzione sia completamente aa-

ditiva 0 meno, ma questo non entra nell'ambito delle attuali con-

sideraz10ni; come non entrano nell' attuale interesse tante al tre 

precisazioni che omettiamo, ma che il de Finetti espone nel §6 

de~le sue lezioni [8]. 

La definizione matematica sopra esposta nulla ci dice suI 

~enso del concetto di probabilit •. Per esempio si pub parlare del-

la massa concentrata in certi sottoinsiemi di punti di un ogget-

to prendendo come unita la massa di tutto l'oggetto; e abbiamo co-

si una probabilita matematica in quanto sono soddisfatte Ie rela-

Uso il simbolo + per la "somma logica" 0 "unione" per unifor
mita con Ie notazioni usate nel corso; perb ~ sempre pib diffuso 
l'uso dell' apposito simbolo U (e di quello simmetrico n per il 
"prodotto logico" 0 "inter~ezione"), ed • utile indicare alcune ra
gionl che raccomanderebbero tale notazione. In qualche ramo della 
mate.atioa (oome la teoria della misura sui gruppi) interviene an
ohe la somma di insiemi in sens.o algebri'oo, e o\b oreerebbe ambi
guita. Piu importante anoora il fatto che unione e intersezione 
Bono tra lora perfettamente duali in un senso ohe non vale per som
ma eprodotto. E' vero ohe nel linguaggio ordinario l'unione del
l'insieme delle peooree dell'insieme delle oapre ~ l'insieme ot
tenuto "sommando fi insieme tutte Ie pecore e tutte Ie capre, rna 010 
non sembra suffioiente a giustifioare la pib veoohia n~tazione. 
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zioni formali suddette. 

Paro dal punta di vista oonoettuale non pretendiamo ehe la 

probabilit~ sia sinonimo di massa, n~ sia oomunque univooamente 

determinato, Cosl nell'esempio non si dovrebbe parlare della pro

babili ta, ma di una probabili t~ e, piu preoisamente anoora, di 

una funzione di probabilita. 

Piu tardi, quando avremo adottata una 0 l'altra funzione di 

probabilita potremo dire "la probabilita", intendendo oon questo 

signifioare la funeione P adottata. Cosa signifioa dire che una 

funzione P di probabilita ~ bene artico'ata oon una relazione di 

probabilita qualitativa? Signifioa ohe la relazione "A ~ non piu 

probabile di B", ohe soriveremo A'::;B, sussiste se, e solo Sd." Ie, 

probabilita di A, peA), non e maggiore della probabilita di B"P(B) 

In formule A ~ B = P(A) ~ PCB) 

Si noti ohe si ~ usato un medesimo simbolo per due signifi

oati diversi; nel primo e una relazione fra eventi nella estima

zione di una persona, nel seoondo ~ l'ordinaria relazione di di

suguaglianza fra numeri reali. Puo suooedere ohe quella relazione 

sia perfettamente artioolata, in tale senso, oon una oerta fun

zione P sotto oerte ipotesi, abbastanza naturali, avviene anzi 

ohe esista un P ed uno solo ohe governa la probabilit~ qualita

tiva nel senso della preoedente relazione. Quando questa sucoede 

torna oomodo pensare e parI are di probabilita quantitativa 

Come 8i giunge a questo tipo di artioolazione? 

Consideriamo ad esempio la possibilita di giocare a testa 

e Orooe oon una moneta. Pensiamo di lanoiarla 10 volte. Otterre

mo un numero binario, per es .. 0100110101, dove 0 vuole dire testa 

ed 1 orooe; "Tu" sei sicuro che la moneta sorivera un nume~o BU_ 

tj.po di quello scritto. Se io ti domando: "Fra tutti i(2 10 , 08f, a 
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1024) possibili numeri di 10 oifre del sistema binario, quale e-

oondo te ha maggior probabilita di venire soritto da questo modo 

di giocare con una certa moneta?" puo darei ohe mi dica : "per me 

tutti sono uguali, non ho preferenza alouna, non 0' e alcuna ragio-

ne di sceglierne uno piuttosto ohe un altro". Puo darsi invece ohe 

tu mi dica: "ho fatto esp,e,r.im.enti con",q,u,e.sta moneta da cento lire 

ed ho visto ohe, su quattrocento colpi, trecento danno testa, (0 

su q~attrocento colpi, treoento danno croce) e quindi per me una 

subbessione di 0000000000 (oppure di 1111111111) e pib probabile 

ohe non qualsiasi altra". 

Pero e da notarsi ohe nella pratica e possibile provvedersi 

(ad altissimo grado di approssimazione) di una moneta giusta ~~ 

senso classi.oo, ossia di una moneta oon la qua).e per te, ad ogni 

n 
successione di n colpi, Ie 2 possibili permutazi~ni di testa e 

croce hanno la stessa probabilita. 

E comunque, anche usando una moneta difettosa, si puo fare 

in modo da definire, sia pure in modo pib artificioso, esperimen-

ti che generano suocessione di 0 0 1, su oui quasi tutti si tro-

vane d'acoordo nel giudicarle equiprobabili (per esempio, si regi-

stri 0 per TC , 1 per CT , e niente per TT e CC). Ed allora si ha 

un accordo pratioo il che e molto importantw per la statistica. 

Per semplicita pero, senza pib pensare alIa possibilita con-

siderata in questa digressione, dioiamo che tu hai accettato qU8-

sta moneta come perfetta nel senso olassioo, cosl che tutte Ie suo-

cessioni di lancio sono ugualmente probabili. 

Adesso per misurare oon una certa acouratezza la probabilita 

numerioa per te dell'evento, diciamo, che 01 sia neve a Roma ta~-

volta nell'anno prossi.o, basta confront are qualitativamente que-

. -10 
sto evento A con gli eventi Ax (x = m2 = m/1024; m = 0,1, .. ,1024) 
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consistenti nell'ottenere, con 10 lanoi di quella moneta, u~ nu-

mere binario ~ m . 

In principio, tu puoi cosi misurare P~A) con una precisione 

fino al 1024-esimo 0, impiegando suooessioni pib lunghe, misurar-

la oon esattezza arbitraria (e si noti l'utilita di considerare 

10 2 essendo 1024 ~1000). Milo, nella pratioa, tu non hai una oono-

soenza sufficiente di te stesso per eseguire queste misurazioni 

oon esattezza arbitraria, 0 anehe solo con esattezza suffioiente-

mente grande. Questa manollonza di perfezione, spesse molto larga, 

da luogo ad un problema serio per la statistioa, e oostituisoe 

realmente la critioa pib importante degli oggettivisti. 

Anohe qUllondo gli oggettivisti non taooiano il oonoetto di 

probabilita soggettiva oome un nonsense (e invero poohi di essi 

s1 esprimono anoorain tal modo), affermano di conosoere Ie pro-

prie probabilita iniziali oosi indistintamenta da non poter far 

uso del teorema di Bayes. Si vedra, speoialmente n,elle ul time 1e-

zioni di questa oorso, oome sia spesso possibile arrivare a di-

stribuzioni finali abbastanza preoise anche quando la distribu-

zione iniziale e speoifioata solo vagamente. II vero difetto del-

la critica degli oggettivisti riguardo alIa soarsa specifioazione 

delle distribuzioni iniziali oonsiste nel fatto di laseiar sup-

porre implicitamente ohe essi conoscono qualche via per superare 

ladifficolta .. Invece, in ogni caso in oui la distribuzione ~ni-

ziale sia tanto debolmente specifioata da non giustifioare un'a-

zione ragionevolmente ben specificata, non c'e nessuna via per giu-

stificare una tale azione. Le formule degli oggettivisti, in slf-

fatte circostanze, oonduoono soltanto ad un'azione non giust!fi-

cabile, 8celta in modo arbitrario. 

Con questa s1 ha una desorizione della probabilita personale, 
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8i pub pensare ehe questa ~ pib 0 me no aooettabile, 0 0he oi 

sono altri modi di introdurre la probabilita. I' ~oto infatti ohe 

esistono altre teorie in oui ai oonsidera la probabilita oome og

gett1va, e p08.ia~0 domandaroi oome abbia avuto origins il oon

oetto di oggett1vita. La nostra spiegaaione ~ la seguente: quando 

oi sono molte informazioni 0 dati r10avati da esperimenti, questi 

hanno una tendenza sistematioa - tramite 11 teorema di Bayes - a 

far oonvergere Ie opinioni. A prima vieta ~embra naturale assumere 

oome verita oib ouioonvergono Ie opin10ni, ma questo passo (a 

parte il senso pibo meno metafisioo) risulta matematicamente non 

giustifioato in base a un'analiai pib approfondita, dato il oarat

tere nan unijarfu di tale oonvergenza. Tuttav1a, per oonvenienza, 

io stesso impiegherb spesso liberamente il linguaggio ohe rifleL

te tale 1nterpretaz10ne oggetti va, pur senza prenderlo alIa le.t

tera: preoisamente, parleremo di oggettivita nel senso di un qua

s1 totale aooordo di opinioni. Cib ~ oonseguenza della natura 

stessa della statistioa, nella quale - a differenza .di quanta 

avviene in ~ltre applioazioni del oaloolo delle probabilita - 0-

perano tali oonvergenze di opinioni. Non voglio qui entrare mag

giormente nel merito delle disoussioni ohe si potrebbero fare 

sull'argomento. 

Wi limito a ripetere ohe, oome ho gill. confessato, il 000-

cetto di probabilita personale, pur con Ie sue imperfezioni, ~ 

per me in principio il solo ooncetto di probabilita che o'~. E 

infatti, oome mostrato nelle oonsiderazioni preoedenti, anohe Ie 

valutazioni "oggettive" baaate sulle frequsnze e sulla simmetria 

trovano spiegazion~ in questa luoe. 

Se trovo tuttavia, oome ho detto, ohe anohe il ooncetto di 

probabilita soggettiva non ~ perfetto, oredo che l'imperfezione 
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consista nel fatto che una teoria matematica e precisa pretenda 

di descrivere un fenomeno impreciso. 8i potrebbe discutere se ta-

Ie imperfezione sia effettivamente un'imperfezione e se essa non 

riguardi pili in genera Ie tutte Ie applicazioni della matematica. 

Comunque non voglio soffermarmi su questa punto, ma invece 

riprendere l'impostazione gia accennata (nella quale c'e uno spa-

zio a di punti w e gli eventi A,B, etc. sono dei sottintesi di 

a); per vedere come vi si possa descrivere la situazione di una 

persona che deve effettuare una scelta di fronte a,ll'incertezza,. 

Quando scelgo una strategia - cioe una regola di azione, un made 

di comportarmi - vuol dire che a ciascun w associo una decisions 

o azione particolare ben determinata, la quale mi procurera init~l 

caso un guadagno f . Questo guadagno puo essere valutato in di-

versi modi, e meglio sarebbe parlare di "utili ta", ma suppongo 

per il momento che possa semplicemente esprimersi con u~a somma 

di denaro. 

Can cio ogni azione puo essere rappres~ntata da ques~a leg-

ge che associa un valore ad ogni Wj indica con f(~ha tale legge: -
Qualora si debba scegliere fra du~ azioni ~:e " do il se

guente criterio: calcol0 Ie medie di • e di ~ - cosa possibile se 

si tiene canto che si sUIPone di avere gia valutato la probabili-

ta soggettiva degli eventi di a - e scelgo ~ se la media di ~ e 

maggiore di quella di 1. . 
Questo ragionamento e semplic;i.stico; infatti, in base ad esso 

~on si dovrebbero contrarre assicurazioni. E' per essere pili e-

satti e realistici che e stata concepita da D.Bernoulli [2J,1738, 

la teoria dell'utilita (ma, come detto, preferisco prescindere 

da simili sottigliezze). 

Riprendendo, un tale procedimento da un modo di definire 

(-2)----
La sottolineatura ondulata (~) indica elementi aleatori. 
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la probabilita, 11 quale e molto importante per faeilitare la eom

pransiona del ruoloohe la probabilita gioea nella statistioa. 

La oosa puo esprimersi oos1: se io sono disposto a seommettere 

10 oontro 1 in favore di A e ugualmente oontento di aceettare 

soommessa inver sa} oio signifioa che per me 

P(A) 

p(X) 
= 10 

Nel eeguito indioheremo rapporti di questa tipo con il ter

mine inglese "odds". Naturalmente, ne segue P(A) = 10/11 e P(A) = 

= 1/11; in generale 10 "odds"a, data la probabilita p, e 

a = p/(l-p), e inversamente, dato a, e p = a/(l+a); e indifferente 

soegliare l'un~ 0 l'.altra forma per esprimere una probabilit\. 
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4.- DICOTOMIA SEMPLICE. 

Passo ora a trattare un oapitolo di partioolare importanza 

per 10 svolgimento di questa corso: il capitolo della dicotomia 

semplice. 

Questo e l'esempio classioo per disoussioni teoriohe in sta-

tistica. Esso e malto semplioe e alcuni sostengono ohe questa stes-

sa semplioita e la sua soarsa aderenza alIa realta ne infioiano il 

valore. Di solito infatti oostituisce una semplificazione troppo 

spinta distinguere due sole alternative mentre per un'impostazio-

ne piu realistica queste andrebbero suddivise oonsiderando una piu 

larga gamma di ipotesi. Nonostante questa semplioi ta, io, oome mol-

ti altri statistici teorioi, prendo questa esempio oome oggettc 4l 

una lezione - in un oerto Benso generale - sulla statistioa. Di

soutendo questa esempio db in ~iooolo un oorso di statistioa per

ohe esso investe molti dei problemi fon~amentali: otterremo oosl 

delle oonolusioni ohe si potranno generalizzare, sia pure, natu-

ralmente, oon oiroospezione. 

Una diootomia semplioe e oaratterizzata da due eventi fonda

mentali 0 ipotesi A e B, oon B = i - oioe A e B esaurisoono l'am-

biente ed hanno intersezione vuota e da due azioni ! e ! appro-

priate rispettivam.ente per A e B. Con la .loouzione .!. e appropria

ta ad A int,endo ohe M(.t!A) > M(~A). 

Notate oh.e non voglio i-ntrodurr.e subito Ie probabilita lL

ziali P(A) e PCB), volendo appunto metteroi dal punto di vista og

gettivistioo onde potervedere fino a quale punta questa interpre-

tazione e valida e renderoi oonto come Ie dette probabilita ini-

ziali intervengano inmaniera del tutto spontanea come un naturB-

Ie oompletamento della teoria oggettivistica. Come, del resto, 

gia s1 e detto, l'intera teoria soggettiva pub essor vista come 
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un tale naturale oomplemento attravereo tutto il oampo della S'c_ -,-

tietioa. 

Di eolito ei ohiama "aooettazione di A" e "rifiuto di B" l'at-

to appropriato nel caBO A, e viceverea per l'atto appropriato nel 

caeo B. Detto cio rieul ta. naturale .J:arlare di ebaglio 0 errore; 

diro ohe ei oommette un errore di prima specie ee acoetto B veri-

ficandoei A (oioe eeeendo A la verita), di seconda epecie nel ca-

so contrarl0. 

Conneeea con una etrategia C'e una probabilita (condlziona

ta) a di aocettare B ee A h l'ipotesi vera e una probabilita (con-

dizionata) ~ di accettare A ee B e l'ipoteei vera. E' generalmente 

e giuetamente ammesso ohe una ~ersona puo valutare la etrategia ~

dottata in baee alla coppia (a,~). 

Nei problemi ohe conoernono la etatistioa la eoelta di A 0 

di B e preea dopo un eeperimento, oioe dopo effettuata un'oseerva-

zione riguardante un numero aleatorio x(w) - piu brevemente ed ao-

ouratamente ~ - prima di fare la eoelta. L'argomento della mia ri

ceroa si riduce allora alla eoelta di una regione R nello spazic 

dei valori di ~ tali ohe si aocetti l'ipotesi A se e solo se ~ f. Ro 

Dato un eeperimento, cioe le due distribuzioni P(xIA) e .... 
(1) 

P(xIB) ,si puo formulare una politioa 0 una strategia oioe un 
~ . 

oriterio di scelta per A 0 per Balla luce dei valori di~; cio 

puo essere espresso dicendc ohe c'e una tunzione ~(x) ohe prendc; 

valori 0 e 1, annunciando che 0= 1 signifioa acoettare A e riget-

tare B, e vioeversa quando c = O. Ho gill espresso questa strategia 

in termini di una regione di aooettazione R (acoettando A 'quando 

x E: R); le due formulazioni sono ovviamente equivalent!; c(x) al-- ,~ 

tro non e intatti che la "tunzione caratteristica" Ii detto insie-

(1)-~ 

Supperremo intante per semplicitll che le distribuzioni siano 
discrete. 
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Med5 ante c, Ie probabi Ii til. di errori di 11"1 e lEI "p'.:~ e si e-

sprimono rispettivamente oome media di £ dato B e di i data A, 0io~ 

Sottolineo 3he l'insieme dei valori possibili per ~ ~ l&~-

gamente arbitrario in quanta dipende dal tipo di esperimento ahe 

si introduce: pub trattarsi dei punti di uno spazio lineare, di u-

na sfera, di Un insieme astratto Per semplifioare supponiamo ahe 

l'insieme dei valori possibili per ~ sia finito; una tale restri-

z~one non ~ una restrizione oonoettuale ma solo di oarattere mate-

matioo In tale ipotesi possiamo parlare della probabi Ii til. di,.;;. 

dato A, p(LIA), e analogamente di p(.l;IB) Ricordo ora ahe per! '. 

porto di verosimiglianza di B rispetto ad A si intende 

il fatto chs Y(~) sia malto grande costituisoe intuitivamente e 

realmBn~e un elemento favorevole per l'aaaettazione di B e non 

di tL 

Aggiungo a parte 0 sottovoce ohe se, aontrariamente a quanta 

abbiamo supposto, noi avessimo valutato inizialmente Ie probabili-

ta PCA) e. P(B), ossia oerti "odds" di B oontro A, P(B)/P(A), dopo 

l'osservazione di ~ i nuovi "odds" di B contro A 8i aas~ruirebbe-

ro in questo modo semplice e suggestivo: moltiplicando gli "odd~· 

iniziaU per Y(,3.). 

Qualora non si disponga di una fonte di"fnformazione quale 

~ l'esperimento che da luogo "II fiumero aleatorio x non B~ .,. hanno 

molt a possibilita di scelta Per 1"1 Gappia (a,~). 81 pub ad esem-

----------
(2Y 

~0gu' qui e nel seguito 1"1 con~Bnzione. utile ~n molti proble-
ml u.L probabili ta, di indicare _00:1 6opralinoatura ,., ccomplemen'co 
all'uriita. ; c:= 1-c , a= i-a , ~.'" 1-~ , e(c0. 
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pi 0 see g 1 '. ere s e m pre A, all 0 r a a·c 0 e j3 c;:'. (; see g 1 i e I' e 8" in~' 1 , 

allora f3.= 0 e a .= 1 Inoltre sono semprs p,;ssibili Ie copp1.e -Ga .. l 

ohe a + f3 '" 1 perche quests si possono ottenere con l' introduzione 

di un esperimento non legato aIle ipotesi A e H, quale 11 lanco 

di una moneta (a:: f3:;. ~ ), di pili monete, eco. 
2 

Noi pero ci interessiamo specialmente al caso in cui esista 

un esperimento e quindi un numero alsatoriQ.l:.,> e consideriamo Ie 

probabilita condizionate P(~IA) s P(~IB). Queste probabilita con-

dizionate sono soggettive come tutte le altre, ma, in molti oasl 

import anti che caratterizzano un senso relativamente stretto del-

la statistica in confronto con l'intuizione pili generale, suI 10-

ro valore concordano quasi tutte le persone interessate. 

A proposito di queste probabilita condizionate puo aggiung~:·-

si che per c1ascun valore x, qualora 11 numero aleatorio ~ non 81a 

discreto, esse valgono zero~ come esempio si puo oonsiderare quel-

10 della misuraz10ne di una lunghezza con uno strumento che dla B'-

rori con distribuzione continua: la misura e un numero reale e ~ia-

scun numero reals ha probabilita uguale a zero di essere osserva-

to come mieura della lunghezza in eeamsc A questa riguardo si po-

trebbero fare molte oS6erva~ioni critiche (1a realta e molto pili 

semplice del modello) 0 ricorrere ad artifici matematioi (intro-

durre la denslt. di probabiltt~); 8i potrebbe poi fare 11 ragicna-

mento in modo profondo e generale utilizzando il teorema di Radon-

Nik,odYlll e si. potrebbe pal'lare della probabi1it~ condizionata nei 

senso di Kolmogoroff (ma 11 val ore che ha per la statistioa e di-

scutibile); non intendo addentrarmi in questa discussione non 

strettamente pertinente al nostro problema. 

Dato un esperimento, s1 estende i1 oampo delle coppie (a,~\ 

che' sono raggiungibili (e che ael'oheremo di de~lneare nella Fig :) 
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~ __________ ~NE 

fig.1 

Se (a,~) ~ raggiungibile ~ raggiungibile anohe (~,~); aib signi-

fioa ohe se si ha una strategia ohe d~ Ie probabilita a e ~ per 

gli errori di Iae II a spe~le, sl pub invert ire la strategia ac-

oettando B quando si aocettava A e vioeversa; in termini della fun-

zione o(~) oib signifioa sostituire ~ oon ~ Questa proprieta da 

una oerta simmetria alIa figural ma questa simmetria non ha malta 

interesse peroh~ 1l.Ao dei due punti non ha aloun valore; infatti, 

se 51 tiene presente il prinoipio di ammissibilita per oui ~ pre-

feribile avere una coppia di valori picooli (a,~), se si utilizza 
0) 

oio~ la regola del Nord-Est uno dei due punti dovra rappresen-

tare una strategia menD efficiente di qualouna di quelle rappre-

sentate da punti della diagonale tra (0,1) e (1,0). E poiohe sap-

piamo ehe tali strategi e sonG sempre realizzabili senza alouna os-

---~-------( 3) 
Nomenolatura usata per analogi a oon Ie oarte geografiohe: da

te ui punto nella fig.1, esso ~ certamente preferibile a quelli 
oon ascissa e ordinata entrambe maggiori, ossia for~anti il qua
drante a NE di esso. 
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servazione, tutto oioohe si trova a Nord-Est di questa retta Fub 

essere trasourato nella nostra rioeroa. 

8i pub ammettere che la regione dei punti raggiungibili e un 

insieme oonvesso; oio si puo spie€lare con il seguente ra€lionamento, 

€lia illustrato nel caso di nessuna osservazione 0 di esperimento 

nullo. Posso considerare il risultato di qualche esperimento che 

non riguarda Ie ipotesi A e B, per esempio una roulette oontinua ohe 

dia un valore y con 0 <y < 1 e aocoppiare ad,! lIa~ ohe ha distri-

buzione uniforme e indipendente da ~. Allora date due strategie 

0' (l) o"(~) ohe permettano di raggiungere rispettivamente i punti 

(a' ,(3') (0.",(3"), possiamo oon l'introduzione diy oostruire una 

nuova strategia o(x,y) data da 

o(~,~) = D(,¥,) 0' (~) + D(~)o"(~ 

essendo D(~ la funzione oaratteristioa di un oerto intervallo 

di y, di lunghezza 0 . In al tri termini la strategia 0 (lw:t,.) si, ot

tiene soegliendo una fra Ie strategie date, 0' (1;) e o"~)' oon oer

te probabilita 0 e 1-B ; pertanto ad essa competono valori a e (3 

dati da 0.= 00.' +(1_0)0.", (3= 8(3' +(1-0)(3", oioe un punta (0.,(3) del 

segmento ohe oori€liu,nge (a',{3') oon (a",{3"), o.v.d. 

Ammetto inoltre che l'insieme dei punti raggiungibili e ohiu

so; cio puo essere giustificato .(·sotto la solita oondizione di 

cr-additivita) ut.ilislizando alouni risultati matematici sui quali 

non intendo soffermarmi. Con oio si e giunti ad avere una regione 

oonvessa e chiusa congiungente i pUll;t.i (1,0) e (0.,1) 1a quaIs rap

present a l'insieme delle coppie raggiungibili. 

In virtu del prinoipic del Nord-Est, dei punti di questa re

gione quelli che hanno val ore - ohe sono ammissibili nel senso dt 

Wald e anche della tradizione di Neymann-Pearson - sono quelli 

del oontorno a Sud-Ovest. I test ohe raggiungono questa ourva 80-
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(4) 

e stato dimostrato da Neyman e Pearson [;5) ,test di 

rapporto di verosimiglianza(Likelihood Ratio Tests) i ~uali Bono 

pertanto i soli test che vale 11'1 pena di prendere in considerazio-

ne. 

Un test di rapporto di verosimiglianza e caratterizzato, per 

definizione, dal fatto che e r<,~) ~ p per x appartenente alIa re-

glone di accettazione per A(con p valore fieso); p chiamasi valo-

re critico del rapporto di veroaimiglianza. Un x tale ohe rex) = p 

pub easere measo indifferentemente 0 in R 0 in R. Ci sono allora 

in generale diversi test oon uno stesso p , me ~uesta possibilita 

ha pooa importanza. 

Torniamo ora alla ourva della fig.l, per interpretarvi il si-

gnifioato di P • Se 11'1 ourva e suffioientemente regolare, in oia-

soun punta eaiate una tangente, e una sola, con pendenza negativa; 

~uesta pendenza, a me no del segno, da il valore di p relativo alIa 

strategia rappresentata dal punta di tangenza. 

Con ~uale oriterio 6i potra infine soegliere una delle regole 

ammissibili? Quanto alla regola del Nord-Est, ai vede subito che 

non serve per decidere fra punti della ourva. 11 oonfronto tra due 

ooppie dove ~ue9ta regola non si applioa, e influenzato da molte-

plioi fattori e dipende essenzialmente - e in oio oonoordano anehe 

gli oggettivisti - dalla persona che fa il confronto. Ma, contra-

riamente a ~uanto oi si potrebbe aspettare, i1 campo di arbitra-

rieta non e molto vasto e libero, In effetti il problema sta nei 

seguenti termini: una relazion,e di preferibili ta fra Ie coppie per 

la persona interessata dev'essere eoerente con la regole. di am-

missibilita del Nord-Est; essa va solo oompletata individuando 1e 

coppie fra Ie ~uali la persona interessata e indifferente. Si trat-

("4:-) --------
Per maggiori 

14.4 in [40]. 
dettagli, cfr. gli Esercizi delle sezioni 7.5 e 
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ta oio~ soltanto di determinare Ie ourve di 1ndifferenza dato ~he 

la regola del Nord~Est def1n1soe gia 11 verso della preferenza; a 

questo punto s1 potrebbe pens are ohe tali ourve abbiano un andamen-

to in gran parte arhitrario, ma ai~ non ~ peroh~ a e ~ sono sog-

gette a delle condizioni ohe restringono molta questa liberta. S1 

puo dimostrare ohe - salvo oasi eooezionali, su oui non ~ 11 oaso 

di soffermarci - Ie ourve di indifferenza devono essere rette pa-

rallele. Quindi la sola liberta sta nella possibilita di soeglie-

re una pendenza negati va, ohe 61 dira pendenza ori tioa; fatto oio, 

Ie ourve di indifferenza sono Ie rette parallele aventi questa pen-

denza. 

Una tale oon6lusione puo giustifioarsi nel seguente modo: 

supponiamo ohe un~ persona sia indifferente fra due ooppie 

possibili (a1'~1) e (a2'~2) rappresentate nella figura 2 dai due 

punti 01 e 02; allora essa sara indifferente al fatto ohe s1 affi

di al oaso la soelta fra quelle due possib1lita oon probab1l1ta 

1-A e A, per esemp10 gettando una moneta (A = 1/2) un dado (A = 1/6) 

eoo. 

Oon questa prooedimento d1 punteggio (0 strategia mista) Ie 

probabilita di fare un errore di I a e di II a specie oorrisponde-

r!\nno ad un punto ° = ° 1 + A(01-02) appartenente alla oongiungente 

i due punti dati C e C . Oon oiol'indifferenza ira i due punti 
1 2 

si estende a tutti i punti della retta e questo prova ohe Ie cur-

ve di indifferenza sono delle rette. 

Se poi oonsidero un terzo punto (non allineatol C, e una pro-
3 

babilita di strategla A qualunque, un ragionamento analogo oonduoe 

a oonoludere ohe sono indifferenti tra loro i due punti 

C' = etA (C -0 ) e 
1 3 1 3 

questi due punti ~ una retta di indifferenza e risulta parallela 
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alIa retta di indifferenza precedentemente trovata (sl ottiene n-

fatti riducendo tutte Ie distanze nel rapporto 1 a A). 

Questa conclusione e in gran,de contras,to con Ie dottrine stan-

dard della statiatica classica oggettivisticaj infatti questa 0 non 

dice niente al riguardo 0 fa pensare a curve veramente arbitrarie 

o infineimpone una saelta fissa per uno dei valori (a,~). 

(O,~) -~ - - - - - ---, 
\ I 
\ I 

\ 

fig.2 

I 
I 
I 
I 
I 

(-i, 0) 

Intendo ora anticipare qualche osservazione. 

Se introduoiuo ora Ie probabili t8 iniziali PtA) e P(B), e 

supponiamo ohe ad un errore di I a e di II a speoie siano assoc.iate 

rispettivamente due perdite J.. e.&1 18 perdita media assooiata ad 

una ooppia (a,~) e : 

L(a,~) = p(A)af + p(B)fig . 

L(a, fi) e lineare in a e fi , quindi Ie curve di indifferenza, cloe 

Ie curve di livello di questa funzione sono eVldentemente delle 

rette parallele la oui pendenza (in valore assoluto, ossia cambia-
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f,P(A) 

to di segno) vale p = . Da ~uesta considerazione risulta 
g.P(B) 

chiaro ~uanto e naturale l'intervento delle probabilita iniziali 

nei problemi statistici. 

Si e visto ohe un esperimento de. luogo ad una regione conves-

sa di punti (a,/3) raggiungibili; allora, se si tiene preseJ;lte che 

per la regola del No~d-Est fra Ie rette di indifferenza 8 preferi-

bile ~uella pib spostata verso Sud-Ovest, si conclude che i1 test 

da impiegare per un esperimento d~to e ~uello rappresentato dal 

punta del contorno della regione convessa, avente tangente con pen-

denza uguale alIa pendenza critica, .ci08 un test di rapporto di 

verosimiglianza tal~ che il valors p ad esso relativo e uguale al-

l'opposto della pendenza critica. Se c'e pib'di up test risponden-

te al medesimo valore di p , essi corrispondono ai puntidi tutto 

un segmento del contorno di Sud-Ovest. II significato di pendenza 

critica si illustra facilmente mediante l,'analogia con il rappor-

to di cambio tra due valute: essa indica .~uanto di /3 si e lisposti 

a dare in cambio di una unite. di a (per es.: di ~uanti mille simi 

aocetteremmo di lasciare aumentare la probabili te. /3 d~ un errore di 

II a specie pur di ottenere una diminuzione di un millesimo nella 

a 
probabilite. a di un errore di I specie,). Riesaminando l'ammis-

sione consueta della teoria oggettivistioa che fa attribuire ad a 

un val ore fisso, risulta allora chiaro che oio non e ragionevole: 

puo darsi ohe nel punto del contorno in cui a e uguale alvalore 

fissato il detto contorno decresoa m~lto rapidamente, e allora un 

piccolo incremell,to di a porterebbe un decremento molto notevole di 

/3. Non si pub determinare certo oggettivamente ~uando un tale rap-

porto di oambio sia da consider are troppo alto 0 troppo basso, ma 

non e comun~ue possibile giuetificareil rifiuto di un tale cambia 

a prescindere dal prezzo del cambio stesso. 
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Questa impostazione che ho sviluppato in collaborazione con 

Lindl~y deriva in gran parte dai concetti esposti in una sua pre

cedente memoria (241. 

Fatto un eeperimento, nella etatietioa claseica si suole an-

ohe oaloolare talvolta il rapporto di veroBimiglianza oSBervato, 

mil. Bi mette in evidenza non questo bensi il valore di a odi ~ 

relative al punto del oontorno in oui Ill. tangente ha pendenza -po 

Con oio si sottolinea una quantits ohe in se ha pooo valore, ohe 

non tiene oonto esplioitamente dei rapporti fra Ie perdite, e ohe 

non si presta ad una interpretazione signifioativa mediante linee 

di indifferenza. Inveoe Ill. regola del minimax (dovuta, oome si e 

detto, a Wald [46]) tiene oonto di tale rapporto e si presta ad 

un'interpretazione mediante linee d'indifferenza, ohe non rispon-

dono pera ad un significato ragionevole. La regola indioa di ren-

dere minima Ill. maggiore delle due perdite medie oondizionate ~a e 

~; oio signifioa soegliere il test sulla retta per l'origine 

~= 
f nel punta pill. vioino all'origine. Cio si pub interpret are -a, 
g 

dioendo ohe Ie linee d'indifferenza sono formate dalle semirette 

parallele ag11 assi (e di verso negativo) usoenti da un punta del

la retta indioata(v.fig.3). oio mostra ohe ~nohe questa regola , 

nonostante gli elementi eoonomioi ohe accetta, non permette nessu-

no soambio tra a e fi L'unita e armonia della teoria della 

diootomia eemplioe eeJosta qui, in oonfronto oon quelle della sta-

tietica classica, risulta anoora pill. evidente passando a conside-

rare i1 caso di una ecelta tra diverei eeperimenti. 

Nel caso in cui si debba soegliere fra due eeperimenti e si pre-

sainda dal 101'0 oosto, Ill. scel til. e mol to semplioe,in q~anto, una 

volta determinati sui oontorni delle due regioni di punti raggiun-

Considerazioni analoghe si p~ssono fare con riguardo aIle im
postazioni sviluppate'in [23] (volume visto do po il corso di Varenna). 
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gibili i due punti ohe rappresentano, per oiasoun esperimento, 1 

test ohe oorrisponde al1a p-oritioa, basta oonfrontare questi due 

punti. 

fig.3 

Non ~ neppure diffioile oonsiderare 1 anohe il oo~to dell'os-

servazione. Qualora si faooia intervenire seriamente l'utilita, 

il problema diventa pili oomplesso nel senso ohe le ourve di indif-

ferenza aoquistano una maggiore arbitrarieta. 

IE 000 up e roo r a d'i e s per i men tid i tip 0 seq u e n z i ale, r e 1 at i vi 

a problemi di diootomia semplioe, atti a illustrare nuovi aspetti 

delle oonolusioni preoedent~. In questo oaso il numero aleatorio 

.c., ~ oosti tui to da un insieme di valor i L'~'.l.:2' ... ,-tn, oiasouno 

dei qU!l.li dipende d!l.i preoedenti, ed .\}., ~ oasuale e dipende da-

gli L. (per j~n). 
J 
Abbiamo un oaso di diootomia semplioe se .oonsideriamo, ad es.) 

un' applioazione di tale metodo sequenziale (dovuto a Wald) a' prove 

bernoulliane, supponendo ohe siano possibili due ipotesi oiroa il 
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valore della lore probabilit~: p = PloP = P2' Per f1ssare le i

dee si pub pensare ad un'urnain oui sappiamo esservi 100 palline 

bianohe e nere, ma non rioordiamo se ci e stato detto che quelle 

bi~nche sono l6 o· 64. Prooedendo ad estrazioni (naturalmente oon 

reimbussolamento), dopo aver estratto h volte palla bianca e k 

nera, il rapporto di verosimiglianza della la alla 2a ipotesi e 

e il suo logaritmo e 

l-p 
i 

i = 1,2) 

h(log P1 - log P ) + k(log q - log q ) , 
2 1 2 

le cui linee di livello (nel piano h,k) sono le rette parallele 

k = Ah + cost con A = 
log Pl - log P2 

log ql. - log q2 

(8i noter~ che A > 0 , essendo P1' p 2' perohe dei rapporti P/P2 

e q Iq neoessariamente un,o e mag,giore e uno e minore di 1). 
1 2 

Se ora rappresentiamo i riBultati delle successive prove suI 

piano (h,k), otteniamo (v.fig.4) una spezzata in oui ogni estra-

zione di palla bianoa e rappresentata da un passo verso destra ed 

ogni estrazione di palla nera da un pas so verso l'alto. Un metodo 

sequenz1ale e oaratterizzato dal fatto ohe per ogn1 punta s1 puo 

indicare se, raggiungendolo, l'esper1enza a1 termina dec1dendo di 

aooettare la 1a ipotesi, 
a 

o si termina deoidendo di aooettare la 2 , 

oppure si prosegue. I test non sequenziali (con numero prefissato 

di prove) rientrano come caso partioolare, dovendos1 proseguire 

finohe h+k< n, ed essendo prestabilito quale deoisione va presa per 

ogni punto della retta h+k=n 

Fra 1 test sequenziali, quelli rispondenti al criterio del 

rapporto di verosimiglianza e quindi ottimali nel sensa detto, si 

ottengono in particolare traooiando due delle r~tte k=Ah+oost., 
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dioiamo k = Ahto', k = Ahto" (0' < 0"), e st.bilendo di proseguire 

Ie estrazioni finche non si esce dalla striscia fra esse racohiu
a 

sa; all'usoita si deoidera per 11.1 1 ipotesi se si oade 1.11 di sot-
a 

to della retta inferiore, per 180' .. 2 se si sorpassa invece 11.1 retta 

superiore. 

Questo procedimento suggerisce in fondo di non arrestarsi fin-

ohe non sia stato raggiunto un val ore abbastanza grande 0 abbastan-

za piooolo per il rapporto di verosimiglianza, ed e in notevole ar-

monia col nostro punto di vista. (L'unioa variante e ohe 11.1 soelta 

delle due rette sarebbe da fissare, se si adottasse 11.1 teoria sog-

gettiva, basandosi sulle probabilita P e l-P=Q attribuite inizial-

mente aIle due ipotesi, e stabilendo quali valori P' eP" della 

probabilit. finale ci farebbAro deoidere ad agire secondo 11.1 "1.10-

cettazione" 0 il "rifiuto" della La ipoteii; Oi08 : Ie oostanti 

0' e 0" sarebbero 0':; 10g(P'Q/PQ')/10g(q/q2)' (0" = analogameZ\te). 

Ma tale oonoetto e inveoe in netto oontrasto ooi oanoni del-

11.1 teoria oggettivistioa. Ivi infatti viene denunoiato oome un 

grave errore (oome ingenuitl 0 tendenziosita che infioia il ri-

sultato) l'arrestare un esperimento in modo facoltativo (Optional 

stoPPing)(6). Guai dire che si continua fino a cke si ritiene di 

aver rag,iunto un'evtdensa sufficiente perconcLudere, 0 ,ino a 

ch si Ii fa,tto tro;PQ, ta,rdi (era buio, ero stanoo, avevo fame, so-

no stato ohiam8oto da qualcuno, desideravo fare qualoos' 1.11 tro, e 

via dicendo). E' vero infatti ohe oio e in oontrasto con l'impo-

stazione in cui si pongano come significativi cr. e f3 ; ma 8 tale 

impostazione che va respinta, non l' Optional Stopping, ohe, 1.10-

cettando l'imptistazione indicata come unioa ragionevole basata 

suI rapporto ~i verosimiglianza, diviene perfettamente aooetta-

(6)----~---

Specialmente da Feller in [6]; oenni e ulteriori oommenti .1'n 
[5]. Sull' argomento ofr.anohe [39]. 
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bile. Quel ehe import a ~ soltanto ehe tutta l'informazi6ne r~u~ol-

ta venga utilizzata, eomunque la si sia ottenuta (senza una sele-

zione ehe sarebbe tendenziosa e disonesta). 

Tale osservazione, a p.rte l'importanza ohe ha di per se stes-

sa, mostra chiaramente oome Ie disoussioni che potevano sembrare 

aeeademiche Bulla natura del metodo statistieo conducono inveee a 

conclusioni e ohiarimenti su aspetti fondamentali per la critica 

e la giusta visione dei metodi pratici e delle loro applioazioni 

conorete. 

Prima di ohiudere l'argomento, aocenniamo brevemente ad una 

prima generalizzazione della dicotomia semplice. II fatto di avere 

soltanto una azione appropriata a ciascuna ipct~si element are non 

costituisce il caso generale; de Finetti ha parlato di una diooto-

mia semplice fra ipotesi ma con una varieta di oomportamento, e 

cia introduce un notevole cambiamento. In questa caso si puo uti-

lizzare la nozione di "operating characteristic" oio~ di una fun-

zione ohe descrive Ie operazioni di una politioal c(~ puo essere 

una funzione ohe sceglie fra tutte Ie azioni ammissibili. 

Inpltre si pub parlare della distribuzione di probabilita di 

fare una certa azione sotto Ie ipotesi, A, B, 0, etc. 

II rapporto di verosimiglianza 8010 nel oaso preoedentemente 

studiato,S'i 'presenta 'aome 'una sOlafunzione ~umerioar(,~). Inol": 

tre,prevedendo una generalizzazione, sarebbe pib opportuno da un 

certo punto di vista scrivere 

.oio allo soopo di mettere in evidenza la natura di rex} che ~ 00---
me queIU'ed,e,l,le coordinate proiettive. Questa forma inoltre e mol-

to QPportuna per il oaso in cui 81 hanno pib di due ipotesi; per 

eS.se si misuraun parametro ~ , si parla di rapporto di verosi-
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migUanza r(!, A) propor'zionale a p(.o..1 A). 

Molti preferisoono dire ssmplioemente "verosimiglianza" an

zioh~ "rapporto di verosimiglianza", ma a mio avyiso il termine 

"rapporto" giova a sottolineare opportunamente la menzionata na

tura del ooncetto. 
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5.- MISURAZIONI PRECISE; INTRODUZIONE 

Intendo ora ooouparmi di un particolare tipc di problemi sta

tistici, che chiamerb di "misurazione precisa", sul quale sal'. u

tile soffermarsi attentamente perche e particolarmente indicato 

per effettuare dei confronti fra le teorie oggettivistiche e quel

la soggettivistica. Questo tipo di problemi inoltre illustra il 

concetto di ogni oggettivit., in quanta riguarda circostanze in 

cui praticamentetutti arrivano ad un accordo quasi perfetto, ed 

e questa che d. luog~ di solito ad un'idea intuitiva, ma sbaglia

ta, di oggettivit. (come gi. abbiamo avuto occasione di rilevare 

nel n.4). 

II nos t 1'0 nuovo ar gomen to p.UQ es s er e I' i c ondot t 0 a 1 s e guent R 

esempio. Supponiamo che un chimico abbia ottenuto dei cristalli 

molto puri di un oomposto, non anoora oonosoiuto, ohe ohiameremo 

"aoido statistioo", e ohe voglia determinarne il punta di fusio

ne ~ . L'unit. di miaura oonsentita dallo atrumento utilizzato e 

il decimo di grado centigrado. II detto chimico prima di effet

tuare la misurazione ha delle opinioni suI valore di ~ e sulla 

precisione dello strumento di misura. 

Se indichiamo con m il valore che verra dato dallo strumen

to, la detta opinione sulla preoisione de,l10 strumento si tradu

ce in una densita di probabilita p(~I#) di m dato ~ per ogni ~. 

Posaiamo supporre, per definire un esempio semplioe, che sia 

p(m,l~) = ¢Cm-~) essendo ¢ la densi ta di probabilita della distri

buzione norma Ie standardj oio e poco realiatioo almena per due 

ragioni 

- di solito non ai ha un'informazione esatta s~lla preci

sione dello strumento, e quindi si dovrebbe oonsiderare la den

sit. di probabilita di una distribuzione normale avente scarto 
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quadratioo medio inoognito oome ~ j 

- in genere e pooo leoito assumere letteralmente la distri

buzione normale per rappreaentare la distribuzione degli errori. 

Le possibilita sulle opinioni possedute riguardo a ~ sono 

molteplioi: mi limito qui a darne qualohe esempio per sottolinea

re ilruolo del giudizio soggettivo. 

1) II ohimioo e piu 0 meno oonvinto ohe ~ = 18~4,3 j la 10-

ouzione"e piu 0 me no oonvinto" signifioa ohe per il detto ohimi 

00 il valore 18~4,3 ha'probabilita positiva e non nUlla; in que

sto caso il oomportamento del ohimioo rispetto all'esperimento e di 

due tipi : a) se egli attribuisoe a questa probabilita un valore 

molto prossimo ad uno e sup~rfluo effettuare la misurazione; 

b) ae egli nutre dubbi ragionevoli e il oaso di effettura la mi

surazione, pero questo problema esula dal tipo di problemi di 

"mjsurazione preoisa" di oui oi ooouplamo qui, e oade sotto quel

Ii di "test dl un'ipotesi stretta". 

2) II ohlmioo • oonvinto ohe ~ 2 1650 (ad es. avendo tro

vato ohe un oampione impur~ della sostanza si e fuso a quella 

temperatura e sapendo ohe in genere la presenza di impurita fa 

abbassare il punto di fusione). 

3) II ohimioo ha opinioni diffuse riguardo al valore di ~ 

almeno entr~ unoerto intervallo. 

Quest'ultima ipotesi pUD essere illuatrata dal seguente 

esempio. 

II ohimioo ha una distribuzione di probabilita per ~ ohe 

indioo oon M'(~) e questa distribuzione e tale ohe nell'inter

vallo (1~00,2000) • oompresa una probabilita abbastanza grande 

e inoltre ohe: 

M' (x) < 1000M' (y) oon x qualsiasi e 1700 < y < 2000 
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M'(y) non presenti variazioni maggiori del 5% in alcun in

tervallo d1 lunghezza 10 contenuto in (1700)2000). 

E' il caso 3). - non inoompatibile con 2) - ohe oaratterizza 

1 problem1 di "mieurazione preciea". Osservato un valore m). la 

dens it. di probabilit. terminale per.~ h data da: 

M'(~lm) = C p(ml~)M'(~) 

dove C h una cost ante individuata dalla relazione di normalizza

zione 

JM'(~lm)d~=1 . 

Nel oaso che si possa porre p(m I~) ,,¢(m-~) si ha : 

M' (~Im) = C ¢(m-~)M' (~) (1) 

Queste relazioni sono val ide in generale ma presentano soar

sa utilit. senza qualche conoscenza di M'(~); se perb si intro

duce l'ipotesi di diffusione delle opinioni iniziali di cui in 

3) Ie relazioni precedenti danno luogo a delle relazioni appros

simate) ma di notevole interesse. 

Supponiamo ohe il valore osservato eia m = 1935,4 - interno 

all'intervallo (1700)2000) - allora il secondo membro della (1) -

- a meno della cost ante C - h i1 prodotto di due fattori dei qua

Ii M' (~) all'eeterno di (1700)2000) non pub essere molto piu gran

de del minimo di V' (~) in (1700)2000) e varia di poco (5%) in un 

intervallo di lunghezza 10 oontenuto in (1700)2000) mentre ¢(m-~) 

avendo varian~a unitaria) ha quasi tutta la massa concentrata nel-

11intervallo di lunghe~za 10: ne segue ohe V'(~lm) h quasi ugua

Ie a ¢(m-~). Scrivo cioh nel modo seguente 

( 2) 

Con cib il carattere normale della distribuzione degli errori si 

e trasferito alIa distribuzione finale di ~. 

Questo passaggio e ritenuto di Bolito illecito) ma tale non 
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e nell a nos t r a i pot e s i - per a 1 t rom 0 It 0 ve r 0 s i mil e - d i 0 pin i 0 I, e 

iniziale diffusa. Pero e opportuno not are ohe la distribuzione 

normale ohe figura nella (1) h~ un signifioato diverse da quello 

ohe si deve attribuire alla distribuzione approssimativamente nor

male Il' (~Im) : nella (2) ¢(m-~) deve oonsiderarsi oome una di

stribuzione in ~ . 

11 risultato ottenuto ha grande valore pratioo, in quanta e 

eU esso ohe sono basate tutte Ie oonsiderazioni sull'attendibi

lita di m oome stima di ~ . Si deve inoltre osservare ohe la buo

na riusoita del nostro ragionamento e oondizionata dal fatto ohe 

il valore osservato di m oada nell'intervallo (1700,2000); qualo

ra oio non fosse non si potrebbe dedurre (2) da (1) . 

. Passiamo a oonsiderare ora la posizione delle souole ogget

tivistiohe di fronte a questo esempio. 

Seoondo la souola di Neyman-Pearson l'intervallo m + 2,5 

e un intervallo di oonfidenza oon livello di oonfidenza 99/100 

e oio senza aloun riferimento alIa distribuzione iniziale delle 

opinioni. Questa impostazione e ohiaramente in oontrasto oon quel

la sopra esposta. 

11 ohimioo ohe si affida alIa teoria di Neyman~Pearson sa 

ahe se formere. l'intervallo m + 2,5 fara un oolpo di un giooo, lan

oera per oosl dire una piastrella ohe ha prob~bilita 99- di 00-

prire il punto oeroato. Ma, dopo effettuato I' esperimento, l'1n

tervallo essendo determinato, la piastrella oaduta, egliavre·bbe 

interesse stiltanto a sapere se e riusoito in quel oolpo 0 quale 

probabilita ha di essere riu80ito. La teoria di Neyman.Pearson 

e trop~o prudente per dare la minima soddisfazione aIle sUe do

mande. Essa gli direbbe di non preooouparsi se ha ottenuto un ri

sultato visibilmente inaooettabile, perohe l'unica cos a importante 
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e di aver usato un metodo in cui tali inconvenienti si verifioa

no molto raramente. Un procedimento basato su intervalli di confi

denza (il prooedimento a due stadi di Stein, oalorosamente sotto

soritto da Neyman) sar~ disousso nel Oap.?, e si vedr~.come sia

susoettibile di oondurre a intervalli di confidenza manifest amen

te inaooettabili. 

Fisher basa il suo metodo d'impostazione di tale problema 

sulla supposizione "ohe non si abbia alouna informazione su ~" 

senza spiegare oosavuol dire quell'assenza di informazioni; in 

tale ipotesi egli arriva alla oonolusione che la distribuzione 

"fiduoial" a posteriori e quella stessa da noi trovata. Allora 

la nostra impostazione quanta meno serve a ohiarire il signifi

oato da attribuirsi alla oondizione ohe non si abbia alouna oono

soenza a priori. Oio potrebbe indurre a pensare ohe la teoria di 

Fisher debba ooinoidere, dopo qualohe messa a Iunto, oon la no

stra; oome e possibile risoontrare su numerosi esempi, cio e ve

ro eolo in oerti oasi ma non in generale: la nostra impostazione 

e susoettibile di applioazioni in qualunque oaso e sotto ogni ge

nere di ipotesi. Resta A vedersi oome viene oonsiderato il mede

sim~ problema nella impostazione logioo-oggettiv~stica di Jef

freys. 

Egli assume oome distribuzione a priori. di. ~. la distribu

zione uniforme tra -00 e too ('distribusione singo~are co~ densi-

ti costante") e, mediante l'applioazione del teorema diBayes, 

arriva alla nostra steasa oonolusione. Secondo alouni, questa 

prooedimento non e leoito perohe la detta diatribuzione non esi

ste, visto ohe non e normalizzabile. La nostra i~postazione ha 

il pregio di easere piu realistioa; oomunqUe le due teorie vanno 

bene d'aooordo, la nostra puo oonsiderarsi oome un perfezionamento, 

e come il risultato di una critica oostruttiva, di quella di Jeffreys. 
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6. - MISURAZIONI PRECISE; ELABORAZIONE. 

Sia J.. una variabile oasuale ohe assume valori qualsiasi 

(per esempio, unl:l n-pla di numeri) e A un parametro. 

Dal nostro punta di vista anohe A e una variabile oasuale ohe 

dev'essere soritta ~ e, in pratioa, la differenza tra A. e ~ e do

vuta al fatto ohe, mentre la distribuzione di ~ dipende solo dal-

la nostra opinione, quella di ~ e in parte determinata mediante 

delle probabilita oondizionate ohe possono essere oonsiderate qua-

si un dato oggettivo, 0 almeno pUbblioamente oondiviso. E' impor-

tante rioordare ohe I:Inohe ~ non e neoessariamente un solo numero, 

ma pub essere una r-pla di numeri, ad esempio l~ ooppia dei para-

metri M e ~ di una distribuzione normale, eto. 

Uno dei dati del problema e la distribuzione di probabilita 

di • subordinata a)).j a seoonda ohe si tratti di distribuzione di

soreta 0 oontinua (1) indioheremo oon la stessa notazione P(~IA) 
sia la probabilita in senso letterale, oppure la densita di pro-

babilita di ~ subordinatamente a ~. In questo seoondo oaso e ne-

oessariamente sottintesa una misura per Ie x, in quanto una den-

sita fornieoe una misura aoltant~ quando viene integrata rispetto 

ad un'altra misura. Supporrb quindi assegnata una misura a(x), ma 

speaso, a1 posto di da(x), si pub scrivere dx, perche, essendo 

'" un'entita astratta, questo non dioe nientedi speoifioo e l'u

so della notazione abbreviata non fa gran danno. 

Nella nostra impostazione interviene inoltre una densita di 

pro b a b il i t 11 in iz ia 1 e per 1.', S (A) • 
"-J 

Dopo un'osservazione abbiamo una densita di probabilita per 

"(ii-------
E' essenziale limitarsi a questi due casi, di distribuzione 

discreta (solo masse oonoentrate), 0 continua (nel senso specia
le: avente ovunque una densita finita). Possono considerarsi al
tri oasi, ma ai oadrebbe in complioazioni. 
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A subordinatamente a.<fv ohe verifioa la seguente uguaglianza 

S(Alx) = O.p(XIA).S(A) 

E' importante sottolineare ohe 0 e oostante rispetto a J;;,. J ma puo 

darsi ohe dipenda da .!,. (i1 val ore di 0, oostante di normalizzazio

ne, e quello pel' oui 8(Alx) ha integrale uguale ad 1 per tutto 10 

spazio). 

Nei oasi favorevoli,oioe quando S(~) ha un andamento molto 

piano (nel senso dell'esempio) in oonfronto a quello di p(XIA) la 

(1) si semplifioa con un'approssimazione pili 0 meno buona 

s (/\.1 x) ~. o. p (x I A) • ( 2 ) 

Questo fatto aooade spesso in pratioa, in quanto, se la misura e 

abbastanza preoisa, p e molto attiva soltanto in una pioooia re

gione in oui ha un massimo piuttosto elevato dal quale si disoosta 

rapidamente: quando oio aooade la oosa e completamente soddisfa-

cente dal punta di vista statistioo. 

Oonfrontiamo, ora, questa teoria con Ie teorie olassiohe. Per 

la souola di Neyman-Pearson risolvere un problema di questo tipo 

signifioa trovare intervalli 0 regioni di oonfidenza per ~nel 

senso teonioo di tale teoria, ma quest'ultimc problema di solito 

non ha soluzioni, in ~uanto e del tipo delle equazioni integrali 

di Fredholm che ammettono soluzioni solo in oasi particolarissimi. 

Anohe.i segu_oi di tale teoria riconosoono questo fatto e non 

oapisoo come mai c15 non 4ia 101'0 grande insoddisfazione, in quan

to mi sembra che un metodo di inlerenza che va bene solo quando 

accade qualohe aooidente di natura algebrica, e negli altri casi 

non funziona, non promette di essere un metodo valido. (Ma debbo 

dire che recentemente c'e una tendenza a rilassare 1e oondizio-

ni: v.Lehmann (21)). 

II problema diventa partioolarmente difficile per i fautori 
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di quell'impostazione quando A ha due componenti ~1 e 1.2 e siC! e

ve dire qualche oosa su A1 da solo. In questa caso essi dioono che 

A e un parametro di disturbo. Per noi questa caso non e affatto 
""'2 
aoatanzialmente pib complioato di quello in cui si ha una sola com-

ponente; infatti il problema. di trovare la probabilit~ ohe A ca-

da in un certo intervallo 0 in una certa regione del piano e que-

sta e una questione di integrazione. 11 fatto che A, abbia pib 

componenti pub rendere pib diffioili i problemi di 011.10010, mil. non 

oambia nulla dal punto di vista oonoettuale. 

Piuttosto e neoessario sottolineare ohe il passaggio dalla 

(1) alla. (2) va eseguito oon certe oautele: per esempio pub an-

dar bene in una regione abbastanza grande, mil. talmente male fuo-

ri di tale regione ohe, volendo oaloolare 111. media di ~ 0 di una 

sua funzione, si ottengono dei risultati irragionevoli 0 inaoddi-

sfaoenti. Ci sono perb molte applioazioni in oui le cose vannv 

abbastanza bene. Per esempio, se vogliamo sapere qualohe oosa sul-

le. distribuzione di A quando A ha due oomponenti A e A , non 
"'l1 "'" . ""'1 """2 

dobbiamo fare altro oha calcolare 111. distribuzione marginale, cioe 

integr.are rispetto a ~ e rinormalizzare. 

La teoria di Fisher non dioe niente a proposito di questa 

problema perch. 'isher chiede, per poter trattare un problema, 

almeno un insieme di statist'ic (2) sufficienti regolari, e noi 

siamo ben lontani dal campo di applicazione della probabilita f~-

duciale . La teoria di Jeffreys, invece, si applioa abbastariza be-

(2)---------
Uso il termine inglese "statistic" (trattandolo oome invaria

bile anohe 11.1 plurale, co~i come test}; significa una qualunque 
grandezza 0 entit~ che rimane definita in base 11.1 risultato del
l'esperimento. Pib tecnioamente, una statisti~ e una funzione ahe 
associa un oggetto di una qualsiasi natura ad ogni poasibile os
servazione x. In particolare costituisce una statistio 111. p(XjA) 
e vedremo nel 17 l'opportunit~ di oonsiderarla come tale; in tal 
caso, preoisamente, l'oggstto associato ad x • ill. p(XIA) conside-' 
rata come funzione di 1 . Cf~.anche 111. fine del preBente 16. 
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ne e tutto quello che dioo qui a proposito di questa problema non 

e che una chiarifioazione e una oritioa costruttiva di quello che 

dice lui. 

Un'altra questione molto importante e la seguente: la (1), che 

e assolutamente esatta, dipende dall'andamento di p(Alx) pensata 

come funzione di A e non come funzione di . .!.> cosioche se noi cam-

biamo p mol tiplicandola per una qualsiasi funzione di.~ non cam-

bia niente. Tale osservazione e import ante perche invece la pro

babilita di arrivare ad un campione ~ dati i e p(XIA) dipen&e 

dalle modalita con oui l'esperimento e statc fatto, e precis amen-

te varia~ad esempio,a seconda che si tratti di un esperimento can 

c.ampione di grandezza fissa, oppure sequenziale, e, pill in gene-

rale, dipende dal disegno sequenzial'e dell' esperimento. In ogni 

caso, tutta~ia, Ie differenti varianti conduoono a valutazioni 

tutte proporzionali tra lora (in qua.nto funzioni di l;.), di modo 

che il rapporto di verosimiglianza ntin • diverso, poich. in eBBO 

dev'essere oonsiderato insssenziale ogni fattore indipendente da 

~. Oio significa che l'interpretazione di un dato risultato non 

deve dipendere dal disegno dell'esperimento .che ad esso ha dato 

luogo. Torne~~ spesso su qaesto fatto che mi sembra molto impor-

tante e che • decisamente negato dalla sagola di Neyman-Pearson. 

Vioeversa Fisher nsl suo nuovo libro (10) dice ohe quando non si 

puo dire altro, bisogna pubblicare questa funzione di /::;" j.n qU9.n-

to essa oonti~ne tutto quello chs concerns il problema. 

ImmaginialJo, ora, o.he invece di lavorare oon A io abbia scel-

to di lavorars oon una fqnzione di A : yeA). Finch. si tratta di .... 
scrivsre l'snaloga delle (2) Ie case vanno come prima 

8(Alx) ~ o.p(xly) . 

Oltre alIa (41, pero, possiamo anohe scrivsre ill conssguenza di 

( 2) : 
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( 4 ) 

E' possibile che tutte e due Ie relallioni precedenti siano vere? Si, 

perche Ie costa.nti non sono 
. dY(A) 

necessa.rlamente Ie stesse e ~ puo 

essere qua.si uniforme nella regione che conta e questo accade spes-

so nelle applicazioni. Vedremo tra poco un esempio di una distri-

buzione avente densita del tipo 

h 
---a. 

(T 

Se cambio a in a+1 0 in a-1, come avviene quando si considera 

loger 0 er 2 come il parametro rispetto al quale l'opinione risulta 

diffusa,ossia press'a poco uniforme, la forma della funzione va-

ria mol to poco se a e grande" e viceversll questi cllmbiamenti, sp"-

cialmente il primo, possono risul tare utili. Quello che da questa. 

ela.sticita e il flltto che nelle (·3) - (4) non compllre il segno di 

uguaglianzll, ma. quello di uguaglia.nza. IIpprossima.ta.. 

Jeffreys, viceverea, ri tiene che ~ debba avere distribuzione 

in1zia.le uniforme, e poiche se cio vale per.b.. non puo val ere an,-

che per Y(Al, eoltanto una delle (3) - (4) e vera, e in eeea non 

compare il segno di IIPprossim!Hionemail segno di uguale. Questa 

idea. di Jeffreys e stata. molto oriticata e giustamentej egli ha 

speso molte energie per superare queste critiche, senlla riuscir~ 

vi. Egli, infatti, vorrebbe scegliere quale parametro debba es-

sere oonsiderato uniforme, in base alIa na.tura. della. funzione p(xl>--)j 

cioe per esempio egli vorrebbe formare la sua. opinione iniziale 

Bulla velocita della luce in base allo strumento che sara adope-

rato per misurarla, e se domani venisse invsnta.to un nuovo stru-

mento dovrebbe cambiare la sua opinione iniziale 

(3)-------
Come ha mostrato Frank Anscombe nella sua recente nota "De

pendance of the fiducial afgument on the sampling rule" (Biome-

. I. 
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Vediamo an~ora una volta, riferendoci a questa caso, oome la 

teoria soggettiva dia una risposta ragionevole;essa dioe infatti 

ohe ambedue le (3) - (4) possono essere acoettate oome delle ap

prossimazioni piu 0 me no buone a seoonda dell'andamento di yeA). 

Passiamo ora ad un altroimpartante argomenta: .le osservazio-

niripetute. Non posea entrare troppo nei dettagli di tale teoria, 

ma ne aooennerc alouni aspetti ietruttivi per illuetrare l'appor-

to del punto di viets soggettivo. Immaginiamo ohe ~ sia una suo

oessione di osservazioni (11'''2'''' '-'k' .. "~) ognuna oon la stes

sa distribuzione subordinata a A: 8(xkIA); allara 

Vedia~o ora ohe cosa suooede quando n ~ grande, 

Prendendo il logaritmo di p abbiamo 

logp(x IA) = 

Voglio most rare ohe la funzione 

L(A) = logp(x I A) = ~ log8(x k I A) 
k=l 

( 5 ) 

ha un lI1assimo piuttosto stretto in oorrispondenza di un oerta va-

lore e ohe tale Massimo diventa piu stretto alcresoere di n 

Dare eoltanto le linee essenziali della dimostrazione : ohi desi-

der&sse oonoeoere una dimostrazione rigorosa veda {40] pag.236 

o [19] . 

Poniamo 
( 6 ) 

trika, vol. 44, Parti 3 e 4 dioembre 1957), eeistono perc dei oasi 
in oui tale fatto, anzioh~ essere assurdo, risponde esattamente a 
delle differenze d'informazione insite nell'adazione di differen-
ti metodi di osservazione. (Aggiunta oomunio.ta i1 15 ottobre 1959). 
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e consideriamo la funzione 

8(,8) = L(A + 1...) 
o Vi 

= ~ log [1 + 
k=l 

r1oordando ohe log (ltt) = t _ 1 t 2 + O(t 2) 
2 

poss1amo sorivere : 

n 
$(,8) = ~ 

k=l 

2 

+ o 

= 

+ (7) 

Ne1 oas1 regolari il valor medio del primo termine della (7) ~ 

esattamente zero e 11 secondo puo essere approssimato nel modo 

seguente 

::::: d [p '0 e(xkiA) 

]:~'o '" - '2 k=l VN -
'0 A 

'" -~ [ oe<"I'!]' = _L[ 0 8('k l')] , 
-

2n 'OA A=A 2 'OA A=A 
0 0 

R1cordando la (6) possiamo quind1 concludere che L(A) nei casi 

regolari ha un massimo in corrispondenza del val ore A e attorno 
o 

a tale massimo decresce come una parabola e la sua derivata se-
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10ge(xIA) )2 
oil. dx 

Poiohe logp , oome funzione di A , e una parabola, p, essen-

do uguale ad e elevato a questa funzione, sar~ nei casi tipici con 

grande probabili t~ una densi ts quasi normale [20). 

Di solito allora si arriva quindi praticamente ad una distri-

buzione normale e stretta. Ma gli oggettivisti che sostengono che 

quando n e abbastanza gr~nde si arriva sempre ad una conclusione 

precis a, ccmmettono un errore evidente, come si pub mostral'e con 

e = e -Ix-AI questo esempio. 8ia allol'a 

10gp(xIA) 
n 

= - ~ Ix -AI 
k=l k 

cioe una funzione poligQnale, che di solito pel' n abbastanza gl'an-

de appl'ossima bene quella parabola, ma in casi molto l'ari pub ao-

cadere ehe la funzione abbia un tl'~tto, anehe al'bitral'iemente lun-

go, orizzontale e poi deeresea con una poligonale. E, Se ei eapi-

ta un'ossel'vazione del genere, il nostro l'isultato e molto impl'e-

eiso. Inveee la seuola oggettivista dice che dopc una tale misura 

dobbiamo necessariamente avere una cel'ta pl'ecisione, che e sempl'e 

la stesea,eia nei casi particolarmente sfavol'evoli che in quelli 

favorevolL 

8i tl'atta della solita manchevolezza gis rilevata a proposi-

to della teoria degli intervalli di confid~nza, pal'lando dell'e-

sempio dell'acido statistico (15). Pel' illustral'e il concetto con 

un'analogia, pub valere la ssguente pal'a~ola. O'el'auna volta u-

na mitica tl'ibu Africana, 
( 4) 

che aveva norme giul'idiahe notevol-

(4) 
Incidentalmente, esiste realmente una tribu afl'iaana con un 

codice penale tanto sofisticato ehe ha costituito oggetto di stu-

./ . 
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mente sofisticate e ragionevoli sslvo questa sola eccezione. 

Se un indiziato ha un alibi veramente perfetto, che rende as-

solutamente inconcepibile che quegli abbia alcunche da fare col de-

11tto, allora eg;I.i dev'essere giustiiliato all'istante. I sapienti 

giudioi di questa tribb sousano questa ncrma, dicendo che e cosl 

difficile avereun alibi ~.rfettn che la regola di giustiziare 00-

loro la cui innocenza e assolutamente stabilita mediante un alibi con-

durrebbe a meno di unadecisione errata su un miliardo di prooessi. 

11 fatto che, una volta su un miliard.o di casi, una persona manife-

stsmente innocente venga giustiziats, viene da quelli aooettato fi-

losoficamente come una psrte del prezzo dell'oggettivits. 

Prima di concludere questa discussione generale sull'argomer-

to delle misurazioni precise, vorrei spiegare cos a diventano nella 

teoria soggettiva il metodo di massima verosimiglianza a 11 oon-

oetto di statistio sufficiente. QUest'ultimo punta, .benchs non sia 

partioolarmente oonnesso oon l'argomento della misurazioni preoise, 

e parb importante attravarso l'intero campo della teoria statistica. 

La funzione di verosimiglianza 0 rapporto di verosimiglianza 

di ~ alIa lu~e del dato x e, come g1~ ~ stato detto, p(xt~). Una ,..., ,..". 

estimazione di massima verosimiglianza d1 ~ , alla luce del dato x, 
"'-

vuol dire un valore ~(x) che rende massimo p(xl~) come funzione di ~. 

In molti problemi pratiai ~(x) e una ben definita funzione di x a 

costituisoe, da vari punti di vista, una buona stima di ~ . 

B.A.Fisher ha particolarmente esaltato il metodo di eetimazione di 

dio da parte di molti giuristi del Mondo oacide~tala. 

Seoondo questa codiae, uno ahe acoidentalmante danneggia il suo vi
cino viene Pu..nito esattamente aame se avesse fatto oib intenzional-
mente. 
L'opinione e ohe altrimenti non ai sarebbero ahe aaaidenti, e natu
ralmente anahe in questa ale un p~ di verits. 
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massima verosimiglianza. (5) 

Nella teoria spggettiva l'estimazione di mas sima verosimiglian-

za giuooa spesso un ruolo import ante; benohe sarebbe meglio non 

ohiamare questo ruolo estimazione. Quando 1110 situazione permette 

una misura preoisa di A, oioe, quando la distribuzione finale di 
..,." 

A dato x e approssimativamente C p(xIA), spes so aooade ohe p e u..,. 
na funzione ohe agisoe solo in una piooola regione del piano, nella 

quale pre sent a un massimo molto elevato dal quale si disoosta mol-

to rapidamente, e il suo logari tmo ha, piuo meno, l' andamento di 

una parabola, 0 meglio, ha un Massimo in un punto e 1£1 derivata se-

oonda, oaloolata nel punto di massimo, e molto grande. Cosl l'e-

stimazione di massima verosimigli&nzE\ A(X), insieme £111£1 derivata 

seoonda di p(x.IA) rispetto a A, pub fornire una buona desorizio-

ne pratioa della parte piu interessante della funzione rapporto di 

verosimiglianza. Naturalmente, se 1;,. oonsiste di piu parametri rea-

li, inveoe ohe di uno solo, il ruolo della derivata seoonda e so-

stenuto dalla matrioe delle derivate seoonde di p(xIA) 

oomponenti di A, oi08 dalla matrioe hessi!;lna II ars II = 
"'" 

In alouni problemi il massimo di verosimiglianza 

rispetto ai 
(J2p 

II~II. 
r s 

da una esti-

mazione molto oattiva e questa 8 stato messo in risalto speoial-

mente da Neyman. In base £111£1 teoria soggettiva 8 possibile deoi-

dare quando il oriterio di massima verosimiglianza e applioabile 

e quando non 10 e. Una proprieta notevole della estimazione di mas-

sima verosimiglianza e 1£1 seguente: se si oambia il parametr~ l'8sti-

mazione di massima verosimiglianza oambia oontormemente;" per esempio, 
2 

se una volta stimo ~ e un' £11 tro volta l.., oon questo seoondo metodo 

arrivo al quadrato della prima estimazione. Fisher da grande risal-

to a questa proprieta, ohe a prima vista sembra un tipo auspioabile 

di oonsistenza intrinseoa, del metodo della massima verosimiglianza 

(5)-------------
Cfr. pareoohi dei lavori riprodotti in [11], p. es. il n.X. u

na disoussione maggiormente nello spirito di Neyman, Pearson e 
Wald 8 oontenuta ne 11£1 Sezione 15.6 di [40J. 
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Infatti ~ faoile pensare (speoialmente se 10 si fa senza penB~re) 

2 
che Ill. migliore stima possibile di A debba essere il quadrato del-

Ill. migliore stima possibile di A. D'altra parte, l'estimazione di 
"'" 

massima veroBimiglianza di A e semplicemente il valore modale, 0 
"-

pib probabile, di A dato x, nell'ipotesi che Aabbia distribuzione ...... --.; """ 
iniziale uniforme, Se, per aloune ragioni, sembra importante usare 

questo valors, perche dovre.bbe essere al trettanto import ante usa-
2 

re il val ore modale di A dato x, ancora una volta sotto l'ipotesi ,.,.., "-

2 
che A s~esso e non A sill. distribuito uniformemente, quando si cer-"'" ,..,... 

2 
ca una stima di A ? Questa questione ~ strettamente connessa can 

""" 
i1 fatto che 11 valore di Ache rende mas sima p(xlA) yeA) per un 

"-

y arbitrar10 ha molte delle virtb del1'estimazione di massima ve-

rosimiglianza, un caso speoial~ che ha luogo quando y ~ identica-

mente 1. Benohe non sill. necessaria in questa caso pens are a y come 

ad una densita di probabilita, noi possiamo fare oio, nel qual ca-

so s1 vede che la pib generale estimazione e il val are modale di 

una distribuzione finale quando Ill. densita della distribuzione ini-

ziale a y . 

Un'interpretazione un po divers a e data a pagina 15 delvolu-

me [23] di Lehmann. 

Passiamo ~ra al ooncetto di statistic sufficiente a esaustiva 

che giuoca un ruolo importantissimo nella statistica oggettiva. Nel-

Ill. teoria soggettiva la cosa cambia abbastanza: c'e una statis~io 

sufficiente minima, cioa p(x I A). 

Una statistic, oome gia e stato spiegato nella nota (2) ~ u-

nil. funzione dei dati. Per esempio, sonG statistic Ill. media e Ill. 

varianza di un campionej sono pure una statistic la media e la va-

rianza prese insiemej prendendo a)Jla lettera Ill. definizione, 10 

stesso oampione a sempre una statisticj infine Ill. funzione rappor-
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to di verosimiglianza p(x/k) ~ una statistic in quanta fa cor~i-

spondere ad ogni x un oerto oggetto, preoisamente la p oonsidera-

ta oome funzione di k . Fisher ha sottolineato per lungo tempo 

l'importanza delle statistio suffioienti [11]; l'indice generale 

in fondo a [40] indica una quantita considerevole di materiale su 

tale argomento. 

Una statistio ~ sufficiente se dice tutto cio che il campio-

ne stesso deve dire circa ~. Tecnicamente;J.. e sufficiente per .;. 

se la distribuzione condizionata di ~ dato L e ~ ~ la stessa per 

tutti i k . Non e difficile vedere che una statistic sufficiente 

y e invero suffioiente 0 adeguata, nel senso ordinario della pa-

rola, per ogni scopo al qua Ie puo servire il oampione stesso. Tal-

volta Ie statistio sufficienti vengono anohe dette esaustive,e 

questa nome e almena altrettanto giustificato. 

Una statistic sufficiente e minima, 0 necessaria e suffioien-

te, se L e ottenibile da ogni altra statistic 8uffioiente!! ctos 

se la con08cenza del valore di una qualunque statistio sufficiente 

implica necessariamente la oonosoenza di JS E' ben noto ohe la 

funzione rapporto di verosimiglianza e una statistio necessaria 

e suffidente {vedere, per esempio, [40] pag.137). 

Puo essers sorprendente pens are alIa funzione rapporto di ve-

rosimiglianza come alIa minima tra Ie statistic sufficienti, in 

quanta l'uso pi~ pratioo delle statistic suffioienti e quello dl 

condensare i dati in una forma semplice. Un'intera funzione, for-

se di parecohi parametri, difficilmente puo essere oonsiderata pi~ 

semplioe, se essa e semplioe come i dati ohe ad essa hanno da-

to luogo. Malgradooio, la funzione rlq:porto di verosimiglianza 8 

minima, 0 la pi~ eoonomioa nell'imp6rtante senso teoniao ehe ab-

biamo desoritto. La concentrazione desiderata e possibile quando 
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accade che la funzione rapporto di verosimiglianza dipende da y, 
~ 

l'insieme dei dati, soltanto per mezzo di un numero relativamente 

piocolo di funzioni d1 x. Per esempio, Ie funzioni rapporto di ve
~ 

rosim1g1ian~a associate oon campioni da una distribuzione normale 

sono Ie stesse per due campioni che hanno Ie ~tesse medie e Ie 

stesse varianze. 

Quando un oggettivista dice che Ie statistio sufficienti so-

no adeguate, egli vuol dire se gli facciamo conoscere il val ore 

di una statistic sufficiente y e la distribuzione di y per ogni valors 

di A , egli non avra ragione di ohiedere di piu oirca il val ore 

di x In particolare, quando dice che la funzione rapporto di ve-
~ 

rosimiglianza ~ adeguata, vuol dire questo e niente di pi~, men-

tre per un soggettivista la funzione rapporto di veroeimiglianza 

ha un'adeguatezza che va oltre questo. Un eoggettivieta ~ soddi-

sfatto di conoscere la funzione rapporto di verosimiglianza nel 

punto campione x eenza conoecere nulla su come questa statistic ~ 

Oistribuita per dati valori del parametro. 
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7.- MISUR'~IONI PRECISE; APPLICAZIONI A PROBLEMI TRADIZIONALI. 

Paaaiamo, ora, a conaiderare alcuni problemi specifici tra-

dizionali, 

1) Supponiamo che la x aia un elenoo di numeri (x 1 ',.x ) ri-
~ "" ......... n 

aultanti da oaservazioni su una distribuzione norma Ie can varianza 

nota (e la supponiamo unitaria) e media aconosciuta ~ 

Potremo, quindi, scri vere: 

n ¢(x-~) = (2w) exp --N -N /2 t 1 

n=l n 2 

N 
L 

n=l 

Ricordiamc che questa funzione ei interessa solo per la sua dipen-

denza da ~ e non ci interessano i fattori che dipendono solo dalla 

x , Questa faeilita malta i caleoli, in quanta possiamo moniplieare 

a dividere il secondo membra per delle funzioni di x e sostituire 

il segno di uguagUanza ( =) c.on quello di propor:;;io,naU ta (OC). 

p(xl~) = (2W)-N/2 t 1 N 2} exp - - L (x n - ~) 
2 n-l 

«"P {-
1 N 2 

- 2"< nJ} ~ (~ 
2 n=l 

c(exp [~ 1 1/2 _ 2 } - [N (~- x) ] 
2 

""" [ 1/2 - ] '-A..cp N (~- x) (1) 

La (1), che • unade,nsita d1 probabilit., • larisiDsia al nostro 

problemae in caso di d1stribuzione iniziale diffuea la probabili-

ta finale • approssimativamente questa., 8i vede inoltre che fare N 

misure normali e 10 steeeo che fare una sola misura normale di qua

lita \[N' volte migliore, come. ben nota, 

In questa problema vediamo l'azione d1 una statistic suffi-

ciente., oio. x , Non vi • possibilita di delusione; ci08, non ap
"-
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pena sono soddisfatte le condizioni delle misurazioni precise, DOS-

siamo essere sicuri che dopol'esperimento conosceremo ~ con una de
-1/2 

viazione standard N qualunque sia11 .. campione. Questa conclu-

sione ~ un pb semplicistioa, peroh~ av~lte in pratioa si presen-

tano dei campioniin cui oerte osservazioni sono affette da erro-

ri che fanno peneare a oause eocezionali (e spesso si dubita sia 

opportuno non tenerne conto). Perb in tal oaso vuol dire che ci 

troviamo al di fuori delle ipoteei soprapreoisate; ~ oib che com-

plica le coee. 

2)Supponiamo di fare delle oeservazioni x su una distribu
.... n 

2 
zione normaleoon varianza econosoiuta u . La noetra funzione di 

verosimiglianza ~ 

-N N 
p(xlu) =u. II 

n=l 

-1 ¢(u x) 
n 

( 2 ) 

Quando si tratta di valutare una varianza incognita ~ tipica-

mente meglio consider are oome d1ffusa la distribuzione iniziale del 

logaritmo della varianza, piuttoeto che quella della varianza stes-

sa. Se, per eeellpio, io dovee·si dirti ohe una particolare varianza 

incognita cade a d1stanza inferiore all'uno per cento da un certo 
2 2 

valore u oppure da un altro val ore, dioiamo, da 2u, tu potresti 

speeeo trovare Ie due poseibilit. preeeapocouguaimente probabili 

per tej il che ~ " cOlllpatibile coll' idea di una distribuzione dif-

fusa per i1 10garitmo d~lla varianza. Tu pertanto, troveresti che 

entrallbi questi eventi sono assai pi~ probabili del fatto che la 

varianza incognita cada a distanza inferiore ad un mezzo per oen-
2 

to da 2u , di modo ohe risulta ohe la tua opinione riguardo alIa 

varianza stessa non ~ sufficientemente diffusa per soddisfare que-
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sto severo controll~. 

Un' al tra ragione e quella che, cosl facendo, si arri va alla 

risposta convenzionale e questo e un fatto ehe eonta un po, 

anohe se non deve venire sopravvalutato. In effetti non c'e molto 

da soegliere: le due posizioni 0 aono pratioamente uguali (N gran-

de) 0 non possono pretendere neeauna delle due di avere grande va-

lidita (N picoolo). 
2 

Se faociamo la convenzione che log ~ sia la funzione diffu-

sa, per arrivare ad una buona approssimazione finale dobbiamo di-
2 

per ~ . 2 (N/2) t1 

8(~lx)(~ ) 
~2 

videre la (2) 

exp 

Qussta e la risposta al nostro problema quando si 
2 

distribuzioneiniziale di log ~ e conduoe ad u~a 

olassica. 

I 
2 ) x 
n 

2 
~ 

pensi diffusa 1'1 

distribuzione 

I x2/~2 ha per distribuzione terminale quella di}:'2 con N -gradi 
n 

di liberta. Questa risposta ein armonia oon la teoria di Neyman-

Pearson; tale coinoidenza deve pero conaiderarsi aooidentale, non 

import a se e quanta frequentemente tali coinoidenze aooidentali si 

presentin~ in relazione- aIle distribuzioni di tipo speoialissimo 

ohe intervengono nei piu import anti esempi tradizionali. 

A questa punta vorrei disoutere un casopartioolare di un te-

ma gener!lle, di oui ho gia messo in rilievo l' importanza, e sul 

quale la mi!l opinione disoorda oompletamente da quella dei seguaci 

della souola Neyman-Pearson. 

Consideriamo un oerto esperimento sequenziale, oioe misuriamo 

)J. fino ad avere evidenza che Ji. > 10 0 fino N = 1000. Secondo gli 

oggettivisti della scuola di Neyman-Pearson, questo e un modo COll-

pletamente errato di condurre 8sperimenti, perche appare loro vi-

ziato dall'intento dl voler dimostrare una conolusione desiderata; 
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oon partioolare vigore tale oondanna ~ stata pronunoiata da Fel

ler [6). A me perc non pare ohe la oosa stia oosi, perohe l' evi-

denz& parla da sola e se si riesoe a dimostrare ,in questo modo ohe 

~ e ,molto grande e perohe o'e evidenza ohe ~ e molto grande e se 

non o'e oontinuiamo a prendere oampioni fino a N = 1000. 

Tornando 1.1 problema preoedente voglio aggiungere ohe Fisher 

arriva alIa stesso risultato oon distribuzione fidu01ale per ~2 e 

2 
Jeftreys prende log ~ uniformemente ftistribuito ohe oonduoe evi-

dentemente 1.110 atesao riaultato. 
2 

3l Suppaniama ahe siano aoonoaoiuti sia # ohe ~ 

II rapporto d1 verosimiglianza ~ il seguente 

p(xl~,~ lC( ~ exp - -- [r(x - xl + (il - ~) J 2, -N [1 2 2 ~ 
'2 ~2 n 

Supponiamo ohe II. distribuzione in1ziale oongiunta di ~ e di 
2 

log ~ ail. diffusa, Con questa ,oonvenzione e oon unN ragionevol-

mente grande II. noatra densit' a posteriori ~ approssimativamente: 

2 -N-2 t (.-il,'} [- N(.-i) ] 
8(~,~ Ix)o(~ exp exp (3) 

2 ~2 2 ~2 

dove 2 r(x n - xl 
s = 

N - 1 

Vediamo anoora una volta l'importanza delle, statistiche sufficien

ti, aio~ tutto ai esprime per mezzo di 8 2 ex. 

La (3) • un pc oomplioata come funziorie di ~ e ~ , ma o'~ un 

modo per vedere piu ohiaramente. 

La (3) augg~riaoe II. aostltuzione di e = (~ - i)/~ e 
2 

~ , 1.1 
2 

posta delle due variabili ~ eO-. Faoendo q,uest~ sostituzione e 

servendos1 opportunamente degli jaoobiani si arriva alIa oonolu-

,.'" S("U'I,)oC f(N;"j(cN-,)/,j., .. p [- (N-:)"]. "'0':') 
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cr 2 e e sono indipendentij 0- 2 ha distribuzione del tipo "/} oon N-l 

gradi dl liberts. Polohe e ha distribuzione normale e cr- 2 ha distri-

buzione 2~ e-s , jJ.= cr +:x: 
-1 

ha una distribuzione di tipo t 
N-l 

(linearmente trasformata). !nohe que~ta oonolusione e in aooordo 

oon Ie teorie olassiohe. 

Una notevole differenza di opinione tra soggettivisti e segua-

oi di R.A.Fisher dauns parte e molti seguaoi della souola di Ney-

man-Pear eon dall'sltra ~i risoontra a proposito del prooedimento a 

due stadi di Stein. La souola di Neyman-Pearson sollevo la questio-

ne di oostruire un esperimento ohe fornisse un intervallo di oonfi-

denza di lunghezza fissa, per es. un~tarl0, per il valor medio di 

una distribuzione normale di media e di varianza inoognita. Oh~r-

les Stein [44] diede una ingegnosa risposta altamente apprezzata 

da Neyman [32] e ohe si pub riassumere oome segue. Prendiamo un ar-

bitrsrio (pero piooOlO) pumero di osservazioni Nl , e sia silo soar

to quadratioo medio di questa oampione preliminare. Sulls base di 

questa indicazione della varianza delle osservazioni, prendiamo un 

numero sufficiente di osservszioni sddizionali per modo che - 1 x + - , 
2- 2 

intervallo di lunghezza 1 , sis l'intervallo di confidenza del de-

siderato livello di confidenza, dove i significa il valor medio di 
2 

entrambi i oampioni presi sssieme. Questo procedimento porta vera-

mente sd un intervallo di confidenza dotato delle propriets riohie-

ste, ecoezion fstta per piooole spprossimazioni ohe sono eliminate 

nells oostruzione alqusnto piu e1aborats di Ste~n. Questo interval-

10 di confidenzs eoddiefa la definizione teonica di intervallo di 

oonfidenzaj pero non saddisfs affstto i desidersts di nstura non tee-

nioa che danno luogo &1 problema. Suppaniamo, per esempio, che so-

cada che s soarto quadrstico medio fornito dall'intero doppio oam-
2 

pionamento, sia molto piu grande di sl' Oio costituirebbe un forte 
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indizio ~he ~ non oade nell'intervallo i 1! 1 ; e ad una persona, 

ohe ai trova di fronte a queata situazions, non .torna affatto di 

oonsolazlone aapere ohe taliinoonvenienti avvengono aoltanto una 

volta su mille; egli avrebbe ragione di aentire soarsa fiduoia nel-

l'intervallo di oonJ:idenzax +1 . Per il, aogrlettivista, il proble-
. 1- e 

ma ohe died,e origine al prooedimento a .. due stadi di Stein, ha una 

a 01 u z i one sempli 0 e e aoddi af ao en t e, purohe. l' opini one ,ini z i ale .l i-

guardo a ~ e usia ragipnevolmente diffusa, e preoisamente questa. 

Sifaooia una osservazione dopo l'altra finohe la distribu-

zione finale giustifioata da tutte le osservazioni fatte fino a 

,pel l'unto e suffioientemente (}onoentrata. Se, per esempio, 8i 

desidera un intervallo dilunghezza 1 .oontenente 99 per oento del
l 

111 probabilita finale, 8Lprosegue finohe ri8u'l:tia sn tn_l. 99 f 2' ove 
1 e8ima 8n e 10 soarto quadratioo medio del oampione tot ale dopa a n 

osservazione e t e il punta oorrispondente al 99% nella di-
n-1, .99 

stribuzione di t di Student per n-1 gradi di liberta. 

4) Problema di Behrens~Fisher. 

Supponiamoohe inizialmente i quattro parametri ~ ,u e ~ ,u 
1 1 2 2 

siano oongiuntamente dlffusl e supponiamo d1 voleI' dire qualche co-

s~ .u ~ -~ . Per esempio pensiamo di misurare una quantita in due 
1 2 

modi molto diversi e quindi,con due varianze diverse e in questa 

o~ao interesaara oonfrontare i valori medi ottenuti oon i due me-

toU. 

Non e neceasario che la nostra opinione iniziale au uno dei 

p"&rametri aia indipendente dagli altri parametri,· basta che 10 sia-

no approssimativamente Ie dlatribuzionl finali, e o'e una forte 

tendenza a far a1 ohe 010 al verifiohi. 

Si vede im~~diatamente ohe, data un'osservazione, ~ _~ e di-
1 2 

stribuita approasimativamente oome una certa oombinazione lineare 
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d1 due variabili t indipendenti, rispettivamente con Nl e N2 gradi 

di liberta. 

II problema di Behrens-Fisher e stato la bestia nera dell 

souola Neyman-Pearson. Wilks [501. dice d1 aver dimostrato che non 

esistono .intervall~ ii confidenza, ma haperduto i suoi appunti e 

so che molti sforzi di prcvare cib sono falliti, ma e anche vero 

che un tale .intervallo basato solo sulla quaterna di statistic suf-

fioienti x , x , sl' s , senza rioorso a strategie miste, non e sta-
1 2 2 

to mai scoperto. 
(1) 

Bartlett ha fatto un tentativo in questo senso ma impie-

gando (almeno implicitamente) strategie miste: se noi abbiamo due 

esperimenti con 10 stesso numero di prove N = N = N possiamo mett2-
1 2 

re in corrispondenza .biunivoca i due campioni di misure in modo ar-

bi trario e possiamo formare la quanti ta y = x - x e poi dimen-
n n,l n,2 

ticare di aver mai visto !Lli x e fare un'analisi degli y che sono 

distribuiti con media e varianza U 2 +U 2 . Dall' analisi della 
1 2 

distribuzione degli y possiamo ottenere informazioni su ~ -# . 
1 2 

Se gli y fossero i dati tale alalisi'sarebbe giustificata, ma 

gli Y non sono i dati, gli x sono i dati e noi nel calcolare gli 

y abbiamo preso una permuta3ione qualsiasi degli x . Se prendiamo 

un'altra permutazione accadra ovviamente che la media di y restera 

costante, ma Ie. varie.nza potra cambiare. Oioe se valutiamo ~1-~2 

con questometodo pub darsi ohe per una certa combina~ione otte-

niamo un intervallo di lunghezze. 1 e con un'altra oombinazione non 

meno legittima otteniamo un intervallo di lunghezza 3. Sembra quan-

to mai imprudente usare un'analisi scelta a caso, quando altre a-

nalisi che avrebbero potuto essere scelte avrebbero portato a con-

olusioni completamente diverse. 

(1)---------
L& sue ricerche, non pubblicate, sono menzionate da Scheffe 

ohe Ie ha riprese e sviluppate in [41). 
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8.- VERIFICHE DI IPOTESI. 

I modernitesti e artiaali di etatistiaa danna grande rieal

to a quell'argamanto ahe eeei ahiamano "ver1f1ohe d1 ipatesi". Voi 

avate veduto qualohe oosa airca Ie verifiche delle ipatasi e il 

contributo della concazione soggettiva a tale argomento quando ho 

parlato dalladicotomia semplice: infatti il problema centrale 

consisteva nel verificare quale delle due ipotesi semplici fosse 

da accettare. Vi sono molti concetti riguardanti la veri fica del

le ipates1 che non sono evocati dalle dicotamie semplici, e ia, 

bench~ nan sia preparato a farcib came desiderei, mi .ento obbli

gato a prSBsotarvene alouni prima di terminare i1 corso. 

Nella locuziona "verifica di un'ipotesi nulla" sono cantenu

ta, coma in un letto di Procusta, al&eno tre differenti situazioni. 

II fatto che queste tre situazioni, benchs completamante diverse, 

siano statecosi poco differenziate non arreca grande meraviglia, 

in quanto Ie reali differenze rig~ar.dano Ie prababilita iniziali 

per Ie quali gIl aggettivisti mancano di un adeguato vooabalaria. 

Illuetrero la cosa narrando tre versioni della leggenda del

la corona del re Ge~one. In tutte e tre Ie versioni 11 re sa 0 so

spetta che i suci orefici abbiano adult erato l'oro della nuova co

rona. Archimeda, .in una divertente circoetanza, lu un'idea meravi

g1i08& per determinare la deneita della corona: pesare la corona 

e dell'oro puro prima neilll'aria e poi nell'acqua. Facendo una pic

cola violenza alIa etaria supporrb che in effetti A~chimede si pro

ponesse di misurare .un numera ,0 , con errore di mieura normalmente 

distribuito con scarto quadratioo medio a attorno a 8 . La corona 

non e adul terata, piu densa de'11' oro .puro, olieno densa, a saconda 

cha 

::; 0 8 > 0 8 < 0 
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(Preferisoo dimentioare qui ohe il presun~o adulterante era argen

to, ohe avrebbe reso piu leggera la oorona; il tener oonto di questo 

fatto oondurrebbe a quelli ohe vengono detti "test unilaterali" ohe, 

volendo, potete esaminare per vostro oonto). In oonseguenza delle 

sue informazioni e dei suoi obiettivi, si pub immaginare ohe Gero-

ne assumesse uno dei seguenti atteggiamenti. 

Versione 1. 11 re e siouro ohe v:i e stata una truffa, e la sua 

opinione oiroa l'entita della truffa e diffusa rispetto alIa misura 

ohe Arohimede si propone di fare. II re desidererebbe deoidere se 

la oorona e piu 0 me no depsa dell'oro. 

Versione 2. II re e siouro ohe vi e stata una truffa, ma la 

sua opinione non e diffusa. Al oontrario, egli e abbastanza oonvin

to ohe 18 1< 20'. Anohe questa volta vorrebbe deoidere se la corona 

e piu 0 meno denaa dell'oro. 

Versione 3. II re ha una certa fiduoia, piocola 0 grande che 

sia, nella possibili ta ohe non vi sia stata truffa (8 = 0), e la 

sua opinione sull'entita della truffa, oondizionata al fatto ohe 

vi sia effettivamente stata, e diffusa r1spetto alIa misura propb-

sta. Egli vuole impicoare gli orefioi se son~ colpevoli, al trimen-

ti no. 

Seoondo molti testi oggettivisti la rispoeta del re ad una mi-

sura x dovrebbe essere all'inoiroa la stessa in tutte e tre Ie ver-

sioni. 

Dovrebbe scegliere una piccola probabilita a, per esempio 

a =0,05, 0,01 0 0,001 a sua disorel!lione. Dovrebbe poi oaloolare la 

probabilita ohe t !x/O' sia grande almeno quanto il valore osserva-

to se 8 fosse 0, 

1 - f.~lt I ¢H )dz = 
'-It I 

P (-Itl) + (1 - ~(ltl) 
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Se questa probabilit~ fosse minore del suo a egli dovrebte "e-

spingere l'ipotesi nulla, altrimenti aooettarla. Nel oaso delle ver-

sioni 1 e 2, .il rigetto signifioherebbe prendere il segno di x eo-

me una indioazione del segno di & . Nel oaso della Versione 3, si-

gnifioa impiaaare gli orefioi. 

On'altra dottrina oggettivista ahe potrebbe essere applioata 

ai oasi 1 e 2 oonsiste nel non res.pingere ad un a fissato, ma di 

oonsiderare a(t) = 2 ... 2 ~ Cit 1 t oome una speaie dimisura del dub

bio ahe il re avrebbe nel respingere l'ipotesi nUlla. Vedrete ahe 

ambedue Ie dottrine oggettivistiahe menzionate risultano non aomple-

tam3nte appropriate alIa versione 1, e deaisamente inappropriate 

alIa versione 2 e 3. Non mi h nota nessunaversione alIa quale siano 

appropriate. 

Nella versione 1 .il re h abbastanza siauro prima di fare la 

misura ohe otterra un'informazione pratiaamente inequivooabile air-

as il segno di 8, ehe ~ oib ohe vuole oonosoere in questa versio-

ne. Potrebbe, per esempio, ess~re pronto a scommettere 100 a 1 ohe 

Ixl risul tara maggiore di 46. Infatti, se x fosseooslgrande, i 

principi della misura diffusa non lssoerebbero al re che un pioeo-

lissimo dubbio oiraail segne di S , beneh~ (sotto oiroostanze piut-

tosto abituali) sarebbe voler abusare di quei prinoipitentare di 

mL~urara questa dubbio oon qualohe oosaohe nonfosse unaADoBso-

lana limitazione supeTiore. 

Se, tuttavia, aooalie ohe x oada, per esempio, nell' intervallo 

oompreso tra 0 e 36 0 46, 

trovare ohe 1 - ~ cltll) e 

quello di x. Notate ohe 1 

11 re pu'o (sotto oiro06<tanze favorevoli) 

la probabilita ohe il segno di S non sia 

. t c\t·I) non ~ aCt) ma 1/2 aCt) aosia-

ohe la dottrina oggettivistioa, in ambedue Ie varianti, non e oom-

pletamente appropriata alIa versione 1. 
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Nella Versione 2, invece, il re si aspetta ·di trovare x '>.'m-

pre so tra 0 e26 . Se oib difatti accade la sua distribuzione fi-

nale di &, €I in particolare la probabilit~ finale che.8 sia posi-

tiva, dipende sensibilissimamente dal .comportamento della sua di-

stribuzione di S in prossimi t~ d1 ~ = O. In liuesto caso I' esperi-

mento inevitabilmente 10 lascerebhe nel dubhio. Ogni teoria ohe 

pretenda di fare di pib per raggiungere una conclusione circa il 

segno di 8 senza usare l'opinione iniziale del re va troppo lontano. 

La Versione 3 ha un'interessante teoria: sono in debito con 

Jeffreys nonsoltanto per tale impostazione,ma per la stessa i-

dea di considerare problemi d1 liuesto tipo. Sia I la probabilit. 

iniziale ohe il re attribuisce al fatto che S sia O. Sia n(S) la 

sua (diffusa) densiU iniziale per S supposto S ~ o. 

Le oorrispondenti liuant1ta finali sono determinate da 

( 1) 

€I 

- ~ x~S 
I'n'(S) = \1/0''1' ~).I'n(S) (2) 

Integrando la (2) ricordando che n • supposto diffuso relativamen

te a ~ possiamo concludere che 

I' ~ c • n( x) . I 

Dividendo la (1) per la (3) si ottiene un'appr08simazione per i 

nrapporti" finali in favor €I .dell'innocenza (S 0), 

f. ~(t). 1/0'. l/n(xl . t (4) 

E' piacevole trovare che i rapporti finali sono multipli di liuel

Ii iniziali. L'altro aspetto del1'opinione iniziale del re su 8 

che €Intra nel problema e n(x). La dottrina oggettivistica sugge-

rirebbe invece che la 801acosa import ante circa la misura per 

la decisione del re sarebbe l'area di "coda" ~(t). Na~ in effetti, 

~ attraverso 1& d~nsita ~ (t1 che t entra, €I 0' ~ altrettanto im-
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port ante quanto t . (Quantitativamente, 1a presenza d1 0' pub:;,-

sere considerata traseurabile; per esempie, i1 valore di t ehe ren-

..L \r= 1/2 
de il fattore eritieo ,(~) uguale a V21T 10- 4 e [CB-:ng100')/lg10e} 

ahe varia aoltanto di pooo quando 0' varia .tra 1/10 e 10. Ma concet-

tualmente .il rualo di g resta eaaenziale). Probabilmente e poasi-

bile trovare negli soritti d~gli ogg~ttivisti un precedente per 

l'importanza dl g m~, in linea d1 massima, cib e inoontrasto aon 

La tradizione oggettivist1ca. 

11 re impioohera gll oretioi se 1'/1' e auttioientemente gran-

de. Egli pub essers seriamente pressato a dire a se stesso quale 

irandezza • BufCioientemente gr~nde c a valutare i1 fattore perso

nale I/rr(x)i. Questo bisogno d1 autcoonosoenza .pub lasciarlo in 

dubbio, ma spesso t e g aaranno tali ahe valutazioni molto grosso-

lane del fattore personale e dei rapporti critioi saranno suffi-

oienti. Inoltre nella vita reale il re potrebbe essere in grado di 

fare una nuova miaura, ae in dubbio, 0 d1 accettare 11 rischio di 

scusare una lieve colpa come reiativamente aenza importanza: am-

bedue questi fatti migliorano la situazion~. Una teoria generale 

della veri fica dell~ .ipoteai strette corrispondente alla Versio

ne 3·~ stata studiata, ma non ancora pubblicata da Denni~ Lindley 

[27J. 



196

- 71 -

L.J,Savage 

9.- COMMIATO 

Ho tentato di most rare in queste lezioni peroh~ io oredo ate 

il metodo statistico sia alIa soglia di un nuovo periodo di svi

luppo e di rinnovamento. Sono felioe di poter portare tale messag

gio a1 giovani statistioi che partecipano a questo oorso, perche 

un periodo d1 rivoluzione intellettuale ~ un periodo in cui s1 a

prono grandi possibilita per i giovani. Voi che siete in Italia, 

dove le tradizioni oggettiviste Bono state lungamente sottoposte 

a critiche e dove il punto di vista soggettivo della probabilita 

~ stato sviluppato in tutta la sua completezza, vi trovate in u

na posizione particolarmente buona per risolvere molti import anti 

problemi ohe stanno venendo rapidamente in superfioie, 



197

- 72 -

L.J<Savage 

BIB L lOG R A F I A 

BARTLETT, M.S. 
1.- ProbabiLity and chance in the theory of statistics, 

"Proo.Roy,Soc." A, 141 (1933), 518. 

BERNOULLI, DANIEL 
2. - SPecimen theoria, novae de m.ensura sort is, "Comment. Acad. 

Scient.imper.Petropolitanae", 1738 (ripr.ted.1896, ingL 
"Econometrioa", 1954). 

CRAMER, HARALD 
3.- lathematicaL lethods of Statistics, Prinoeton Un. press, 

1946. 

DVORETSKY, A., WALD A., WOLFOWITZ J. 
4.- ELimination of randomisation in certain statisticaL deci

sion pr06edures andsero-sum tmo:person games, "Ann. Math. 
Sta·o. ", 22 (1951), 1-21. 

FELLER, WILLIAM 
5.- An introduction to P~obabiLity Theory and Its AppLicatiJRs, 

vol. I (per ora unioo), Wiley, New York, 1950 (2 a ed.1958). 

6.- StatisticaL aspects of ESP, "Journal of Parapsychology", 
4 (1940) 271-29B (v.anohe l'articolo seguente di J.A.Green
wood e C.E.Stuart e Ie osservuioni di Feller in [5], p.336). 

DE FINETTI, BRUNO 
7.- La pr.vision: ses Lois Logiques) ses sources subjectives, 

"Ann.Inst.H.Poincare", Paris, 7 (1937),1-68. 

8.- LaProbabiLitA ~ La Statistica nei rapporti con L'Indu
sione secondo i diversi punti di vista (questo CicIo Va
renna) . 

FISHER, RONALD A. 
9.- StatisticaL lethods for Research 'orkers, Oliver & Boyd, 

Edinburgh and London, 1925. 

10. - StatisticaL lethods and Scientific Infer,ence, Hafner, New 
York, 1956. 

11.- Contributions to lathematicaL Statistics, Wiley, New York 
1956. 

GOOD, 1. J. 
12. - Prohbi Lity (l.nd the 'eighing of Evi,dence, Griffin, London, 

1950. 

13.- RationaL Decision, "J.R.S.S."(B), 14'(1952), 107-114. 

JEFFREYS, HAROLD 
14.- Theory of ProbabiLity, Clarendon Pr., Oxford, 1939 (2 a ed. 

1948) . 



198

- 73 -

L.J.Savage 

KENDALL, MAURICE G. 
15. - The Advanc~d Theory of Statistics} Voll. I e II, GriffL'J 

London, 1947 (e varie edizioni successive). 

KOOPMAN, B.O. 
16.- The Axioms and ALgebra of Intuitive ProbabiLity} "Ann. Math. ", 

Ser.2, 41 (1940), 269-292. 

17.- Th.e Bases of ProbabiLity} "Bull.Amer.Math.Soc H , 46 (1940) 
763-774. 

18. - Intuitive ProbabiLities and Sequences} "Ann.Math.", Ser.2, 
42 (1941), 169-187. 

KULLBACK, S. e LEIBER E.A. 
19.-' On information and sUfficiency, "Ann.Math. stat.", 22 (1951) 

79-86. 

LE CAM, LUCIEN 
20. - Les Proprietes asymptotiqufJ8 d.es soLutions de Bayes} "Pub

blications de l'Instltut de Statistique de l'Universite 
de Paris", 7 (1958),17-35. 

LEHMANN, ERICH L. 
21.- Some principLes of the theory of testing hypotheses) "Ann. 

Math. stat. ", 21 (1950) 1-26. 

22.- Significance LeveL and pOllHlr} "Ann.Math.Stat.", 29 (1958), 
1167-1176. 

23.- Testing StatisticaL Hypotheses} Wiley, New York, 1959. 

LINDLEY, DENNIS V. 
24. ~ StatisticaL Inference} "J. R. S. S." (B), 15 (1953), 30-76. 

25. - A statisticllL Paradox} "Biometrixa", 44 (1957), 187-192. 

26.- Professor Hogben's »Crisis» - A Survey of the Foundations 
of Statistics} "Applied Statistics", 7 (1958) 186-198. 

27.- Intervento alla "Conference on the foundations of Stati
stics", Birkbeck and Imperial Colleges, Univ.Londra, 27-28 
luglio 1959. 

MOLINA, EDWARD C. 
28.-Baye8' TluorB.} "Ann.llath.Stat.", 2 (1931), 23-27. 

29.- So •• Fundamenta.L curVfJ8 for the soLution of sampLing pro
bLess} "Ann.Math.Stat.", 17 (1946), 325-335. 

30.- Bayes' Theor •• } an ExPQsitory presentation} "Bell Tele
phone System Technical Publications", Monograph B 557 
(April, 1931). 

NEYMAN, JERZY 
31.- OutLine of a Theory of Statistica.L Estimation Based on 

the CLassicaL Th.ory of ProbabiLity} "Phil.Trans.Roy.Soc.", 
A, 236 (1937), 333-380. 



199

- 74 -

L.J.Savage 

NEYMAN, JERZY 
32.- Lectures and Conferences on MathematicaL Statistics and 

ProbabiLity, u.s. Dept.of Agricolture, Wash.D.C., 1952 
(11.1 ed.1938). 

NEYMAN, JERZY e EGON S. PEARSON 
33 .. :- On th.e use Interpretation of Certain test criteria for 

Purposes of Btatisti.caL Inference, "Biometrika", 20 A 
(19·28L 175-240 e 263-294. 

34.:- On the testing of StatisticaL Hypotheses in reLation to 
ProbabiLity a .priori, "Proc.Cambridge Phil.Soc. ", 29 
(1932'd3), 492-510. 

35.- On the probLem of the most Efficient tests of Statisti
caL Hypotheses, ltPnil.Tra.ns.Roy.Soc. ", A, 231 (1933), 
289-337. 

:\6. - Contributions to the theory of Testing StatisticaL Hypo
theus : I. Unbia.ssed ,CriticaL regions of Type A and Ty
pe At' "S.tat. Research M.e.m .. II 1 (1956), 1- ; 11. Certain 
Theorems on unbiassed critic~l regions of type A; 
III. Unbiassed tests ~f simpLe. statisticaL hypo~heses 
specifying' the values of more than one unknown parame
ter. Ibid., 2 (1938), 25-

37.- Sufficient Statistics a.nd. .. uniformLy most poltJerfuL tests 
of StatisticaL hypotheses, "Stat.Researoh Memll, 1 (1936) 
113. 

RAMSEY, FRANK PLUMP TON 
38. p The Foundations of lathematics and Other Logica~ Essays, 

Kegan, London, 1931, (in partic.: I1Ttuth and ProbabiE
tyl1, del 1926, e "Further considerations 11, del 1928) ~ 

ROBBINS, HERBERT 
39. - SOfie asp4cts of the sequentiaLdesignqf experiments, 

"Bull.Amer.l{ath.Soc." 58 (19521, 527-535. 

SAVAGE, LEONARD J. 
CC.- Th~ Foundations of Statistics, Wiley, New York, 1954. 

SCHEFFEl, HENRY 
41.~ O~ soLutions of the Behr4ns-Fisher probLem, based on the 

t-distdbutiol1, "Ann.Math.Stat. ll , 14 (1943),35-44)' (e 
nota agg:iuntiva· ibidem, (1944) 430.432). 

SCHLAIFER, ROBERT 
42. - Probabi Lity and StClAistics for Business Decisions, McGraw

Hill, New York, 1959. 

SIMON, LESLIE E. 
43 .. - An Engineer's lanuaL of StatisticaL Methods, Wiley, New 

York, 1941. 



200

- 75 -

L. J. SHage 

STEIN, CHARLES 
44.- A two-sampLe test jor a Linear hypothesis whose power is 

independent oj the va'riance, "Ann.Math.Stat. ", 16 (1945), 
243-258. 

TUKEY, JOHN 
45. - Some exampLes with FiduciaL Re L6liance, "Ann. Math. Stat. ", 

28 (1957), 687-695. 

WALD, ABRAHAM 
46.- SeLected Papers in Statistics and_ProbabiLity, MoGray

Hill, New York, 1955. 

47. - StatisticaL Decision Functions, Wiley, New York, 1950. 

WHITTLE, PETER 
48.- Curve andPeriodogram Smoothing, (Symposium on Speotral 

Approaoh to Time Series), "J.R.S.S." (B) 19, 1 (1957) 
38-47. 

49.- On the Smoothing oj ProbabiLity D~nsity Functions, "J.R.S.S." 
(B) 20, 2 (1958) 334-343. 

WILKS, S. s. 
50.- On the probLem oj two sampLes from normaL popuLations 

with unequaL variances, "Ann.Math. Stat. ", Vo1.11 (1940), 
475-476. 



201

CENTRO INTERNAZIONALEMATEMATICO ,ESTIVO 

(C.I.M.E.) 

LUCIANO ,DABONI 

CENNI ,SULLE ,eATENE ,DIMARKOIF 

ROMA - IstitutoMatematicodell'Universitl ~ 1959 



203

CENNI SULLE CATENE DI MARKOFF 

di 

LUCIANO DABONI 

La eonversazione ehe sono stato ~nvitato a tenere in quasto 

Seminario ha 10 seopo di riehiamara aleune nozioni sulle catena 

di Markoff. L'argomento e noto a piu 0 meno diffusamente (a in 

diversi modi) illustrato in ogni trattato di Caleolo delle proba-

bilit •. Rammantara qUi Ruastioni a risultati fpndamantali torna 

peraltro utile. par seguire piu agevolmente Ie lezioni eheil 

Prof. Ville va svolgendonel suo Corso. Cereherb di eorradare l'e-

sposizione con qualche oenno bibliografieo. 

Oonsideriamo una sucoessione di eventi (0 risultati dl suo-

oessive "prove") ohe studieremo in un OaSO partioolarmente sem-

pI ice di dipendenza stooastica supponendo, preeisamente,che il 

risultato di ogni prova dipenda da quello della preoedente e da 

quello soltanto. 

Si realizza in tal modo (nel caso .piu semplice) a generaliz-

zazioni si aooenner. in fine) uno sohema 0 processo stoca~tipo 

ohe, dal nome dell'Autore ohe ne inizib 10 studio nel 1907, pren-

de il nome di "prooesso a oatena di ~arkoff" 0 piu semplioemente 

"oatena di Markoff". 

Con linguaggio piu in uso nella teoria di tale processo, oon-

sideriamo l'evolversi nel tempo di un sistema .fisico I susoetti~ 

bile di asSUmere diversi stati E (in namero finit~ 0 oostituen
h 

ti una infinit. numerabile). 

Le "pro ve" ohe si suoo adono su un ins i e.me di s 0 r et 0 di i st an-

ti, ~onsistono nel far pas,are il sist~ma I da uno stato E ad 
h 

uno stato Ek . II processo e compiatamente earatterizzato asse-
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gnando : 1) leprobabilita subordinate p che ~ sia in Ek se 
hk 

nella precedente prova era in E ; 2) la distribuzione iniziale 
h 

d b b 1 {} d ' t d' "". 't t' (1) i pro a i ita a ~ appal' enenza ~ k a~ var~ s a ~ 
h 

La matrice (di ordine finito 0 no) 

i cui elementi sono le dette probabilita di passaggio dicesi ma-

trice stocastica. (Gli elelllenti sono tutti ~ OJ la somma degli 

elementi di una riga e uguale alllunita: perche ad ogni successi-

va prova ~ rimane nella stato in cui si trovaVa nella precedente 

o passa ad uno qualunque degli altri). 

Citiamo un paio di esempi illustrativi. 

1) 11 metodo di lancio di un dado sia tale che ad ogni col-

po risulti favorito il 'punto apparso nella prova precedente e 

svanta.ggiato 11 suo complement are a 7 (usualmente segnati au fac

C90pposte). 1ntendendo che 10 stato Ek signifiohi la realizza

zione di k punti (k = 1,2, ... ,6) ai pub supporre ad esempio ohe 

sia 

(1) 
Si consideri la evidente analogia ,col problema di Cauchy per 

unlequazione differenziale del rO ordine. Ponendoci nelle consue
te ipotesi di regolarita, la conoscenza del comportamento "looa
len di una funzione [COmle descritto dalla yl = f(x,y)] e delle 
condiZloni iniziali [y(x o ) =yo)' la determinano in un i,nterval-
10, 
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{ 
2/9 se k = h 

Phk = 1/9 se k = 7-h 

1/6 negli altri casi. 

La matrice stocastica e quindi : 

2/9 1/6 1/6 1/6 1/6 1/9 

1/6 2/9 1/6 1/6 1/9 1/6 

1/6 1/6 2/9 1/9 1/6 1/6 

1/6 1/6 1/9 2/9 1/6 1/6 

1/6 1/9 1/6 1/6 2/9 1/6 

1/9 1/6 1/6 1/6 1/6 2/9 

e per individuare il prooesso basterebbe assegnare le probabili-

t. del slngolipunti 1.11 primo lancio (ad esempio ah = 1/6 per 

( 2) h=l,2, ... ,6) . 

2) 8i consideri una popolazione inizialmente costituita da 

M indlvidui. In ciaeouno degli istantl della successions 1,2, .. 

. • n, ... 11.1 popolazione pu~ aumentare 0 dimlnulredi una unit •. 

Da E (oomposizione della popolazione 
h = h) sl pub quindi passare 

solamente 1.1 Eh_1 0 1.1 Eh+1 (h ~ 1 ) da E solo ad E e oon proba-
0 1 

bilite. 1) oppure si pub oonvenire ohe se r sl trova ad un oerto 

istante in E , non possa piu ~soire da esso. Allora E dioesl sta-
o 0 

to assorbente) in tal oaso e p = 1). Le probabilite. di passag-
00 

gio Bono ovviamente esprim1bili in funzione dei tass! d1 entrata 

ed us01ta ohe, 1.1 lore volta, possono utilmente riguardarsi oome 

Ofr. B.de Finetti "Lezioni di Matematioa attuariale" A.A. 
1956-57, Ed."Rioerohe" - Roma, pag.157 e seg .. 
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funzioni della ccmposizione. 

La matrice stocastica, nel caso che E non sia uno stato as
o 

sorbente, e : 

0 1 0 

p 0 p 0 
10 12 

0 P21 0 P23 . 

0 p 0 
Ph, htl 

0 
h,h-1 

(ovvia la modi fica nell'altro oaso). La distribuzione iniziale e 

concentrata aM = 1 , ah = 0 h F Ai (3). 

Riprendendo l'esame del processo in generale, osserviamo che 

la probabilita p(2) che 2 passi da E ad E in due prove e data 
hk h k 

dalla p(2) = 
hk 

2 p p (perohe in una prima prova 2 potra passare 
i hi ik 

E generico e quindi da E ad E ; tenendo conto di 
i i k 

tutte le modalits, incompatibili, si perviene alla formula sorit-

ta in cui la sommatoria e estes a ad un numero finito di termini 

o rappresenta la somma ,di una serie). 

Per induzione si trova facilmente la formula rioorrente 

(n +l) 
Phk = 

(n) n 
Le Phk sono gli elementi di una nuova matrioe P che, come 

or--
Per maggiori notizie su tale processo si veda in' W.Feller 

An introduction to probability theory and its applications -
Vol. reap.1'?, §5 della r edizione. 
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subito si constata, e la potenza n-esima della P. Tale potenza 

pn e l'operatore che muta la distribuziOne iniziale di probabili~ 

ta di appartenenza di ~ ai vari stati in quella relativa alla n· 

esima prova. 
(n) 

Se a ill la 
k 

po n prove, avremo 

probabilita (assoluta) di trovare ~ 
( ) (n) 

infatti : a n = ~ a p essendo ah 
k h h hk 

in E do
k 

1& proba-

bilita che inizialmente L sia in Eh . Puo avvenire ohe, per ogni 
(n) 

n e k, risul ti a = a j la distribuzione{akI dioesi allora 
k k 

"stazionaria" . 

Di fondamentale interesse e 10 studio qel oomportamento del 

processo al tendere all'infinito del numero n delle prove. Intui-

tivamente e da attendersi ohe, al limite, la probabilita ohe il 

sistema ~ si trovi in E riesoa indipendente dalla distribuzione 
k 

iniziale e cia per l'attenuarsi, nel tempo,della influenza delle 

condizioni iniziali. 

E' peraltro evidente che tale fatto e strettamente oondizio-

nato dalla "struttura" dell'operatore P (e quindi delle sue suo-

cessive potenze) ed e parimenti ohiaro che il fatto ohe la matrl-

ce abbia ordine f~nito 0 no giooa un ruolo essenziale per la soel-

ta degli strumenti analitloi con oui il problema va affrontato. 

Diremo di trovaroinel oaso "regolare" (0 positivamente re
(n) 

golare) quando Ie p tendono, per n ~ 00, a dei limiti positi-
hk 

(n) (n). 
vi uk che non dipendono da h . Dalla ak = Lh ~hPhk e, tenendo 

conto della ~ ah = 1 scende allora che a~n)~Uk' Tali uk sOddisfa

no necessariamente Ie 

u = Ltj p 
k h h hk 

LU = 1 
h 
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e asi~toti0amente i1 processo ~ atazionario (~ cio~ atazionaria 

11 ~istribU3ione{uk})' 

Trattasi ora di ricercare 1e oondizioni cui deve soddisfare 

l'operatore P perohe si verifichi la proprieta ohe oi interess~, 

nota 001 nome di proprieta ergodioa. 

Nel oaso in oui l'ordine della matrioe ~ finito (numero fi· 

nito, N, di stati possibili) torna utile l'esame deg1i autovalori 

dell'operatore P (cio~ delle direzioni anite della omografia vet
·N 

toriale P ; basti pensare alla u = ~hu P ). 
k 1 h hk 

Poich~ l'omografia muta vettori a componenti ~ 0 e di somma 

1 in vettori dello stesso tipo (distribuzioni di probabilita ir: 

distribuzioni di probabilita) ne viene che gli autovalori della 

matrice non possono superare in modulo l'unita e non tutti posso-

no essere in modulo minori di 1 (uno di eesi e oertamente uguale 

a 1). II oaso regolare ~ caratterizzato dalla circostanza che un 

autovalore ~ uguale a 1, tutti gli altri essendo in modulo mino-

ri di 1. 

Ne segue, pensando l'omografia ridott a in forma oanonioa 

(matrice diagonale), che ogni sua suocessiva applioazione (poten-

za) riduce tutte Ie componenti del vettore trasformato tran~e u-

nB (quella sulla direzione unita r ohe oompete all'autovalore 1). 
1 

Qualunque aia il vettore ini~ialmente considerato, al limite per 

n~ro il vettore trasformato si trova sulla direzione unita r 1 (e 

rimane individuato dal fatto che lasomma delle sue oomponenti 

el)(4). 

(4 ) 

8i veda in proposito M.Fr6ohet : Recherches thdoriques moder
nes sur le calcul des preb. Libro II. (Gauthier Villars 1938 Pa
ris) c A.Blano-Lapierre - R.Fortet : Thdorie de~ Feuctions Alda
teires 1953. Paris. Per l'interpretaziene geometrica qui ripor-

.1. 
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La ricerca degli autovalori di una matrice non ~ in generale 

agevole (specie se l'ordine N ~ elevato). 6i dispone perb del se

guente criterio di regolarit~ (~.~koff) : Condizione neoessaria 

e sufficiente perche il Oaso sia regolare e ohe esista un indioe 

(no) ( no tale che le Phk siano tutte positive e allora 10 aono le 
(n) 

Phk per tutti gli n ~ no)' 

Una chiara esposizione del prQcedimento dimostrativo ideato 

dal Markoff trovasi nel reoente trattato di B.W. Gnedenko(5). 

(n) (n) 
8i prova anzitutto ohe Ie due grandezze minhPhk e maxhPhk 

sono funzioni monotone d1 n, non deoreacente la prima, non ore

scente la seoonda. Basta a110 scopo ·osserVare ohe le P~:) Bono me

en-1) 
die ponder ate delle Pik con pesl p , non negativi e S 1 .. Da 

hi 
cib e dalla limitatezza delle grandezze in esams segue 1a 10ro 

convergenza, PV n -+Ill, a de! limiti llk,iik indipendenti da h. 8i 

p!ova poi, sfruttando 1a propriet. che le pen) sono tutte posi-
. hk 

tive da un certo n in poi, che la m.ssima delle differenze 
o 

(n) (n) . 
Phk - P ik (h, i = 1,2,.,., N) tende a110 zero per n -till) di qui 

~k ~ uk = uk ad e provata 1& suffioienza. La neoese1ta della oon

dizione e immediata (i limiti deglie1ementi di ogni oolonna so-

no posi ti vi quindi .... ). 

Bimanendo nell'ambito del oaso regolare e interesaante nota-

re che quando la matrice P e "doppiamente stooastioa"(cioe e u-

guale 

delle 

a 1 anche 1& somma degH elementi diogni oolonna)1 lim1ti 
(n) 

Phk riescono indipendenti da k (oltre che da h). Come se-

gue 4alla Uk = ~ uhPhk, essi Bono necessariamente uguali e uguali 

tata Ofr.B.de Finetti : Oalcolc delle probabilit~ (dispense del
le lezioni all'Un1versit. di Padova 4.A. 1937-38), o"Seminari di 
d1 Matematioa finanziaria e attuariale" Boma 1958. 
(5) 

B.W.Gnedenko : Lehrbuoh der Wahrsohein~lchkeitsreohnung- A
kademie Verlag -Berlin 1957. 
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a liB. La condizione che la mat rice sia doppiamente stocastica ~ 

anzi oondizione necessaria e sufficiente perch~ si verifichi ta-

Ie ciroostanza. La distribuzione {uk} e uniforme e una distribu

zione iniziale {a k } uniforme ~ stazionaria. E' il caso dell'e

sempio 1°. 

Sempre al fine di studiare il oomportamento asintotico del
(n) 

Ie Phk si possono utilmente impiegare dei procedimenti diretti, 

di maggior interesse probabilistiqo, che si basano sulla analisi 

della decomposizione degli N stati in gruppi disgiunti e indecom-

ponibili.A tale decomposizione.si perviene classificando gli sta-

ti Ek A seconda che il ritorno di I in Ek possa avvenire prima 0 

poi con prob. = 1 0 < 1 e cio dopo un numero qualunque di prove 

oppure solo in quelle il cui numero d'ordine ~ multiplo di un in-

tero t >1 (che ~ il minima intero che gode di tali propriet~ e 

prende il nome di periodo). 

Cosl in Feller (loc.oit.), ma l'analisi della decomposizione 

, t h l'd .. (6) puo esser esegui a anc e a part ire da a tre consl erazlonl. 

La impostazione seguita dal Feller consente di trattare in modo 

unitario i casi di un numera finito 0 di una infinite. numerabile 

di stati e riesce quindi la piu esauriente. 

Con la terminologia di quell'Autore, il ritorno di I in E 
k 

e un "evento ricorrente" che puo essere certo 0 incerto (puo cioe 

avvenir~ con prob. = 1 0 < 1). Conseguentemente gli st.ati Ek si 

dividono in "ricorrenti"e "di passaggio". Uno stato ricorrente 

( 6 ) 
Si veda oltre Ie opere cit ate di Fr6chet e Blanc-Lapierre -

Fortet, anche J.L.Doob. Stochastic Processes. J Wiley N.Y. 1953. 
Con riferimento alla omografia P, ~i dimostra che i soli pos

sibiri autovalori della P di modulo 1 e diversi da 1 sono radiai 
t-esime dell'unite.; il pre~entarsi di tali autovalori corrisponde 
a1 oaso di periodicita, con periodo t, d~l ritorno. 
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per il q~ale il tempo medio di ritorno sia infinito e detto uno 

"stato nullo" mentre Ek dicesi "erQodico" se e ricorrente, non 

periodico, con tempo medio di ritorno finito. 

Mi limito qui a ricordare c~e si presenta il caso regolare 

quando tutti gli stati di una catena irriducibile (non ulterior-

men~e decomponibile ~n 

dei limiti positivi u 
k 

sot t ogruppi) s one erg,od i ci. I r ec iproc i 

cui tendono Ie p (n), sono allora i tempi 
hk 

medi di ritorno di ~ in E 
k 

(7) 

Ho richiamato brevemente la guestione pib interessante (pro-

prieta ergodica) ed i concetti mnformatori delle dimostra~ioni 

dei teoremi ad essa relativi. Chiudo questa rapida rassegna os-

servando che 111. denoJllinazione di "catena di It,arkoff" e usata in 

senso pib .. generale di guello sin gui considerato (prooesso omoge

neo, di 1 0 ordine 0 semplice). 

Una prima generalizzazione consiste nel togliere la omoge-

neit. per consider are il caso in cui Ie probabilita di passaggio 

nella prova m-esima dipendono da m. 

8i dice poi che 111. catena e(multipla) di ordine 2 (in gene-

rale s) se il risultato di una prova non e pib influenzato sola-

mente da quello della prova precedente ma da entrambi quelli del-

Ie due precedenti e da quelli soltanto.Lo studio delle oatene mul_ 

tiple pub essere rioondotto a quello delle catena samplici trami-

te 111. nozione di "processo vettoriale" considerandc oome risulta-

to di un'unica prova guello ohe si configura nell'appartenenza 

di I a • stati (in s successivi colpi). 

( 7 ) 
Nell'esempio 1°) : il tempo medio di ritorno e 6 

cia riappare in media dopo 6colpi. 
ogni fac-
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DECISIONI ECONOMICRE IN CONDIZIONI DI INCERTEZZA 

di 

SIRO LOMBARD IN I 

1.- BREVE RICHIAMO ALLE PRINCIPALI TEORIESULL'INCERTEZZA. 

In questa mia rela~ione non mi propongo di disoutere Ie re

oenti teorie suI comportamento eoonomico in condizioni d'incertez

za, ma di indicare alcuni problemi peculiari che s1 profilano quan

do s1 studia un mondo economico incerto. 

L'analisi dell'attivita economica in condizioni d'inoerte~

za • relativamente reoente. Sia gli eoonomisti olassioi ohe quel

Ii marginalisti hanno studiato i problemi del oonsumatore e del

l'impresa nell'ipotesi di perfetta oonosoenza dei dati del pro

blema. L'incertezza della vita eoonomioa veniva oonsiderata solo 

in quanto si riteneva da molti susoettibile di aumentare il sag

gio d'interesse oltre il livello di equilibrio quale risulterebbe 

nell'ipotesi di oonosoenza oerta dei dati da parte degli operato

ri economici {l]. Questa opinione non aveva alouna influenza sul

la struttura essenziale della teoria, quale risultava dall'appl&

oazione dei oriteri marginalisti, ne ad essa gli eoonomisti erano 

pervenuti attraverso una piu generale analisi del oomportamento e

oonomioo in oondizioni d'inoertezza. feppure nelle osservazioni 

empiriohe essa trovava oonforto atteso ohe, oome gia 10 Smith a

veva osservato, il oarattere risohioso di aloune attivita agisoe 

oome un motivo d1 riohiamo per oui "il profitto ordinario del oa

pitale benoh. aumenti oon l'elevarsi del risohio, sembra ohe non 

sempre aumenti in proporzione a quello" [2]. 

Mentre nella ripreea degli studi sullo sviluppo eoonomioo e 

suI prooesso din.mioo l'inoertszza ossea di sssers oonsiderata un 
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aspetto secondario dell'attivita economica per diventare, secondo 

alcuni, l'aspetto essenziale della medesima, che concorre a deter

minare la funzione imprenditoriale (Knight) [3],e, secondo altri, 

una caratteristica inevitabile del processo di sviluppo, che si 

realizza attraverso l'invenzione imprenditiva di situazioni nuove 

(Schumpeter) [4], la teoria del consumatore e dell'impresa continua 

a svilupparsi lungo i binari tradizionali: gli aspetti peculiari 

che l'incertezza introduce si risolvono in regole statistico-con

tabili con Ie quali si determinano stime univoche delle variabili 

economiche incerte che poi vengono trattate nella stesso modo con 

cui nell'analisi tradizionale si trattavano Ie variabili certe[5]. 

Sola recentemente, parallelamente allo sviluppo delle teorie 

sui fondamenti della statistica, discusse in questa seminario, so

nono stati fatti cospicui tentativi per una sostanziale riconside

razione del comportamento economico nell'ipotesi che i dati del 

problema siano incerti. 

Le teorie moderne si possono classificare a seconda che esse 

assumana 0 men a la capacita dell'individuo di discrimare tra le 

diverse alternative incerte. L'ipotesi di incapacita (da qualcuno 

indicata col termine di completa ignoranza) sta alIa base della 

teoria del massiminimo di Wald e della teoria della minimizzazio

ne della perdita temuta del Savage [6]. 

Le teorie de Finetti-Savage suppongono direttamente 0 indi

rettamente la capacits del soggetto di ordinare gli eventi incer

ti, in modo da rendere possibile l'attribuzione ad essi di proba

bilita soggettivamente intese [7]. Ed invero ad affermare tale pos

sibilits basta sostanzialmente l'ipotesi che il soggetto sia coe

rente nelle sua valutazioni e nelle sue decisioni. Le altre ipo

tesi che Ie suaccennate teorie presuppongono appaiono giustifica-
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te dalle esigenze di astrazione che ogni interpretazione soienti

fioa comporta. L'ipotesi di coerenza e generalmente aocolta nel

l'analisi del oomportamento del consumatora a dell'impranditora 

in condizioni di certezza. Le teorie che assumono l'incapaoit~ 

dell'individuo di ordinare gli eventi incerti in sostanza sosti

tuiscono a queste ipotesi altre di dubbia validita, come l'ipo

tesi cha l'individuo attribuiaca al mondo e alIa natura l'atteg

giamento di oatilita del giooatore rivale (teoria di laId) 0 che 

eaao giudichi per ogni poaaibile stato il risultato di ogni de

oeaione relativamente a quello che si sarebbe verificato se si 

fosse presa la decisione migliore (teoria del minimassimo di Sa

vage) 0 ohe egli consideri per ogni deoisione una combinazione 

lineare del risultato migliore e del risultato peggiore (teoria 

di Hurwicz) [8). 

2.- OSSERVAZIONI SULLA GENERALIZZAZIONE DELLA NOZIONE DI UTILITA'. 

Ocoorre osservare ohe non poohi equivooi sono sorti in rela

zione aIle nuove applioazioni della nozione di utilita cui hanno 

portato i rioorda,ti sviluppi della teoria dell' inoertezza [9). In 

verita la nozione di utilita aveva gia subito una progressiva ge

neralizzazione: dall'acoezione edonistioa si era passato alIa pili 

ampia aocezione paretiana. Reoentemente funzio~i indioi di utili

ta sono state impiegate per esprimere alouni obbiettivi dell'at

tivita dell'impresa che non si possono rappresentare sintetioa

mente mediante un indioe monetario globale (profitto), in quan

to riguardano la struttura del capitale [10J. Funzioni analoghe 

trovano larga applioazione nell'eoonomia del benessere. Cib ohe 

queste diverse funzioni indici hanno in comune e la l~ro oapacith 

ad esprimere delle preferenz~ di individui 0 di collettivith. Non 
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e compito dell'economista stabilire quali sono i fattori cha con

corrono a determinare tali preferenze in quanta essi interessano 

altre discipline e la loro ana1isi ~ichiede quindi uno schema con

cettuale diverso da guel10 usato dall'economista [11]. Tuttavia 

si usa affermare dalli economisti, con un tenue riferimento ~ oon

siderazioni extra economiche, che Ie preferenze rappresentate dal-

1a funzione dell'uti1ita nella sua accezione tradizionale riflet

tono i lusti ossia 1a gerarchia dei bisolni, mentre Ie preferenze 

espresse dalla funzione indice di uti1ita socia1e rif1ettono va

lutazioni politico-ideoloAiche. 

La funzione di utilita pub essere utilizzata per rappresen

tare Ie preferenze tra prospetti incerti che possono essere cost i

tuiti dalla quantita di un dato bene, suscettibile di assumere di

ve r s i valor i con d i ve r s e pro b a b nit a (s 0 A Ae t t i v e) i, .0 dad i v e r s e 

combinazioni di beni pure espressi da variabili casuali. II secon

do e i1 caso tipico nella teoria del consumatore, il primo nella 

teoria de11'impresa. Quando l'obbiettivo del1'impresa e esprimi

bile mediante valori certi di una unica variabile (profitto) il 

problema dell'impresa si risolve nella m&eeimizzazione di tale va

riabile: quando invece i1 profitto pub assumere diversi ~alori con 

diverse probabi1it., occorre ridurre Ie due dimensioni dell'obbiet

tivo dell'impresa ad una sola. Ci~ e possibile introducendo una 

funzione di utilit. che meg1io sarebbe indicare col termine di 

funaione di preferibilit!. Tale funzione riflette, oltr~ alIa de

siderabilita di diversi livelli certi di reddito, anche la propen

sione al rischio de1l'operatore considerate. L,'andamento di tale 

funzione dipende dal1a posizione inizialet Cib pub essere inter

pretato dicendo che la propensione al rischio varia al variare 

delle condizioni economiche dell'operatore. 
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Nell'analisi delle decisioni del consumatore, quando si sup

pone che l'insieme delle alternative possibili s1 allarghi sino 

a comprendere oombinazioni aletaorie dei vari beni, il oampo or

dinato d1 preferenze puo easere rappresentato mediante una funzio

ne indioe di utilita ohe si puo ritenere rifletta non solo Is de

siderabilita (of eli mit a 0 grado di appagamentol di diverse oom

binazioni certe ai beni 0, per quanta s1 e detto i gust1 del con

sumatore, ma .anohe la propensione al risohio del soggetto. Non me

rav1g1ia quindi ohe mentre la funzione indioe di utilita applioa

ta a prospetti oerti sia defin1ta a meno diuna trasformazione ar

bitraria oresoente, Is funzione indice di utilita nella sua piu 

ampia applioazione a prospetti inoerti sia definita a meno di u-

na arbitraria trasformazione lineare orescente: la limitaz10ne nel

l'insieme delle funzioni indici ammissibili e da porsi in relazio

ne aIle aumentate dimensioni dello spazio delle oombinazioni pos

sib iIi e alIa pluralit~ dei motivi ohe guidano la soelta. Anche 

nella teoria del consumatore ci sembra preferibile indicare 001 

termine di funzione di preferibilita la funzione di piu generale 

applioazione ohe stiamo disoutendo. Cio ohe hanno in oomune la 

funzione tradizionale dell'utilita e la funzione d1 preferibili-

ta sono gli insiemi dei prospettl oerti tra lora indiffe~enti ed 

11 lora ordine. E' per l'ulteriore proprietA della funzione di 

preferibilita (per la sua oapaoita cioe di ordinare i prospetti 

inoerti) ohe essa oonsente di attribuire una misura del grado di 

preferibi11ta. Pertanto non e po.sibile assumere la differenza tra 

Ie ut11ita che in base alIa funzione di preferibilita corrispondo

no a due diverse oombinazioni certe ohe differiscono solo nella 

quantita di un bene come una misura della soddisjazione dovuta al

l'incremento del bene in parola. 
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Tra i postulati che conducono alla formulazione della func 

ne di preferibilit~ (definita a me no di un'arbitraria trasforma

zione tin8~re crescente) e che oltre ad alcune propriet~ ideali 

(di continuit~) affermano la coerenza del soggetto nelle sue de

cisioni ve ne e uno che ricorda il postulato di non saziet~ nel-

la teoria tradizionale dell'utilit~. E' noto ch~, seoondo questa 

postulato, se in una oombinazione di bene aumentismo la quantit~ 

di uno di essi senza diminuire la quantit~ degli altri, ottenia-

me la seoonda bombinazione preferita alla prima. Analogamente se 

abbiamo una oombinazione costituita da una oerta quantit~ del be

ne A ottenibile con probabilit~ a ed una certa quantit~ del bene 

B con probabilit~ ~ , e se la stessa quantit~ del bene A otteni

bite con c8rtezz~ e preferibile alIa pred~tta quantit~ del bene B 

pure certa, otteniamo combinazioni preferite a quella data aumen

tando la probabilita di ottenere il bene A e diminuendo quella di 

avere il bene B. Questo postulato ha un~ importanza notevole nel-

10 sviluppo della teoria. 11 Savage assume oome relazione prima

ria quella ohe ~Lstabilisoe tra due decision± e che riflette la 

loro preferibilit~ ed inferisce oon un postulato simmetrico a quel-

10 appena ricordato un sistema di probabilita soggettive quale e

ra stato gia postulato dal de Finetti. 

E' opportuno ricordare ohe la funzione di preferibilita pub 

non essere monotonica e godere delle ricordate proprieta formali 

in tutto il suo campo di definizione. elb si verifioa quando il 

postulato piu sopra rioordato non vale nell'intorno di combina

zioni di quantita certe: si pub ritenere ohe cib rifletta L'amo

re aL pericoLo: Ad esempio un alpinista pub preferire una situa

zione in cui vi sia la probabilit~ di sopravvivere del 95' ad una 

in cui vi sia solo la probabilit~ dell'80%, ma anohe ad una terza 
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in cui vi sia l'assoluta oertezza [12]. Se prescindiamo d~ questa 

anomalia che non oonsente l'applicabilita della funzione di pre

ferib11ita al confronto tra s1tuaz10ni inoerte e s1tuazioni certe 

poss1amo oonsiderare tale funz10ne come uno strumento oonoettuale 

di generale validita nello studio del oomportamento eoonomico. 

3.- L'ASTRAZIONE SCIENTIFICA E L'ANALISI DEL COMPORTAMENTOECONO

MICO. 

Le funzioni di preferibilita dipendono non solo dalle condi

zioni 1niziali ma anche dal periodo in relazione al quale si con

siderano le deoisioni ahe oon le stesse s1 intendono interpret are. 

Queste oons1derazioni vallono anohe per la funzione di utilita; 

(nella aooez1one tradizionale) si pub infatti dire che i gusti che 

un consumatore manifesta in un determinato momento possano diver

gere dai suoi gusti normal! qual! appaiono in un per!odo abbastan

za lungo d1 tempo. 

L'ipotesi ohe l'operatore abbia un oampo ordinato di prefe

renze, sulla base del quale ~ possibile interpret are Ie sue deci

sioni, impl10a una 1nterpretazione ideale del suo comportamento 

ohe, se si presc1nde dai cas! patolog10i di evidente incoerenza 

[13], pub appar1re in oontrasto oon i dati empirici. 

a) per l'1nstabilita della funzione di preferibi11ta dovuta 

alla forte dipendenza daule condiz10ni economiohe 1niziali e al

la irrevere1bilita di certi spostamenti; 

b) per l'incapaoita di esprimere chiare valutazioni su si

tuazioni troppo divergenti e mal sperimentate dal soggetto eco-

nomioo; 

c) per le difficolta di determinare differenze di valutazio

ne per prospetti che differiscono di poco tra di loro. 
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E' possibile modifioare i1 modello di analisi in modo dB te

ner oonto di alouni di questi fattori ohe oonoorrono a determina

re 11 oomportamento effettivo (14]. Oooorre peraltro tenerpre

sente ohe le teorie sul oomportamento eoonomioo, fondate sull'i

potesi ohe il soggetto abbia un oampo ordinato di preferenze, 01-

tre ad applioazioni a asoopo desorittivo hanno applioazioni a soo

po normativo. Mentre in relazione alle prime le ipotesi rioorda

te nel paragrafo preoedente si giustifioano sulla base dei prooe

dimenti di astrazione ohe oaratterizzano l'indagine soientifioa 

[15], in relazione alle seoonde esse oonsentono di formulare nei 

suoi termini piu generali (logioamente piu deboli) l'ipotesi di 

razionalita. 

4.- CARATTERISTICHE PECULIARI DEL PROCESSO ECONOMICO IN CONDIZIO

NI DI INCERTEZZA. 

Nelle rioordate teorie i problemi speoifioi oonnessi oon l'in

oertezza sembrano ridursi a quelli de,lla valutazione dei risultati 

inoerti e dell'influenza ohe l'inoertezza dei risultati ha sulla 

pref~ribilita dei medesimi. Si tratta invero non di problemi nuo

vi ma di una piu generale formulazione di problemi tradizionali 

oonoernenti il oomportamento dei soggetti eoonomioi. Lo soopo di 

questa relazione e di dimostrare ohe la oonsiderazione dell'inoer

tezza introduoe problemi veramente nUQvi: piu preoisamente nuove 

variabili entrano a defi~ire la deoisione dei soggetti eoonomioi. 

Le teorie de Finetti-Savage possono offrire, a nostro avviso, uno 

schema oonoettuale nell'ambito del quale i problemi possono esse

re formulati e risolti in modo rigoroso. TuttaVia una impostazione 

adeguata esige un'attenta oonsiderazione delle oaratteristiohe pe

ouliari ohe l'attivita eoonomioa presenta in quanto si svoLge in 
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condisiQni d'incertessa. Se si considerano tali caratteristiche 

il problema di scelta puo aFparire cos1 complesso per l'insieme 

di variabili e per Ie relazioni che tra di esee si stabiliscono 

da Buggerire il ricorBO a modelli piu semplici allo BCOpO di spie

gare il oomportamento effettivo. E' opportuno ~ questa propoBito 

rioordare ohe Ie teorie piu sopra rioordate 

a) supPQngono ohe tutte le possibili oonBeguenze di ogni de

oesione siano visualizzate dal Boggetto, 

b) Bono state concepite per 10 studio dei problemi di Bcelta 

quali si presentano nella statioa. 

L'abbandono dell'ipotesi di oui punta a), se acoompagnata 

dall'introduzione di altre ipotesi circa il modificarsi delle va

lutazioni del soggetto in seguito all'esperienza, puo portare ad 

una analisi dinamica del prooesso di scelta e alla considerazione 

del oampo ordinato di preferenze oome di una situazione limite. 

Di oio diremo piu avanti. II carattere statioo della teoria si ma

nifesta essenzialmente nella oonsiderazione dei vari stati possi

bili come alternative simultanee. 11 suo superamento introduoe se

rie oomplioazioni per l'impostazione del problema di soelta. E' 

pur vero ohe e possibile oonsiderare oome stati alternativi suo

oessioni temporali di situazioni; una simile formulazione delle 

prospettive incerte assooiate al prooesso dinamioo per un dato 

Boggetto eoonomioo, a parte la diffioolt. di applioazione ehe es

so oomporta, trasoura pero aloune earatteriBtiohe partioolari 

del prooesso stesso. 

a) Una prima oaratteristioa e il variare delle strategie ae

oessibili all'individuo ohe si puo verifieare in aloune fasi del 

proeesso di sviluppo 0 in seguito ad alouni risultati del pro

eesso dinamioo. Basti penBare aIle oonseguenze ohe i mutamenti del-
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l~ struttura del meroatopossono avere Bulle strategie alternati

ve aoowssibili ad una data impresa, la quale, oon Ie sue deoisio

ni, pub oontribuire a provooare tali mutamenti. 

b) Una seoonda oaratteristioa riguarda l'asimmetria delle oon

seguenze di eventi eooezionalmente favorevoli e sfavorevoli. Si 

tratta del prinoipio del oonoatenamento dei risohi esposto dall'Hart 

(prinoiple of linkage of risks)(161. A differenza degli eventi eo

oezionalmente favorevoli, eventi eooezionalmente sfavorevoli pos

son~ provocare una oatena di oonseguenze negative. Ad esempio un'im

provvisa oontrazione nei ricavi causata, poniamo, dal fallimento 

di un cliente pub oostringere' un'impresa a ridurre drastioamente 

i prezzi per liquidare Ie soorte e rimediare in tal modo all'im

provvisa riduzione delle entrat~ normali. La riduzione dei prezzi 

pub guastare il meroato. II rioorso aIle Banohe 0 la riohiesta di 

dilazione di pagamento ai fornitori in. situazioni di improvviso 

bisogno, non solo possono non port are ad alcun risultato positiv~ 

ma addirittura avere oonseguenze negative in quanta si pub ingene

rare il dubbio che l'impresa sia in oondizioni prefallimentari. 

0) Una terza oaratteristioa oonoerne i mutamenti qualitati

vi e quantitativi nelleinformazioni ohe oon 10 svilupparsi del 

prooesso eoonomioo l'individuo pub ottenere. 

d) Inoltre l'atteggiamento di fronte al rischio di un sogget

to dipende dalle decisioni rischiose prese nel passato e dai ri

sultati che esse hanno avuto. 

5.- LE DECISIONI JCONOMICHE IN CONDIZIONI DI INCERTEZZA E Dr CER

TEZZA. 

Alcuni ohiarimenti terminologioi sono utili per meglio appro

fondire Ie implioazioni delle oaratteristiohe peouliari del pro-
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cesso economico appena ricordate. 

In assenza di inoertezza Ie decisioni di un soggetto econo

mico sono immediate 0 differite, condizionate 0 incondizionate: 1a 

distinzione tra decisioni che sono modificabili e deoisioni che non 

10 sono non ha alouna importan.a. Se gli eventi futuri si verifi

oano esattamente oome sono stati previsti (se cib non fosse cadreb

be l'ipotesi ohe nell'attivita economica e assente ogni incertezza) 

ese, come si suppone hell'analisi economica fondata sull'ipotesi 

di equilibrio, Ie decisioni dei Boggetti economici Bono di tipo ot

timale e tra lora compatibili, non vi e motivo perche un individuo 

abbia a modificare Ie sue decisioni, Ad esempio hon vi e ragion~,

per rltenere, nelle ipotesi fatte, cheun oonsumatore 11 quaIs ab-

bia aoquistato una casa, abbia cioe decisD di mantenere una pat· 

te del suo patrimonio durevolmente investita in tale di bene di 

consumo durevole, debba poi pentirsi di tale decisione e quindi 

vendere la oasa per impiegare diversamente il suo patrimonio. -

Non appena un problema si profila, in condizioni di oertez

za, esso viene affrontato e risolto: Ie decisioni che il sogget

to prende possono essere immediatamente attuate (decisioni imme

diate) 0 attuate in data successiva (differite)? Esse possono poi 

essere univocamente determinate {incondizionate) 0 definite in 

funzione dei valori che possono assumere determinati parametri 

(condizionate). In un modo incerto come vedremo inveoe, assume 

importanza la possibilita di modifica delle decisioni: inoltre al 

soggetto pub essere conveniente rinviare alcune decisioni. 
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6.- FONTI DI INCERTEZZA IN UNA ECONOMIA STAZIONARIA. 

Se si oonsidera una economia in cui non ai verificano fenome

ni che comportano necessariamente mutamenti di struttura (innova

zioni tecniche, accumulazione di capitali, mutamenti di gusti, va

riazioni nelle risorse primarie, espansione e cambiamento di strut

ture della popolazione et~) due sale sono Ie possibili fonti di 

incertezza: 

a) levariazioni nelle situazioni di mercato che si auccedo

no quando non si realizza l'equilibrio; 

b) i1 comportamento delle imprese rivali dal quale, in certe 

condizioni di mercato, dipende il risultato delle decisioni di u

na impresa. 

In regime di conoorrenza ~uindi ~ presente solo la fonte a). 

Lo studio della stabilit~ dell'equilibrio, ~ stato condotto 

senza una adeguata considerazione delle conseguenze ohe l'abbando

no dell'i~otesi di equilibrio e quindi di movimento economico 00-

nosciuto con certezza ha 6ull'analisi del comportamento economi

co. Infatti anohe nei oontributi piu recenti (17) il comportamen

to dei soggetti economioi ~ definito da relazioni analoghe a quel

Ie che entrano nei modelli di equilibrio. Solo aIle equazioni di 

equilibrio vengono 60stituite delle equazioni di reazione fondate 

sull'ipote6i che Ie varie classi di operatori economici reagisco

no al mancato equilibrio modificando concordemente alcuni parame

tri dai quali poi dipendono Ie lore decisioni. [(sl. 

Nuove prospettive allo sviluppo del1'analisi dell'oligopolio 

Bono state inveoe aperta dalla teoria dei giochi in quanta essa 

consente l'abbandono dell'ipotesi di oomportamsnto indipendente 

che ~ alIa base delle trattazioni olassiohe del problema .. Ancor 

piu signifioative Bono state Ie applioazioni alIa teoria del mo-
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nopolio bilaterale [19]. Tuttavia anohe i reoenti oontributi ehe 

hanno esplioitamente oonsiderato l'inoerte~za nella quale l'oli

gopolista deve prendere Ie sue deoision1, dovuta alIa pluralit~ 

dei possibili risultati ohe ogni deoisione pub avere, sono lungi 

dall'essere 80ddisfaoenti. In primo luogo la teoria dei gioohi 

permette di oonfigurare una situazione di equilibrio solo in oa

si speoiali, in seoondo luogo nelle applioazioni oorrenti essa 

suppone ohe il problema presenti la stessa struttura per oiasoun 

operatore, ohe oioe gli operatori possano essere oonsiderati 0-

mog.nei per quanto oonoerne Ie oondizioni nelle quali operano e 

il tipo di deoisione ohe essi debbono prendere. In terzo luogo es

sa implioa una partioolare attitudine al risohio per oui ogni 0-

peratore oonsidera il valore atteso di una distribuzione di pos

sibili risultati di oiasouna deoisione in corrispondenza ad ogni 

possibile decisione dell'avversario oome equivalente alIa prospet

tiva inoerta rappresentata dall'intera distribuzione. 

Invero Ie situazioni oligopolistiohe SOnooaratterizzate da 

relazioni di tipo diverso tra Ie varie imprese: infatti Ie impre

se tra loro rivali non costituisoono una olasse di operatori omo

genei, per la lora diversa di.ensione dalla quale pub dipendere 

l'insieme delle strategie disponibili e per ia lora diversa 001-

looazione nel meroato: infatti Ie imprese rivali di un impresa A 

possono non essere tali per un'im~resa B in oompetizidne 61igopo

listica con A. Inoltre a determinare i risultati delle deoisioni 

delle varie imprese pub oontribuire la possibilit~ 0 meno ohe al

tre imprese entrino nel meroato [20]. E' interessante osservare 

oome questi fattori dai quali dip.ndono Ie strategie aooessibili 

e i possibili risultati ohe Ie varie decisioni delle diverse im

prese possono avere non possono essere oonsiderati oome dei dati, 
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in quanto possono modifioarsi in seguito alle deoisioni delle stes

se imprese. 

Sulla diffioolta ohe oomporta la sostitu~ione del valore me

dio alla distribu~ione di una variabile causale avremo occasione 

di intrattenerci fra pooo. 

7.- FONTI DI INCERTEZZA IN UNA ECONOMIA DINAMICA. 

In una economia in trasforma~iqne, oltre aIle cause d'inoer

te~~a presenti anche in una economia suscettibile di. riprodurre 

immutata la situa~ione di equilibrio, una volta raggiunta, in 0-

gni periodo (economia sta~ionaria) se ne aggiungono altre: 

a) l'impossibilita di determinare in modo univoco i risulta

ti di oerti procedimenti t~onic1 0 di certe strutture organi~~a

tive ohe non siano state attuate per un certo tempo; 

b) l'impossibilita di assegnare valori univoci ai parametri, 

dai quali dipendono Ie deoisioni dei diversi soggetti economioi 

(prezzi ad esempio), in quanta dipendenti dai risultati ~noerti 

dell'attivita dei diversi gruppi di operatori; 

c) la possibilita ohe si verifiohino nuovi eventi che modi

ficano la stessa struttura dei problemi ohe ivari soggetti deb

bane risolvere. 

Basta considerare quest'ultima fonte d·inc.rte~~a per ooglie

re subito alcune notevoli difficolta che incontra l'analisi del 

comportamento economioo in oondizioni di incerte~~a quando si oon

sider a un'economia dinamica (in trasforma~ione). Anohe S8 si igno

ra la terza fonte di incertezza difficolta non lievi si prospetta

no alIa applica~ione dei procedimenti e dei metodi recentemente e

laborati. Acoenni~mo ad alcune tra Ie principali; 

Nello sviluppo eoonomico il risultato di una decisione non 
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puc essere oonsiderato un evento isolato: esso infatti, mentra 

rappresenta il risultato di un'attivit~ eoonomioa passata e ne mi

sura quindi la profittabilit~ e l'utilit~, costituisce nel oontem

po la oondizione inizia1e per 10 svolgimento dell'attivit~ futura. 

Cerohiamo di ohiarire la portata di tale osservazione oon un esem

pio. Supponiamo ohe un'impresa debba soegliere ~n impianto tra di

verse alternative e ohe per il finanziamento del medesimo essa ab

bia oontratto un impegno finanziario di una data dimensione. La 

soelta ~ natur&lmente effettuata sulla base delle previsioni oir

oa il livello futuro della domanda e della valutazione delle pos

sibili deoisioni ohe potranno prendere Ie imprese riva11. II 11-

vella della domanda futura in oorrispondenza ad uno dei possibili 

prezzi puc assumere diversi valori, e oio~ un variabile oasuale. 

Supponiamo ohe il valore di tale variabile, sulla base del quale 

il nostro imprenditore valuta Ie diverse alternative, si&lla media 

della distribuzione dei valo~i possibili e supponiamo, ad abundan

tiam, ohe la distribuz10ne di tali valori, la quale naturalmente 

esprime delle probabilita soggettive, oorrisponda aIle frequenze 

one gli stessi assumeranno nei vari periodi futuri entr~ l'oriz

zonte oonsiderato, e ohe pertanto risultano esattamente anticipa

te. E' perc evideate cne, se noi consideriamo 11 risultato della 

deoisione relativa all'impianto con riferimento ad un singolo pe

riodo, il val ore della doman~a effettiva potr~ in esso risultare 

inferiore al valore medio previsto. In questo periodo Ie entrate 

monetarie potranno allora risultare inferiori alle spese. Se:le 

possibilita di ricorso al credito banoario sono limitate, questa 

circostanza pub avere conseguenze catastrofiche per l'impresa che 

pub essere costretta ad interrompere la sua attivita anche se a 

lungo andare essa sarebbe risultata profittevole. Si potrebbe sug-
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gerire all'imprenditore d1 estendere la sua analisi alla cons ide

razione dei diversi livelli che la domanda pub assumere in ciasc~u 

periodo, ma questa suggerimento non potrebbe essere facilmente se

guito e comunque non eliminerebbe alcune difficolta che impongono 

una diversa impostazione del problema. Infatti una stima dei li

velli della domanda per ciascun periodo incontra ben piu gravi 

difficolta ed in molti casi non ~ praticamente pOBsibile se non 

in termini eccessivamente vaghi (piu precisamente con una ecces

siva variabilita dei valori possibili). A prescindere dalle dif

ficolta pratiche, una stima sufficientemente significativa della 

domanda in ciascun periodo implica l'assunzione di una distribu

zione soggettiva dei possibili valori che. la domanda medesima puo 

assumere nel periodo considerato: a proposito di tale distribuzio

ne si possono ripetere Ie considerazioni svolte circa la distri

buzione della domanda nel tempo. Infatti mentre scarti positivi 

tra la domanda effettiva d1 un per1odo e la domanda prevista si 

risolvono in maggiori profitti rispetto a quelli attesi, scarti 

negativi (come si ~ dettol possono risolversi nell'arresto del

l'attivita produttiva. 

8.- CARATTERISTICHE PECULIARI DEI PROBLEMI ECONOMICI IN CONDIZIO

NI DI INCERTEZZA. 

Le considerazioni svolte nei paragrafi precedenti sulle pos

sibili fonti di incertezza ci oonsentono subito d1 individuare due 

motivi per cui non ~ possibile ritenere d1 poter interpretare il 

comportamento del soggetto economico, in condizioni di incertezza, 

applicando i modelli elaborati nella statica dGPo aver semplice

mente definito l'insieme di alternative costituite da prospettive 

certe e prospettive incerte ed aver introdotto una funzione di 
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preferibilit~. I principali tra questi motivi ci sembrano siarn 

i seguenti : 

a) Innanzitutto 9 impossibile ridurre l'incertezza a mere 

pluralit~ di valori possibili delle variabili tra Ie quali poter 

stabilire poi relazioni analoghe a quelle considerate nella stati

ca economica, Eventi eccezionali, suscettibili di alterare 11'1 stes

sa struttura del problema non sono normalmente viSualizzati: essi 

ci09 influiscono Bulla decisione del soggetto non tanto contribuen

do a determinare 11'1 forma delle distribuzioni probabilistiche di 

variabili ecopomiche ohe entrerebbero nel modello anche a prescin

dere da tali eventi, quanto introducendo nuove variabili e nuove 

dimensioni come avremo modo di, spiegare fra poco. Anche alcuni e

venti I'll cui verificarsi date variabili possono assumere valori 

eccezionalmente alti 0 bassi non sono singolarmente visualizzati 

[21]: cib significa che ogni problema e ~ffrontato e risolto sul

lo sfondo di una vag a impressione che qualche cosa di eccezionale 

possa semp~e capitare. 

b) r limiti alIa variabilit~ dei rlsultati che 11 soggetto 

economico pub accettare. Infattl per il principio del concatena

mento dei risohi 11 soggetto deve evitare chs al verifichino cer

ti risultati sfavorevoli suscettibili di provocare una catena di 

conseguenz~ dannose che pub arrivare al dissesto completo. 

l'ali limiti non sono un dato in quanto dipendono oltre che 

dalla situazione economica del soggetto (in particolare dalla s 

struttura del suo capitale 0 patrimonio) dalle decisioni relative 

ad altr1 problemi (in particolare da quelle relative alIa strut

tura del patrimonio e alIa domanda di moneta). 

P08siamo dire che l'applioazione del criterio massimale (0 

ottimale) all'analisi del comportamento in un modo incerto avviene 
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in un partioolare oontesto in quant~ assumono rilevanza il grac 

di modifioabilita delle decisioni e la possibilita di rinviarle. 

Evidentemente se posso soegllere tra due impianti A e B ohe mi as

siourano 10 stesso saggio di rendimento per l'uguale oapitale In

vestito, il secondo essendo perc susoettibile di essere utilizza

to per altre produzioni oltre a quella da me programmata, nell'in

oertezza delle oondizioni future, l'impianto B appare preferibile. 

Aspetti e dimensioni partioolari assumono i problemi di soel

ta in oondizioni di inoertezza per la possibilita di sostituire ad 

una deoisione modifioabile una deoisione rinviata e viceversa. SUp

poniamo ad esempio ohe un individuo dopo aver soddisfatto i suoi bi

sogni attuali disponga di una somma di un milione che egli potr,)b

be investire. L'individuo teme pero ohe in un futuro non lontano 

(ad esempio fra un anno) egli possa trovarsi nella necessita di so

stenere spese eocezionali. Se egli investe il milione disponibile 

in titoli (0 in altri beni) egli oorreil risohio di un perdita 

qualora egli debba modifioare la sua deoisione relativa alIa for-

ma di utilizzo di questa sua disponibilita e il prezzo al quale 

puo realizzare il titol0 risulti inferiore al prezzo di aoquisto 

di un'entita superiore all'interesse nel frattempo peroepito. Ta-

le risohio dipende: 

1) dal basso grado di oommeroiabilita del titolo (per grado 

di oommeroiabilita si intende il rapporto tra il prezzo di realiz

zo e il prezzo di aoquisto del bene nelle stesse oondizioni eoono

moohe (per alouni beni trattati in meroati perfetti il grado di 

oommerciabilita e uguale all'unita) [22]; 

2) dall'andamento dell'attivita eoonomioa nel tempo e dalle 

variazioni nei prez.i ohe esso oompo~ta (oongiuntura): naturalmen

te l'andamento dell'eoonomia puo anohe provooare gu~dagni oapitali 
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Per evitare il risohio di una perdita monetariail oonsuma 

re puo rinviare Ill. deoisione oiroa l'utilizzo definitivo del milio

ne disponibile: in tal oaso questa aliquota del suo patrimonio ri

mane per un oerto periodoinfruttifera. La oonvenienza a rinviare 

una deoisione, anzioh~ pren4erne una modifioabile, spiega fenome

ni peouliari del prooesso din~wico come ad esempio Ill. domanda di 

moneta a soopo di liquidita e Ill. formazione di soorte a soopo spe

oulativo. 

A volte il rinvio di una deoisione non si pone oome alterna

tiva all'assunzione di una deoisione modifioabile mil. si giustifi

ell. per Ie maggiori informazioni ohe si possono avere nel futuro. 

Consideriamo ad esempio un'impresa monopolistica che debba sceglie

re tra due alternative: Ill. costituzione di un nuovo impianto 0 

l'impiego dei mezzi finanziari di cui dispone nel potenziamento 

della sua rete di distribuzione iloIlo scopo di rafforzare Ill. sua 

posizione di mercato. La prima alternativa risulta pi~ oonvenien

te se nel prossimo futuro si avraun periodo 4i espansione. Se ri

tiene che fra qualche mese Ie gravi incertezze circa gli andamenti 

eoonomici futuri saranno in. parte eliminate per cui alIa sua pre

visione potra assegnare ~a probabilita maggiore, l'impresa potra 

trovare conveniente rinviare Ill. scelta tra Ie due alternativ~. E' 

interessante o~servare come anche in questo esempio il rinvio di 

una decisione implioa domanda di moneta. La domanda di moneta guin

di, se si prescinde dalla lI\()neta usata a scopo di traIUlazione, ap~ 

pare un fenomeno tipioo di un~ eoonomia ohe funziona in condizio

ni di incertezza. 
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9.- ALCUNE INDICAZIONI PER UNA RICONSIDERAZIONE DEI MODELLI DI COM

PORTAMENTO. 

Come impostare il problema di scelta in condizioni di incer

tezza? Due vie possono essere seguite. 

a) Possiamo mantenere 10 schema concettuale che ci offrono 

le teorie de Finetti-Savage, tener conto di tutte le relazioni che 

si stabiliscono tra decis~oni e risultati in diversi periodi, fa

re tendere l' utili ta di un risul tato a - co quando esso tende ad 01':' 

trepassare il limite di cui al punta b) del precedente paragrafo. 

Della modificabilita d1 una decisione si pub allora tenere conto 

in quanto, come si e detto, per cgni alternativa si considerano 

non solo le conseguenze immediate ma anche le possibi11 conseguen

ze future. Evidentemente una siffatta impostazione del problema 

la quale esige la considerazione di tutte le possibili conseguen

ze, anche di quelle vagamente attese 0 temute, trascura i moti vi 

per cui un soggetto economico in concreto non pub affront are 01-

tre certi limiti le difficolta che comporta l'impostazione dei 

problemi di scelta. Inoltre essa non considera il processo psico

logico con cui il soggetto perviene a,lle sue decisioni, SU~~1l bll

se deLLe esperienze pllssllte. Pertanto modelli di comportamento co

Sl costruiti mentre sviluppano a pieno il significato normativo 

della teoria hanno in effetti scarso valore interpretativo. Pub 

quindi essere oonsigliab11e seguire una seconda via. 

b) Si pub allora supporre che la scelta della decisione ot

tima - ahe cioe massimizza il profitto 0 l'utilita 0 pib generi

camente 11 grado di preferibilita - avviene non gia nell'ambito 

dell'insieme di tutte le decisioni alternative singolarmente con

siderate, ma di un sottoinsieme che si ottiene escludendo quelle 

decisioni che, n~lle combinazioni possibili con altre decisioni, 
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sono suscettibili di port are, con una probabilit. oggettiva cc si

derata rilevante, a conseguenze inaccetabili. L'insieme delle de

cisioni singplar~ente vis~alizzatepub essere oonsiderato, a sua 

volta, un sottoinsieme delle deoisioni teorioamente possibili, il 

suo insieme oomplementare essendo oostituito da deoisioni che po

trebbero essere Qonv.enientd solo sotto ipotesi del tutto eooez10na-

11 ohe l'individuo non ritiene di poter prendere in oonsiderazio

ne 0 di oui esso non ha neppure preoisa sensazione. La possibili

t& ohe si verifiohino eventi ohe non sono stati singolarmente an

tioipati oome possibili impone una attenuazione del oriterio di 

maseimizzazione del profitto, in quanto la soelta avviene sulla 

base della oombinazione di due criteri: il oriterio della massi

mizzazione del profitto e quello della massima flessibilit& del 

programma (il grado di flessibilit. del programma essendo funzio

ne dei gradi di modificabilit& delle ~ingole deoisioni). II peso 

relativo del seoondo oriterio, normalmente opposto al primo, ri

flette il grado di inoertezza degli eventi futuri: potremmo anohe 

dire ohe esso e proporzionale alIa probabilit& soggettiva ohe si 

verifiohino eventi, singolarmente non oonsiderati,tale da rende

re oonvenienteuna trasformazione del programma. 

Non • nostra intenzione sviluppare queste oonsiderazioni an

oora troppo grossolane perohe possano oostituire la base per la 

oostruzione di modelli di oomportamento; ne disoutere i prooedi

menti logioi e psioologioi oon oui i problemi di scelta sono af

frontati e risolti. Penso ohe la determinazione del~a decisione 

ottima sia in ooncreto il risultato di un processo che porta con

temporaneamente .ad un ordinamento delle decisioni e alIa scelta 

di que 11 1:\\.,Q,t,i!,ima. I.n. un primo tempo l' indi vidu .. o s.i aco.ontent a di 

adottare una decisione soddisfaoente. A mane a mane che egli acqui-
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sta esperienza e ~uindi aumenta la sua capacita di visualizzare Ie 

possibili conseguenze e di valutarle, si eleva il suo livello di 

aspirazione: il risultato finale ~uale pub raggiungersi dopo ripe

tute esperienzenell'ipotesi che esse siano effettuate nelle stes

se condizioni obbiettive pub essere la determinazione della deci

sione ottima. Un'impostazione simile e stata suggerita dal Simon 

[23]. Nell'analisi del processo di scelta si dovrebbe tener conto 

anche della possibilita di aumentare Ie informazioni disponibili 

e, in tal modo, di allargare l'insieme delle decisioni possibili 

tra le~u.li ~i effettua la scelta 0 di diminuire la variabilita 

dei risultati di una possibile decisione e ~uindi di ridurre il 

peso che ha il criterio di flessibilita del programma. L'aumento 

delle informazioni perb comporta'un costo il ~ual~, ~uindi, dovreb

be entrare nella eonfigurazione del probl~ma. 

10.- INCERTEZZA ED EFFICIENZA ECONOMICA. 

Come abbiamo gia osservato nell'analisi economica molti pro

blemi pos.ono essere affrontati da due punti di vista diversi e 

complementari: .da un punto di vista normativo e da un punto di vi

st~ empirico- deecrittivo. Studiare i problemi del primo punta di 

vista Lmplica stabilire delle finalita che una "razionale"organiz

zazione dell'attivita economiea dovrebbe raggiungere, finalit~ che 

entrano nei dati assunti da]l"economista: arlslizzar6 i prdblemi del 

secondo punta di vista eignifica aseumere la finalita concretamen

te perseguita tnaturalmente formulate attraverso un prooesso di 

astra~ione) e i limiti effettivi alIa razionale impostaz10ne e so

lU5ione dei problemi. Quali di ~uesti limiti sia~o eliminabili e 

~uali no non e sempre facile determinare. Pertanto non sono poche 

Ie difficolta che si incontrano. ~uand~ si vuol~ determinare in 
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che misura sono ~iustificate ipotesi che implicano una capac ita 

razionale impostazione ma~giore di quell a effettivamente osserva

ta (intendiamo qui parI are di eapacita degli operatori di indivi

duare tutti i dati del problema, tutta Ie relazioni ehe si stabi

liseono tra questi dati e Ie diverse variabili e tutte Ie impliea

zioni dei diversi criteri di soelta). 

Queste ccnsiderazioni hanno grande importanza nell'analisi del 

comportamento in condizioni di incertezza. Esse possono avere ri

flessi non trascurabili suI piano dell'economia del benessere. 

Da quanta e stato detto ad esempio emerge che la scelta degli 

investimenti piu efficienti [24) e largamente oondizionata dall'in

certezza in quanta questa Rub ridurre il peso del oriterio di mas

simizzazione e del rendimento nel proeesso di seelta e restringe-

re l'insieme delle alternative oonsiderate. L'inoertezza influisoe 

anche sulla decisione dei risparmiatori di finanziare i programmi 

di investiwento delle imprese per motivi analoghi. Pertanto alou-

ni investimenti possono non trovare attuazione, malgrado la lore e

levata redditivita, in quanto i lore risultati sono oonside~ati trop

po inoerti dai possibili finanziatori. La stessa impresa pub esolu

dere dalle sue scel te programmi di investimento chei,jll,plieano rigi

dita teoniohe e finanziarie, malgrado la loro elevata redditivita 

per l'inoertezza degli andamenti futuri della domanda. L'inoertezza 

pub anohe influire suI volume degli investimenti in quanto pub ren

dere conveniente rinvii nall'attuazione di nuovi programmi di e

spansione (25). Questi rilievi non sono senza influenza sugli ef

fetti che Rub avere la programmazione economical nella misura in 

cui essa, senza ridurre la propensione al risohio, diminuisoe al

oune cause obbiettive di inoertezz8, essa pub portare ad un aumen-

to nell'effieienza degli investime~ti e quindi nel saggio di cre

soita del sistema. 
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b] Si vedano in partioolare: A.Marshall, Prinoipi di eoonomia, 
trad.it.Torino, 1927, pag.57S e Wioksell, Lezioni di eoono
mia politioa, trad. it. Torino, 1950, pag.1S0. 

[2] A.Smith, Rioohezza delle nazioni, trad.it.Torino, pag.103. 

[3] F.Knight, Risk, unoertainty and profit, Boston e New York 
1921 

[4J J. Sohumpeter, La teoria dello sviluppo eoonomioo, in "Nuova 
Collana degli Eoonomisti'·',',Vol.V, Torino, 1932 

[5] Si vedano in particolare: Hioks, Value and oapi tal, Oxford, 
1939, pag.126j O.Lange, Price flexibility and employement, 
Bloomington, 1944 pag.29 e seg,. Si veda anche P.B.Simpson, 
Risk allowances for price expectations, in "Econometrica", 
1950. 

[6] Wald, Statistical deoision functions, New York, 1950 e 
L.J.Savage, The theory of statistical decision, in "Journal 
of the Amerioan Stat~~tipal Association" 1951. 

[7] Bruno de Finetti, La prevision: ses loJs logictues, ses sour
ces subjectives, in "Annales de Vllst,it]l~t Henri Poincare", 
1937; L.J.'Savage, The fondations of statistios, New York"'Lon
dra, 1950. Si noti ohe ctuesta teoria di Savage eben distin
ta da ctuella preoedente oitata nella nata [6]. 

[8] Hurwioz, Optimality criteria for decision making under ignop 
ranoe, Cowles Commission Disoussion Papers, Statistios, n. "370, 
1951 (oiolostilate). Si veda per un bre~e riassunto della 
teoria Hurwioz e degli altri autori oitati: R.D.Luoe e H.Raif
fa, Games and decisio.ns, New York, 1957, Cap.13. 

[9] Si vedano i saggi di J.Marsohak, Rational Behavior, unoertain 
prospeots and measurable utility, ~n "Eoonometrioa", Aprile 
1950; W.J.Baumol, The Neumann-Morgenstern utility index an 
ordinalistio view, in "Journal of Politioal Eoonomy", 1951; 
Bruna de Finetti, Sulla preferibili ta, in "Studi in onore di 
Giorgio lIortare", Padova, 1954. 

[10J J.Marsohak, lIoney and the theory of assets, in "Eoonometrioa" 
Ott .1938; L. Klein, Economio fluotuations in the United Sta
tes 1921-1941, New York, 1951. 

[l1J Si veda Bruno de Finetti, Sulla preferibili ta, in "Studi in 
onore di Giorgio Mortare", Pad ova, 1954, pag.156 :e segg. 

[12J Si veda J.Mars,chak, Rational behavior ... , ,op.ot., pag.13B 

(13] l{na e.vidente inooerenza si avrebbe, ad esempio, se un oonsu
mat ore dopo aver manifestato la sua preferenza ~er la oombi
nazione A rispetto alIa oombinazione B e per la oombinazione 
B rispetto alIa oombinazione C mostrasse di preferire C ad A. 
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(14) Queste oonsiderazioni sono state da me sviluppate in : L' n~
lisi della domanda nella teoria eoonomioa, Milano, 1956 

(15) Si veda: T.C.Koopmans, The oonstruotion of eoonomio knowle
dge, in "Three essays on the state of eoonomio soienoe", Lon
dra 1957, pagg.132 e segg. 

(16) A.G.Hart, Money,debt and eoonomio aotivity, New York, 1953 
par.202 

(17) Si veda ad esempio l'important~ oontributo di K.J.Arrow e 
L.Hurwicz : On the stability cf the competitive equilibrium 
in "Eoonometrica", ott.1958. 

(18) Si veda: Samuelson, Foundatio.Ds of 6"oonomio analysis, Cambri
dge, 1948, pagg.21 e segg. 

[19) J.F.Nash, jr. The bargaining problem, in "Eoonometrioa" 1950 
e I.C.Harsanyi, Approaohesto the barg~ining problem before 
and afte~ the theory of games: a oritio~l disoussion of Zeu
then's, Hioks 8 and Nash's theories in "Eoonometrioa", 1956. 

[20) Si veda: Paolo Sylos Labini, Oligopolio e progresso teonico, 
Milano, '1957. 

[21] Possiamo anehe dire che l'individuo non ~ in gradc di rappre
sentarsi Ie code delle distribuzioni probabilistiche (di ti
po soggettivo) delle diverse variabili oonsiderate. 

[22) La nozione di grado di oommerciabilita di un bene e sostan
zialmente simile 11011110 nozione di gra~o di liquidita del Mar
schak (Role of !iquidity under oomplete and incomplete infor
mation, in "Amerioan Economic Review", Suppl.1949). 

(23) H. A. Simon, A beha-vhral model of rational ohoioe, in "The 
Quarterly Jo,urnal of Eoonomios", 1955. 

[24] Pi~ efficiente e qui da intendersi non senso del Malinvaud: 
Capital acoumulation and effioient allooation of resouroes, 
in "Eoonometrioa" 1953. 

[25] Queste oonsiderazioni sono state da me sviluppate nel oorso 
di eoonomia tenutoquestl~nno: Appunti dallelezioni di eoo
nomia, Vo1.3°, Milano, 1959, Cap.VII. 
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LA R.O. (RICERCA OPERATIVA) 

di 

ANTONIO LONGO 

Lo soopo di questa Seminario e quello di porre in luce i le-

gami esistenti tra il tema del nostro corso "Statistica ed indu-

zione" ed i problemi della R.O. 

E' doyeroso avvertire, chi non fosse sufficientemente infor-~ 

mato di tali questioni, che Ie notizie contenute nel seguito mir"'-

no e~clusivamente a fornire una visione estremamente rapida di un 

settore di interessi che si va dischiudenAo nell'ambito della ri-

cerca matematica. 

Non risale certc ad epoca recente l'idea di avvalersi della 

matematioa nell'Economiaj questa metoda ha gia dimostrato la sua 

vitalita ed e forse lecito attendersi che nel futuro possa almena 

contribuire ad approfbndire e chiarire i grandi problemi di questa 

disciplina cosl rilevanti per i1. corpo socials dell'umanita 

La ricerca opel' at iva si inserisce in questa quadro in modo 

abbastanza ben delineato. Non intendiamo di proposito fornire del-

Ie definizioni esplioite che ambiscano stabilire, Pmore geometri-

00" la sfera di azione di questi studi: tale modo di vedere oondu-

oe infatti normalmente a questioni sterili di vuoto nominalismo. 

Can questa premessa diremo ohe il oontenuto della rioeroa 0-

per-at iva si esplioa soprattutto nell'ambito dell'"azienda" inte-

sa nella sua aooezione piu ampia, ohe compr-ende anche Ie ammini-

(1) 
Chi volesse r-ender-si oonto del cammino per-cor-so e del coer-en

te sviluppo d1 idee che l'Economia matematica r-ivela, potrebbe, 
par-tendo dal Manuel di Par-eta, esaminare successivamente i recen
ti lavori di Arrow~Debreu} che a nostro par ere sintetizzano gran 
parte dei progteasi metodologioi compiuti. 

K.Ar-r-ow and G.Debreu': EXistence of an Equilibrium for a Com
petitive Econamy ~ Eoonometrica 265-290 (July 1954) 
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str~zioni pubbliohe ed in speoi~l modo gli org~nismi milit~ri 

Si tr~tt~ quindi di questioni di mioro-eoonomi~ oon o~r~tte

re spioo~t~mente norm~tivo (3). La R.O. non si preoooup~ infatti 

di desorivere il oomportamento del soggetto eoonomioo in determi-

n~te situazioni, ma stabilisoe quale politioa egli deve ~dottare 

per oonseguire obbiettivi partiool~ri, tenuto oonto dello stato 

di inform~zione e degli elementi di giudizio di oui dispone. 

Sotto questo ~ngolo di visu~le molto gener~le, i problemi 

di R.O. sono problemi di "deoisione". Conviene ~llor~ oper~re u-

n~ fondament~le distinzione a seoonda della natura oerta 0 alea-

toria dell'informazione. Le deoisioni individuali 
( 4) 

in oondi-

zioni di oertezza, non hanno a rigore attinenza oon gli argomen-

ti del nostro oorso: ad esse dedioheremo quindi uno sguardo fuga-

oe. 

Le situazioni a oui si riferisoono possono essere oosl sohe-

matizzate: un individuo dispone di un oerto insieme di "azioni", 

(3)----------
Rispetto all'impostazione tradizionale si osserva perc un no

tevole allargamento nei metodi di ~nalisi, con una nett~ tendenza 
a fondere sempre piu intimamente l'elemento teonioo oon quello e
oonomioo. Anohe la contabilita, considerata come uno dei mezzi di 
indagine piu usuale nell'ambito aziendale, da un lato acquista sem
pre piu un carattere ex-ante, come fornitrice dei dati che oondi
zionano Ie deoisioni ulteriori, dall'altro va aocentuandQ la natu
ra di strumento previsionale per estrapolare dall'esperienza pas
aata llevoluzione di fatti futuri, dando luogo oosl a contatti 
sempre piu strett1 tra aistemi tradiziona11 di rioeroa e teoniche 
proprie della statistioa moderna. 
(4) 

Implioitamente aupponiamo di oonsiderare soltanto deoisioni 
faoenti oapo ad un unico individuo 0 centro, prescindendo quindi 
dalle deoisioni di gruppo, malgrado non manohino studi approfondi
ti aull'argomento e non s1 esoluda certo la lora posaibile rile
vanza nella ll. O. 
(2) 

A questo proposito va sottolineato come i grandi problemi or
ganizzativi derivanti dall'attivita bellioa nel corso dell'ulti
mo conflitto, abbi~no potentemente contribuito a porre gli studi 
di R.O. nella forma sistematioa attuale. Sull'origine militare 
dell~ R.O. si potra utilmente oonsultare: Kimball-Moorse: Methods 
of Operations Research - New York John Wiley & Sons Ino. 1951. 
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e di un indice di preferenza, definito sull'ineieme dell~"conse-

guenze" corrispondenti. 

II soggetto sceglie allora una azione la cui "conseguenza" 

massimizzi (5) il suo indice di preferenza: 

spes so l'insieme delle possibili scelte pub rappresentarsi me-

diante punti di un insieme appartenente ad uno spazio numerico a 

un numero opportuno di dimensioni, ed il problema si riduce alIa 

determinazione di un punto ~i massimo vincolato per la funzione 

indice. Questo tipo di questioni non presenta concettualmente nee-

sun elemento nuovo rispetto all'impostazione data dal Pareto al 

problema delle "Bcelte": in particolare, esli aveva gi~ mostrato 

oome la soluzione del problema fosse indipendente dalla conoscen-

za effettiva della funzione di preferenza, essendo legata soltan-

to alIa struttura ordinale delle sue variet~ di livello ohe rima-

ne inalterata in seguito ad una trasformazione monotona e crescen-

te della funzione stessa. 

Dal punta di vista puramente analitico va rilevata, rispet-

to al oaso olassioo, la presenza frequente di vincoli sotto for-

ma di disuguaglianze ohe, se da un lato re·ndono pill. realistioa e 

flsssibile llimpostazione, dall'altro oontribuisoono ad intro-

durre frequentemente punti di estremo al "oontorno". 
(6) 

m-------
L'insieme delle azioni "ottime" secondo tale prooedimento, 

pub ovviamente oontenere pill. elementi indifferenti 0, oome oaso 
limite risultare vuoto. Non oi soffermiamo sulla possib11it~ di 
sostituire 11 massimo della funz10ne indice oon llestremo supe
riore eto. 
(6) 

E' questo 11 oaso, in partioolare, della oosl detta "program
mazione lineare", in oui l'insieme dei punti ammissibili, se esi
ste, ooinoide oon soluzioni di un numero finito di disuguaglian
ze lineari in n variabili ohe caratterizzano una figura poliedri
oa oonvessa dello spazio ad n dimensioni. Pcioh~ inoltre la fun
zione indice e supposta anoh1essa lineare, l'estremo, se esiste 
oade sui oontorno e preoisamente su di un vertioe del poliedro . 

. /. 
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E' stato dato oosl l'avvio a numerosi lavori che si occupano 

della teoria generale dei "massimi e minimi vincolanti" sotto con-

dizioni meno restrittive di quelle tradizionali 
(7) 

Di grande interesse attuale, per 10 stretto rapporto che Ii 

lega ai temi del nostro corso, son~ Ie decisioni comport anti un 

rischio. 

Intenderemo con tale dencminazione riferirci a situazioni in 

cui il punta di vista precedente appare generalizzato grazie al-

l'introduzione di un elemento di natura aleatoria. 

Supporremo infatti che ad ogni azione sia associato un insie-

me di possibili conseguenze cui corrisponde biunivocamente una 

classe completa di eventi aleatori incompatibili, invariante per 

rapporto "all'azione". 

La "conseguenza" della decisione adottata dipende allora si-

multaneamente dall'"azione" scelta, e dall'evento che si verifi-

chera; poiohe quest'ultima e una circostanza non prevedibile con 

certezza, il soggetto ohe decide deve fronteggiare un "rischio". 

Consideriamo per semplicita il caso in cui l'insieme 

A.:. . (\, A2, ... , An' ... ) delle possibili azioni ed E= (E 1, E2, .. 

. . ,E , ... ) dei possibili eventi siano al piu numerabili; l'insie
m 

,I. C~n l'esame di un numero finito di casi e quindi possibile rag
giungerlo. La convessita della figura permette pero di organiz
zare la riceroa in modo piu efficiente: si puo infatti istitui~~ 
un processo iterativo che, partendo da un vertice generico con
senta comunque di pervenire ad uno adiaoente, senza diminuire mai 
ad ogni pas so il valore gia as£unto dalla forma line are da mas
simizzare. Chi avesse interesse ad approfondire Ie applicazioni 
eoonomiche, in particolare alla teoria dell'impresa, della "pro
grammazione lineare", potra utilmente consult are il recente volu
me pubblicato dalla Rand Corporation ad opera d~ R.Dorfman, P.Sa
muelson, R.Solow: Linear programming and economic analys~s. 
(7 ) 

Confronta ad es.H.W.Kuhn and A.W.Tucker: Nonlinear programming 
in Proceedings of the Second Berkeley Symposium on Mathematical 
Statistics and Probability pp.481-492, University of California 
Press 1951. 
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me a delle ccnseguenze puc essere allcra utilmente rappresentato 

mediante una matrice il cui elemento gene rico a" in
lJ 

dica la "conseguenza" relativa alIa scelta dell'azione Ai ed al 

realizzarsi dell'evento E . 
j 

Se il soggetto, tenuto conto delle st&tc di informazione di 

cui dispone, tr&duoe il proprio grado di fiducia nell'avverarsi 

degli eventi Ei , in una distribuzione di probabilita su E , 

p::(p ,p , ..• ,p , ... ), la scelta di una azione generica A" equi-
12m 1 

vale per lui alIa scelta di una particolare distribuzione di pro-

babilita. definita su a : quella che assegna, ordinatamente, Ie pro-

babili ta Pl' P2"'" Pm"'" aIle conseguenze ail' a i2,···, aim"'" 

b b 'lit' 11 t tt' I' It' I' t' d' a (8) e pro a 1 a nu a a u 1 g 1 a rl e emen 1 1 , 

Ammetteremo nel soggetto la capac ita. di estendere il suo giu-

dizio di preferibilita dagli elementi di a aIle distribu~ioni di 

probabilita su a , Ie quali costituiscono a lore volta un insie-

me P 

Prese quindi due generiche distribuzioni appartenenti a P , 

p',p" , deve valere per il soggetto almena una delle due relazio-

ni: p'~p", P"~p' , ove il simbolo ~ significa: "e preferita, 0 

( 9 ) 
indifferente a, " , 

(8)-------
Le concezioni obbiettivistiche della probabilita distinguono 

il caso in oui "esiste" ed h nota la distribuzione di probabili
ta su E (deoisioni oomportanti un risohio), da quelle in oui ta
li probabilita. sono "inoognite" 0 addirittura "prive di signifi
oato" (deoisioni in regime di incertezza). Questa olassifioazio
ne non puc essere aooettata dal punto di vista soggettivo, ne si 
vede &Ialtra parte oome potrebba sostenersi se analizzata con cri= 
teri operativi, A nostro modo di vedere, ha sensa solo parI are di 
problemi in oui esiste una ooinoidenza piu 0 menD maroata di opi~ 
nioni tra indiv1dui diversi, quale frutto di una oomune evidenza 
sperimentale piu 0 mana ampia. 
(9) 

La validita simultanea delle dura relazioni equivale alllaf
fer~azione: pI indifferente a, p", mentre la validita di una sola 
delle due relazioni implica p' e preferito a, p' oppure pOI e pre
ferito a pl. 
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Tali giudizi inoltre devono godere della proprieta transiti-

va nel senso che, dati tre elementi qualunque: p',p",pm appartenen-
(10) 

t i a P , s e p' ~ p" ~ p.': de v e s e g u i r n e p' ~ p"'. 

Se l'insieme ordinato P e la usuale retta numerica possiedcno 

10 stesso Itipo d' ordine", esistono allora, ovviamente, infinite 

funzioni indici F , definite su P e, conseguentemente, infinite sca-

Ie numeriche nel senso Paretiano, tali che F(p') ~ F(p") se e sol 

tanto se p' ~ p". 

Diremo per analogi a con il caso certo, che l'insieme delle 

funzioni F descrive un campo di preferenza aleatoria. 

Nel passaggio dal caso certo a quello aleatorio, si presenta 

perc una circostanza sostanzialmente nuova. Imponendo infatti re-

etrizioni opportune aIle relazioni di preferenza tra gli elementi 

di P , e possibile provare, per un soggetto determinato che vi si 

adegui, l' esistenza di funzioni indici U limitate e lineari, tali 

quindi che, se con ovvio significato dei simboli: 

p=p'a tp"a 
1 2 

(10)----..-~--

I critici di questa impostazione hanno facilmente provato con 
fatti sperimentali che i soggetti nelle l~ro scelte (in partico
lare nelle situazioni comport anti rischio) non formulano dei giu
dizi transitivi. Questa obbiezione, a nostro modo di vedere, non 
intacca il valore normativo della teoria che discende da tale i
potesi, intesa come schematizzazione di un comportamento raziona
Ie tipico. D'altronde, la costruzione di una soddisfacente teol'c', 
desorittiva del comportamento economico, analoga a quella valida 
per 11 mondo fisico, e probabilmente un obbiettivo che super a le 
nostre attuali possibilita. 
(11 ) 

Oi limitiamo a precisare in termini intuitivi e quindi impre
cisi dal punta di vista del rigore, il significato delle limita
zioni da imporre al campo aleatorio di preferenza, per potergli as
segnare una funzione di preferenza lineare. Premettiamo che una 
distribuzione di probabilita su di un insieme finito, puo essere 
interpretata ccme una lotteria che distribuisce, con probabilita 
assegnate, un certo insieme finito di premi: per ipotesi il sog
getto deve saper distinguere, dal punta di vista della preferibi
lita, tra due lotterie generiche. Una combinazione lineare con
vessa.di piD lotterie e ancora una lotteria che fruisce pero 

. / . 
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Due qualsiasi di tali funzioni U', U" risultano legate da u-

na trasformazione del tipo 

U' = a U" + f3 a > 0 

fissata quindi dal soggetto l'origine e l'unita di misura, resta 

in corrispondenza determinata una ed una sola funzione lineare di 

preferenza. In questa senso va intesa la possibilit~ di misurare 

l'utilita, nell'ambito di situazioni comport anti un rischio. 

La condizione di linearit~ per U implica ohe la sua oonoscen-

za su 0 e sufficiente a definirla su P giusta la relazione : 

U(p) = Ii U(c) 
p 

p c:: P 

Infatti ogni distribuzione peP pub essere considerata come 

una combinazione line are convessa di opportune distribuzioni di-

stinte che appartengono ancora a P : quelle che assegnano il peso 

1 ad un elemento di 0 e peso zero a tutti i rimanenti. 

Tornando al problema di decisione, supponendo che il sogget-

to possieda nel ~enso precisato una funzione lineare di utilita 

di cui e nota la definizione su 0 , egli scegliera una azione cui 
(12) 

corrisponda un indice i che renda massima l'espressione 

di una doppia estrazione: la prima determina a quale delle lot
terie componente far riferimento, e la seconda e l'estrazione pro
pria della lotteria "estratta" con cui si raggiunge il premio a
leatorio. Oio premesso, date due lotterie che siano ciascuna com
binazione line are convessa di un medesimo numero di lotterie, 
(con gli stessi pesi nei due casi) se il soggetto giudica quelle 
relative alIa prima combinazione, ordinatamente preferite 0 indif
ferenti a quelle della seconda, egli dovra concludere con la pre
ferenza 0 al piu l'indifferenza della prima combinazione verso la 
seoonda. Inoltre, date tre lotterie, la prima preferi ta alla se
conda che a sua volta 10 e alIa terza, devono esistere almena due 
combinazioni oonvesee delle lotterie "estreme", tali ~he una sla 
preferita alIa lotteria intermedia mentre per l'altra valga il 
vioeversa. 

(12) (5) 
Confront a nota a pag.3. 
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~ p, U(cl, .) 
j J IJ 

(13 ) 

In problemi di R.O., usualmente, le oonseguenze di una deoi-

sione sonG rappresentate da importi ohe traduoono algebrioamente 

differenze tra "entrate ed usoite" in moneta. La U(o) ~ allora u-

na funzione di variabile reale, definita su di un insieme oppor-

tuno di punti della retta numerioa: essa traduoe la preferenza del 

soggetto verso i quantitativi di moneta, nel senso proprio dell'e-

oonomia, fondendola perc, in modo oomplesso, oon la sua propensio-

ne al "risohio", derivante da operazioni aleatorie. 

Supponendo nota la U(o) sui punti oorrispondenti a suooessi~-

ni opportune, ammessane la oonti~uita, ~ possibile estenderne la 

definizione a tutti i punti di un determinato intervallo. In oon-

dizioni ordinarie, tale funzione risultera, oltre ohe oresoente, 

oonvessa: tale proprieta traduoe la oiroostanza ohe, in soommesse 

eque a testa e orooe, il timore di perdere predomina, nel giudi-

zio, sulla speranza di guadagnare. 

Un oaso, in un oerto senso speoiale, ~ quello in oui la fun-

zione U(o) ~ data dalla relazione: 

U(o) = aotb a > 0 

L'impostazione dei problemi di deoisione nella forma di oui 
sopra, oosl pure oome la "misurabilita" dell'utilita in situazio
ni oomportanti un risohio, trae origine diretta dalla "teoria dei 
giochi". Non ~ ovviamente possibile esaminare qui adeguatamente 
un argomento di oosl vasta portata, quantunque non mancherebbero 
i nessi oon le questioni di R.O. Noi vogliamo semplicemente sot
tolineare, in questa sede, come a nostro avviso l'importahza fon
damentale dell'opera di Von Neumann e Mor~estern risieda nel pro
gramma inaugurato dagli autori. Essi hanno infatti sottolineato 
la necessita di indagare matematioamente Ie ques~ioni delle scien
ze sooiali e del comportamento eoonomioo, oon oriteri ohe traes
sero signifioato e legittimita dall'analisi genuina delle situa
zioni, abbandonando le traduzioni sterili dei problemi di una di
soiplina nel linguaggio proprio diun'altra, soltanto peroh~ que
st'ultima ha magari gia raggiunto un maggior grado di sistemazione 
"matematica". Per una approfondita analisi oritioa dei rapporti 

. /. 
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cambiando eventualmente l' origine e l' uni til. di 'misura, e possibile 

a~lora far coincidere la seala dell'utilitil. con quella dei valori 

monetari. In tale ipotesi, nella scel ta tra due distribuzioni, il 

soggetto e guidato semplicemente dal Prin.cipio de ~ va.~or-.e medio 

che risulta quindi conseguenza, sotto ipotesi partiBolari, del-

l'adozione di un indica lineare di praferenza. Si pub mostrare 

inoltre qualitativamente ohe la ourvatura della U(c), intesa come 

misura dello scostamento dall'andamento rettilineo, e in relazione 

inversa con la potenzialita economica del soggetto. 

Esaminiamo ora direttamanta un semplice esempio che ci par-

mettara suI piano concreto di effettuara ulteriori osservazioni. 

Un giornalaio dave decidere quanta copie di un certo quoti-

diane acquistare par rivanderle nel corso della giornata. II ri-

fornimento va stabilito, nel suo ammontare, in una sola volta e 

nessun rimborso pub ottenersi per Ie rimanenze eventuali. 

Egli d'&ltra parte, non e in grado di prevedere con certez-

za quale sara il numero dei clienti che si presenteranno nel cor-

so di una giornata, e si trova quindi a dover fronteggiare l'e-

ventualita, 0 di non soddisfare integralmente la richiesta, 0 di 

aver delle copie invendute. 

Se il prezzo unitario di acquisto e a (indipendentemente dal-

la quantita acquistata) e quello di vendita v con 'v> a la "conse-

guenza" c (relativa all'acquisto di i copie, e all'arrivo di j 
ij 

olienti) e data allora da 

C =vMin(i,j)~ai 
ij 

tra teoria dei giochi a teoria delle decisioni, S1 potra consul
tare: R.Luce H.Raiffa : Games and Decisions)New York Wiley & 
Sons Inc. H57 
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Supponendo che la curva di "utilit~" della moneta per il 

giornalaio sia rappresentabile mediante una retta, il principio 

del val ore medio e direttamente applicabile: la decisione piu op-

portuna (nell'ambito della imposta~ione adottata) e quella che 

corrisponde all'indice i che massimizza l'espressione 
CD 

D, = -ai + v L Min (i J') P 
1 0 'j 

e la distribuzione di probabilit~ che il 
(14 ) 

giornalaio associa all'eventualit~ che i clienti siano 0,1,2, .. , 

m, .• , 

Poiche 

Min (i+1,j) - Min(i,j) 
~o 

= 

~1 

j ~ i 

j > i 

CD 

avremo Di+1 - Di = -a + v i:1 Pj' e al variare di i tale dif-

ferenza cambia al piu una volta di segno. 

La oondizione Di +1 ~ Di corrisponde ad un inoremento non ne

gativo di utilit~ nel passaggio dalla deoisione i alIa deoisione 

i+1 : conviene quindi acquistare un quantitativ~ di giornali e-

qUivalente al minima valore dell'indice i che soddisfa alIa 

disuguaglianza : 
a CD 

- > L p, . 
v i+1 J 

Queste semplici oonclusioni suggeriscono molte ccnsid~razio-

ni anche di carattere generale. Innazitutto la dipendenza del ri-

sultato dall'elemento induttivo. La distr\buzione di probabilit~ 

che rappresenta il punta di vista del giornalaio sull'affluenza 

dei clienti nel corso di una determinata giornata, e influenzata, 

cltre che dalla esperienza passata, da tutti quegli elementi che 

possono arrichire il suo stato di informazione : ad esempio anche 

("14)-----------
Supporremo ~ p, = 1 . 

o J 
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ohi disponesse di una "statistioa" assai estesa suI passato, dif

fioilmente sarebbe disposto a oonformavisi semplioemente, di fron

te al verifioarsi di una oiroostanza nuova, oapaoe di innalzare 

improvvisamente la domanda di notizie da parte del pubblioo! Ed 

anoora la distr1buz10ne stessa potrebbe essere "dedotta" da un 

modello probabilistioo ohe interpretasse il fenomeno: "arrivo di 

un oliente", ed il giornalaio potrebbe ooncentrare 11 proprio giu

dizio sui parametri determinativi di tale sohema, e su quegli e1e

menti che potessero modificarne, a suo giudizio, il campo di varia

zione. Nel oaso ipotizzato viene ad esempio spontaneo pensare al 

modello Poissoniano di arrivo a caso, magari in oondizioni non sta

zionarie, ove il numero medio di arrivi (nell'unita di tempo), ri

sulti legato, in qualohe modo, all'intensita del traffioo pedona

Ie nella zona di vendita. 

La relazione (1) mostra poi oonoretamente oome una distribu

zione di probabilita possa essere sostituita, nell'ambito del pro

blema in oui interviene, con un elemento oerto ohe ne riassuma e 

oondensi Ie proprieta : (nel nostro caso il valore i ohe soddi

sfa la (1)); non esiste infatti un prinoipio che giustifichi in 

generale, in tale uffioio, l'introduzione della media, 0 della me

diana, 0 di qualohe a1tro frattile della distribuzione: tale so

stituz10ne va effettuata volta per volta tenendo oonto di tutti i 

dati ohe oondizionano il problema: in particolare, nel oaso nostro, 

l'elementa essenziale risulta essere il rapporto tra il oosto u

nitar10 di acquisto e quello di vendita. 

D1versa avrebbe potuto essere la oonolusione se l'imposta

zione del problema fosse cambiata, 0 in qualouno degli elementi 

eoonomici (costo unitario di aoquisto funzione della quantita, va

lore di reoupero delle oopie invendute etc) 0 ad esempio nell'at-



254

- 12 -

A.Longo 

titudine del soggetto a fronteggiare il rischio (introduzione di 

un diagramma di utilitk "curvo"). 

Queste semplioi osservazioni valgono anohe a sottolineare 00-

me, sostanzialmente, in un problema di R.O. pooo oonti l'aooetta

zione pura e semplioe di un risultato di natura ana11tioa, se que

st'ultimo non e oompletato da un'analisi approfondita, che valga 

a atabilire il campo di validita dei risultati e 1110 lora dipenden

za dalle ipotesi adottate. Inoltre, il oriterio di giudicare ex

post 1110 bonta della politioa seguita in funzione della decisione 

adottata e dell'evento che effettivamente ai e realizzato, e fon

dato su di un equivooo. La razionalita della decisione pub esaere 

sensatamente indagata solo relativamente agli elementi di giudizio 

che erano d1sponibili ex-ante. Lo sforzo di ohi deoide deve essere 

teso ad arricchire ed ampliare il proprio stato di informazione 

per ridurre quanto pi~ possibile il "oosto dell'inoertezza", ohe 

non pub tuttavia esse annullato, (senza l'intervento di faoolta di

vinatorie) essendo intrinseoamente legato alIa natura aleatoria del 

problema 1110 realizzazione di un evento oonnesso ad una deoisione 

passata, non ha pi~ alcuna rilevanza, salvo che come elemento nuo

vo di g1udlzio capace di influenzare 11 oorso di una deoisione fu

tura. 

[ Chi desiderasse notizie pi~ approfondite pub consult are i~ 

volume, gia citato durante le lezioni del corso R • Soh 1 e if e r: P r 0-

bability and Statistios for Business Deoisions Mc Graw-Hill Book 

Company 1959 ], 

11 problema del giornalaio e un caso element are della "teoria 

delle giacenze" (0 "delle scorte"), che costituisce uno dei capi

toli pi~ estesi e rioohi di applioazione, nell'ambito della R.O. 

La generalita delle ipotesi ivi introdotte, per adeguarsi aIle si-
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tuazioni reali, rende spesso a~~ai compiicato sia il "calcolo del-

Ie conseguenze", che il problema di estremo connesso, al punta da 

richiedere.a volte l'introduzione di tecniche analitiche non usua-

Ii. 

Cib, se da un lato aumenta l'interesse che un matematico pub 

avere a tali .. questioni, dall'altro rende imposs.ibile a questa pun-

to trattarne ·adeguatamente. Mi li~iterb a segnalare a tale riguar-

do una recente p.ubblicazione a cura di un gruppo di rice~catori 

de 11a St s·nf ord Uni vel'S it y: 

K.J,Arrow, S.KarlinJ H.Scarf ed altri : Studies in the Mathemati-

cal Theory of Inventory and Production, Stanford University Press -

Stanford California 1958. 

Citero ancora un'ampia raccolta di tecniche matematiche im-

piegate a risotvere i problemi di ricerca operativa : 

T.L.Saaty : MathematicAl Methods of Operations Research 

Mo Graw-Hill Book Company 1959, 

ed infine una classifioazione bibliografica, compilata con cri-

teri di completezza, dei lavori, considerati di R.O., apparsi 

sino al 1957 : 

"A Comprensive Bibliography on Operations Research - New York 

Joh~ Wiley & Sons, Inc". 

Concludiamo ricordando la recente affermazione fatta da : 
(15 ) 

G.-Th.Guilbaud secondo cui fin dal 1776 Monge avrebbe posto, 

sembra per primo, il problema di determinare Ie regole per la 

saelta economica di un programma di trasporto: era in germe l'i

dea che avrebbe trovato nel 1942 (pur attraverso notevoli anterio-

1'1 elaborazioni) pieno compimento nelle teorie della programma

zione lineal'e. L'Autore francese, cosl noto per l'acutezza e 

(15) 
Prefazione alIa traduzione francese del testo di S.Vajda 

Th~orie des jeux et Prcgrammation lineaire - Dunod 1959 
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1a protondlta dol suoi gludlzl orltloi, ri1ovando oomo ~1ano sta

tl neoossarl 160 anni porohe 11 pons1oro dl Mongo trovasse realiz

zazione, osserva oome torse, oggl, vi sla minor risohl0 d1 dlmen

tloaro ohe 1 matomatioi, oosl utl1i per domlnare 11 Mondo materia

le, "ns sont pas moins ett1oaoes quand 11 slaglt de gerer OU d1or

ganlsor los attaires humalnes". 61 potrobbe torso aggiungore : og

gl 81 va aoqulatando plena oonsapevolezza che, non 8010 1 grandl 

mode11! della t11080t1a naturalo, ma anohe 1e s1tuazlonl oonorete 

della vita dl og" glorno, ae lndagate oon adeguato spir1to 41 fi

ne~za, danno luogo ad una problematloa ooal rlooa da auggerlre al

la matematloa vie nuove. 
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