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Prefazione alla prima edizione 

Questo testo nasce daJJa collaborazione tra due fisici sperimentali e uno 
statistico. 

Tra i non statistici, i fisici sono forse quelli che più apprezzano e uti
lizzano il calcolo delle probabilità e la statistica, il più delle volte però in 
modo pragmatico e ma.nua.listico, avendo in mente la soluzione di problemi 
o applicazioni tecniche. D'altra parte, nel confronto cruciale fra teoria ed 
esperimento, occorre a volte utilizzare metodi sofisticati , che richiedono una 
conoscenza profonda dei principi, anche logici e matematici, che stanno alla 
base dello studio dei fenomeni casuali. Più in generale, anche chi non è stati
stico deve spesso affrontare, nell'ambito della ricerca, problemi che richiedono 
particolari doti di attenzione e competenza nel trattamento degli aspetti ca
suali o aleatori. Queste doti sono invece possedute in modo naturale dallo 
statistico, il quale fa delle leggi del caso l'oggetto delle proprie ricerche. 

Questo testo è maturato con l'intento di cercare una sintesi tra queste 
esperienze diverse, per fornire al lettore non solo uno strumento utile ad 
affrontare i problemi, ma anche una guida ai metodi corretti per comprendere 
il complicato c affascinante mondo dci fenomeni aleatori. 

Un tale obiettivo ha comportato ovviamente delle scelte, talvolta anche 
dolorose, sia nel tipo sia nella forma dei contenuti. Nella forma, abbiamo cer
cato di non rinunciare alla precisione necessaria per insegnare correttamente 
i concetti importanti; nelle applicazioni, abbiamo privilegiato i metodi che 
non richiedono eccessive elaborazioni concettuali preliminari. Abbiamo ad 
esempio cercato di utilizzare, quar1do è possibile, metodi approssimati per la 
stima intervallare, con le approssimazioni gaussiane alla distribuzione degli 
stimatori. Allo stesso modo, nel caso dei minimi quadrati, abbiamo usato in 
modo esteso l'approssimazione basata stùla distribuzione x2 per la verifica 
dell'adattamento di un modello ai dati. Abbiamo anche evitato di insistere 
nel trattamento formale di problemi complicati nei casi in cui si può trovare 
la soluzione ut ilizzando il computer e facili programmi di simulazione. Nel 
nostro testo la simulazione riveste quindi un ruolo importante nell'illustra
zione di molti argomenti e nella verifica della bontà di molte tecniche ed 
approssimazioni. 

Il libro si rivolge in primo luogo agli studenti dei primi anni dei corsi di 
indirizzo scientifico, come ingegneria, informatica e fisica. Pensiamo però che 
esso possa risultare utile anche a tutti quei ricercatori che devono risolvere 
problemi concreti che coinvolgono aspetti probabilistici, statistici e di simu
lazione. Per questo abbiamo dato spazio ad alcuni argomenti, come il metodo 
Monte Carlo e le sue applicazioni, le tecniche di minimizzazione e i metodi 
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di analisi dei dati, che solitamente non vengono trattati nei testi di carattere 
introduttivo. 

Le conoscenze matematiche richieste al lettore sono quelle impartite so
litamente nell'insegnamento di Analisi Matematica I dei corsi di laurea ad 
indirizzo scientifico, con l'aggiunta di nozioni minime di Analisi Matematica 
II, come i fondamenti della derivazione ed integrazione delle funzioni di più 
variabili. 

La struttura del testo consente diversi percorsi didattici e livelli di let
tura. I primi 6 capitoli trattano tutti gli argomenti solitamente svolti in un 
corso istituzionale di statistica. A scelta del docente, questo programma può 
essere integrato con alcuni argomenti più avanzati tratti dagli altri capitoli. 
Ad esempio, in un corso orientato alle tecniche di simulazione, va senz'altro 
incluso il capitolo 7. Le nozioni di probabilità e statistica impartite di solito 
agli studenti di fisica nei corsi di laboratorio del primo biennio sono contenu
te nei primi 3 capitoli, nel capitolo 6 (statistica di base) e nel capitolo 101 , 

scritto espJicitamente per i fisici e per tutti coloro che hanno a che fare con 
il trattamento dei dati provenienti da esperienze di laboratorio. 

Molte pagine sono dedicate alla risoluzione completa di numerosi esercizi 
inseriti direttamente nei capitoli ad illustrazione degli argomenti trattati. 
Raccomandiamo al lettore anche i problemi (tutti con soluzione) riportati 
alla fine di ogni capitolo. 

D testo è stato scritto nel corso di diversi anni, nel tempo "libero" dagli 
impegni dell'insegnamento e della ricerca. Molte parti del materiale che qui 
presentiamo sono state collaudate in alcuni corsi per fisici, istituzionali e di 
dottorato, sull'analisi statistica dei dati e sulle tecniche di simulazione Monte 
Carlo. Ringraziare uno per uno tutti gli studenti e i colleghi che ci hanno 
dato consigli, suggerimenti e corretto errori e imprecisioni ci è veramente 
impossibile. Un grazie particolare va comunque a Franco Barbaini, Valerio 
Filippini, Andrea Fontana e Victor Tretyak. 

Infine, un sincero ringraziamento all'editore Springer per aver apprezzato 
e sostenuto il nostro progetto. 

Pavia, gennaio 2001 

Gli Autori 

1 Nella nuova edizione è il capitolo 11 
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Prefazione alla seconda edizione 

In questa seconda edizione abbiamo tenuto conto delle numerose osservazioni 
e di alcune segnalazioni di errori di molti lettori, che ringraziamo vivamente 
per la collaborazione. È solo grazie a questi lettori che un libxo non muore, 
ma resta una cosa viva che evolve e migliora nel tempo. 

La prima parte del capitolo 6 sulle stime frequentiste di Neyman e tutto 
il capitolo 10 sui minimi quadrati sono stati riscritti cercando di presentare 
la materia in modo più chiaro e sintetico. Per soddisfare il notevole interes
se sulle tecniche di simulazione Monte Carlo, l'argomento è stato ampliato, 
arricchito di nuovi esempi ed applicazioni e suddiviso in due capitoli. Il nuo
vo materiale non ha aumentato la mole del testo, perchè alcune parti di 
secondaria importanza o troppo tecniche sono state alleggerite od eliminate. 

Una delle maggiori novità è l'utilizzo, in tutto il testo, del software libero 
SCILAB2 , particolarmente semplice e potente, e di numerosi programmi che 
abbiamo scritto e che si possono ottenere dal sito web dell 'editore3 . 

Consigliamo quindi una lettura interattiva, che allo studio di un argomen
to faccia seguire l'uso delle routine secondo le modalità indicate nel testo e 
le istruzioni tecniche contenute in queste pagine web. 

Nella speranza che questa nuova fatica venga ripagata con lo stesso in
teresse che ha accompagnato la prima edizione, ringraziamo ancora l'editore 
Springer per la fiducia che ha continuato ad accordarci. 

Pavia, agosto 2004 

Gli Autori 

2 http:/ fwww.scilab.org 
3 http:/ fwww.sprìuger.ìt/librUibro.asp?id= 242 
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Come utilizzare il testo 

Figure, equazioni, definizioni, teoremi, tabelle ed esercizi sono numerati 
progressivamente all'interno di ogni capitolo. 

Le sigle delle citazioni (ad esempio [57]) si riferiscono all'elenco riportato 
nella bibliografia alla fine del libro. 

La soluzione dei problemi è a pagina 463. Può anche essere utile la tabella 
dei simboli riportata nelle pagg. 459- 460. 

I codici di calcolo come histplot sono indicati su sfondo grigio. Le rou
tine che iniziano con lettera minuscola sono quelle originali di SCILAB, che 
possono essere liberamente copiate da 

http:/ jwww.scilab.org, 

mentre quelle che cominciano in maiuscolo sono scritte dagli autori e si 
trovano in 

http: j jwww .springer .it/libriJibro.asp ?id=242. 

In questo sito si trovano anche tutte le informazioni per la installazione e l'uso 
di SCILAB, una guida all'uso delle routine scritte dagli autori e materiale 
didattico complementare al testo. 



l. La probabilità 

"Sembra non esserci alternativa all'accetta
re l 'idea elle nell'esistenza c'è un qualclle ele
mento incomp1·ensibile. La scelta è libera. Noi 
tutti fluttuiamo delicatamente fra una visione 
soggettiva e una visione oggettiva del mon
do, e questo dilemma è al centro della. natura 
umana." 
Douglas R. Iiofstadter, "L' IO DELLA MENTE". 

1.1 Caso, caos e determinismo 

Questo libro si propone di studiare in modo dettagliato i fenomeni detti 
aleatori, stocastici o casuali. P rima di immergerci nell'argomento, in questa 
introduzione analizzeremo brevemente la collocazione ed il ruolo di questi 
fenomeni nel contesto della realtà in cui viviamo. 

Nella misura o nell'osservazione di un fenomeno naturale, inizialmente si 
cerca di identificare tutte le cause e le condizioni esterne cbe ne determinano 
l'evoluzione. Successivamente, si opera in modo da tenere fisse o sotto con
trollo, per quanto possibile, queste cause esterne e si procede a registrare i 
risultati delle osservazioni. 

Ripetendo le osservazioni, si possono allora presentare due casi: 

• si ottiene sempre lo stesso risultato. Come esempio, pensate alla misura di 
un tavolo con un metro commerciale; 

• si ottiene ogni volta un risultato differente. Pensate ad un fenomeno 
naturale molto semplice: il lancio di una moneta. 

Mentre nel primo caso per il momento non c'è molto da dire, nel secondo 
vogliamo qui chiederci a cosa sono dovute le variazioni osservate nei risultati. 
Possibili cause sono il non aver tenuto sotto controllo t utte le condizioni del 
fenomeno, oppure avere definito in modo scorretto la grandezza da osservare. 
Una volta effettuate queste correzioni, il fenomeno può diventare stabile, 
oppure continuare a presentare fluttuazioni. 

Spieghiamo con un esempio: supponiamo di voler misurare l'ora del sorge
re del sole all'orizzonte in una data località. Osserveremo che misure ripetute 
in giorni successivi forniscono un risultato differente. Ovviamente, in que
sto caso la variazione del risultato è dovuta ad una cattiva definizione della 
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misura. L'ora del sorgere del sole va misurata in un certo luogo e per un 
determinato giorno dell'anno, e va ripetuta a distanza di un anno in quello 
stesso giorno e luogo. Ridefinendo in questo modo l'osservazione, i risultati 
di misure ripetute coincidono. Come è noto, le leggi del moto dei pianeti 
forniscono in questo caso un modello che permette di prevedere (a meno di 
piccole correzioni che non vogliamo discutere) le ore dell'alba per tutti i giorni 
dell'a.nno1 . 

Consideriamo ora la misura di un'altra grandezza, la temperatura di un 
giorno ad una determinata ora. In questo caso, anche considerando un certo 
giorno dell'almO e ripetendo le misure di anno in anno, si osservano risulta
ti differenti. A differenza dell'ora del sorgere del sole, non siamo in questo 
caso nemmeno in possesso di un modello che ci permetta di prevedere con 
precisione il risultato della misura. 

Come mai la temperatura, a differenza dell'ora dell'alba, sembra avere 
intlinsecamente un comportamento casuale? La ragione è che, mentre l'ora 
dell'alba dipende dall 'interazione di pochi corpi (il sole e i pianeti), la tem
peratura dipende, oltre che dalle condizioni astronomiche, anche dallo stato 
dell'atmosfera, il quale è il risultato dell'interazione di innumerevoli fattori, 
che nemmeno in linea di principio possono essere determinati con assoluta 
precisione o comunque tenuti sotto controllo. 

Questa distinzione è cruciale ed è la chiave per stabilire la differenza tra 
grandezze che presentano fluttuazioni e quelle che sembrano fisse o comunque 
prevedibili con precisione in base a modelli deterministici. 

Storicamente, i sistemi deterministici sono stati per lungo tempo conside
rati privi di fluttuazioni ed il loro studio, nell'ambito della fisica classica, è 
proseguito in parallelo a quello dei sistemi detti stocastici, aleatori o casuali, 
nati con lo studio dei giochi d'azzardo: lancio di dadi, giochi di carte, roulette, 
slot machines, gioco del lotto e così via. Questi ultimi sono sistemi costruiti 
appositamente per assicurare la casualità del risultato. 

Esistevano pertanto due mondi separati: quello privo di fluttuazioni dei 
fenomeni deterministici, legati alle leggi fondamentali della fisica, ai sistemi 
semplici (in genere a pochi corpi), ed il mondo dei fenomeni aleatori, soggetti 
a fluttuazioni, legato ai sistemi complessi (in genere a molti corpi). 

Tuttavia, già all'inizio del secolo scorso il fisico-matematico francse H. 
Poincaré si accorse che in alcuni casi la conoscenza della legge deterministi
ca non era sufficiente per fare predizioni esatte sulla dinamica del sistema 
a partire da condizioni iniziali note. n problema, che oggi si chiama studio 
del caos, venne però ripreso e studiato a fondo solo ben più tardi, a partire 
dagli anni '70, grazie all'aiuto dei calcolatori. Oggi sappiamo che, nei siste
mi macroscopici, l'origine delle fluttuazioni può essere duplice, cioè dovuta 
a leggi deterministiche che presentano elevata sensibilità rispetto alle condi-

1 In realtà non si sa. esattamente quanto sia stabile il sistema solare. Alcuni modelli 
indicano che non sia possibile estendere le previsioni oltre un inte1·vallo di tempo 
dell'ordine dei cento milioni di anni [7) 
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Fig. 1.1. Valori assunti da x in base alla equazione logistica (1.1) partendo dal 
valore iniziale x == 0.3 per differenti valori del parametro .À. 

zioni iniziali (sistemi caotici) oppure alla impossibilità di definire in modo 
deterministico tutte le variabili del sistema (sistemi stocastici). 

Uno dei paradigrni migliori per spiegare il caos è la mappa logistica, pro
posta fin dal 1838 dal matematico belga P.F. Verhulst e studiata in dettaglio 
dal biologo R.May nel 1976 e dal fisico M. Feigenbaum nel 1978: 

x(k +l) = À x(k) [l - x(k)] , (l. l) 

dove k è il ciclo di crescita della popolazione, À è legato al tasso di crescita 
e O :::; x(k) :::; l è una variabile di stato proporzionale al numero di individui 
della popolazione. Affinché x si mantenga nei limit i prefissati, deve essere 
O :::; À :::; 4. La legge logistica descrive bene la dinamica di evoluzione delle 
popolazioni dove esiste un accrescimento per ciclo proporzionale a À x(k) con 
un termine correttivo negativo (reazione o feedback) - À x2 ( k) proporzionale 
al quadrato della dimensione già raggiunta dalla popolazione. 

Senza addentrarci troppo nello studio della mappa logistica, notiamo che 
il comportamento della popolazione evolve col numero dei cicli secondo le 
caratteristiche seguenti (riportate anche in Fig. 1.1): 

• per À :::; l il modello conduce sempre ali 'estinzione della popolazione; 
• per l < À :::; 3 il sistema raggiunge un livello stabile, che dipende da À ma 

non dalla condizione iniziale x(O); 
• per 3 < À :::; 3.56994 . .. il sistema oscilla periodicamente tra alcuni valori 

fissi. Ad esempio, come mostrato in Fig. 1.1 per À = 3.5, i valori possibili 
sono 4 ( si noti che in fìgìlra i valori discreti di x sono uniti dalla linea con-
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tinua). Anche in questo caso gli stati raggiunti dal sistema non dipendono 
dalla condizione iniziale; 

• per >. > 3.56994 ... il sistema è caotico: le flu ttuazioni sembrano regolari, 
ma, come si vede guardando con attenzione la Fig. 1.1 per À = 3.8, esse 
non sono né periodiche n6 sembrano del tutto casuali. Uno studio appro
fondito mostra anche che le fluttuazioni non sono nemmeno prevedibili con 
precisione, perché valori della condizione iniziale x(O) molto vicini portano 
ad evoluzioni completamente diverse della popolazione. Questo fenomeno, 
che si chiama dipendenza sensibile dalle condizioni iniziali o effetto jarfal
la2, è una delle caratteristiche principali del caos. Si no~i che le fluttuazioni 
nei sistemi caotici sono oggettive, intrinseche o essenziali, poiché la ripro
ducibilità dei riswtati richiederebbe condizioni iniziali fissate ad un livello 
di precisione inferiore a quello della scala atomica, il che non è possibile 
nemmeno in linea di principio. 

Potete fare esperienza numerica con la mappa logistica e verificare l'effetto 
farfalla utilizzando le nostre funzioni SCILAB Logist e Logiplot 3 , con cui 
abbiamo prodotto la Fig. l. l. 

I metodi per distinguere i sistemi caotici da quelli stocastici si basano 
essenzialmente sullo studio degli scarti, cioè della differenza tra i valori corri
spondenti delle stesse variabili di stato nelle evoluzioni successive del sistema, 
in funzione del numero di variabili di stato. 

In un sistema caotico, raggiun~o un certo numero di variabili, gli scarti 
si stabilizzano o tendono a diminuil·e. Questo comportamento indica che si 
è raggiunto un numero di variabili di stato adeguato a descrivere ll sistema 
e che si può ottenere la legge deterministica che ne regola la dinamica. Le 
fluttua~ioni nei risultati di esperimenti ripetuti in questo caso vengono attri
buite, come abbiamo visto, alla sensibilità del sistema rispetto alle condizioni 
iniziali 

In un sistema stocastico, invece, il numero di variabili di stato necessario 
alla descrizione completa del sistema non viene mai raggiunto e la somma 
degli scarti , o delle grandezze ad essi connesse, continua a crescere col numero 
delle variabili di stato considerate [7). Le fluttuazioni delle variabili appaiono 
casuali e seguono le distribuzioni del calcolo delle probabilità. 

Lo studio del caos e delle transizioni dallo stato caotico a quello stocastico 
(c viceversa) è un'area di ricerca molto recente e tuttora aperta, dove molti 
problemi restano ancora irrisolti. Il lettore interessato può entrare in questo 
affascinante argomento attraverso le letture introduttive [7, 72, 77). 

2 lliferendosi al caos nei sistemi meteorologici, spesso si dice: "un battito d'ali di 
farfalla ai tropici può scatenare un uragano in Florida" 

3 Le istruzioni per eseguire le nostre routine e a quelle del software SCILAB [73], 
utilizzato come codice di riferimento nel seguito del testo, si possono ottenere dal 
sito http://~~VW.springer.it/librLlibro.asp?id=242 (64]. D'ora in poi i no
mi dei codici verranno evidenziati su sfondo grigio. Le routine originali SCILAB 
iniziano con lettera minuscola, le nostre con lettera maiuscola. 
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Nel seguito del libro non tratteremo il caos, ma ci dedicheremo invece allo 
studio dei sistemi aleatori o stocastici, cioè di tutti quesi sistemi nei quali, 
in base a quanto detto, vi sono variabili che seguono, in linea di massima, 
l 'affermazioné : 

Affermazione 1.1 (Variabile aleatoria in senso lato) . Una variabile 
statistica, aleatoria o casuale è il risultato dell 'interazione di molti fattori, 
ognuno dei quali non è preponderante sugli altr'i. Questi f attori (e le loro leggi 
dinamiche) non possono essere completamente individuati, fissati e comunque 
tenuti sotto controllo, nemmeno in linea di principio. 

Nel testo useremo prevalentemente il termine "variabile aleatoria" . Proviamo 
ora a identificare alcuni sistemi o processi stocastici che in natura producono 
variabili aleatorie o casuali. 

In natura tutti i sistemi a molt i corpi hanno un grado molto elevato di 
casualità: le osservabili dinamiche di sistemi di molecole, gas ideali e siste
mi termodinamici in genere seguono molto bene l'affermazione 1.1. Questi 
sistemi sono oggetto di studio della fisica statistica. 

Chiameremo per brevità sistema stocastico puro un sistema stocastico (o 
aleatorio) che produce variabili aleatorie. 

Possiamo a questo punto precisare il significato del termine "fattori e 
leggi dinamiche impossibile da determinare, nemmeno in linea di principio" 
che abbiamo usato nell'affermazione 1.1. Supponiamo di lanciare un dado 
100 volte. Per costruire un modello deterministico che possa prevedere il 
risultato dell'esperimento sarebbe necessario introdurre nelle equazioni del 
moto del dado tutte le condizioni iniziali relative al lancio, i vincoli dati dalle 
pareti della mano o del bicchiere entro cui si scuote il dado prima del lancio, i 
vincoli dati dal piano dove si getta il dado, e forse altro ancora . Avremmo così 
un insieme veramente formidabile di numeri, relativi alle condizioni iniziali 
e ai vincoli per ognuno dei cento lanci, enormemente più grande dei cento 
numeri che costit uiscono il risultato finale dell 'esperimento. È chiaro che il 
potere predit tivo di una teoria del genere è nullo e la sua applicabilità pratica 
inesistente. Un modello deterministico, per essere tale, deve basarsi su un 
insieme compatto di equazioni e condizioni iniziali e deve essere in grado di 
prevedere un insieme vastissimo di fenomeni. È questo , ad esempio, il caso 
della legge logistica (1.1) o della semplice legge della caduta dei gravi, che 
collega lo spazio percorso s alla accelerazione gravitazionale g e al tempo di 
caduta t attraverso la formula s = gt2 / 2. Questa sola formula consente di 
prevedere, assegnando s o t come condizione iniziale, il risultato di infinit i 
esperimenti. 

Possiamo riassumere il significato delle osservazioni appena fatte dicen
do che ogni volta che un modello deterministico dà luogo ad algoritmi che 
richiedono un insieme numerico di condizioni iniziali, vincoli ed equazioni 

~ Nel testo le definizioni operative, di tipo non matematico, verranno chiamate 
"affermazioni" . 
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enormemente più nwneroso dell'insieme costituito dal risultato che si intende 
prevedere, esso perde di senso. In alternativa, va usato l'approccio statistico 
che, basandosi sullo studio a posteriori dei risultati ottenuti, cerca di quanti
ficare l'entità delle fluttuazioni ed estrarre da queste delle regolarità globali 
che possano essere utili nella previsione d'insieme (cioè probabilistica) dei 
risultati futuri. 

Questa linea di pensiero, che si andata sviluppando nel corso degli ultimi 
tre secoli , è pervenuta, studiando i sistemi stocastici puri, ad identificare 
le leggi matematiche fondamentali per la descrizione dei fenomeni casuali. 
L'insieme di queste leggi è oggi noto come calcolo delle probabilità. 

Tutti i libri dove si espone il calcolo delle probabilità (e il nostro non 
fa eccezione, come vedrete) fanno largo uso di esempi tratti dai giochi d'az
zardo, come il lancio dei dadi. Queste esemplificazioni, lungi dall'essere una 
banalizzazione del problema, ne costituiscono invece l'essenza. Solo studiando 
sistemi stocastici puri si può pervenire ad una identificazione non ambigua 
delle leggi del caso. Grandi matematici e statistici, come Fermat (1601-1665), 
Laplace (1749-1827) e Bernoulli (1654-1705), discutono spesso, nelle loro me
morie, esperimenti da loro eseguiti con lanci di dadi od altri meccanismi tratti 
dai giochi. Uno dei loro obiettivi era proprio quello di fornire strategie vin
centi per i giochi d 'azzardo, già allora molto diffusi e da loro stessi praticati 
assiduamente. In questo modo essi gettarono le fondamenta del calcolo delle 
probabilità e della statistica basandosi esclusivamente, come vuole il metodo 
scientifico, sui fatti sperimentali. 

Accanto ai giochi t radizionali, oggi esiste un altro laboratorio "artificiale", 
per così dire, costituito dai processi casuali generati mediante calcolatore. 
Come vedremo, è infatti possibile, disponendo di un generatore di numeri 
casuali equiprobabili (una specie di roulette elettronica), simulare sistemi 
stocastici puri di qualunque t ipo e comunque complessi: lanci di dadi, giochi 
di carte, sistemi fisici a molti corpi ed altro ancora. Queste tecniche, dette 
Monte Carlo (in omaggio alla patria dei giochi d 'azzardo) o di simulazione, 
sono molto pratiche ed efficaci, perché permettono di ottenere in pochi secondi 
banche di dati che con un esperimento reale richiederebbero anni. È però 
importante sottolineare che dal punto di vista concettuale queste tecniche 
non introducono elementi nuovi. n fine è sempre quello di ottenere variabili 
casuali da modelli costituiti da sistemi stocastici puri (in tutto o anche solo 
in parte, se il problema lo richiede). Questi dati servono poi per sviluppare 
ed ottimizzare gli strumenti logico-matematici da applicare allo studio dei 
sistemi reali. 

E venian1o ora proprio ai sistemi reali in generale. Osservate la Fig. 1.2, 
che rappresenta la temperatura media della terra negli ultimi 120 anni. Co
me potete ben immaginare, sull'andamento di questa curva negli anni futuri 
si giocherà l'avvenire delle prossime generazioni. Paragonando "ad occhio" 
questa curva con quella di Fig. 1.3, che rappresenta un processo stocastico 
puro, sembra che ad un andamento casuale si sia sovrapposto, agli inizi di 
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questo secolo, un andamento (trencl) parametrizzabile in modo più o meno 
esatto con una funzione matematica crescente. Non andiamo oltre con questo 
esempio, piuttosto preoccupante, che ci è servito solo per mostrare che nei 
casi reali la contemporanea presenza di effetti stocastici e deterministici è 
molto comune. 

Per tenere conto di queste possibili complicazioni, lo studio di un siste
ma reale viene condotto con un approccio graduale, secondo dei passi che 
possiamo schematizzare come segue: 

a) identificare i processi puramente stocastici del sistema ed individuarne, 
in base alle leggi del calcolo delle probabilità, le leggi di evoluzione; 

b) separare le componenti stocastiche da quelle non stocastiche (dette an
che sistematiche) , se ve ne sono. Questo passo viene generalmente fatto 
utilizzando i metodi della statistica; 

c) se il problema è particolarmente difficile, eseguire al calcolatore la si
mulazione del sistema in esame e confrontare i dati simulati con quelli 
reali. 

Spesso è necessario ripetere i passi a)-c) fino a che i dati simulati sono in 
accordo soddisfacente con quelli reali. Questa tecnica ricorsiva costituisce un 
metodo di analisi molto potente ed è oggi applicata in molti campi della 
ricerca scientifica, dalla fisica all'economia. 

Prima di chiudere questa introduzione dobbiamo fare cenno a ciò che 
avviene nel mondo microscopico. In questo caso le equazioni fondamentali 
della fisica forniscono una funzione di stato complessa 1/;(1·) il cui modulo 
quadrato fornisce la probabilità di localizzazione della particella nello spazio: 
P(1·) = 11/J(r)IZ. La probabilità così trovata obbedisce alle leggi generali del 
calcolo delle probabilità che illustreremo nel seguito. 

Il fatto che le leggi fondamentali del mondo microscopico contengano una 
funzione di probabilità e che nessuno · sia stato finora in grado di trovare 
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Fig. 1.3. Numero di teste ottenuto nel lancio di 10 monete nel corso eli 120 prove 
simulate al calcolatore. Il numero progressivo della prova è ripor tato in ascisse, il 
numero di teste ottenute in ordinate. La linea con tinua rappresenta il valore meclio 
atteso (5 teste). Si confronti questa figura con la Fig. 1.1 per À = 3.8, che riporta 
le fluttuazioni caotiche. 

leggi fondamentali più elementari fondate su grandezze diverse, porta corret
tamente ad affermare che la probabilità è una quantità fondamentale della 
natura. L'indeterminismo, essendo presente nelle leggi fondamentali che rego
lano la dinamica del mondo microscopico, assume in questo caso un carattere 
oggettivo, non legato alla ignoranza o alle capacità limitate di chi osserva. 

1.2 Terminologia 

Cominciamo ora ad introdurre, in modo poco rigoroso ma intuitivo, i termini 
fondamentali del linguaggio usato nello studio dei fenomeni stocastici. Nel 
seguito del testo questi termini verranno gradualmente ridefiniti in modo 
matematicamente rigoroso. 

• Spazio campionario o dei casi: è l'insieme di tutti i possibili valori diversi 
(casi) che può assumere una variabile aleatoria. Ad esempio: la variabile 
aleatoria carta di un mazzo da gioco dà luogo a uno spazio di 52 elementi. La 
struttura dello spazio dipende dal modo utilizzato per definire la variabile 
aleatoria. Infatti lo spazio relativo alla variabile aleatoria car-ta di un mazzo 
da gioco è costituito dalle 52 carte, oppure da 52 numeri interi se creiamo 
una tabella di corrispondenza tra carte e numeri. 

• Evento: è una particolare combinazione o un particolare sottoinsieme di 
casi. Ad esempio: nel caso delle carte da gioco, se si definisce come evento 
una carta dispari, l'insieme dei casi che si ottiene è l , 3, 5, 7, 9, per ognuno 
dei 4 colori. Questo evento dà luogo ad un sottoinsieme di 20 elementi di 
uno spazio che ne contiene 52 (tutte le carte del mazzo). 

• Spettro: è l'insieme di tutti gli elementi diversi del sottoinsieme di casi che 
definisce l 'evento. Nel caso delle carte da gioco dispari, lo spettro è dato 
da: l , 3, 5, 7, 9. Ovviamente, lo spettro può coincidere con l'intero spazio 
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della variabile aleatoria che si sta considerando (se, ad esempio, l'evento è 
definito come una carta qualunque di un mazzo). 

• Probabilità: è la valutazione quantitativa della possibilità di ottenere un 
determinato evento. Essa viene fatta sulla base dell'esperienza, utilizzando 
modelli matematici oppure anche su base puramente soggettiva. Ad esem
pio, la probabilità che a questo punto voi continuiate a leggere il nostro 
libro è, secondo noi, del 95% ... 

• Prova: è l'insieme delle operazioni che realizzano l'evento. 
• Espe1·imento, Misura, Campionamento: è un insieme di prove. ll termi

ne usato dagli statistici è campionamento, mentre i fisici spesso usano il 
termine esperimento o misura. Ovviamente, in fisica un esperimento può 
consistere in un campionamento, ma non necessariamente. 

• Campione: è il risultato di un esperimento (campionamento). 
• Popolazione: è il risultato di un numero di prove, finito o infinito, tale 

da esaurire tutti gli eventi possibili. Ad esempio, nel gioco del lotto la 
popolazione si può pensare come l'insieme finito di tutte le cinquine estrat
te da un'urna di 90 nwneri; nel caso dell'altezza degli italiani, possiamo 
immaginare l'insieme delle misure delle altezze di ogni individuo. Quando la 
popolazione è pensata come un campione costit uito da un numero infinito 
di eventi, va considerata come una astrazione matematica non raggiungibile 
in pratica. 

Le idee ora introdotte possono essere riassunte nello schema di Fig. 1.4. Una 
volta assegnate le probabilità elementari per gli elementi dello spazio cam
pionario (passo induttivo), utilizzando il calcolo delle probabilità si possono 
calcolare le probabilità degli eventi e dedurre l modelli matematici per la 
popolazione (passo deduttivo) . Eseguendo invece una serie di misure si può 
ottenere un campione di eventi (spettro sperimentale) rappresentativo della 
popolazione in esame. Utilizzando poi l'analisi statistica dei dati (passo indut
tivo/deduttivo) si cerca di individuare, dall'analisi del campione, le proprietà 
della popolazione. Queste tecniche sono dette di inferenza statistica. Una vol
ta assunto un modello, si può verificarne la congruenza con il campione dei 
dati raccolti. Questa tecnica si chiama verifica eli ipotesi. 

Nel testo verranno inizialmente illustrati i fondamenti del calcolo del
le probabilità, con particolare riguardo alla assegnazione delle probabilità 
elementari agli elementi dello spazio campionario e all'utilizzo del calcolo 
combinatorio per ottenere alcuni modelli matematici fondamentali. 

Successivamente verranno illustrati i metodi di analisi statistica dei dati 
che permettono di stimare, partendo da quantità misurate, i valori "veri" di 
grandezze fisiche o di verificare la congruenza dei campioni sperimentali con 
i modelli matematici. 

Gli elementi di calcolo delle probabilità e statistica precedentemente 
acquisiti verranno poi applicati in modo esteso alle tecniche di simulazione. 
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Fig . 1.4. Connessione tra calcolo delle probabili tà, statistica e misura 

1.3 Il concetto di probabilità 

L'esperienza mostra che, quando un fenomeno stocastico o aleatorio è stabile 
nel tempo, alcuni valori dello spettro capitano più frequentemente di altri. 
Se lanciamo in aria 10 monete e contiamo il numero di teste, vediamo che 5 
teste si ottengono più frequentemente di 8, mentre 10 teste è un evento vera
mente raro, quasi impossibile. Se consideriamo un esperimento costituito da 
100 prove (dove la prova è il lancio di 10 monete), osserviamo che il numero 
di volte in cui si ottengono 5, 8 e 10 teste, pur variando di poco da esperi
mento a esperimento, si mantiene abbastanza regolare, perché i valori 5, 8 
e 10 appaiono sempre (o quasi) con frequenza decrescente. Se immaginiamo 
tutti i possibili allineamenti di 10 monete, possiamo avere una spiegazione 
intuitiva di questo fatto: all'evento 10 teste (o 10 croci) corrisponde un solo 
allineamento, mentre all'evento 5 croci-5 teste corrispondono molti allinea
menti possibili (5 croci e poi 5 teste, croce-testa in modo alternato, e così via 
fino a ben 252 allineamenti diversi). Quando lanciamo 10 monete scegliamo 
a caso, senza privilegiarne nessuno, uno dei possibili allineamenti ed è intuì-
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tivo che quasi sempre otterremo risultati bilanciati (più o meno 5 teste) e 
quasi mai i casi estremi. Ragionamenti di questo tipo, comuni all'esperienza 
quotidiana. di ognuno di noi, portano istintivamente a pensare che questa re
golarità dei fenomeni stocastici sia dovuta all'esistenza di quantità fisse, dette 
probabilità, definibili, ad esempio, come il rapporto tra i casi (allineamenti) 
favorevoli e quelli possibili. 

Queste considerazioni portarono J. Bernoulli alla formulazione della prima 
legge matematica con la quale oggi possiamo prevedere, a meno delle flut
tuazioni dovute alle numerose interazioni tra gH elementi interni al sistema 
aleatorio, l'andamento d'insieme dei risultati in esperimenti come quello del 
lancio delle monete. 

Nel caso delle monete, la probabilità viene introdotta per tenere conto 
della variabilità dei risultati sperimentali; tuttavia, ognuno di noi utilizza 
la probabilità anche per tenere conto dell'incertezza di molte situazioni che 
capitano nella vita reale, quantificando soggettivamente le possibilità che si 
presentano e scegliendo quelle di maggior probabilità in relazione ai costi o 
benefici che se ne possono ricavare. 

Ad esempio, quando siamo alla guida dell'auto ed incontriamo un sema
foro rosso, abbiamo due possibilità: fermarci o proseguire. Se siamo in un 
incrocio ad alto traffico e in un'ora di punta, ci fermiamo, perché sappiamo, 
in base all'esperienza, che la probabilità di entrare in collisione con altri vei
coli è elevatissima. Se siamo invece in un incrocio a basso traffico e nel pieno 
della notte, siamo tentati di p roseguire, perché sappiamo che la probabilità 
di w1a, collisione è molto bassa. 

Un altro esempio di probabilità soggettiva, di tipo discreto, è dato dal 
giudizio di colpevolezza o meno di un imputato in un processo da parte di 
una giuria. In questo caso la probabilità può essere espressa con due valori, O 
od l, cioè colpevole o innocente. In genere le giurisprudenze attuali formulano 
il giudizio finale combinando le probabilità individuali soggettive espresse dai 
singoli giurati. 

Attualmente l'approccio considerato più corretto, efficace e in fondo più 
economico per lo studio dei fenomeni aleatori è quello che considera la scelta 
della probabilità come un atto soggettivo, basato sull'esperienza. 

Una prima possibile definizione operativa di probabilità è pertanto: 

Affermazione 1.2 (Probabilità soggettiva). La probabilità è il gr-ado di 
convinzione ( degree of belief) soggettivo circa il verificarsi di un evento. 

La probabilità soggettiva è libera, ma generalmente si assume che essa deb
ba essere coer·ente, vale a dire espressa come un numero reale O ~ p ~ l e 
pari a p = l per un evento ritenuto certo e p = O per un evento giudicato 
impossibile. Considerando poi due o più eventi tra loro incompatibili (come 
ottenere 2 o 4 nel lancio di un dado) la coerenza impone che le probabilità 
siano additive. Queste ipotesi sono sufficienti per l'assiomatizzazione secondo 
lo schema di Kolmogorov, che illustreremo tra poco. La probabilità sogget
tiva è la.rgamente usata nelle scienze generalmente denominate "non esatte" 
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(giurisprudenza, economia, parte della medicina, ecc.). Nelle scienze esatte 
come la fisica (preciseremo meglio in seguito, a pagina 414, il significato del 
termine scienza esatta), la probabilità soggettiva viene generalmente evitata 
e ad essa vengono sostituite le definizioni di probabilità a priori (Laplace, 
1749-1827) e probabilità frequentista (Von Mises, 1883-1953). 

Definizione 1.3 (Probabilità a priori o classica). Se N è il numero to
tale di casi dello spazio campionario di una variabile aleatoria ed n il numer·o 
di casi favorevoli pe1· i quali si realizza l'evento A, la probabilità a priori di 
A è data da: n 

P(A) =N. (1.2) 

Nel testo useremo prevalentemente il termine "probabilità classica". 
Ad esempio, la probabilità classica di una faccia nel lancio di un dado non 

truccato è: 
P(A) = .!!:.. = numero di casi favorevoli = ~ 

N numero di casi possibili 6 ' 

mentre la probabilità di estrarre l'asso di quadri da un mazzo di carte e 1/52, 
la probabilità di estrarre un seme di quadl'i è 1/4 e così via. 

Definizione 1.4 (Probabilità frequentista) . Se m è il numero di prove 
in cui si è verificato l'evento A su un totale di M prove, la probabilità di A è 
data da: 

P(A) = lim ~1 . 
M-+oo lV' 

(1.3) 

Il limite che compare in questa definizione non va inteso in senso matema
tico, ma in senso sperimentale: il valore vero della probabilità si trova so
lo effettuando un numero infinito di prove. Chiameremo nel seguito questa 
operazione, con il limite scritto in corsivo, limite frequentista. 

La scelta delle probabilità elementari da assegnare agli eventi è dunque 
induttiva ed arbitraria. n calcolo delle probabilità di eventi complessi a partire 
dalle probabilità elementari assegnate è invece di tipo deduttivo e viene fatto, 
come vedremo, senza uscire dal rigore matematico. 

L'uso della probabilità soggettiva è detto anche approccio bayesiano, 
perché in questo caso le probabilità iniziali vengono spesso riaggiustate in 
funzione dei risultati ottenuti utilizzando la fan10sa formula di Bayes, che 
dedurremo tra poco nel par. 1.7. 

L'approccio frequentista è quello nettamente prevalente in ambito fisico 
e tecnico. In base alla nostra esperienza, riteniamo che nei lavori di fisica 
sperimentale l'approccio frequentista sia seguito nel 99% dei casi, e questa è 
una valutazione ... soggettiva! 

Nell'approccio frequentista si ritiene che la (1.3) permetta una valutazio
ne "oggettiva" della probabilità per quei fenomeni naturali che si possono 
campionare facilmente o riprodurre numerose volte in laboratorio. In molti 
casi l'esperienza mostra che la probabilità frequentista tende a coincidere con 
quella classica: 
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(dall'esperienza!) . (1.4) 

Quando si verifica questa condizione, che è detta legge dei grandi numeri od 
anche legge empirica del caso, si dice che i casi sono equiprobabili. Spesso, se 
su basi intuitive si ritiene fondata l'ipotesi dei casi equiprobabili , si utilizza 
la probabilità classica per costruire utili modelli matematici di riferimento. 

Prendiamo, ad esempio, il lancio di un dado: se si è sicuri che esso non 
è truccato, è intuitivo assumere che la probabilità di ottenere in un lancio 
una certa faccia (poniamo la numero 3) sia pari a 1/6. L'esperienza mostra 
che, eseguendo numerosi lanci, la probabilità frequentista (detta anche limite 
della frequenza, eq.(1.3)) tende effettivamente a 1/6, in accordo con la (1.4) . 
Se il dado è invece truccato, la probabilità di ottenere la faccia con il numero 
3 può essere valutata solo eseguendo numerose prove. Poiché il limite per 
il numero di prove tendente a infinito non è praticamente raggiungibile, ci 
si ferma solitamente ad un numero di prove elevato ma finito e si stima la 
probabilità vera col metodo dell'intervallo di confidenza (vedi cap. 6). 

La definizione fxequentista (1.3) sembrerebbe dunque la più generale ed 
affidabile; tuttavia, essa non è esente da problemi: 

• dato che non si può ripetere un esperimento infinite volte, la probabilità 
(1.3) non sarà mai osservabile; 

• il limite che compare nella (1.3) non ha un senso matematico preciso. 

La decisione su quale sia l'approccio migliore da usare (bayesiano o frequenti
sta) in base al tipo di problema che si intende affrontare (incertezza in senso 
lato o variabilità dei risultati di un esperimento) è una questione tuttora aper
ta ed è fonte di continue controversie; ci sembra pertanto opportuno fermare 
qui la discussione sui fondamenti. Qùesto testo, che è dedicato a studenti e 
ricercatori in ambito tecnico-scientifico, è basato sull 'approccio frequentista. 
Non mancheremo tuttavia di accennare in alcuni casi anche al punto di vista 
bayesiano, rimandando il lettore ai testi più specifici, come (65]. 

1.4 Probabilità assiomatica 

Per formalizzare in modo matematicamente corretto la probabilità è neces
sario ricorrere alla interpretazione insiemistica dei concetti fondamentali fin 
qui introdotti. 

Se S è lo spazio campionario di una variabile aleatoria, consideriamo la 
famiglia :F di sottoinsiemi di S con le proprietà date dalla 

Definizione 1.5 (a-algebra). Ogni famiglia F di sottoinsiemi di S avente 
le proprietà: 

a}l'insieme vuoto appartiene ad F : 0 E F; 
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b) se una infinità numet·abile di insiemi A 1 ,A2, . .. E :F, allora 

c) se A E :F, lo stesso vale per l 'insieme complementare: A E :F; 

si chiama <T-algebra. 

U t.ilizzando le note proprietà degli insiemi: 

AUB = AnB, 
AnB = A - B , 

è facile dimostrare che anche l'intersezione di un insieme numerabile di insiemi 
appartenenti ad :F e la differenza A - B di due insiemi di :F appartengono a 
loro volta ad :F: 

(1.5) 
i == n 

A-B E :F. (1.6) 

La corrispondenza tra concetti insiemistici e probabilistici introdotta dal for
malismo è riassunta in Tab. 1.1. Se, per fissare le idee, consideriamo un 

Tabella 1.1. Corrispondenza tra concetti insiemistici e probabilistici 

notazione 

s 
a 
A 
0 
A 

AUB 
AnB 
A-B 

significato insiemìstìco 

insieme totale 
elemento di S 
sottoinsieme di S 
insieme vuoto 
insieme degli elementi di S 
che non appartengono ad A 
element i di A o di B 
elementi comuni ad A e B 
elementi di A non 
appartenenti a B 
gli elementi di fl sono anche 
element i di B 

significato probabilistico 

spazio dei casi: evento certo 
risult ato di una prova 
se a E A si realizza l'evento A 
nessun evento realizzato 
evento A non realizzato 

si realizzano gli eventi A o B 
si realizzano gli eventi A e B 
si realizza l'evento A ma non 
l'evento B 
se si realizza A si realizza 
anche B 

mazzo di carte da gioco e definiamo come evento A l'estrazione di un as
so e come evento B l'estrazione di un seme quadri (Fig. 1.5), otteniamo la 
corrispondenza seguente tra insiemi (eventi) ed elementi di S: 

- S: l'insieme delle 52 carte; 
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52 carte 

- a: una delle 52 carte del mazzo; 

Fig. 1.5. Esempio eli rap
presentazione insieroistica 
della variabile casuale "car
ta da gioco" e degli eventi 
"estrazione eli un asso" ed 
"estrazione di un seme di 
quadri" 

- A U B: seme di quadri o asso di cuori, fiori, picche; 
- A n B : asso di quadri; 
- A - B : asso di cuori, fiori o picche; 
- A: tutte le carte tranne gli assi; 
- B: un seme non di quadri. 

Sia ora P(A) una applicazione o funzione che fa corrispondere ad un gene
rico insieme A appartenente ad una a-algebra :F un numero reale compreso 
nell 'intervallo (O, 1]. In simboli, 

P : :F ~ [O, l] . (1.7) 

Nella formulazione di Kolmogorov, la probabilità segue la 

Definizione 1.6 (Probabilità di Kolmogorov o assiomatica). Una 
funzione P(A) che soddisfa alla (1. 1} ed alle proprietà: 

P(A) 2: O; 
P(S) = l; 

(1.8) 

(1.9) 

pe1· ogni famiglia finita o numerabile A1, A2, . .. di insiemi di :F, tra lo m 
mutuamente disgiunti: 

(1.10) 

viene detta probabilità. 

Definizione 1.7 (Spazio di probabilità). La terna 

E= (S,:F,P) , (1.11) 

fm·mata dallo spazio campionario, da una a -algebra :F e da P viene detta 
spazio di probabilità. 
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La probabilità definita con gli assiomi di Kolmogorov gode delle seguenti 
importanti proprietà: 

P(A) = l - P(A) , 

P(0) =O, 

P(A) S: P(B) se A ç B . 

(1.12) 

(1.13) 

(1.14) 

La (1.12) è valida perché l'insieme complementare A è definito in modo tale 
che A u A= S, quindi P(A) + P(A) = P(S) = l dalle (1.9, 1.10), dato che 
A e A sono insiemi disgiunti. Inoltre, 

P(S u 0) = 
P(S U 0) 

P(S) = l dalla (1.9) , 

P(S) + P(0) = l dalla (1.10) , 

(1.15) 

(1.16) 

da cui la (1.13): P(0) = 1-P(S) = 1- l =O. Infine, occorre tenere presente 
che se A ç B si può scrivere B = (B-A) U A, dove B-A è l'insieme 
costituito dagli elementi di B che non appartengono ad A; allora 

P(B) = P[(B- A) U A) = P(B- A) + P(A) 

e poiché P(B - A) ~ O, anche la proprietà (1.14) è dimostrata. 
È di notevole importanza il 

Teorema 1.1 (di addit ività) . La probabilità dell'evento dato dal verificarsi 
degli eventi elementari A oppu1·e B, nel caso generale in cui A n B i- 0, è 
data da: 

P(A u B) = P( A) +P( B) -P( A n B) . (1.17) 

Dimostrazione. Sono di facile dimostrazione le proprietà (provate a disegnare 
gli insiemi .. .): 

AUB=AU[B-(AnB)], 

B = [B- (A n B)] U (A n B) ; 

poiché AUB e B sono ora espressi in termini di insiemi disgiunti, è possibile 
applicare la (1 .10} ottenendo: 

P(AUB) = P(A) +P[B - (An B)], 

P(B) = P[B- (A n B)]+ P(A n B) . 

Sottraendo membro a membro, si ottiene: 

P( A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B) . D 



1.4 Probabilità assiomatica 17 

Sia la probabilità classica sia quella frequentista soddisfano agli assiomi (1.8-
1.10). Infatti, per la probabilità classica, si ha: 

P(A) 

P(S) 

P(AUB) = 

sempre, perché n, N 2: O , 

NjN = l , 

n A + ns = n A ns = P(A) P(B) . 
N N+ N + 

In modo del tutto analogo si può dimostrare la validità degli assiomi anche 
nel caso della probabilità frequentista, poiché il limite che vi compare va 
considerato come un operatore lineare. 

Le probabilità classica e frequentista definite nel paragrafo precedente 
soddisfano quindi a tutte le proprietà (1.8-1.17). Ad esempio, la probabilità 
a priori di estrarre un asso oppure una carta rossa da un mazzo di carte, in 
base alla (1.17), è data da: 

A = asso di cuori, asso di quadri, asso di fiori , asso di picche, 
B = 13 carte di quadri, 13 carte di cuori, 
P( A n B) = asso di cuori, asso di quadri , 
P( A U B) = P( A)+ P( B) -P( A n B) = 4/52 + 1/2- 2/52 = 7/13 . 

La probabilità associata ali 'insieme A n B riveste, come vedremo, un ruo
lo particolarmente importante nell 'algebra delle probabilità. Essa prende il 
nome di probabilità composta: 

D efinizione 1.8 (Probabilità composta) . Si dice probabilità composta e 
si indica con 

P( A n B) oppure con P(AB) 

la probabilità che si verifichino contemporaneamente gli eventi A e B. 

Introduciamo ora un nuovo tipo di probabilità. Supponiamo di essere inte
ressati alla probabilità che, estratto un seme di quadri, la carta sia un asso, 
oppure che, estratto un asso, esso sia di quadri. Indichiamo con A l'insieme 
degli assi, con B quello delle carte di quadri e con P(AIB) la probabilità che 
si verifichi A dopo che si è verificato B , ovvero che, una volta estratto un 
seme di quadri, la carta sia un asso. Si ha ovviamente: 

P(AIB) = 

= 

casi favorevoli all'asso di quadri 
casi favorevoli al seme di quadri 

I_ _ I_/13 _ P(AnB) 
13 - 52 52 - P(B) . (1.18) 

Analogamente, la probabilità di ottenere un seme di quadri se si è estratto 
un asso è data da: 

P(BIA) = casi favorevoli all'asso di quadri = ~ = I_ j i. = P(B n A) . 
casi favorevoli ad un asso 4 52 52 P(A) 
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Nell'esempio appena visto la probabilità condizionata P(AIB) eli ottenere 
un asso una volta estratto un seme di quadri è uguale alla probabilità non 
condizionata P(A) di ottenere un asso; infatti: 

l 4 
P(AIB) = - = P(A) = - . 

13 52 

Si dice in questo caso che gli eventi A e B sono indipendenti. Tuttavia, se A 
rappresenta l'insieme [asso di quadri, asso di picche] e B è sempre l'insieme 
dei semi di quadri, abbiamo questa volta: 

l 2 l 
P(AIB) = 13 i= P(A) = 52 = 26 . 

In questo caso gli eventi A e B sono ctipendenti, perché, se si estrae un seme 
di quadri, la previsione su A viene modificata. Si noti che però la (1.18) vale 
anche in questo caso: 

P( AIE) = P(A n B ) = _.!_52 = _.!_ . 
P(B) 5213 13 

Questi esempi suggeriscono la 

Definizione 1.9 (Probabilità condizionata). Si definisce pTobabilità con
dizionata e si indica con P(BI A) la pmbabilità che si verifichi l 'evento B 
essendosi veTificato l'evento A . Essa è espTessa come: 

P(BIA) = P( A n B) se P( A) > O . 
P(A) 

(1.19) 

È facile mostrare (ve lo lasciamo come esercizio) che la definizione di proba
bilità condizionata (1.19) è in accordo con gli assiomi generali di Kolmogorov 
(1.8-1.10). 

È importante anche notare che la formula della probabilità condizionata 
è stata introdotta come definizione. Tuttavia, per le probabilità trattate nel 
testo, sussiste il seguente 

Teorema l. 2 (del prodotto). Per le probabilità classica e fr·equentista, la 
pmbabilità che si verifichi l'evento costituito dalla r·ealizzazione degli eventi 
elementari A e B è data da: 

P( A n B) = P(AIB)P(B) = P(BIA)P(A) . (1.20) 

Dimostrazione. Per la probabilità classica, se N è il numero dei casi possibili 
e nAB quello dei casi favorevoli ad A e B , si ha: 

P(A n B ) = nAa = nAa na = P(AIB)P(B) ' 
N na N 



1.4 Probabilità assiomatica 19 

dato che, per definizione, nAsfns :: P(AiB). Questa proprietà continua 

ovviamente a valere scambiando A con B , da cui la (1.!20). 
Per la probabilità frequentista , si p1·ocede come segue: 

P (A n B ) 

P(A) = 

P (B ) = 

P(B iA) = 

numero di volte che si sono ottenuti A e B == z· nAs 

d ( ) 
tm -N , 

numero i prove ~ oo N -+oo 

numero eli volte che si è ottenuto A = t· nA 

d ( ) ?,m N ' numero i prove ~ oo N -+oo 

numero di volte che si è ottenuto B z· ns 
== tm -N ' numero di prove ( ~ oo) N-+oo 

n. di volte che si è ottenuto B insieme ad A 

n. di prove che hanno realizzato A (~ oo) 

P(AIB) = n. di volte che si è ottenuto A insieme a B _ z· nAB 

n. di prove che hanno realizzato B c~ oo) - ns?,~ nB ' 

P(A n B ) = nA nAs = P (A)P (BIA) 
N nA 

= ns nAB = P(B)P(AiB) = nAs, 
N n13 N 

N~oo . o 

Abbiamo introdotto, negli esempi trattati, la nozione di eventi indipendenti; 

in modo generale, possiamo introdurre la 

D efinizione 1.10 (Eventi indipende nti). Due eventi A e B sono detti 

indipendenti se e solo se 

P ( A n B) = P(A)P(B) . 

Più in gener·ale, gli eventi di ?J,na famiglia (Ai, i = l , 2 ... , n ) sono indipen

denti se e solo se 

p (n Ai) = rr P (Ai) • 
iEJ iEJ 

(1.21) 

per ogni sottoinsieme J di indici (ttttti distinti) della famiglia. 

Dalla (1.19) segue che per eventi indipendenti P(AIB) = P(A) e P (BIA) = 
P(B) . Ancora una definizione: 

D efinizione 1.11 (E ven t i in comp atibili) . Due eventi sono incompatibili 

o disgiunti se quando si realizza A non si realizza B e viceve1·sa: 

A nE= 0. 

In base alle (1. 19) e (1.19) si ha allora: 

P (An B) =O , P(AIB) = P (B IA) = O . 
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Ad esempio, se A è l'asso di picche e B il seme di quadri, A e B sono eventi 
incompatibili. 

Con l'aiuto di queste definizioni l'essenza del calcolo delJe probabilità può 
essere sintetizzata nelle formule: 

• eventi incompatibili: 

P ( A oppure B) ::P( A u B) =P( A) +P( B) ; (1.22) 

• eventi indipendenti: 

P( A e B) :: P( A n B) =: P ( AB) = P ( A) · P(B) . (1.23) 

Ancora un punto ovvio ma fondamentale: P (AIB ) e P(BIA) non sono la 
stessa cosa. Infatti, la probabilità. che si verifichi A dopo B è diversa da quella 
che si verifichi B dopo A, come risulta subito evidente considerando eventi 
indipendenti con P(A) -:/; P(B) , per i quali P(AIB) = P(A) e P(BIA) = 
P(B). 'Iì·a queste due probabili tà condizionate esiste però una connessione 
molto importante, data dal teorema di Bayes, che illustreremo tra poco. 

1.5 Prove ripetute 

Nei casi considerati finora abbiamo sempre considerato esperimenti consi
stenti in una sola prova. Tuttavia, spesso ci si deve occupare di esperimenti 
consistenti in prove ripetute: due carte estratte da un mazzo, il punteggio che 
si ottiene lanciando 5 dadi, e così via . Affrontiamo questo problema conside
rando due prove ripetute, essendo ovvia, come vedremo, la generalizzazione 
ad un numero finito qualunque di prove. 

Due prove ripetute possono essere viste come la realizzazione di due eventi 
relativi a due esperimenti (St, Ft, Pt) e (Sz, Fz, Pz) che soddisfano alle con
dizioni delle definizioni 1.6, 1.7. È allora spontaneo definire un nuovo spazio 
campionario S = S1 x Sz come prodotto cartesiano dei due spazi campionari 
di partenza, in cui l'evento è costituito dalla coppia ordinata (x1 , xz), dove 
X t E St e xz E Sz e il nuovo spazio S contiene n1 nz elementi, se n 1 ed nz 
sono gli elementi di S1 ed 82 rispett ivamente. Ad esempio, [asso di cuori, 
donna di fiori] è un elemento dell' insieme S dello spazio eli probabilità relati
vo ali 'estrazione di due carte da un mazzo. Si noti che il prodotto cartesiano 
può essere definito anche quando 81 ed S2 sono lo stesso insieme. 

Avendo definito gli eventi in questo modo, dato che A1 ç St e Az ç Sz , 
è immediato rendersi conto che 

(1.24) 

Occorre adesso definire una probabilità P , definita in 8 1 x S2 , che goda 
delle proprietà di Kolmogorov (1.8-L l O) e che possa essere associata in modo 
univoco agli esperimenti consistenti in prove ripetute. La (1.24) e la (1.23), 
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valida per eventi indipendenti, portano in modo nat urale alla definizione di 
probabilità prodotto: 

(1.25) 

In base a questa definizione, le probabilità degli eventi A1 E S1 e Az E Sz 
possono essere calcolate anche nello spazio S tramite le uguaglianze: 

P(A1 x Sz) 

P(S1 x Az) 

P1(A1)P2(Sz) = P1(A1), 

P1(S1) Pz(Az) = Pz(Az) , (1.26) 

che risultano ovvie nel caso delle probabilità classica e frequentista. Ad 
esempio, nell'estrazione di due carte da gioco, le probabilità degli eventi 
A1 =[estrazione di un asso la prima volta] e A1 x Sz =[asso, carta qualunque] 
sono uguali, come quelle degli eventi A2 = (estrazione di un seme di quadri la 
seconda volta] e S1 x Az = (carta qualunque, seme di quadTi]. 

Come abbiamo detto, la relazione (1.25) viene ritenuta valida solo per 
eventi indipendenti, per i quali, in base alla (1.23), il verificarsi di un evento 
qualsiasi tra quelli considerati non altera la probabilità degli altri. 

Per fissare meglio le idee con un esempio, supponiamo di estrarre due 
carte da un mazzo (con reimmissione nel mazzo della prima carta dopo la 
prima prova) e sia A1 l 'insieme degli assi e Az l 'insieme dei semi di quadri. 
La (1.26) diventa: 

P1(At) = 

Pz(Az) = 

mentre la (1.25) fornisce: 

4 4 52 
52 = P(Al x Sz) = 52 52 , 

13 52 13 
52 = P(St x Az) = 52 52 , 

in accordo con il rapporto tra il numero dei casi favorevoli ( 4 · 13) e di quelli 
possibili (52 · 52) nello spazio S1 x Sz. La famiglia di insiemi :Fi x Fz = 
{ A1 x Az : A1 E F1, Az E F2} non è in generale una cr-algebra, ma si può 
mostrare che esiste un 'unica cr-algebra F1 ® Fz di sottoinsiemi di S1 x Sz che 
contiene F 1 x Fz e che la (1.25) permette di estendere in modo univoco la 
probabilità di ogni evento A c S1 x Sz dalla famiglia di insiemi F 1 x Fz alla 
cr-algebra prodotto F 1 ®h (43] . Si può quindi scrivere lo spazio di probabilità 
prodotto come: 

Un'estensione della (1.25) che useremo spesso viene utilizzata quando lo spa
zio Sz non può essere assegnato a priori, ma dipende dai risultati dell'espe
rimento precedente &1 . Tipico è il caso del gioco del lotto, in cui vengono 
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estratti 5 numeri, senza la reimmissione nell'urna del numero estratto. Nel 
caso di due prove, possiamo pensare alla estrazione di due carte da gioco: se 
si reinserisce la prima carta estratta nel mazzo, S2 è costituito da 52 elementi, 
altrimenti da 51. In questi casi è necessario definire lo spazio S = S1 x S2 non 
come prodotto cartesiano, ma come l 'insieme di tutte le coppie ordinate possi
bili dei due insiemi, così come risultano dal particolare esperimento. Possiamo 
dire in questo caso che l'evento A2 dipende dall'evento A1 e generalizzare la 
(1.25) come: 

P(A x B) = P2(B!A) P1 (A) , (1.27) 

ottenendo così un'estensione del teorema 1.2 del prodotto (vedere eq. 1.20). 
È immediato infatti dimostrare che le probabilità a priori e frequentista sod
disfano la (1.27). La dimostrazione per la probabilità frequentista è identica 
a quella del teorema 1.2, quella per la probabilità classica richiede di ridefi
nire N come l'insieme delle coppie possibili, nAB come l'insieme delle coppie 
favorevoli all'evento e nA come l'insieme delle coppie in cui, nella prima 
estrazione, si è verificato l 'evento A. 

È importante a questo punto, per evitare confusione, distinguere tra espe
rimenti indipendenti ed eventi indipendenti. L'ipotesi di esperimenti indipen
denti, che utilizzeremo in tutto il testo, è del tutto generale ed implica che 
le oper·azioni o prove che portano alla realizzazione di un evento qualsiasi so
no invarianti rispetto alle operazioni che portano alla realizzazione degli altri 
eventi rimanenti. Essa si riferisce alla procedura sperimentale che si segue, 
non al numero di elementi dello spazio campionario su cui si agisce. Al con
trario, nello schema a prove ripetute saranno considerati dipendenti gli eventi 
per i quali la dimensione dello spazio i-esimo si dipende dalle (i -l) prove già 
effettuate. Questo è l'unico tipo di dipendenza che si assume, considerando 
pmve ripetute, quando si scrive la probabilità condizionata P(AIB). 

Prendiamo confidenza con questi concetti con un semplice esempio. Sia 
(B1 x N2) l'evento consistente nell'estrarre nell 'ordine, da un'urna contenente 
2 palline bianche e 3 nere, una pallina bianca e una nera (senza reinserire 
nell'urna la pallina dopo la prima estrazione); si ha in questo caso (con ovvio 
significato dei simboli): 

S1 = [El, B2, Nl, N2, N3) , 

s2 = [ insieme formato da 4 palline, 2 bianche e 2 nere 

oppure l bianca e 3 nere ) , 

BlB2, 
BlNl, 
B1N2, 
B 1N3, 

B2Bl , 
B2Nl, 
B2N2, 
B2N3, 

NlBl, 
N 1B2, 
N1N2, 
N1N3, 

N2Bl, 
N2B2, 
N2Nl, 
N2N3, 

N3Bl 
N3B2 
N3Nl 
N3N2 

= 5 x 4 = 20 elementi. 

Si noti che il mancato reinserimento della pallina dopo la prima estrazione 
esclude coppie del tipo BlBl, NlNl, ecc. Definiamo inoltre: 
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E1 x Sz = [pallina bianca, pallina qualunque) , 

S1 x Nz = [pallina qualunque, pallina nera) , 

( 

ElNl , 
E 1 x Nz = [pallina bianca, pallina nera) = E1N2, 

E1N3, 

B2Nl ) 
E2N2 = 6 elementi . 
E2N3 

Se i casi sono equiprobabili, la probabilità classica fornisce: 

P(E x N) = sei casi favorevoli = 6 = 3 
1 2 venti coppie possibili 20 10 

Fin qui abbiamo usato la definizione di probabilità classica in modo del tutto 
generale. Ora notiamo che le probabilità (1.26) degli eventi E 1 e N2 sono 
date da: 

Pt (Et) = 2/5 , 

perché nell'urna si hanno inizialmente Bl , B2, Nl, N2, N3 (due palline bian
che su un totale di 5) e, nella seconda estrazione, si hanno nell'urna 3 palline 
nere e una bianca se la prima pallina estratta era bianca, per un totale di 3 
palline nere su 4. Se ora applichiamo la (1.27) otteniamo: 

in accordo con il calcolo diretto dei casi favorevoli su quelli possibili fatto in 
precedenza. 

Se non diamo importanza all'ordine di estrazione e definiamo come evento 
la estrazione di una pallina bianca ed una nera o viceversa, dobbiamo definire 
gli insiemi: 

E 1 x s2 = [pallina bianca, pallina qualunque] , 

N1 x s2 = [pallina nera, pallina qualunque) , 

s1 x N2 = [pallina qualunque, pallina nera) , 

s1 x B2 = [pallina qualunque, pallina bianca) 

ed applicare la (1.27): 

P[(Nt x B2) u (E1 x N2)] = P2(E2!Ni)P1(NI) + P2(Nz !EI)P1(Bt) = ~ 

in accordo con il rapporto tra numero di coppie favorevoli (12) e quelle 
possibili (20). 

La generalizzazione dello schema a prove ripetute per un numero finito di 
prove richiede la naturale estensione delle formule che qui abbiamo ricavato 
per due sole prove e non presenta difficoltà. 
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1.6 Calcolo combinatorio 

Supponendo che conosciate già il calcolo combinatorio, ne riassumiamo qui 
brevemente le formule di base, che spesso sono di aiuto, nel calcolo delle 
probabilità, per contare il numero dei casi possibili o di quelli favorevoli. 
Per contare bene, occorre tenere presente che il numero delle coppie possibili 
(abbinamenti) A x B tra due insiemi A di a elementi e B di b elementi è dato 
dal prodotto ab e che il numero delle permutazioni possibili di n oggetti è dato 
dal fattoriale n!. Basandosi su queste due proprietà è possibile dimostrare 
facilmente le quattro formule fondamentali del calcolo combinatorio, che si 
riferiscono alle disposizioni senza ripetizione D(n, k) di n oggetti in gruppi di 
k (n oggetti in classe k) , a quelle con ripetizione D * (n, k) ed alle combinazioni 
senza e con ripetizione C(n,k) e G*(n,k) . Nelle disposizioni ha importanza 
l'ordine dei k oggetti, ma non nelle combinazioni. Le formule, come forse già 
sapete, sono: 

D (n, k) = n( n- l )··· (n- k + l ) , (1.28) 

D *(n, k) = nk , (1.29) 

C(n,k) n( n- l ) ··· (n- k + l ) = nl =- ( n ) 
'( )' k ) (1.30) k! k. n- k. 

(n+ k- l)(n + k- 2) ··· n 
kl 

C*(n,k) = 

= (n+ k- l )! = ( n+ k - l ) (1.3l ) 
kl(n - l)! - k 

dove si è fatto uso del coefficiente binomiale. Per ricordare le formule, basta 
immaginare il gruppo di k oggetti come il prodotto cartesiano di k insiemi. 
In D (n, k) il primo insieme contiene n elementi, il secondo, non potendo ri
petere il primo elemento, ne conterrà n - l fino ad arrivare, dopo k volte, 
a (n - k + l ). Se si può ripetere l'elemento, i k insiemi conterranno ognuno 
n elementi, dando luogo alla (1.29). La numerazione in base n è proprio un 
insieme D*(n, k): se acl esempio n = 10, k = 6, si hanno 106 numeri, da 
000000 a 999999. La relazione (1.30) C(n,k) = D(n,k)/kl evita di contare 
più volte i gruppi che contengono gli stessi oggetti, dato che in questo ca
so non ha importanza l'ordine. Per ottenere la (1.31) bisogna immaginare 
di scrivere, ad esempio, una combinazione C*(n,5) del t ipo a1,az,a2,a2,a1 
come a1,*,a2,*,*,*,as,a4,a5 ,a6,a7,*, dove ogni elemento è seguito da un 
numero di asterischi pari al numero di volte che esso compare nella combi
nazione; esiste pertanto una corrispondenza biunivoca tra le combinazioni in 
esame e tutte le permutazioni possibili nell'allineamento di lettere e asteri
schi. Poichè ogni allineamento comincia con a1 per costruzione, si possono 
permutare n - l + k oggetti, di cui k (gli asterischi) ed n - l (gli elementi ai 
con i = 2, . .. , n) uguali t ra loro, da cui la (1.31). 

Una formula particolarmente utile è la legge ipergeometrica, che permette 
di calcolare la probabilità che da un'urna contenente a biglie di tipo A e 
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b biglie di tipo B si estraggano k biglie eli tipo A avendone estratte n ~ 
a+ b senza reintroduzione nell'urna. Assumendo che tutte le biglie abbiano 
la stessa probabilità di essere estratte e che le estrazioni siano indipendenti, 
adottando la definizione a priori (1.2) e utilizzando i coefficienti binomiali, 
abbiamo: 

P(k; a, b, n) = , max(O, n - b) ~ k ~ min(n, a) . (1.32) 

Infatti, il numero di casi possibili è dato dal coefficiente binomiale al denomi
natore, mentre al numeratore abbiamo il numero di casi favorevoli, dato dal 
numero di elementi dell'insieme prodotto cartesiano di due insiemi di C(a, k) 
e C(b, n- k) elementi rispettivamente. 

E ser cizio 1.1 
Trovare la probabilità di vincere un ambo ed un terno al gioco del lotto. 

Risposta. La soluzione, se il gioco non è truccato, è data dalla legge ipergeo
metrica (1.32) con a= k e b = 90- k: 

P(2; 2, 88, 5) 

P(3;3,87,5) = 

2 

800 

l 
11 748 

(ambo) , 

(terno) . 

La probabilità di un ambo è di circa l su 400, quella del terno di circa 1 
su 12 000. Un gioco è onesto se la vincita è pari all'inverso della probabilità 
della puntata; nel gioco del lotto l 'erario paga l'ambo 250 volte ed il terno 
4250 volte . . . 

1.7 Teorema di Bayes 

In linea di principio, qualunque problema che coinvolge l'uso di probabilità 
a priori può essere risolto con le due leggi fondamentali dell'additività e del 
prodotto. Tuttavia, l'algebra della probabilità porta rapidamente a formule 
complicate, anche nel caso di situazioni relativamente semplici. In questi casi 
sono di grande aiuto due formule fondamentali, la formula delle probabilità 
totali e il teorema di Bayes, che andiamo ad illustrare. 
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Se gli insiemi Bi (i = l, 2, .. n) sono mutuamente disgiunti ed esaustivi 
dello spazio totale S, 

't:/i,k) (1.33) 

utilizzando la (1.20) è facile dimostrare che, per ogni insieme A contenuto in 
S: 

P( A) P[A n (B1 U B2 U ... U Bn)] 

P[(A n Bt) u (A n B2) u ... u (A n Bn)] 

= P(AIB!)P(Bt) + P (A IBz)P(Bz) + ... + P(AIBn)P(Bn) 
n 

L P(AIBi)P(Bi) . (1.34) 
i=l 

La (1.34) è detta formula delle probabilità totali o di partizione dell'evento 
certo. Quando B1 = B e Bz = B , si ottiene la relazione: 

P(A) = P(AIB)P(B) + P(AIB)P(B) . (1.35) 

Con queste formule è possibile risolvere problemi che capitano di frequente, 
come quelli mostrati nei due esempi che seguono. 

Esercizio l. 2 
Una certa malattia H colpisce in un anno il 1 O% degli uomini e il 5% delle 
donne. Sapendo che la popolazione è composta dal 45% di uomini e dal 55% 
di donne, trovare in numero N atteso di ammalati su una popolazione di 
lO 000 1Jersone. 

Risposta. Per prima cosa è necessario determinare la probabilità di amma
larsi per un generico individuo (uomo o donna) della popolazione. Essa è 
data dalla probabilità che l 'individuo sia una donna, per la probabilità che 
una donna ha di ammalarsi, più la probabilità che l 'individuo sia un uomo 
per la probabilità che un uomo ha di ammalarsi. n tutto è condensato nelle 
formule (1 .34, 1.35}. Si ha pertanto: 

P(H) = 0.45 · 0.10 + 0.55 · 0.05 = 0.0725 . 

n numero atteso di ammalati (speranza matematica) si calcola moltiplicando 
il numero di prove (individ1Li} per la probabilità classica P(H) appena trovata. 
Abbiamo allor·a: 

N = 10 000 · 0.0725 = 725 . 

Esercizio 1.3 
Un'urna contiene 10 palline, 6 bianche e 4 nere. Se si effettuano delle estra
zioni successive senza 1·einserimento delle palline estratte, qual è la pr·obabilità 
di estrarre una pallina bianca alla seconda estrazione? 
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Risposta. Indicando con A e B l'uscita di una pallina bianca alla prima e 
alla seconda estrazione rispettivamente, applicando la (1 .35} si ottiene, con 
ovvio significato dei simboli: 

- - 56 64 
P(B) = P(BIA)P(A) + P(BIA)P(A) = 9

10 
+ 9 

10 
= 0.60 . 

Se ora esprimiamo la probabilità P(A) che compare nella (1.20) tramite la 
(1.34), otteniamo il famoso 

Teorema 1.3 (di Bayes). Se gli eventi Bk soddisfano alla (1.33}, la pro
babilità condizionata P(Bk iA) si può scrivere come: 

P(BkiA) = ,;(AIBk)P(Bk) 

I: P( A lBi) P( B i) 
i= l 

P(A) >O . (1.36) 

Questo teorema, che è forse il risultato più importante dell'algebra elementare 
delle probabilità, viene spesso utilizzato per "riaggiustare", su lla base di una 
serie di dati reali Ak, delle probabilità P(Bk) assegnate a priori in base ad 
ipotesi più o meno arbitrarie. La procedura da usare è mostrata negli esempi 
che seguono. Consigliamo agli studenti di fisica di risolvere anche il problema 
1.8 alla fine del capitolo. 

Esercizio 1.4 
Un test per la diagnosi di una malattia è efficace nel 100% dei casi effettivi 
di malattia, ma risulta positivo anche nel 5% dei casi se effettuato su persone 
sane. Sapendo che la malattia è presente mediamente nell'l% della popola
zione, qual è la probabilità di essere veramente malati se si risulta positivi al 
test? 

Risposta. Poiché quello dei test diagnostici è un problema interessante, af
frontiamo l'argomento in modo generale. Dai dati in nostro possesso possiamo 
definire le seguenti probabilità condizionate: 

P(PIS) = 0.05 probabilità di risultare positivi essendo sani, 
P(NIS) = 0.95 probabilità di risultare negativi essendo sani, 
P(PIM) = l. probabilità di risultare positivi essendo malati, 
P(NIM) =O. probabilità di r-isultare negativi essendo malati. 

Fate bene attenzione, nel definire le probabilità condizionate, a non scambiare 
gli argomenti (ad esempio P(M IS) con P(SIM)), altr-imenti applicando il 
teorema di Bayes combinerete solo pasticci. 
Le definizioni di probabilità im]Jlicano ovviamente: 

P(PIS) + P(NIS) = l. 
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P(PIM) + P(NIM) = l. 
È anche ovvio che per un test ideale si deve avere: 

P(PIS) = O, 

P(PIM) =l. , 

P(NIS) = l. , 

P(NIM) =O . 

n pToblema richiede il calcolo della probabilità P(MIP) di essere malati con
dizionata dalla positività del test. Applicando il t eoTema di Bayes (1.36) e 
tenendo presente che dai dati risulta che le probabilità non condizionate di 
esser·e sani o malati valgono rispettivamente P(S) = .99 e P(M) = 0.01, 
otteniamo: 

P(PIM)P(M) 
P(MIP) = P(PIM)P(M) + P(PIS)P(S) 

l x 0.01 = 0.168 
l x 0.01 + 0.05 x 0.99 , 

pari ad una probabilità di circa il 17%. 
n risultato (una probabilità così bassa con il test positivo) può sembrare a 
prima vista paradossale. Per aiutare la vostra intuizione, vi invitiamo ad esa
minare la Fig. 1. 6, che mostra un metodo grafico equivalente alla applicazione 
del teorema di Bayes. Se 100 persone vengono sottoposte al test, mediamente 
99 saranno sane ed una sola malata; il test, applicato ai 99 sani, fallirà nel 
5% dei casi e segnalerà 0.05 x 99 = 4.95 ~ 5 casi positivi; a questi va aggiun
to il caso di malattia correttamente diagnosticato. In definitiva, avremo una 
sola persona effettivamente malata su un totale di 6 test positivi: 

l 6 = 16.67% , 

dove la piccola differenza con il calcolo esatto è dovuta solo agli arrotonda
menti. 
Spesso i medici in questi casi fanno ripetere il test. Se il risultato è negativo, 
allora la persona è sana, per·ché il test consider·ato in questo esercizio non 
può mai sbagliar·e su persone malate. Se il test risulta ancora positivo, allora 
occorre calcolar-e, in base alla (1 .29), la pr-obabilità di un test doppiamente 
positivo su un sano: 

P(PPIS) = P(PIS) P(PIS) = (0.05)2 = 0.0025 , 

che vale il 2.5 per mille, e quella P(PPIM) = l di un test doppiamente 
positivo su un malato (che ovviamente vale sempre 1) ed applicare ancora il 
teorema di Bayes: 

P(M IPP) 
P(PPIM)P(M) 

P(PPIM)P(M) + P(PPIS)P(S) 
l x 0.01 

l x 0.01 + 0.0025 x 0.99 = 0·802 ~ 80% . 
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POSITIVI l 
5 

malati/positivi = 1/6 = 17 % 

Fig. 1.6. Illustrazione grafica del teorema di Bayes nel caso di un test inefficiente 
al 5% sui sani per una malattia di frequeuza pari all 'l% 

Come vedete, nemmeno due test positivi bastano in questo caso per essere ra
gionevolmente certi della malattia. Potete calcola1·e da voi che questa certezza, 
nel caso considerato, la si ha solo dopo ben tre test consecutivi (circa il 99%). 
L 'esempio mostr-a quanto si debba essere cauti con i test che possono risul
tare positivi anche su persone sane. Il caso opposto si ha con i test che sono 
sempre negativi sui sani ma non sempre sono positivi sui malati. In questo 
caso il test positivo dà la certezza della malattia, mentre il test negativo crea 
incertezza. Vi sono anche i casi in cui i test hanno una efficienza limitata 
sia sui sani sia sui malati. In tutti questi casi il teorema di Bayes permette 
di calcolare con esattezza le probabilità di interesse. Provate ad inventarvi dei 
casi (oppure a chiedere a un medico qualche esempio concreto) e a risolvere 
da soli il p1·oblema. 

Esercizio 1.5 
Un insieme di sintomi A1,Az,A3 ,A4 può essere collegato a tre malattie H1, 
Hz , H3, che, in base ai dati epidemiologici, hanno una frequenza relativa 
Tispettivamente dellO%, 30% e 60%. Le pTobabilità relative sono pertanto: 

P (H3) = 0.6. (1.37) 

Sempre in base ai dati epidemiologici, risulta che l'occorrenza dei sintomi 
nelle tre malattie segue la tabella: 



30 Capitolo l. La probabilità 

A1 A2 A3 A4 
H1 .9 .8 .2 .5 
Hz .7 .5 .9 .99 
H3 .9 .9 .4 .7 

dalla quale risulta, ad esempio, che il sintomo A2 si presenta nell'SO% dei 
casi nella malattia H 1 , il sintomo A4 si presenta nel 70% dei casi nella ma
lattia H3 e così via. 
Un paziente presenta solo i sintomi A1 e A2 . Quale tra le tre malattie 
considerate è la più probabile? 

Risposta. Per applicare il teorema di Bayes occon·e innanzitutto definire il 
paziente come un evento A tale che 

e calcolare le probabilità di questo evento, condizionate dalle tre malattie 
(ipotesi} H1, H2, H3 come: 

(i= 1,2,3). 

In base ai dati della tabella, facendo corrispondere ai sintomi assenti le 
probabilità complementari, otteniamo: 

P(AIH1) = .9 x .8 x .8 x .5 = 0.288, 

P(AIH 2) = .7 x .5 x .l x .01 = 0.00035 , 

P(AIH3) = .9 x .9 x .6 x .3 = 0.1458 . 

La malattia più probabile sembra la H 1 , ma non abbiamo ancora tenuto conto 
delle frequenze epidemiologiche (1.31}; qui sta il punto cr-uciale per la com
prensione del teorema di Bayes! 

Applichiamo pertanto la ( 1. 36) e otteniamo finalmente le probabilità per 
ognuna delle tre malattie (notate che la somma dà 1, grazie al denomi
natore della formula di Bayes, che ha proprio la funzione di fattore di 
nonnalizzazione): 

P(H1 IA) = 0.288 x 0.1 + 0.~;08385xx 00~3 + 0.1458 x 0.6 = 0·2455 ' 

0.00035 x 0.3 
P(H2 IA) = 0 .288 x 0.1 + 0.00035 x 0.3 + 0.1458 x 0.6 = 0·0009 ' 

P(H lA) = 0.1458 x 0.6 =O 7456 3 0.288 x 0.1 + 0.00035 x 0.3 + 0.1458 x 0.6 . . 

Risulta pertanto una diagnosi che propende per la malattia H3 , che ha una 
probabilità di circa il 75%. 
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Fig. l. 7. Illustrazione grafica del teorema di Bayes nel caso di 3 malattie con dei 
sintomi comuni 

I codici di calcolo per la diagnosi automatica fanno in genere largo uso del 
teorema di Bayes. 

La soluzione del problema può anche essere tr·ovata pe1' via grafica come 
mostrato in Fig. 1. 7: poiché vi sono probabilità piccole, in figura si conside
rano 100 000 ammalati, che vengono ripartiti secondo le tre malattie in base 
alle frequenze epidemiologiche 0.1, 0.3, 0.6; applicando a questi tre gruppi di 
ammalati le probabilità dell'insieme di sintomi A (0.288, 0.00035, O, 1458), 
si ottengono i numeri finali 2880, 10, 8748. Si arriva anche in questo mo
do, a meno degli arrotondamenti, al risultato fomito dalla formula di Bayes. 

1.8 l'approccio bayesiano 

I due esercizi del paragrafo precedente non si sarebbero potuti risolvere sen
za l'informazione a priori sulla percentuale sani/ammalati e sulle frequenze 
epidemiologiche delle tre malattie H1, H2 , H3 . 

L'approccio bayesiano estende l'utilizzo della formula di Bayes anche ai 
casi in cui le probabilità iniziali non sono note con ragionevole certezza. In 
questi casi si utilizza la (1.36) per modificare, sulla base dei dati ottenuti, 
le probabilità iniziali di ipotesi P(Hi) valutate in modo soggettivo in accordo 
con l'affermazione 1.2. 

Indicando con l'evento generico "dati" il risultato di una o più prove 
(esperimento), nell'approccio bayesiano si applica la (1.36) come segue: 
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P(Hkldati) = :(datiiHk)P(Hk) 

L P(datiiHi)P(Hi) 
i= l 

(1.38) 

Le probabilità P(Hkldati) così ricavate vengono poi sostituite alle P(Hk) 
nel termine a destra della (1.38) ed il calcolo può essere ripetuto in modo 
iterativo: 

Pn(Hk iE) = :(EniHk)Pn-1 (Hk) 

L P(EniHi)Pn-1 (Hi) 
i= l 

(1.39) 

dove En indica l'evento n-esimo. Nell'esempio che segue, le probabilità 
P(Eni Hk) restano costanti. 

Esercizio 1.6 
Un'ttrna contiene 5 biglie, bianche e nere, in proporzione sconosciuta. Assu

mendo uguale probabilità P(Hi) = 1/6 per le 6 ipotesi di partenza possibili, 
scritte con ovvia notazione come: 

Hi = (b, n) =: { H1 = (5, O), H2 = (4, 1), H3 = (3, 2), 
H4 = (2, 3), H5 = (1, 4), H6 = (0, 5) , 

calcolare le 6 p1·obabilità P(Hildati) nel caso si siano estratte, con reimmis
sione nell'urna, n = l , 5, l O biglie nere consecutive. 

Risposta. L 'esercizio si risolve facilmente definendo l'evento "dati"= E = 
En come l'estrazione di una biglia nera, tdilizzando, per le probabilità a priori 
P(EIHk) = P(E,liHk) , i valori: 

P(neraiHl) =O, P(ueraiH2) = 1/5, P(ueraiH3) = 2/5, 
P(neraiH4) = 3/5, P(ueraiHs) = 4/5, P(ueraiH6) = l 

ed applicando in modo iterativo la {1.39). Si ottiene la Tab. 1.2, da cui si 
vede che, aumentando il numero di palline nere estratte consecutivamennte, 
l'ipotesi H6 {5 biglie nere) diventa sempre più probabile. 

È cruciale notare che questo problema non è stato risolto in puro ambito 
frequentista, perché si è fatto ricorso alle probabilità a priori (soggettive e ar
bitrarie) P(Hi) = 1/6 (i= l, 2, ... , 6) per le ipotesi iniziali. Questa maggiore 
flessibilità si paga però con un certo margine di ambiguità, perché con ipotesi 
iniziali diverse, si sarebbero ottenuti risultati diversi, come nei problemi 1.12 
e 1.13. Per fare esperimenti numerici col problema dell'urna, potete anche 
copiare dal nostro sito [64]la routine Bayes . 

n dilemma "maggiore flessibilità di applicazione ma ambiguità dei risul
tati" è spesso al centro di accesi dibattiti, come in [48]. 

L'esempio appena visto è quindi fondamentale per comprendere la diffe
renza tra l'approccio frequentista e quello bayesiano: 
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Tabella 1.2. Calcolo delle probabilità a posteriori Pn(H in • ) a partire da proba
bilità a priori tutte uguali nel caso di estrazioni consecutive di n biglie nere da 
tm'urna contenente un insieme di 5 biglie bianche e nere 

ipotesi If1 Ii2 Hs H1 Ifs HG 
tipo d i urna 00000 oooo e ooo ee oo ••• o•••• ••••• 
P(H;) a priori 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 
Pn(Hi ln = l • ) o 0.07 0.13 0.20 0.27 0.33 
Pn(Hiln = 5 • ) o. 0.00 0.01 0.05 0.23 0.71 
Pn(Hiln = 10 • ) o. 0.00 0.00 0.00 0.11 0.89 

• approccio frequentista (adottato in questo testo): non si assumono proba
bilità arbitrarie di tipo soggettivo per le ipotesi. Non si possono quindi mai 
determinare probabilità di ipotesi del tipo P(Hjdati) = P(ipotesildati) . 
Per una soluzione frequentista dell 'esercizio appena visto potete andare a 
vedere più avanti, a pag. 189, l'esercizio 6.4. 

• approccio bayesiano: si determinano probabilità del t ipo P(ipotesildati) 
che dipendono, tramite la (1.38), sia dai dati ottenuti durante le prove sia 
dalle probabilità di ipotesi iniziali assunte in modo arbitrario. 

1.9 Problemi 

1.1. Il gioco di Monty Hall prende il nome dal conduttore di un gioco televisivo 
che nel 1990 fece discute1·e di probabili tà milioni di americani. n concorrente viene 
messo davanti a tre porte, dietro una delle quali c'è un'auto nuova. Il concorrente 
sceglie una porta, che rimane chiusa. Monty apre una delle due porte non scelte, 
dietro alla quale non c'è l'auto (operazione sempre possibile). A questo punto al 
concorrente viene chiesto se intende mantenere la prima porta scelta oppure cam
biare scegliendo l'altra porta rimasta chiusa. Conviene cambiare, non cambiare o 
la scelta è indifferente? 

1.2. Nel gioco del bridge un mazzo di 52 carte viene suddiviso in 4 gruppi di 13 
carte e distribuito a 4 giocatori. Calcolare la probabilità che 4 giocatori che fanno 
100 pru·tite al giorno per 15 miliardi di aruù (l'età dell 'universo) possano giocare la 
stessa partita. 

1.3. Una macchina è composta da tre elementi, che si possono guastare indi
pendentemente l'uno dall 'altro. Le probabili tà di funzionamento dei tre elementi 
durante un tempo fissato T sono: P1 = 0.8, P2 = 0.9, P3 = 0.7. La macchina si 
ferma per un guasto al primo elemento oppure per un guasto al secondo e al terzo 
elemento. Calcolru·e la probabilità P che la macchina funzioni entro T. 

1 .4. Una macchina è composta da quattro elementi aventi tutti la stessa. proba
bilità p = 0.8 di funzionan1ento entro un tempo T. La macchina si ferma. per un 
guasto contemporaneo agli elementi l e 2 oppure per un guasto contemporaneo agli 
elementi 3 e 4. a) Disegnate lo schema di flusso di funzionan1ento della macchina e 
b) calcolatene la probabilità P di funzionamento entro T. 
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1.5. Calcolare la probabilità di ottenere almeno un 6 lanciando 3 dadi. 

1 .6. Un lotto contenente 10 pezzi viene sottoposto ad un controllo di qualità che 
accetta l'intero lotto se tre pezzi scelti a caso sono tutti buoni. Calcolare la proba
bilità P che il lotto venga scartato nel caso vi siano a) un pezzo difettoso oppure 
b) quattro pezzi difettosi. 

1.7. n famoso problema dell 'incontro: due amici x e y decidono di incontrarsi in 
un certo luogo tra le 12 e le 13, scegliendo casualmente il tempo di arrivo. X arriva, 
aspetta dieci minuti, poi se ne va. Y fa come X, ma aspetta 12 minuti. Qual è la 
probabilità P che X e Y si incontrino? 

1.8. n problema del trigger, comune in fisica: un sistema fisico emette in modo 
aleatorio gli eventi A e B con probabilità del 90% e del 10% rispettivamente. Un 
apparato, che intende selezionare gli eventi "buoni" B , dà in consenso alla regi
strazione (innesco o trigger) il 5% delle volte per gli eventi A, nel 95% dei casi 
per gli eventi B . Calcolare la percentuale di eventi accettata dal trigger P(T) e la 
percentuale P(BIT) di eventi di tipo B tra quelli accettati. 

1.9. Valutare la probabilità P{X ::; Y} che in una prova, in cui si estraggono a 
caso in modo uniforme due coordinate O::; X, Y ::; l, si ottengano i valori x ::; y. 

1.10. 'fre ditte elettroniche A, B e C forniscono di componenti identici un labo
ratorio. Le percentuali di forn itura sono il 20% per A, il 30% per Be il 50% per C. 
La percentuale di componenti difettosi dei tre fornitori é il 10% per A, il 15% per 
B ed il 20% per C. Qual è la probabilità che un componente scelto a caso risul ti 
difettoso? 

1.11. Un certo t ipo di pilastro ha il carico di rottura R compreso uniformemente 
tra 150 e 170 kN. Sapendo che esso è sottoposto ad un carico aleatorio C distribuito 
uniformemente tra 140 e 155 kN, calcolare la probabilità di rottura del pilastro. 

1.12. Risolvere l'esercizio 1.6 per n= 5 biglie nere estratte, con le seguenti pro
babilità iniziali (di tipo binomiale): P (H1) = 0.034, P(H2) = 0.156, P(H3 ) = 
0.310, P(H4) = 0.310, P(Hs) = 0.156, P(H6) = 0.034 

1.13. Assumendo che un amico sia baro od onesto con il 50% di probabilità, 
trovare la probabilità a posteriori che l'amico sia un baro dopo che egli è risultato 
vincitore a testa o croce per n = 5, 10, 15 volte consecutive. 



2. Rappresentazione dei fenomeni aleatori 

2.1 Introduzione 

"La scienza è il corollario della convinzione 
che l'universo sia algoritmicamente comprimi
bile, e l'attuale ricerca di una teoria di ogni co
sa è l'espressione ultima di questa convinzio
ne che esista una rappresentazione abbreviata 
della logica sottostante alle proprietà dell'uni
verso, e che gli esseri umani possano scrivere 
per esteso, in forma fì11ita, questa. rappresen
tazione. " 
Jobn D. Barrow, "Tc:OftJJ:: OJ::L 'l'U'l'TO" . 

Inizieremo questo capitolo definendo meglio il formalismo, la notazione e la 
terminologia che ci accompagneranno per tutto il resto del testo. Questo è 
un passo molto importante, senza il quale si espone il lettore al rischio di 
fraintendere il significato di gran parte delle formule di base della probabilità 
e della statistica. 

Proseguiremo illustrando la rappresentazione degli eventi in istogram
mi, che è quella più conveniente per un adeguato sviluppo della teoria, sia 
probabilistica che statistica, e quella più vicina alle applicazioni. 

La scelta della rappresentazione in istogrammi ci porterà a definire subito 
il primo tipo di distribuzione importante, quella binomiale, mentre le altre 
distribuzioni saranno studiate successivamente nel cap. 3. 

Nel nostro sito http: l /www . springer . it/libri~ibro. asp?id=242 si 
trova una breve guida all'uso del software libero SCILAB [73], nato in am
biente scientifico, che fornisce parecchie routine di utilità in campo statistico 
e matematico e che consente all'utente, con un linguaggio semplice ed intuti
vo, di scrivere ed eseguire con estrema facilità le proprie routine (tutte quelle 
utilizzate nel testo si trovano nel nostro sito web). 

Raccomandiamo quindi ai lettori di installare SCILAB sul proprio calco
latore, di copiare le nostre routine e di cercare, d 'ora in poi, di affiancare allo 
studio del testo gli esercizi con SCILAB che verranno via via suggeriti. 

Questo consentirà di sfruttare da subito le eccezionali possibilità che il 
calcolatore offre nella verifica e nella applicazione delle leggi fondamentali 
della probabilità, della statistica e della simulazione. 
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2.2 Variabili aleatorie 

Avendo presente le definizioni 1.5, 1.6 e 1.7 del capitolo precedente, con
sideriamo uno spazio di probabilità E = ( S, :F, P) e siano a E A ç S i 
risultati di una generica prova che realizza l'evento A della eT-algebra :F. Ad 
ogni elemento a associamo un numero reale mediante una corrispondenza o 
funzione 

X: S ~ (-oo,+oo), ovvero X(a) =x. (2.1) 

Si dice variabile aleatoria o casuale una variabile che segue la 

Definizion e 2.1 (Variabile aleatoria o casuale) . Una variabile aleatoria 
X(a) è una funzione avente come dominio lo spazio S, come codominio la 
retta reale e tale che l 'insieme degli elementi a per i quali vale la relazione 

X(a) ~x (2.2) 

è un evento per ogni x E ~. 

Fate attenzione perché abbiamo compiuto un passo concettuale importante: 
la variabile aleatoria è definita come una corrispondenza o funzione che porta 
dallo spazio campionario ali 'asse reale. Ovviamente, sarebbe più appropria
to parlare di funzione aleatoria invece che di variabile, ma questa infelice 
terminologia si è ormai definitivamente consolidata. 

Se a1 E A1 e a2 E A2 sono elementi di due insiemi (eventi) di :F, in 
base alla (1.6) anche l'elemento a E (A2 - A1) apparterrà ad un insieme 
(evento) del campo. Se ora X(al) ~ X1 e X(a2) ~ x2, (A2 - A1) sarà l'evento 
corrispondente all'insieme numerico 

X1 < X(a) ~ X2 ovvero x 1 <X~ x2 . (2.3) 

Se la variabile aleatoria fa corrispondere agli eventi un insieme di numeri 
reali, dalla definizione 2.1 e dalla (1.5) discende che anche l 'insieme 

00 l n {a: Xo - n < X(a) ~ Xo} ={a: X(a) = xo} ={a: x = xo} (2.4) 
n=k 

dove xo è un numero reale, è un evento. Prendiamo come esempio l'esperi
mento consistente nella estrazione di una biglia numerata nel gioco del lotto. 
Secondo il formalismo appena introdotto la (2.2) diventa: 

ESTRAI E LEGGI (biglia) ~ numero intero . 

n dominio di questa legge è l'insieme delle biglie, il codominio un sottoinsieme 
dell'asse reale e la vru·iabile aleatoria è definita come "estrazione a caso di una 
biglia e lettura del numero". 

In generale, se ~ è un qualunque sottoinsieme del! 'asse reale, rappresen
tabile come unione (somma) , intersezione (prodotto) o differenza di intervalli, 
è facile convincersi che anche l'insieme numerico 
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X(a) E lRo 

può essere associato ad una a--algebra :F. In breve, diremo che 

{a : X(a) E !Ro} (2.5) 

è w1 evento. 
Riassumendo, nel testo useremo la notazione: 

{X~ xo} , {X~ xo} , {x1 ~X~ x2}, {X E JRo}, (2.6) 

per indicare un insieme A E :F di elementi [a] ottenuti dalle prove speTimen
tali (non un insieme di numeri reali!) per i quali la funzione X(a) soddisfa la 
condizione numerica espressa entro parentesi graffa. La probabilità 

P(A) == P{X(a) E IRa} (2.7) 

è detta legge o distribuzione di X. Essa è un applicazione IRo --+ P{X(a) E 
IRo} che ad ogni sottoinsieme !Ro ç lR associa la probabilità che X prenda 
valori appartenenti ad !Ro . La legge è una funzione definita su un insieme. 
Essa può essere messa in corrispondenza con combinazioni lineari di somme 
o integrali di funzioni, che sono più facili da trattare. Queste sono le funzioni 
cumulative o di ripartizione e le funzioni di densità, che definiremo tra poco. 

Nel testo considereremo probabilità per le quali vale la condizione 

P{X == ±oo} == O . 

Si noti che questa proprietà non esclude che la variabile assuma valori infiniti; 
tuttavia si richiede che il valore della probabilità di questi eventi sia nullo. 

Queste considerazioni sono molto importanti e vanno tenute sempre pre
senti nella lettura del seguito. Su altri testi è possibile trovare, invece della 
(2.2), la notazione 

x(a) ~x, 

o altre forme equivalenti . Noi useremo, per indicare le variabili aleatorie, le 
lettere maiuscole (in genere le ultime) e riserveremo le lettere minuscole per 
rappresentare i particolari valori numerici ottenuti in una prova; nei pochi 
casi in cui avremo conflitti di notazione useremo per le variabili aleatorie 
le lettere maiuscole in grassetto (X). Inoltre, per capire a cosa ci riferiamo 
dovrete fare attenzione alle parentesi: l 'espressione { ... } indicherà sempre un 
insieme definito nello spazio campionario, corrispondente all'insieme di valori 
reali indicato all'interno delle parentesi graffe. 

Le notazioni che utilizzeremo sono riportate in Tab. 2.1. È essenziale 
capire bene la differenza t ra la notazione maiuscola e minuscola: 

• X indica la variabile aleatoria, che può assumere un insieme finito o infinito 
di valori nwnerici possibili, prima di una o più prove; 
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Tabella 2.1. Confronto tra la notazione usata nel testo ed altre notazioni correnti 

significato 
risultato di una prova 
il risultato è un evento 
variabile aleatoria 
Se a E A, X E IRQ 
Probabilità P(A) 
codominio reale di X (a) 
operatore su una 
variabile aleatoria 
valore atteso 
varianza 

notazioni del testo 
a 
a E A 
X(a) =x 
{X E lRo} 
P{X ERo} 
spettro 

O[X] 
E[X] , (X) 
Var[X] 

altre notazioni 
a 
a E A 
x(a) =x 
{xEIRo} 
P{x E IRo} 
codominio, coinsieme 

O[x], O(X) 
E(x), E(X) 
Var(x] , u 2 (X) 

• x è un numero, cioè un particolare valore numerico assunto da X dopo una 
ben determinata prova. La n-upla di valori (x1,x2, . . . , xn) è l'insieme di 
valori assunti da X in un campionamento. 

È importante notare che la variabile aleatoria deve essere definita su tutti gli 
elementi dello spazio campionario S. Sia dato ad esempio uno spazio (S, :F, P) 
e sia A un evento con probabilità p, ovvero P(A) = p. È naturale allora 
definire la funzione X, detta funzione o variabile indicatrice tale che: 

X(a) =l se a E A, X(a) = O se a E A . (2.8) 

X è una variabile casuale, perché 

• se x< O a X~ x corrisponde l'insieme vuoto 0; 
• se O~ x< l a X~ x corrisponde l'insieme A; 
• se x ~ l a X ~ x corrisponde lo spazio campionario A U A = S. 

Poiché, per le proprietà della <T-algebra :F, se A è un evento lo sono anche 
gli insiemi 0, A ed S, la X soddisfa alla definizione 2.1 ed è pertanto una 
variabile aleatoria. 

Su uno stesso spazio di probabilità si possono definire più variabili aleato
rie. Ad esempio, se lo spazio campionario è formato da un insieme eli persone, 
la variabile aleatoria X(a) può essere il peso della persona e la variabile Y(a) 
la statura. Avremo anche spesso a che fare con funzioni di una, due o più 
variabili aleatorie, del tipo 

Z = j(X, Y). (2.9) 

n dominio di z sono gli elementi dello spazio campionario s, poiché per 
definizione X = X(a) e Y = Y(b) con a,b E S, per cui si ha anche Z = 
f(X(a), Y(b)) . Dato che X(a) =x e Y(b) = y è possibile associare aZ anche 
una funzione "tradizionale" con dominio e codominio in campo reale: 

z = f(x,y). 
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Dalla discussione fatta finora dovrebbe esservi chiaro che la variabile aleatoria 
crea una corrispondenza tra unioni o intersezioni numerabili, differenze e 
complementi di insiemi di S (campo :F) ed intervalH del campo reale. È allora 
possibile dimostrare (ma è abbastanza intuit ivo) che se, per ogni z reale, la 
disuguaglianza f(x, y) :::; z è soddisfatta da unioni, intersezioni numerabili 
o differenze di intervalli reali delle variabiH x e y, allora anche la variabile 
Z della (2.9) è una variabile aleatoria che obbedisce alla definizione 2.1 [2), 
[63). Se le variabili di partenza X e Y sono varìabiH aleatorie definite sullo 
stesso spazio di probabilità, questo avviene per tutte le funzioni f(X, Y, .. . ) 
che tratteremo in seguito, così che supporremo sempre, da ora in poi, che 
funzioni di variabile aleatoria siano anch'esse variabili aleatorie. 

È importante capire bene la differenza tra Z = f(X, Y) e z = f(x , y) . 
Consideriamo ad esempio la somma 

Z=X + Y 

e i r isultati di due prove 

La variabile aleatoria Z indica un possibile insieme di risultati ( z1 , zz, .. . ) che 
sono gli esiti di Z in un esperimento consistente in una serie di prove in cui 
si fanno accadere X e Y e poi si sommano i risultati. Invece, z1 rappresenta 
il valore di Z ottenuto nella prima prova, zz quello ottenuto nella seconda ed 
analogamente per X e Y. 

L'indipendenza tra eventi comporta anche quella tra variabili aleatorie: 

Definizione 2.2 (Variabili aleatorie indipendenti) . Se le variabili alea
torie Xi, (i = l , 2, ... , n) sono definite sullo stesso spazio di probabilità e gli 
eventi {Xi E Ai}, (i = l, 2, ... , n) sono indipendenti secondo la definizione 
1.1 O per ogni scelta possibile degli intervalli Ai E ~ , dalla ( 1. 21) si ha: 

(2.10) 

Si dice in questo caso che le variabili X i sono stocasticamente indipendenti. 

Nel seguito diremo semplicemente che le variabili sono indipendenti, avendo 
però cura di distinguere, quando necessario, questa indipendenza da quella di 
tipo matematico, come la dipendenza (o indipendenza) lineare, che implica 
l'esistenza (o meno) di equazioni lineari tra le variabili. 

Per finire, un'ultima definizione: 

D efinizione 2.3 (Spettro). Chiameremo spettro il codominio reale della 
variabile aleatoria X(a) . Se il codominio è un insieme numerabile, diremo 
che lo spettro è discreto, quando i valori possibili sono su tutto IR o su unioni 
di intervalli di IR, diremo che lo spettro è continuo. 
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Una variabile X a spettro discreto verrà chiamata variabile aleatoria discreta, 
una variabile a spettro continuo variabile aleatoria continua. Sappiamo bene 
che il termine spettro in matematica si usa in altri contesti, come nella teoria 
delle trasformate; tuttavia, è abbastanza usuale, tra fisici e ingegneri, nella 
attività di ricerca o di laboratorio, dire che "si studia o si rappresenta lo 
spettro", non "il codominio" della variabile casuale che si sta esaminando. Vi 
sono inoltre campi della fisica, come la spettroscopia atomica o nucleare, dove 
si studiano proprio le probabilità degli stati energetici, discreti o continui, che 
un sistema fisico può assumere. Poiché nel seguito l'uso del termine spettro 
non causerà confl itti di sorta, abbiamo deciso di mantenere questa dizione. 
La legge o distribuzione (2.7) associa una probabilità a valori (o insiemi di 
valori) dello spettro. 

2.3 Funzione cumulativa o di ripartizione 

La legge o distribuzione di una variabile aleatoria viene solitamente espressa 
in termini della funzione cumulativa o di ripartizione, che dà la probabilità 
che la variabile aleatoria assuma valori minori o uguali di un certo valore 
assegnato x. 

Defin izione 2.4 (Funzione cumula tiva o di ripartizione) . Se X è 
una variabile aleatoria, continua o disc1·eta, la funzione cumulativa o di 
ripartizione 

F(x) = P{X:::; x} (2.11) 

rappresenta la probabilità che X assuma un valore non superiore ad un valo
re assegnato x. Le funzioni cumulative verranno sempre indicate con lettere 
maiuscole. 

Si noti che x non deve necessariamente fare parte dello spettro di X; ad 
esempio, nel caso del lancio di un dado, dove X = 1,2, 3,4,5, 6: 

F(3.4) = P{X :S 3.4} = P{X :S 3} = F(3) . 

Se x1 < x2, gli event i {X :::; x 1} e {x1 < X :::; x2} sono incompatibili e la 
probabilità totale dell'evento {X:::; x2} è data dalla (1.10): 

P{X:::; x2} = P{X:::; xt} + P{x1 <X:::; x2} , 

da cui, in base alla (2.11): 

(2.12) 

Ricordando che la probabilità è una quantità non negativa, abbiamo quindi 
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Se Xmax e Xmin rappresentano rispettivamente il massimo e il minimo dei 
valori assunti da X , dalla (1.13) e dalla definizione (1.9) risulta: 

F(x) 

F(x) 

O per x < Xmin , 

00 

LP(Xi) =l per x 2: Xma.'< . 

i = l 

(2.13) 

(2.14) 

Risulta anche, per costruzione, che F(x) è continua a destra, cioè continua in 
ogni punto x se ci si avvicina da destra. Questo fatto dipende dalla posizione 
del segno di uguale che compare nella (2.12): 

lim [F(xz)- F(x1)] = P{ X= xz} , 
X! --+:t2 

lim [F(x2) - F(x1)] O (continuità destra) . 
X2--+X 1 

(2.15) 

(2.16) 

Si può dimostrare che ogni funzione cumulativa o di ripartizione soddisfa alle 
proprietà 

lim F(x) =O, 
:t--+- oo 

lim F(x) = l , 
:t--++ oo 

(2.17) 

è non decrescente e continua a dest ra. Viceversa, se una funzione soddisfa 
queste proprietà, essa rappresenta la funzione cumulativa di una variabile 
aleatoria. Per dettagli matematici sulla dimostrazione potete consultare [2]. 

Notiamo anche che dalla (2.11) si calcola facilmente la probabilità di 
ottenere valori maggiori di un limite assegnato x: 

P{ X> x}= l - F(x) . (2.18) 

La funzione cumulativa F(x) permette di definire una grandezza che useremo 
spesso nel seguito: 

D efinizione 2. 5 ( Quantile) . Si chiama quantile di or·dine et il più piccolo 
valore Xa che verifica la disuguaglianza: 

P{X ~ Xa } = F(xa) 2: et . (2.19) 

La disuguaglianza 2: nella {2.19) tiene conto del fatto che, per variabili di
screte, F(xa) può non coincidere con et quando questo valore viene assegnato 
a priori. Nel caso di variabili continue, F(xa) =et e il quantile è il valore x 
che ha come pedice la probabilità di osservare valori in ( -oo, x] . 

Ad esempio, se P{X ~ Xa} = F(xa) = 0.25 , si può dire che Xo.zs è il quantile 
0.25 ; se i valori et sono dati in percentuale, si dice anche che x è il 25-esimo 
percentile, oppure che x ha un valore tra il secondo e terzo decile, oppure tra 
il 20% e il 30%. 
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2.4 La rappresentazione dei dati 

La rappresentazione più usata per trattare campioni di dati provenienti da un 
esperimento è detta istogramma. Nel caso di una variabile aleatoria discreta, 
l'istogramma si costruisce come segue: 

• sull'asse x si riporta lo spettro di X; 
• sull'asse y si riporta il numero di volte che ogni valore dello spettro è 

comparso nel corso dell'esperimento. 

Consideriamo un esperimento consistente in 100 prove, ogni prova essendo 
costituita dal lancio di 10 monete. Definiamo l'evento come il risultato di un 
lancio (fila ordinata di teste e croci) e sia X il numero di teste ottenuto; lo 
spettro di X è dato dagli 11 numeri interi O, l, 2, ... , lO. Ad ognuno di que
sti valori corrisponderà un numero, limitato tra O e 100, dato dal numero 
di volte che il valore (cioè quel numero di teste) si è presentato nelle 100 
prove dell 'esperimento. Se riportiamo in ascisse lo spettro dell'evento ripor
tato nella prima colonna della Tab. 2.2 e in ordinate i risultati ottenuti in un 
esperimento reale, riportati nella seconda colonna della Tab. 2.2, otteniamo 
l'istogramma di Fig. 2.1. n numero di eventi ottenuti con valore dello spettro 

Tabella 2.2. Risultati di un esperimento reale costituito da 100 prove, ognuna 
consistente nel iancio di 10 monete da 50 lire. La seconda colonna riporta. il numero 
di prove in cui si è ottenuto il numero di teste riportato in prima colonna. La terza 
colonna riporta. le frequenze empiriche ottenute semplicemente dividendo pe1· 100 i 
valori della seconda colonna, la quarta. colonna riporta le frequenze cumulative 

spettro n. di fre- frequenze 
(n. teste) prove quenza cumulative 

o o 0.00 0.00 
l o 0.00 0.00 
2 5 0.05 0.05 
3 13 0.13 0.18 
4 12 0.12 0.30 
5 25 0.25 0.55 
6 24 0.24 0.79 
7 14 0.14 0.93 
8 6 0.06 0.99 
9 l 0.01 1.00 

10 o 0.00 1.00 

Xi, si indica con n(xi)- Poiché Xi viene detto canale dell'istogramma (bin), 
si dice anche che n(xi) corrisponde al numero n di eventi caduti nel canale 
i-esimo dell'istogramma. Sussiste pure l'ovvia relazione 

c 
L:: n(xi) =N, (2.20) 
i= l 
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Fig. 2.1. Due modi di istogrammare il numero di prove in cui si sono ottenute x 
teste nel lancio di 10 monete: i valori x dello spettro, compresi tra O e 10, sono 
riportati in ascissa; il numero di successi n(x), per ogni valore dello spettro, è 
riportato in ordinata, come un punto di coordinata x ; a) oppure come una barra 
larga quanto la distanza tra due valori dello spettro b). I dati, riportati anche in 
Tab. 2.2, si riferiscono ad un esperimento reale costituito da 100 prove 

dove C è il numero dei canali dello spettro discreto ed N il numero totale di 
eventi, ovvero delle prove effettuate nell'esperimento. Si dice anche che l'isto
gramma rappresenta un campione di N eventi. L'istogramma così costruito 
ha lo svantaggio di avere le ordinate divergenti con il numero delle prove, 
poiché n(xi) -+ oo per N -+ oo. Si rimedia a questo inconveniente rappre
sentando il campione come un istogramma normalizzato dove al numero di 
eventi n(xi) si sostituisce la frequenza 

f( ·) _ n(xi) 
xl - N . (2.21) 

Le frequenze relative all'esempio di Fig. 2.1 sono riportate nella terza colonna 
di Tab. 2.2. In questo modo, quando N -> oo, il contenuto dei canali resta 
finito e, in base alla (1.3), f (xi) tende alla probabilità p(xi) di cadere nel 
canale i-esimo dello spettro. L'equazione (2.20) diviene: 

c 
L f(xi) = l , (2.22) 
i= l 

che è detta condizione di normalizzazione. 
Le frequenze dell'istogramma possono venire rappresentate anche come 

frequenza cumulativa, indicata solitamente con lettera maiuscola: per il k
esimo canale essa si ottiene, come in Fig. 2.2, sommando i contenuti del 
k-esimo canale e di tutti i canali a sinistra e dividendo per il numero totale 
di eventi: 

(2.23) 
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o 2 4 6 8 l O 
Fig. 2 .2 . Istogramma del
le frequenze cumulati ve per i 
dati di Fig. 2.1 

La frequenza cumulativa Fk = F(xk) dà. la percentuale di valori x ~ Xk del 
campione sperimentale. Essa è il corrispondente "sperimentale" della funzione 
cumulativa (2.11) . 

Vediamo ora come sia possibile estendere la rappresentazione in istogram
mi anche al caso di variabili continue, che possono assumere valori su un 
qualsiasi intervallo [a, b] del campo IR dei numeri reali. 

Siano x i valori dello spettro continuo in esame e siano compresi in [a, b]. 
Dividiamo questo intervallo in parti uguali [x1 , xz) , [xz , X3), . . . , [xm- 1, Xm] di 
ampiezza Llx ed assegniamo ad ognuno di questi nuovi intervalli (canali o bin) 
un valore dato dal numero di eventi che hanno il valore dello spettro contenuto 
entro ]'intervallo. Dividendo per il numero eli prove effettuate, otteniamo 
l'analogo della (2.21): 

(2.24) 

Per N -t oo, in base alla (1.3) f(Llxk) -t p(Llxk), che è la probabilità 
di ottenere valori dello spettro compresi entro [xk- 1, xk], cioè nel k-esimo 
canale. La rappresentazione grafica di dati di variabili continue è in genere 
quella dell 'istogramma di Fig. 2.lb), per indicare che i valori sono distribuiti 
equamente entro tutto il canale; se si vuole utilizzare la rappresentazione 
dell 'istogramma di Fig. 2.la), l 'ascissa del punto è il valore centrale del canale. 

Per ottenere istogrammi al computer esiste la routine originale SCILAB 
histplot(n,data) , che esegue l'istogramma in n canali di un insieme di dati 

grezzi data. In alternativa, potete usare la nostra routine Histplote (n, data) 

che offre più opzioni statistiche (elencate nel commento al codice) . Se i dati 
sono già raggruppati in canali, va usata la routine Histfreqe (fre, xdata) , 

dove fre è il vettore delle frequenze n(x)jN o del numero di prove n(x) e 
xdata è lo spettro della variabile. Se fre e xdata hanno la stessa dimen
sione, xdata è interpretato come il valor medio del canale oppure come lo 
spettro di una variabile discreta; se xdata ha una posizione in più di fre , 
esso viene interpretato come il vettore degli estremi dei canali per una va-
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riabile continua. Ad esempio, per ottenere gli istogrammi di Fig. 2.1 e 2.2, 
basta scrivere ( x base O è una routine SCILAB che pulisce il display grafico) : 

fre = [O O 5 13 12 25 24 14 6 1 O]; 
xdata= [O 1 2 3 4 56 7 8 9 10]; 
Histfreqe(fre,xdata,points=1); // istogramma a punti di Fig. 2 . 1a) 
xbasc(); Histfreqe(fre,xdata); // istogramma a gradino di Fig. 2 . 1b) 
xbasc(); Histfreqe(fre,xdata,cum=1); // istogramma di Fig. 2.2 

2.5 Variabili aleatorie discrete 

Come abbiamo visto nella definizione 2.3, una variabile aleatoria X discreta 
prende a.l più una infinità numerabile di valori (x1 , X2, ... , x,) . Sappiamo 
anche, dalla (2.4) , che gli insiemi {X = xi} sono degli eventi. Possiamo 
allora definire l'analogo probabilistico della rappresentazione in istogrammi 
di frequenza, la funzione di densità di probabilità: 

D efin izione 2.6 (D ensità di probabilità p er variabili discrete). Data 
una variabile X discreta, la funzione p(x), che vale 

(2.25) 

in cor-rispondenza dei valori dello spettro di X e p( x) = O al di fuori di essi, è 
detta densità di probabilità, funzione di densità o, più semplicemente, densità. 

Questa funzione gode della importante proprietà di normalizzazione: 

00 00 ( 00 ) ~p(xi) = ~P{X =xi}= P ild{X =xi} = P(S) = l. (2.26) 

La conoscenza della densità permette il calcolo di leggi o distribuzioni 
statistiche del t ipo (2. 7): 

P(A) = P{X(a) E lRo} = L P { X =xi}= L p(xi) . (2.27) 
x; ERo x;ERo 

La funzione cumulativa o di ripartizione (2.11) si può quindi esprimere come: 

k 

P { X~ xk} = F(x, ) = L P(Xi) . (2.28) 
i= l 

Essa può essere vista come è il corrispondente probabilistico dell'istogram
ma delle frequenze cumulative (2.23). Un esempio di funzioni di densità e 
cumulativa (o di ripartizione) è mostrato in Fig. 2.3. 
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Fig. 2.3. Rappre
sentazione a barre 
della densità di pro
babilità binomiale 
p(x) = b(x; 10, 1/2) e 
corrispondente fun
zione cumulativa o 
di ripartizione F(x). 
Questa distribu
zione è il modello 
probabilistico per l'e
sperimento delle 10 
monete di Tab. 2.2. 
I dati sono riportati 
anche in Tab. 2.3 

Come sappiamo, la funzione cumulativa è definita per ogni x, non solo 
per i valori discreti assunti dalla variabile X . Quindi, nel caso di Fig. 2.3 e 
Tab. 2.3 abbiamo, ad esempio: 

F(6.4) = P{X::; 6.4} == P{X = 0, 1,2,3,4,5 oppure 6} = 0.625. 

F(x) presenta salti per i valori discreti di X di altezza pari a P{X =xi} e 
resta costante in [xk , Xk+l). La continuità a destra è indicata graficamente in 
Fig. 2.3 con i punti in grassetto a sinistra dei valori costanti in ordinata. 

L'importante relazione (2.12) può essere allora espressa in termini di 
densità con l 'uguaglianza: 

che permette di svolgere i calcoli probabilistici in termini di funzione di 
densità o di funzione cumulativa, come risulta più agevole. 

Esiste un modello di distribuzione per esperimenti del t ipo di quelli di 
Fig. 2.1 e Tab. 2.2? La risposta è affermativa: la distribuzione cercata, detta 
binomiale o di Bernoulli, è uno dei risultati più importanti del calcolo delle 
probabilità. 

2.6 la distribuzione binomiale 

Consideriamo una prova consistente in n tentativi e sia p la probabilità as
segnata a priori di ottenere l'evento desiderato (successo) in ogni tentativo. 
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Fig . 2.4. Rappresentazione a bar
re della distribuzione binomiale 
b(x; 10, 0.2) 

Si vuole trovare la probabilità dell'evento costituito da x successi nella pro
va considerata. n problema è pertanto ricondotto alla determinazione di una 
funzione b(x; n,p) dove (fate bene attenzione!) n e p sono parametri assegnati 
e b(x; n , p) è la probabilità dell'evento costituito da x successi. 

Consideriamo una serie di prove tutte costituite da x successi e n - x 
fallimenti, indicati rispettivamente con i simboli X e 0 : 

xxooox ... xo 
xooxoo ... ox 

xxooox ... xx 

In base alla legge (1.23) delle probabilità composte, se gli eventi sono indi
pendenti, la probabilità di ogni configurazione (riga) è la stessa ed è data dal 
prodotto della probabilità di ottenere x successi e (n - x) fallimenti, vale a 
dire 

p . p .. .. . (1- p) . (1 - p) . (I- p)= px (1- p)n- x. 

Quante configurazioni diverse (righe) sono possibili? Tante quante le combi
nazioni di n oggetti di cui x ed n - x uguali tra loro. Dal calcolo combinatorio 
sappiamo che questo numero è dato dal coefficiente binomiale (1.30): 

n! ( n ) 
x!(n- x)! 8 x · 

Dato che una prova che realizza l'evento desiderato fornisce una qualunque 
delle righe considerate, in base alla legge delle probabilità totali (1.17) le 
probabilità delle righe vanno tutte sommate per ottenere la probabilità finale 
dell 'evento. Abbiamo pertanto l'espressione finale della densità binomiale: 
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P{X =x successi} b( ) n! x(l )n-x = x; n, p = '( _ )'p -p x. n x . 

( ~ ) px(l - p)'~-x . (2.30) 

È importante ricordare sempre che questa distribuzione è valida se e solo se 
gll n tentativi sono indipendenti e la probabilità di successo in un tentativo 
è sempre costante e pari a p. 

La distribuzione binomiale, quando n = l , è detta anche di Bernoulli, a 
ricordo del matematico svizzero Jacques Bernoulli, che la formulò per primo, 
verso la fine del '600. Essa ha numerose applicazioni, come mostrato dagli 
esempi che seguono. 

Esercizio 2.1 
Calcolare la probabilità che in 10 tentativi con probabilità del20% si ottengano 
5 successi. 

Risposta. Dalla{2.30} si ha immediatamente: 

IO' 
b(5; 10, 0.2) = -,-·, (0.2)5 (0.8)5 = 0.0264 ~ 2.6% . 

5.5. 

Ripetendo questo conto per O ~ x ~ 10 e riportando in grafico le corrispon
denti probabilità, si ottiene la rappresentazione della distribuzione binomiale 
di Fig. 2.4. 

Le probabilità della distribuzione binomiale possono anche essere ottenute 
con la routine SCILAB bi nomial (p, n) . Ad esempio, per ottenere il grafico 
per punti della distribuzione di Fig. 2.4, basta scrivere: 

y=binomial(0.2 , 10) ; plot(y) ; 
poiché, se il vettore delle ascisse non è specificato, esso viene assunto per 
difetto come formato da interi positivi. 

Esercizio 2.2 
n 10% dei pezzi prodotti da una catena di montaggio è difettoso. Calcolare la 
probabilità che su 40 pezzi ne siano difettosi soltanto 2. 

Risposta. Dato che n= 40,p = 0.1 e x= 2: 

b(2; 10, 0.1) = ( ;o ) (0.1)2 (0.9)38 = o.I42 . 

Esercizio 2.3 
Assumendo che la probabilità di avere figli maschi e femmine sia la medesima, 
calcolare la probabilità di avere 5 figlie femmine. 
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Risposta. Dato che p= (l - p) = 1/2, n= 5, x= 5, si ha: 

b(5; 5, 0.5) = ( ~ ) 2-5 = 3.12 o 10- 2 
o 

Esercizio 2.4 
La probabilità che un bambino contragga la scarlattina in età prescolare è 
del 35%. Calcolare la probabilità che, in una prima classe elementare di 25 
alunni, 10 alunni abbiano già fatto la scarlattina. 

Risposta. Dato che p= 0.35, n= 25, x= 10, si ha: 

b(lO; 25, 0.35) = ( ~~ ) (0.35)10(0.65)15 = 0.141 . 

Possiamo ora confrontare l'esperimento di Tab. 2.2 e Fig. 2.1 con le previsioni 
del calcolo delle probabilità. Per fare questo basta calcolare le probabilità 
b(x; 10,0.5) per O :S x :S 10. Ovviamente, si suppone che le monete non siano 
truccate e che la probabilità di testa (o croce) sia costante e pari a 1/2. I 
risultati sono riportati in Fig. 2.3 e nella Tab. 2.3, dove si nota che fra le 
frequenze sperimentali e le probabilità teoriche vi sono sensibili differenze. 
Se esse fossero dovute solo alla dimensione limitata dell'esperimento (100 
prove), potremmo affermare che al limite, per un numero infinito di prove, si 
otterrebbero i valori dati dalla distribuzione binomiale. Si dice in questo caso 
che teoria ed esperimento sono in accordo entro le fluttuazioni statistiche. Se 
invece le differenze fossero dovute a un modello probabilistico sbagliato (il che 
avverrebbe nel caso di lanci correlati di monete, di monete con probabilità 
di testa o croce diversa da 1/2, o di monete dotate di memoria ... ) dovremmo 
parlare di differenze sistematiche e non statistiche tra teoria e modello. 

Chi ci può dire allora se le differenze in discussione sono fluttuazioni sta
tistiche o sistematiche? La statistica. Ci spiace, ma dovrete aspettare fino al 
cap. 6 per una interpretazione definitiva e soddisfacente della Tab. 2.2. Come 
vedete, senza nozioni di statistica, le quali non sono affatto intuitive, non si 
può interpretare correttamente nemmeno un esperimento veramente banale 
come il lancio delle monete! Se ci credete sulla parola, possiamo anticiparvi 
che le differenze tra distribuzione binomiale ed esperimento delle 10 monete 
sono fluttuazioni statistiche e che l 'accordo tra teoria ed esperimento è buono. 

2. 7 Variabili aleatorie continue 

Nel caso di variabili aleatorie che possono variare con continuità in un inter
vallo reale, finito o infinito, la definizione della funzione di densità va fatta 
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Tabella 2.3. Risultati dell 'esperimento di Tab. 2.2 confrontate con le previsioni 
della legge binomiale. Le probabilità previste dalla distribuzione binomiale ponendo 
nella (2.30) n = 10, p = 1/2 sono riportate nella terza colonna, mentre la quarta 
e la quinta colonna riportano rispettivamente le frequenze cumulative dei dati e 
le probabili tà cumulative calcolate inserendo nella. {2.28) le probabilità della. terza 
colonna. 

spettro fre- proba. - frequenza probabilità 
(n. teste) quenza bilità. cumulativa cumulativa 

o 0.00 0.001 0.00 0.001 
l 0.00 0.010 0.00 0.011 
2 0.05 0.044 0.05 0.055 
3 0.13 0.117 0.18 0.172 
4 0.12 0.205 0.30 0.377 
5 0.25 0.246 0.55 0.623 
6 0.24 0.205 0.79 0.828 
7 0.14 0.117 0.93 0.945 
8 0.06 0.044 0.99 0.989 
9 0.01 O.QlO 1.00 0.999 

lO 0.00 0.001 1.00 1.000 

con cautela e per passi successivi. Il procedimento è analogo a quello spesso 
fatto in fisica, quando, ad esempio, si passa da un insieme di cariche punti
formi entro un volume alla densità di carica, che forn isce la carica effettiva in 
una regione di spazio solo quando viene integrata sul volume corrispondente. 

Si possono costruire variabili aleatorie continue la cui funzione di riparti
zione abbia dei punti di discontinuità, ma nella pratica è molto più frequente 
incontrare variabili aleatorie continue con funzione di ripartizione continua . 
Ci limiteremo dunque allo studio di queste ultime. 

Se allora vogliamo calcolare la probabilità che X assuma un certo valore, 
dato che {X= x} c {x -E:< X::::; x} per ogni E:> O, dalle (1.14, 2.12) 
risulta: 

P{X =x}::=; P{x -E:< X::::; x}= F(x) - F (x -€ ) 

per ogni € >O. Quindi 

lim[F(x) - F(x- é)] =O 
e-t O 

per la continuità di F(x). Risulta allora che la probabilità di un valore asse
gnato x è sempre nulla. Questo risultato è intuitivamente compatibile con il 
concetto di probabilità classica e frequentista: lo spettro continuo comprende 
una infinità non numerabile di valori e la probabilità, in una prova, di ottene
re esattamente il valore x su un insieme infinito di casi possibili (probabilità 
a priori) o di ottenere esattamente il valore x su numero infinito di prove 
(probabilità frequentista) deve essere nullo. 

Per i valori di una variabile continua X hanno quindi senso solo le proba
bilità di localizzazione entro un intervallo; valgono pertanto le uguaglianze: 
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x cumulativa 

P{ a< X< b} = P{ a :5 X< b} =P{ a< X :5 b} =P{ a :5 X :5 b} , 

le quali mostrano che includere o meno gli estremi in un intervallo di proba
bilità è indifferente. 

Consideriamo ora una variabile X continua che assume valori in [a, b]. 
Dividiamo questo intervallo in sottointervalli [a = x1 , x2], [x2, x3], . . . , 
[xn- l, Xn = b] di ampiezza .dxk. Definiamo una variabile aleatoria discreta 
X' che assume valori solo nei punti medi xk di questi intervalli e sia 

la densità di X', che fornisce la probabilità che X sia compresa entro il 
k-esimo intervallo. 

La densità P x' (.dxk), essendo funzione dell'ampiezza del canale, è una 
quantità che dipende dalla scelta arbitraria di .dx, poiché lo spettro è 
continuo. Thttavia, è possibile definire tma funzione p( x) nel modo seguente: 

(2.31) 

dove Xk è un punto interno (ad esempio il punto medio) al canale k-esimo. In 
base alla definizione di integrale di Riemann, possiamo ora scrivere la (2.26) 
come: 

lim l:::: P x' (xk) = 
.àx-+0 k 

k-+oo 

lim 
.àx~o 

k~oo 

L::: p(xk).dxk = j p(x) dx = l. 
k 

(2.32) 

La funzione p(x) così definita è la densità di probabilità cercata della variabile 
aleatoria continua X . Arriviamo pertanto alla 
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D efin izione 2.7 (D ensità di probabilit à p er variab ili cont inue). La 
densità di probabilità di una variabile continua X E ~ è una funzione p(x) 2: 
O che soddisfa, per ogni x, l'equazione: 

(2 .33) 

Dalla definizione risulta che la probabilità di ottenere valori in [xk, Xk+l ] di 
ampiezza Llx è allora data da (vedere Fig. 2.5) : 

(2.34) 

e che la proprietà di normalizzazione (2.26) si scrive in questo caso come: 

r+oo 
} _

00 

p(x)dx =l . (2.35) 

Se l 'intervallo è piccolo rispetto alla scala di variazione della funzione, si può 
approssimare p(x) con un tratto di retta entro ogni .Llx (approssimazione 
lineare) e la (2.34) viene sostituita dalla (2.31), dove xk è il punto medio del 
canale. 

Possiamo dunque indicare simbolicamente il passaggio dallo spettro di
screto a quello continuo come 

'L>(xk) -t j p(x) dx , p(xk) -t p(xk) dx , 
k 

da cui si vede che si passa da una funzione a valori discreti al prodotto di 
una funzione a valori continui per un differenziale. La quantità differenziale 
p(x) dx fornisce la probabilità di ottenere valori di X contenuti in [x, x+ dx ]. 
Nei punti dove F(x) è derivabile, dalla (2.33) si ottiene anche l'importante 
relazione: 

p(x) = dF(x) . 
d x 

(2.36) 

Le funzioni di densità e di ripartizione (o cumulative) hanno come dominio lo 
spettro della variabile aleatoria e come codominio un insieme di valori reali; 
esse possono essere messe in corrispondenza con leggi o distribuzioni del tipo 
(2.7) , come mostrato in Fig. 2.6. 

2.8 Media, Varianza e Deviazione Standard 

La descrizione di un fenomeno aleatorio in termini di media e varianza è un 
modo meno completo di quello che fa uso della funzione di densità, ma che ha 
il pregio di essere semplice e di risultare spesso adeguato per molte applica
zioni pratiche. In sostanza, la media individua dove è il baricentro dei valori 
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della variabile X, mentre la deviazione standard, che è la radice quadrata 
della varianza, fornisce una stima della dispersione dei valori intorno alla 
media. 

Nel t rattare questi argomenti riteniamo utile, per aiutare la vostra in
tuizione, trattare prima la media e la varianza di un insieme di dati (anche 
se questo tema verrà approfondito più avanti, in statistica) e poi media e 
varianza di una distribuzione. 

Introduciamo prima una notazione che ci accompagnerà per tutto il 
testo: 

D efinizione 2.8 (Parametri veri e Parametri campionari) . I parame
tri media, varianza e deviazione standard di una variabile aleatoria X verran
no indicati con lettere gr·eche; i parametri campionari o sperimentali, ottenuti 
da insiemi finiti di valori Xi, con lettere latine. La probabilità "vera" verrà 
invece sempre indicata con p e la frequenza relativa sperimentale con f, poi
ché questa è ormai la notazione standard della maggior parte dei testi di 
statistica. 

Definiamo ora media e varianza di un insieme di dati sperimentali: 

Definizione 2.9 (Media e varianza di un insieme di dati). Se Xi (i= 
l , 2 .. . N) sono le N realizzazioni numèriche di una variabile aleatoria, la 
media e la varianza campionarie sono definite rispettivamente come: 

l N 
m = N L: xi, (2.37) 

i= l 

s2 
l N 
N L:<xi- p,)2 (2.38) /.i 

i= l 
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dove IL è il valore della media assegnato a priori. La varianza rispetto alla 
media campionaria m della (2.37) è invece data da: 

N N 

~)xi -m)2 

N 
:l)xi -m? 

2 i= l i= l 
Sm (N - l) N - 1 N 

(2.39) 

Avrete notato che nel denominatore della varianza calcolata rispetto alla 
media campionaria compare il termine N- l invece di N: il motivo, concet
tualmente non banale, è dj natura statistica e ve lo spiegheremo più avanti, 
nel cap. 6. Dal punto di vista pratico, il fattore N /(N- l) è importante solo 
per campioni molto piccoli. Quando si trascura questa differenza, scrivere
mo s2 = s~n ~ s!. La radice quadrata s = H è detta deviazione standard 
campionaria o scarto quadratico medio. È necessario ricorrere alla radice qua
drata per misurare la dispersione dei dati nella stessa unità di misura in cui 
è definita la media. 

Dato che la differenza (xi- IL) è detta scar·to del dato i-esimo dalla media, 
la varianza può essere vista come la media dei quadrati degli scarti. 

Quando i valori di una variabile X discreta sono rappresentati in isto
grammi, la media e la varianza, invece che dalle (2.37-2.38), possono essere 
calcolate anche come: 

m (2.40) 

c 
k=l ~( )2! :.:....:.=-----,N-=---- = 0 x k - IL k . 

k=l 

(2.41) 

dove C è il numero dei canali dell'istogramma, n~.:, !~.: e Xk sono rispettiva
mente il contenuto (frequenza assoluta), la frequenza relativa e l'ascissa del 
canale. Nelle (2.37-2.38) la somma viene fatta direttamente su tutti i dati, 
come ad esempio (3 + 3 + 4 + 2 + 4 + ... ) , mentre nelle (2.40, 2.41) la stessa 
somma viene eseguita nel modo compatto (2 + 2 · 3 + 2 · 4 + ... ) . Pertanto, nel 
caso dello spettro discreto, i due procedimenti danno un risultato assoluta
mente identico. Quando lo spettro è continuo, le formule (2.40, 2.41) possono 
ancora essere usate assegnando a x~.: il valore del punto medio dell 'ascissa del 
canale. Tuttavia in questo caso esse forniscono risultati approssimati. 

Vediamo ora di definire media, varianza e deviazione standard quando si 
conosce a priori della densità di probabilità di una variabile X. Le formule, 
per una variabile aleatoria discreta, non sono altro che la spontanea gene
ralizzazione delle (2.40. 2.41), ottenuta sostituendo alle frequenze misurate 
A le probabilità a priori Pk date dalla funzione di densità. Per una variabile 
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aleatoria continua, le formule si trovano con un processo di limite analogo a 
quello fatto nella (2.32). Arriviamo pertanto alla seg-uente 

D efinizione 2.10 (Media e varianza di una variabile aleatoria) . La 
media (o valore atteso) J.L e la var"ianza a 2 di una variabile X sono date da: 

00 

J.L L XkPk (per variabili discrete) , 
k= l 

= j_:oo xp(x) dx (per variabili continue) (2.42) 

00 

a2 L (Xk - J.L) 2p~; (per variabili discrete) , 
k= l 

= /_:
00 

(x- J.L) 2p(x) dx (per variabili continue) . (2.43) 

Come nel caso di un campione, la deviazione standard è data da O" = ..;-;;s. 
La definizione (2.42) si assume valida solo se esiste il limite della serie 

o dell'integrale dei valori assoluti. Dato che p~;, p(x) ~ O, questa condizione 
equivale a porre: 

00 

L lxkiP~> < oo, 
k=l 

/_
+oo 

-oo lxi p( x) dx < oo . (2.44) 

Le (2.44) ovviamente implicano le (2.42) . Perché si richieda anche l 'inverso è 
una questione più sottile: nel calcolo delle probabilità si assume sempre che 
l'ordine dei termini nelle serie sia indifferente e che valgano relazioni del tipo 
L:~; xkf(xk) L:i Yi9(Yi) = 'L:1.k XkYd(xk)g(yi), e questo, come sappiamo dal
l'analisi matematica, è possibile solo le serie sono assolutamente convergenti. 
Un discorso analogo vale nel caso degli integrali. Nel seguito l'esistenza dei 
valori medi implicherà sempre anche l'esistenza dei valori medi assoluti. 

Per quanto riguarda la varianza, la definizione è ovviamente valida se 
le serie o gli integrali (2.43) (a valori sempre positivi) non sono divergenti. 
Vi sono tuttavia casi (per fortuna molto rari) di variabili aleatorie che non 
hanno varianza finita; in questo caso si deve rinunciare a caratterizzare la 
dispersione dei dati in termini di varianza e si deve ricorrere allo studio delle 
funzioni di densità o di ripartizione. 

Si può mostrare che la successione di momenti calcolati dalla funzione 
generatrice (si veda l'appendice B): 

L (xi)kPi , j xkp(x) dx (k =l, 2 ... oo) 

consente di determinare in modo univoco la funzione di ripartizione di una 
variabile casuale X [22] . n momento per k = l è la media e quindi, una volta 
noti i momenti, si possono determinare anche i momenti rispetto alla media: 
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(k =l, 2 ... oo) . (2.45) 

Si noti che Lh 8 cr2 e che il momento L11 è sempre nullo. Infatti: 

Le prime due quantità significative sono allora la media e la varianza. Come 
vedremo, per la quasi totalità delle applicazioni pratiche che considereremo 
esse sono sufficienti a definire univocamente o in modo accettabile le distri
buzioni statistiche. Nel seguito utilizzeremo molto raramente i momenti di 
ordine superiore al secondo. 

La media è forse il parametro più efficace per valutare il baricentro di una 
distribuzione, poiché il momento del secondo ordine, se calcolato rispetto alla 
media, risulta minimo. Infatti: 

(2.46) 

e la derivata si annulla in un minimo solo se f.t è la media (2.42), nel qual 
caso L12 = cr2

. 

La varianza, se si sviluppano i quadrati nelle (2.39, 2.43), può anche essere 
espressa come differenza tra la media dei quadrati e il quadrato della media: 

c 
2)fkx%) - J.l? , (2.47) 
k= l 

(2.48) 

(2.49) 

(2.50) 

Queste relazioni sono a volte utili nei calcoli pratici, come vedremo nell'eser
cizio 2.6. 

I momenti di una funzione di densità, varianza compresa, sono indipen
denti dalla posizione della media, cioè invarianti per traslazioni lungo l 'asse 
x . Questa proprietà è ovvia (ma importante) , poiché la misura della larghez
za intrinseca di una funzione non può dipendere dalla posizione di questa 
lungo l'asse delle ascisse. Si può comunque dimostrare questo fatto in modo 
formale, definendo una generica traslazione 
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x' == x + a , J.L1 = J.L + a , 

dx' = dx, p(x)-+ p(x'- a)= p'(x') , 

e verificando che 

Lln(x) = l (x- J.L)"'p(x) dx =l (x' - J.L1)np(x' - a) dx' 

l (x' - J.L1)np'(x') dx' = Lln(x' ) . (2.51) 

Riassumendo, la media, la varianza ed i momenti della (2.45) nel caso di isto
grammi di campioni sperimentali o di variabili aleatorie sono date, indicando 
con una freccia il passaggio da una variabile discreta ad una continua, da: 

c 
m = :2:.: fkxk , (2.52) 

k=l 

oo ~+oo 
J.L 2.: PkXk-+ xp(x) dx , (2.53) 

k=l -oo 

c 
2 s,, = L fk(xk - J.L) 2 

, (2.54) 
k=l 

c 
s2 N L 2 (2.55) m N _ 

1 
fk (xk -m) , 

k=l 

oo ~+oo (J2 L Pk(Xk - J.L) 2 -+ (x- J.L) 2p(x) dx , (2.56) 
k=l - oo 

c 
D n L fk(Xk - J.L) n ' (2.57) 

k=l 

oo ~+oo 
Lln = L Pk(Xk - J.L )1l-+ (x- J.L)np(x)dx. (2 .58) 

k=l - oo 

È bene far rilevare ancora la notazione in lettere greche o latine, che ci 
accompagnerà nel seguito del testo. 

Il calcolo di media e varianza da un insieme x di dati grezzi secondo 
le (2.37, 2.39), può essere effettuato con le funzioni SCILAB mean(x) e 
variance(x) . Se invece i dati sono in forma di istogrammi, il calcolo va 

fatto con le (2.53, 2.56) e vanno usate le funzioni mediaf (xdata, fre) e 
variancef (xdata, fre ) , dove xdata è lo spettro della variabile aleatoria e fre 

è il corrispondente vettore delle frequenze o del numero delle prove favorevoli. 
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2.9 Operatori 

Come abbiamo visto, le formule per il calcolo della media e della varianza 
assumono forma diversa a seconda che l'insieme dei dati sia finito o infinito, le 
variabili aleatorie siano discrete o continue e i dati siano grezzi o raggruppati 
in istogrammi. 

Per questo motivo è comodo considerare media e varianza non solo come 
numeri, ma anche come operatori su variabili aleatorie od insiemi di dati , 
con i quali si indica il tipo di operazione che si effettua, a prescindere dalla 
particolare rappresentazione utilizzata per i dati o le variabili. 

Indicheremo con lettere latine e variabili minuscole: 

2 2( mx, m(x), (x), sx, s x), Bx, s(x) , 

medie, varianze e deviazioni standard ricavate da insiemi di valori sperimen
tali di una variabile X in una ben determinata prova o campionamento. Si 
noti il simbolo (x) per la media, che è una notazione molto usata da fisici e 
ingegneri. 

L'operatore media di una variabile aleatoria viene solitamente indicato 
con ( ... ) oppure con E[ .. . ], l'operatore varianza con Var[ ... ). Le variabili su 
cui agiscono gli operatori saranno sempre indicate con lettere maiuscole: 

(X) , E[X), Var[X] . (2.59) 

Nel testo verrà usata preferenzialmente la notazione (X , Var[X]. Per l'o
peratore deviazione standard useremo la notazione Var[XJ = o-(X]. 

A questo punto vi consigliamo di riguardare ancora la Tab. 2.1, dalla 
quale risulta che le funzioni che operano sulle variabili aleatorie sono le pro
babilità e gli operatori: la variabile aleatoria risulta quindi sempre racchiusa 
tra parentesi graffe, qua d re o tra i simboli ( ... ) . Useremo questa convenzione 
in tutto il seguito del testo. 

n mettere in evidenza in tutte le formule l'aspetto operatoriale di media 
e varianza, sebbene sia corretto, non è sempre indispensabile ed appesanti
sce notevolmente il formalismo. Per alleggerire la notazione, noi indicheremo 
talvolta media, varianza e deviazione standard come: 

(X) = J-Lx = p, , Var[X] = o-; = o-2 
, o-(X] = O"x = o- (2.60) 

(notate i pedici scritti con lettere minuscole). La scrittura p, e o-2 (oppure J-Lx 

e o-i se è necessario specificare il tipo di variabile) va intesa come il risultato 
numerico del corrispondente operatore statistico. La scrittura in lettere greche 
(valori veri), definisce comunque in modo univoco il tipo di operazione fatta, 
evitando possibili confusioni. 

È facile ora verificare, ricorrendo alle (2.52-2.56), che gli operatori media 
e varianza godono delle proprietà seguenti: 
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Var[X] = ((X-(X))2
) (2.61) 

(aX) = a (X) ' (2.62) 

Var[aX] a 2 Var[X], (2.63) 

(X + a) (X) + a, (2.64) 

Var[X +a] ((X+a-(X+a))2
) 

= ((X+ a- (X)- a)2
) = Var[X ] , (2.65) 

dove a è una costante. Le ultime due relazioni mostrano, come è ovvio, che 
la media di una costante coincide con la costante e che la dispersione di una 
costante è nulla. Sfruttando le (2.61, 2.62) , possiamo riscrivere in notazione 
operatoriale la (2.50), che esprime la varianza come media dei quadrati meno 
il quadrato della media: 

Var[X] = ((X- J.t?) 
((X - (X))2

) 

= (X2
)- 2 (X) (X)+ (X)2 

(X2) - (X)2 . (2.66) 

L'operatore di media permette la definizione in generale del valore medio vero 
eli una qualunque funzione di variabile aleatoria del tipo (2.9) : 

Definizione 2.11 (Valore atteso). Se j(X) è una funzione di una varia
bile aleatoria X avente densità di probabilità p(x), si definisce come valore di 
aspettazione o valore atteso (expected value) di f(X) la quantità: 

(f(X)) = E(j(X)] =L f(xk)p(xk) -7 J f(x)p(x) dx , 
k 

(2.67) 

dove con la freccia si è indicato il passaggio da una variabile X discr·eta ad 
una continua. 

Le flmzioni di variabili aleatorie verranno trattate in dettaglio più avanti, nel 
cap. 5. In base a questa definizione, la media vera J.t può essere considerata 
come il valore atteso di X. Termini sinonimi di valore at teso sono aspetta
zione, valore di aspettazione, speranza matematica o semplicemente valore 
medio. 

Come nel caso della definizione 2.10, perché la definizione di valore atte
so eli w1a variabile f(X) abbia senso, si deve imporre che esista la somma 
Lk lf(xk )ip(xk) o l'integrale J lf(x)lp(x) dx. Per questo si assume sempre 
che una variabile o funzione di variabile, per la quale si definisce il valore 
atteso (2.67) , sia assolutamente sommabile o integrabile sulla corrisponden
te densità di probabilità. In pratica, si richiede, per una variabile continua, 
che la densità di probabilità tenda a zero per x -7 ±oo almeno come 1/lxla 
con a > 2. 'futte le densità che considereremo in seguito godono di questa 
proprietà. 
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E sercizio 2.5 
Si consideri uno spazio & in cui l 'evento (A1 ) può realizzarsi col valor·e x 1 

con probabilità p1 e l 'evento (Az), indipendente dal primo, col valore xz con 
probabilità pz. Calcolare la media della somma (X1 + Xz) dove X1 e Xz 
sono due variabili indicatrici definite come Xl( Al) = X1, Xz(Az) = X2 e 
X1(Jh) = O, Xz(Az) =O. 

Risposta. Lo spettro della somma è dato dai quattro valori (O + O), (O+ xz), 
(x1 +0), (x1 +x2), aventi, in base al teorema delle probabilità composte (1.20}, 
probabilità rispettivamente pari a (1 - P1)(l- pz), (l- pt)pz, P1(l- pz) e 
P1P2- In base alla (2.53} si ha allora: 

J.L = (1 - Pl)(l- pz)(O + O)+ (1- Pl)Pz(O + xz) 

+ Pt (l - pz)(xl + 0) + PlPz(xl + Xz) 

P1X1 + pzxz . 

scrivere: 

da cui si vede che la media della somma delle due variabili aleatorie è uguale 
alla somma delle medie. 

Esercizio 2.6 
Calcolare media e deviazione standard dei dati di Tab . 2.2, e confrontarli 

con i valori dati dalla corrispondente distribuzione binomiale. 

Risposta. Applicando la (2.52} ai dati della prima e terza colonna della 
tabella, si ottiene: 

(x) =m= (2- 0.05 + 3- 0.13 + .. . + 9- 0.01) = 5.21 , 

corrispondente ad un totale di 521 teste su 1000 lanci. La media dei quadrati 
è data da: 

(x2
) = (4 - 0.05 + 9-0.13 + ... + 81 · 0.01) = 29.7 . 

Dalla (2.49) abbiamo allo m 

2 N (( 2 ) 2) 100 2 s = N _ 
1 

x - (x) = gg-(29.7 - 5.21 ) = 2.48, 

s = -/2.48 = 1.57 . 

Applicando la stessa procedura alle probabilità vere della quarta colonna, 
otteniamo: 
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(X) 
Var[X] = 

(7 = 

5.00, (X2
) = 27.5. 

r72 = (X2)- (X) 2 = (27.5- 25) = 2.5 , 

v'2.5 = 1.58 . 

Si noti l'assenza del fattore 100/99 nel calcolo della varianza, poiché qui essa 
è calcolata rispetto alla media vera. Anche in questo caso, la differenza tra 
i valori sperimentali m = 5.21, s = 1.57 e teorici J.l = 5.00, r7 = 1.58, verrà 
interpretata nel cap. 6. 

2.10 Il campione casuale 

Consideriamo un esperimento che coinvolge una variabile aleatoria X ed effet
tuiamo N prove indipendenti. ll risultato di questa operazione sia una N -upla 
di variabili (Xl> Xz, ... , XN ), per le quali valga la condizione di indipendenza 
(2.10). Arriviamo quindi alla 

Definizione 2.12 (Campione casuale). L 'insieme delle N variabili (X1, 

Xz, . .. , XN) indipendenti ed aventi densità di pmbabilità p( x) viene detto 
campione casuale di dimensione N estr-atto dalla popolazione di densità p(x). 

La dizione, corretta ma un po' lunga, di "popolazione di densità p( x)", è a vol
te abbreviata con "popolazione p(x)". n concetto di popolazione, introdotto 
su basi intuitive nel par. 1.2, assume qui un significato preciso. 

Nel caso di un campione di una variabile discreta, la probabilità di 
ottenere un certo insieme di valori campionati, in base alla (2.10), vale: 

N N 

P{Xt = X1,X2 = xz, ... ,Xn = XN} =II P{Xi =xi}= IT p(xi). (2.68) 
i= l i= l 

Per capire il concetto di campione casuale ci si deve riferire ad una situazio
ne in cui una variabile aleatoria X è campionata ripetutarnente, secondo lo 
schema seguente: 

primo campione x~, x2, x;v -t mt, 2 • o. J sl 

secondo campione 
Il Il Il 

sL xl, x2, ... , XN -t m2 , 
(2.69) 

terzo campione 
Il/ 111 s2 Xt ' :tz ' ... ' XN -t m3 , 3 ) 

tutti i campioni x1, x2, ... , XN -t M, sz . 
' 

X 1 rappresenta la variabile aleatoria "risultato della prima estrazione" o "pri
mo elemento", mentre x~ è il numero ottenuto alla prima estrazione nel se
condo campione. I valori mi ed sr sono rispettivamente la media e la varianza 
del campione i-esimo: 
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Questi valori, che stimano con un campione di dimensione finita le corri
spondenti quantità vere f..l- e o-2 , sono dette stime della media e della varianza. 

Se ripetiamo la prova o il campionamento, otterremo ad ogni prova media 
e varianza differenti: medie e varianze campionarie m ed s vanno quindi consi
derate come realizzazioni delle variabili aleatorie M ed S, indicate nell 'ultima 
riga della (2.69), che sono funzioni, nel senso della (2.9), delle variabili Xi: 

(2.70) 

Le variabili M ed S2 sono funzioni del campione. In generale, queste quantità 
si chiamano statistiche: 

Definizione 2.13 (Statistica). Dato un campione (X1 , X2 , ... ,XN) da 
una densità p(x), una funzione 

(2.71) 

che non contiene alcun parametro incognito, è una variabile aleatof'ia che 
prende il nome di statistica. 

Media e varianza campionarie sono quindi due statistiche che si possono ot
tenere dal campione. Come vedremo nel prossimo paragrafo, esse sono anche 
stimatori della media e della varianza. 

2.11 Criteri di convergenza 

Occorre a questo punto precisare bene il significato dei limiti ed i criteri di 
convergenza utilizzati nello studio delle variabili aleatorie. 

Come abbiamo detto, il limite che compare nella definizione di probabilità 
frequentista (1.3) è fatto sulle realizzazioni numeriche della variabile aleatoria: 
esso non ha un significato matematico preciso ed indica che le prove vanno 
ripetute un numero infinito o finito di volte, ma comunque fino ad esaut'ire 
la popolazione. Questo è il significato da attribuire ad un limite ogni volta 
che esso è applicato ad una successione o somma di valori di una variabile 
(notazione in lettere minuscole). Abbiamo chiamato questa operazione con il 
nome di limite frequentista. 

Va però subito chiarito che, in genere, si devono evitare scritture del t ipo: 

lim _!_ ~ x~.:nk = lim ~ nkfk = ~ XkPk = fJ. (da evitare!) , 
N -+oo N .t..J N -+oo .t..J .t..J 

k k k 

perché nei termini più a destra compaiono quantità matematiche ben de
finite come somme, serie o funzioni, mentre a sinistra compare un limite 
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matematicamente indefinito. Facciamo notare, tuttavia, che questo limite è 
giustificato nell 'interpretazione frequentista (1.3) e che esso riproduce quali
tativamente ciò che succede in molti fenomeni aleatori. Ad esempio, se consi
deriamo il lancio di un dado {X = l , 2, 3, 4, 5, 6} ed assegniamo ad ogni faccia 
la probabilità di 1/6, secondo la (2.42) f..t = (l+ 2 + 3 + 4 + 5 + 6)/6 = 3.5. 
L'esperienza mostra che, lanciando un dado e facendo la media progressiva 
dei punteggi, secondo la (2.37) , il risultato tende a 3.5 aumentando il numero 
dei lanci. Assegnando arbitrariamente ad ogni faccia la probabilità di 1/6, 
abbiamo simulato mediante calcolatore il lancio di un dado ottenendo, per 
N = 100, 1000, 100 000, l 000 000, rispettivamente le medie campionarie 
m = 3.46, 3.505, 3.50327, 3.500184. 

Per uno studio matematicamente rigoroso dei fenomeni aleatori, è però 
necessario stabilire il tipo di convergenza di successioni di variabili aleatorie 
e l'entità dello scostamento dal valore limite all'aumentare della dimensione 
del campione. 

Una. prima definizione rigorosa afferma che una successione di variabili 
X N converge verso una variabile X se, prefissato un numero e > O comunque 
piccolo, la probabilità che XN differisca da X per una quantità > e tende a 
zero per N ~ oo: 

lim P {IXN(et)- X(a)l 2: e}= O, o lim P { IXN(a)- X(a)l ~e}= l 
N~oo N~oo 

(2.72) 
Questo limite, che gode delle proprietà usuali dei limiti eli successioni di 
numeri reali, viene detto limite in probabilità. 

A questo punto dobbiamo farvi notare un aspetto sottile del problema: 
dire che la probabilità nella (2.72) tende a zero non assicura affatto che tutti 
i valori IXN(a) - X(a)l, per ogni elemento a dello spazio campionario, si 
manterranno minori eli t: al di sopra di un certo N, ma solo che l'insieme dei 
valori che superano e ha una probabilità piccola, al limite nulla. Se si vuole 
che per la maggior parte delle successioni si abbia IXN(a) - X(a)l ~ co per 
ogni a, si deve introdurre il limite quasi certo o in probabilità l , sull 'insieme 
degli elementi a dello spazio eli probabilità (S, :F, P): 

P{ lim IXN(a)- X(a)l ~e}= l; 
N~oo 

(2.73) 

in questo caso siamo sicuri che esiste un ~nsieme di elementi a, che per N ~ oo 
tende a coincidere con lo spazio campionario S, per i quali la successione di 
numeri reali XN(a) tende ad un limite nel senso ordinario dell'analisi matema
tica. I due tipi di convergenza in probabilità e quasi certa sono schematizzati 
in Fig. 2.7. 

Il terzo ed ultimo tipo di convergenza che si deve considerare è quello in 
legge o distribuzione. Una successione di variabili XN converge in legge ad 
una variabile X se, essendo FxN e Fx le rispettive funzioni di ripartizione o 
cumulative, 

(2.74) 
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a) 

" · Il Jl ; 

-~- :~---------------- --- '----·>- e , •: . , .... a l ,~ ,. ~~ .. ,' \ 

1 

N 

·----
a 2 

b) 

N 
Fig. 2.7. a.) Convergenza in probabilità: l' insieme dei valori IXN(a)- X(a)i che 
superano per N -+ cc un valore E assegnato tende ad avere probabilità nulla. 
Questo non impedisce però che vi siano singoli valori fuori dal limite (indicati dalle 
frecce). b) Convergenza quasi certa: la maggior parte delle successioni verificano 
la disuguaglianza IXN(a) - X(a)l ::; E a, meno di un insieme di elementi a ES di 
probabilità nulla 

per ogni punto x in cui Fx (x) è continua. Questo limite è molto utilizzato 
in statistica quando si studia il tipo di distribuzione da assegnare, per grandi 
campioni, agli st.imatori statistici fondamentali. 

Si può dimostrare (come del resto è abbastanza intuitivo) che la con
vergenza quasi certa implica sia quella in probabilità sia quella in legge e 
che la convergenza in probabilità implica quella in legge, mentre non vale il 
comrario. Inoltre, un fondamentale teorema di Kolmogorov, che potete tro
vare dimostrato in [34), assicura la convergenza quasi certa di successioni di 
variabili aleatorie indipendenti se vale la condizione 

"'Var[XN] 
~ N2 < +oo . 
N 

(2.75) 

Tutti gli stimatori statistici considerati nel testo soddisfano questa proprietà, 
per cui, quando affronteremo la statistica, non avremo problemi di conver
genza: t·utte le variabili che considerer·emo conver·gemnno quasi certamente (e 
quindi anche in probabilità) ai limiti stabiliti. I criteri di convergenza sono a 
volte importanti nella teoria delle funzioni stocastiche [63], che noi però non 
considereremo. 

Riassumendo, abbiamo considerato quattro differenti limit i: quello fre
quentista (che agisce sulle variabili "minuscole"), quello in probabilità e quel
lo quasi certo (che agiscono entrambi sulle variabili "maiuscole") e quello in 
legge, che riguarda le funzioni di ripartizione. 

Le variabili aleatorie limite nelle (2. 72, 2.73) possono anche semplicemente 
essere delle costanti, come spesso accade considerando i limiti degli stimatori 
statistici. 
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N' campioni di N elementi 

1\Jl}\ 
~ /2 ~ 

~ (X; -l!) IN 

media per 

N'infinito 

1 
campione di N' 
varianze 

Fig. 2 .8. Operazione di 
media di una varianza 

Infatti, una statistica TN(X), funzione di un campione casuale di dimen
sione N secondo la (2.71), che converge in probabilità ad un valore costante 

lim P{ITN(X)- J.LI > é} = O, 
N -+oo 

(2.76) 

è detta stimatore consistente di f.l· 
La teoria degli stimatori statistici, come quelli definiti nelle (2.70), verrà 

svolta in dettaglio più avanti, nei capitoli 6 e 9. Thttavia, qui vogliamo illu
strarvi subito il significato di media e varianza di uno stimatore. Dato che 
dalle (2.66) risulta che la varianza può essere ricondotta ad una operazione 
di media, sarà sufficiente discutere soltanto la media eli uno stimatore. 

Chiediamoci ad esempio cosa significa la media della varianza: 

Ciò che sta tra parentesi ( ) è una variabile aleatoria costruita eseguendo 
N prove della variabile X, ottenendo altrettanti valori dello spettro Xi e 
calcolandone la varianza. La parentesi ( ) indica che si deve ripetere il proce
dimento un nwnero infinito di volte e fare la media delle infinite varianze così 
ottenute. Pertanto, nella visione frequentista, prima si ottiene da una serie di 
N' campioni di N elementi della stessa variabile X un campione della varia
bile L:i(Xi - J.~-) 2 JN, poi si fa la media di quest'ultimo campione per N' --7 oo. 
Il procedimento è schematizzato in Fig. 2.8. Applicando le proprietà (2.66) 
dell 'operatore media, si ottiene: 

(2.77) 

ovvero: 
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( ~ 't(xi - ~~?) =<T
2

. 

t= l 

Questa relazione può essere scritta come: 

(TN(X)) = <T
2 

. (2.78) 

Gli stimatori consistenti che godono di questa proprietà sono detti corretti 
o non distorti. In sostanza, per questa classe di stimatori la. media vera di 
una popolazione costituita da elementi TN, cioè da stimatori ottenuti da 
campioni di dimensione N, coincide con il limite all'infinito (valore vero) 
dello stimatore. 

Mostreremo più avanti, nei parr. 6.10 e 6.11, che la media campionaria 
(2.52) gode delle proprietà (2.76) e (2.78), mentre la varianza rispetto alla 
media campionaria (2.55), privata del fattore Nj(N - 1), non soddisfa la 
(2.78). 

In genere lo studio delle proprietà asintotiche delle variabili aleatorie e 
degli stimatori ad esse associati risulta più semplice se si applica l'operatore 
di media acl un insieme di stimatori TN(X) , invece di studiare direttamente 
il limite dello stimatore (2. 72) per N ---7 oo. 

2.12 Problemi 

2.1. Calcolare la probabilità di ottenere 2 volte 6 nel lancio di tre dadi. 

2.2. Assegnando all'evento t.esta (o croce) probabilità 1/2, calcolare la probabilità 
di ottenere 3 teste in 10 lanci come rapporto tra i casi favorevoli e quelli possibili. 

2.3 . Un produttore sa che la percentuale di pezzi difettosi messi in vendita è del 
10%. In un appalto accetta di pagare una penale se, in una scatola di dieci pezzi, 
più di due risultano difettosi. 'Iì:ovare la probabili tà di pagare la penale. 

2.4. Un giocatore scommette 60 000 lire alla roulette puntando 50 000 lire sul rosso 
(strategia X) e 10 000 sul numero nero 22 (strategia Y). Tenendo presente che i 
numeri vanno da O a 36 e che il banco vince se esce lo O mentre paga una quota 
pari alla posta se esce il rosso e a 36 volte la posta se esce il numero 22, calcolare 
il valor medio del capitale dopo una puntata. Che significato ha questo risultato? 

2.5. Una variabile X può assumere i valori {X = 2, 4, 6, 8, 10} con uguale pro
babili tà. 1ì·ovare media e deviazione standarcl delle variabili X c Y = 2X +l. 
2.6. Da un'urna contenente 3 biglie rosse e 7 nere vengono estratte, senza reim

missione, tre biglie. Determinare la densità di probabilità discreta, la media e la 
deviazione standard del numero R di biglie rosse dopo le tre estrazioni. 

2. 7. 'Iì:ovare la densità di probabilità p( x), la funzione di ripartizione F(x), media 
e deviazione standard di una variabile continua X, definita in fO, 1], avente densità 
linearmente crescente e tale che p(O) = O. 
2.8. 1ì·ovare il 25-esimo percentile della distribuzione del problema precedente. 

2.9. Per coprire la. dist<'lnza di andata e ritomo tn• due punti A e B , distanti 100 
Km, un'auto viaggia alla velocità di 25 Km/h all'andata e di 50 Km/h al ritorno. 
Calcolare la velocità media del viaggio. 

2.10. Dai dati di tab. 2.2 trovare il numero totale di teste sul totale di mille lanci. 



3. Calcolo elementare delle probabilità 

3.1 Introduzione 

" La questione non è tanto se Dio giochi a 
dadi, ma come lo faccia." 
!an Stewart, "DIO GIOCA A DADI?". 

In questo capitolo approfondiremo le proprietà della distribuzione bino
miale e dedurremo via via, utilizzando il calcolo delle probabilità, tutte le 
distribuzioni statistiche fondamentali. 

Nello sviluppare questi argomenti, ci sforzeremo di sottolinearne più gli 
aspetti concettuali che quelli formali. 

Non eviteremo comunque nessun passaggio matematico importante, poi
ché riteniamo che questo aiuti ad avere quella visione coerente delle cose che vi 
permetterà, analizzando un qualunque problema, di capirne immediatamente 
gli aspetti statistici e probabilistici e di trovarne la soluzione utilizzando le 
distribuzioni statistiche più appropriate. 

Termineremo il capitolo accennando a come utilizzare il calcolo delle pro
babilità nella verifica delle ipotesi. Questo argomento, che sarà sviluppato 
in modo completo più avanti, in statistica, vi farà apprezzare meglio ciò che 
avrete imparato e vi consentirà di compiere un salto di qualità notevole nella 
comprensione di molti fenomeni naturali. 

3.2 Proprietà della distribuzione binomiale 

La densità binomiale, introdotta nel par. 2.6, è la legge di una variabile alea
toria X che rappresenta il numero x di successi che si possono ottenere in 
n tentativi indipendenti, ognuno dei quali ha una probabilità di successo 
costante. 

Le proprietà di questa densità ci permetteranno di costruire per passi 
successivi lo schema di base del calcolo delle probabilità per variabili aleatorie 
monodimensionali. 

La densità binomiale è normalizzata, poiché dalla formula del binomio di 
Newton e dalla (2.30), si ha: 
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(3.1) 

La media della distribuzione binomiale è data dalla (2.42), dove la somma va 
estesa a tutti i valori O $ x $n, e la probabilità Pk è data dalla (2.30): 

n n 1 

/.L= L: xb(x;n,p)= L: x 
1 

n . 
1
px(l - p)n-x 

x = O x=O x.(n - x) . 

.;;..., n(n - 1)! x-1(1 )n-x 
= ~x x(x - l)!(n- x)! PP -p (3.2) 

dove va notato, nell'ultimo membro, il cambiamento della somma.su x da O 
a l, poiché per x= O il termine della sommatoria è nullo. Ponendo ora. nella 
(3.2) 

x'= x -l, n' = n- l , n' -x' = n - x (3.3) 

otteniamo, utilizzando la (3. 1): 

n' 'l 

( ) "" n. x'c )n' - x' X = np L..- '' ( , _ ' )'p l - p =n p, 
x'=O X . n X . 

(3.4) 

un risultato in accordo con l'intuizione, che considera la media come valore 
atteso, cioè il prodotto dei tentativi per la probabilità di ogni tentativo. 

Niente affatto intuitivo e, come vedremo, estremamente importante, è il 
valore della varianza, alla quale si può arrivare facilmente calcolando la media 
dei quadrati con lo stesso procedimento della (3.2) ed utilizzando ancora la 
notazione (3.3): 

(X2) = ~ x2 ( ~ ) px(l - p)n-x = np f;o (x' + l) ( ~: ) px' (1 - p)n' -x' 

=np(n'p + l)= np[(n -l)p+ 1]. 

In base alle (2.66) e (3.4) , si può allora scrivere: 

Var[XJ = np[(n -l)p + 1] - n2p2 = np(l- p) . (3.5) 

In definitiva, si ottengono le formule fondamentali: 

!.L=np , o-2 =np (l -p), o-=Jnp(l - p) (3.6) 

le quali stanno alla base del calcolo delle probabilità. Il valore della medja è 
intuitivo, quelli della varianza e della deviazione standard non lo sono, ed è 
utile che li mandiate a memoria fin da ora. 
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Esercizio 3.1 
Tmvare m edia, vahanza e deviazione standa1'd vere per· l'esper·irnento delle 
10 monete 1·ipm·tato in Tab. 2.2. 

Risposta. Poiché nell'esper·imento delle 10 monete si è adottata la distribu
zione binomiale con n = 10 e p = 0.5, dalle (3.6) si ha immediatamente: 

j .l, 10. 0.5 = 5 

u2 10. 0.5 (l - 0.5) = 2.5 

(J J2.5 = 1.58 

I risultati sono identici a quelli ottemlti nell'eser·cizio 2. 6, dove si sono ap]Jli
cate le for·m·ule di base (2.53, 2.50) alle pr·obabilità binomiali Tipm·tate n ella 
quarta colonna della Tab. 2.2 . 

Esercizio 3. 2 
La pTobabilità di centnwe ·un ber·saglio è pcwi all'SO%. Tnn1a1·e la densità di 

pmbabilità del nv:rner-o n di pmve necessaTie per effettuar·e un centm. Quanto 
valgono la m edia e la deviazione standm·d di n ? 

Risposta. Si chiede di tr-ovaTe la p1·obabilità del num em di tentati'U'i n da ef
f ettuar·e per· aveTe successo, quando la pmbabilità è p. 
In questo caso la variabile aleato1·ia (la considemTe non è più costit1tita dal 
num em X di success·i in n tentativi fissati (che poTta alla disttibttzione bi
nomiale), ma dal numer·o di tentativi n essendo il numem di snccessi fissato 
e pari a x = l. Affinché il t entativo n -esimo sia cor·onato da successo, è 
necessa7'io aver-e p1'ima a; = O sttccessi in n - l prove; la pmbabilità di questo 
evento è data dalla densità binomiale (2. 30): 

(n- 1)! . 
b(x = O; n - l ,p) = (n - l )! (l - p) n- 1 = (1- JJ)n- 1 

La densità che cen;hicmw , che è la pmbabilità di aver·e nn successo alla n
esima prova, sat·à quindi data dalla pr·obabilità composta: 

g(n) = p(l - p)" - t ' (3.7) 

che pmnde il nome di densità geometrica. E ssa può quindi essere vista come 
·una semplice applicazione della legge delle zn·obab'ilità comzJoste ( 1. 23), dove 
te dne pr·obabiti tà si r-iferiscono ad n - l insucce.ss·i consewtivi segu·iti da 1m 

s·ucce.sso alla n-esima ]J1'0va. 
La densità è nm·rnalizzata, TJe1·ché è noto dalla tem·ia delle seTie che 

l 
L P"'=-1-, 
n = O -p 

00 

L n ]) 
J) = --, 

1 - ]') 
n = l 

o ::; p < l , (3.8) 
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e quindi: 

00 00 l L p(l - P l -l =p L: (l- p)k-1 = p-= l , 
k= l k= 1 p 

o< p:::; l. 

Media e varianza si trovano dalle {2.42) e {2.66) sfruttando le proprietà della 
serie geometrica. Differenziando due volte la seconda delle {3.8}, dopo facili 
calcoli si ottiene: 

00 

"" k k - 1 l 
L.J p = (1 - )2 ' 

~ k2 k - 1 = l +p . 
L.J p (1- p)3 

k= l p k= l 

Da queste formule segue che 

(n) = t kp (1 - p)k- l =p t k(l - p)k- 1 = ~ 
k= l k= l p 

(n2) = t kzp(J _ p)k-1 == 2-/ 
k= l p 

La varianza è allora data da: 

2 1-p 
CT~ = (n2) - (n} = - 2- . 

p 

Probabilità, media e deviazione standaTd nel caso considerato valgono: 

g(n) 0.8 · (0.2)n- l 

f.tn = 1.25 
(!n = v~( l- --p-:-)-,-/ p--::-2 = o .31 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

Una media f.t = 1.25 sta a significare che in 12-13 p1'·ove mediamente si 
avranno 1 O prove in cui il successo capita al primo tentativo. 

3.3 La distribuzione di Poisson 

ll calcolo della densità binomiale non è agevole se n è molto grande, a causa 
dei fattoriali che compaiono dalla formula (2.30). Se, oltre alla condizione 
n » l, la probabilità dell 'evento è piccola (p « 1), allora si avranno pochi 
successi (x «n) e si può scrivere: 

n! ( )( ) ( ) x~n x (n_ x)! =n n - l n - 2 ... n - x+ 1 ::: n . 

Ponendo poi y =(l- p)n-x e passando ai logaritmi, si ha: 
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lny (n- x) ln(l - p)~ - p(n- x)~ -np 

Il limite della densità binomiale per n » l e p « l diventa allora: 

lim b(x; n , p) 
Il. -i CO 
p--+0 

lim n! p"'( l - p)"- x 
n --+oo x !(n - x)! 
p--+0 

'V ( )"' n· x - np - np - np - n) e ---,-e ' 
x. x . 

(3. 13) 

da cui, ricordando le (3.6) e ponendo J..L = np, otteniamo la densità discreta. 
di Poisson: 

p."' 
p(:r; ; J..L ) = 1 e- 1

' , (3.14) 
x . 

che rappresenta la probabili tà eli ottener-e un valor·e x quando la media dei 
valoTi è fL . La poissonia.na viene ritenuta in pratica una approssimazione 
accettabile della binomiale già a partire da J..L > 10 e p < O. l , come mostrato 
in Fig. 3.1. 

Esercizio 3.3 
In un c-ittà di 50 000 abitanti si verificano in media 5 suicidi l'anno. Calcolare 
la pr·obabilità che se n e ver·ifichino lO. 

Risposta. A71plicando la j01mula binomiale {2.30} abbiamo: 

. . ~ 5 - ( 50000 ) 5
10 

( 5 ) 
49990 

b(lO,v0000,50000)- lO 5000010 l - 50000 '?'? . 

Dalla poissoniana otteniamo invece: 

51o e- 5 
11(10· 5) = -- ~ o 018 = l 8% " ' lO! - . . . 

La densità di Poisson è normalizzata. Infatti: 

(3.15) 

La media c la varianza della distribuzione eli Poisson possono essere trovate 
con lo stesso metodo usato per la clistribu:òone binomiale nelle (3.2-3.5). 
Lasciamo come esercizio il calcolo della media , che fornisce, come deve essere, 
il parametro J..L che compare in chiaro nella (3.14) . Per la variam;a, utilizzando 
le (2.6G, 3.3), si ott iene: 
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p(x; l ) 

- - --- - - -- b(x; lO; 0.1) 

o l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
x 

Fig. 3.1. Densità poissoniana (linea piena) e binomiale (linea tratteggiata) per 
n= lO, p= 0.1, p.= np = l. Per facilitare il confronto i valori discreti delle curve 
sono uniti da tratti di retta 

Var[X] f [x2J.kx:~JL ] _ fJ-2 
x=O 

J.k f [(x' + l)J.kx~~~~'] - fJ-2 = fJ-2 + J.k- fJ-2 = J.k. 
x'=O 

Abbiamo pertanto le formule: 

f.k = np ' 0"2 = J.L ' O" = Vii , (3.16) 

da cui risulta che la poissoniana ha media uguale alla varianza. 

3.4 Densità di Gauss o normale 

Un altro importante caso limite della densità binomiale è la densità normale 
o di Gauss. Questa approssimazione è possibile quando il numero di prove 
è molto grande: in questo caso solo i valori dello spettro in un intorno del 
massimo della densità sono importanti. Pensate, ad esempio, a 1000 lanci di 
una moneta: i valori dello spettro dell'evento testa vanno da O a 1000, ma i 
valori importanti saranno concentrati intorno al valore atteso 500, che presu
mibilmente è il valore di più alta probabilità. Non si otterranno praticamente 
mai valori come 5, 995 e così via. Consideriamo allora il caso in cui 

n» l, o <p< l ' x»l (3.17) 

ed approssimiamo il fattoriale con la formula di Stirling, valida per x» 1: 

(3.18) 
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dove lé~ l ~ l /(12x). Questa è già una approssimazione molto buona per 
x ~ 10, dato che exp[- 1/120] = 0.992, corrispondente ad un errore relativo 
dell'8 per mille, come potete facilmente verificare col vostro calcolatore ta
scabile. Notate pure che ora x è, come richiesto, una variabile continua, che 
approssima il fattoriale per valori interi. 

Utilizzando la formula di Stirling, la densità binomiale (2.30) assume la 
forma: 

b(x;n,p) = n! ~c )n-~ 
x!( n- x)!P 1 - P 

l vnn'l ~(l )n-x -:::: -- p - p . .J2i. Jx(n - x)x<t(n- x)n-x 
(3.19) 

Sviluppiamo ora la densità binomiale nell'intorno del suo punto eli massimo. 
Passando ai logaritmi, otteniamo: 

lnb(x;n,p) = lnn! -In x! -ln(n- x)!+ x lnp +(n- x) ln(l - p). 

D punto di massimo si ottiene annullando la derivata prima di In b, utilizzando 
la formula di Stirling e considerando quindi x come variabile continua: 

d cl d 
dx (In b)= - dx (In x!)- dx [In( n- x)!]+ In p -ln(l- p)= 0. 

Con le approssimazioni fatte, la derivata di In x!, vale: 

d l 1 
dx nx. 

l l x~l = -
2 

+ l + ln x - l = -
2 

+ ln x ....=...t In x 
x x 

Poiché d(lnx!)/dx-:::: In x, la (3.20) diventa: 

d 
d x ln b -:::: - In x + ln (n - x) + In p - Jn(l -p) = O , 

da cui: 
p( n - x) p( n - x) 

ln x(l _p) =O;:::::::} x(l _ p) = l => x = fJ = np . 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

Abbiamo ottenuto un primo risultato: per fJ » l, ovvero x » l , il valor 
medio diventa anche il punto di massimo. 

Eseguiamo ora lo sviluppo in serie eli Taylor al second'ordine nell'intorno 
di questo valore. Ponendo sempre y(x) = lnb otteniamo: 

y (x) = y(np) + ~ [d
2

y~x)] (x- np)2 +O(-;) 
2 dx x = np n 

y(np) +- ----- (x -np) , l[ l l] 2 

2 x n- x ~=np 
(3.23) 
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dove la derivata seconda è stata ottenuta derivando la (3 .22) e il termine in 
(1/n2 ) derivando ancora la derivata seconda. Dopo facili calcoli si ottengono 
le equazioni: 

y(x) 
l (x-np) 2 

y(np)- 2 np(l - p) ' 

b(x;n,p) = ey(x) ~ ey(np) exp [-~ (x ( np);] 
2np 1- p 

(3 .24) 

Dato che eY(np) non è altro che la densità binomiale calcolata nel punto di 
massimo x= np con la formula di Stirling, dalla (3.19) otteniamo facilmente: 

l l 
b(x = np;n,p) ~ fie , 

v 21r -jnp(l- p) 
(3.25) 

da cui: 

l [ l (x - np)
2

] 
b(x;n,p)~g(x;n,p)= ..;21rJ exp - -

2 
( ) . 

· 21i np(l- p) np l -p 
(3.26) 

Questa è una forma approssimata della binomiale che vale per valori di x 
nell'intorno di p, = np, a patto di trascurare i termini di ordine superiore a 
1/n nello sviluppo di Taylor (3 .23) . La funzione g(x; n , p) , che approssima la 
binomiale per valori interi di x , può essere considerata com. e funzione continua 
di x. Infatti, il fattore 

4t = l 
- J np(l - p) ' 

che compare nella (3.26), è una quantità indipendente da x, che -t O per 
n -t oo e che assume il significato di differenziale della variabile t data da: 

x -np 
t = -vr=np=:=(=l -==p=7) 

È allora possibile, passando al limite di Riemann, calcolare la somma delle 
probabilità di un insieme di valori di X, per valori grandi di n, come: 

:t2 :t2 l [ l ( )2] 
P{ xl~ X~ x2}= lim "'b(x;n,p) = lim "' fie exp -- x ( np) 4 t 

n~oo ~ At~o ~ v 21r 2 n p l - p 
:tt :tt 

l 1t2 l 2 = ,j21i tt e-2t dt . (3.27) 

Questo fondamentale risultato è detto teorema di DeMoivre-Laplace. 
Introducendo f..L e CJ definit i nelle (3.6) otteniamo infine: 

l~+oo [1 2] l ~+oo [l (x -p,)
2

] -- exp --t dt = -- exp - - 2 dx = l , 
,.J2if - oo 2 V'21r (J - oo 2 (J 
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dove si è fatto uso dell'integrale notevole (vedere esercizio 3.4) J exp ( -z2) dz= 
,;n. 

La densità gaussiana o normale: 

l [ l (x -~)2 ] g(x; ~,a)= -/2iia exp -2 a2 , (3.28) 

è quindi normalizzata e permette di calcolare, quando è integrata, la proba
bilità che un valore x cada in un intervallo vicino alla media ~ quando la 
varianza è a2 . Questa è di gran lunga la più importante funzione di densità 
del calcolo delle probabilità e andrebbe pertanto ricordata a memoria. 

Esercizio 3.4 • 
Dimostmre che 

Risposta. Posto 

si ha 

! 2 = I :oo I :oo e-(x2+y2} dxdy , 

e, in coordinate polari: 

(3.29) 

l
+oo 12,.. 2 l+oo 2 [ 2 ] 

00 

! 2 = e-P pdpd(} = 211" e-P pdp = - 1r e- P = 1r, -oo ~ -oo O 

da cui I= fo. Analogamente, si può dimostra1·e che 

(3.30) 

La media e la varianza della distribuzione binomiale sono ovviamente da
te, per costruzione, dai parametri ~ e a che compaiono in chiaro nella 
(3.28). Thttavia, ut ilizzando gli integrali (3.29, 3.30), si può anche dimostrare 
direttamente che: 

(X) = l l +oo [ l (x - ~)2 ] 
fiL x ex p - 2 2 dx = ~ 

y27ra -oo a 
(3 .31) 

Var[X] = l l +oo [ l (x ~)2 ] 
fiL (x - 1.1Yexp --

2 
- 2 dx = a 2 

. (3.32) 
v27ra - oo a 
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g(x; 4, 1.55) 

• b(x; 10, 0.40) 

4 
x 

lO 
Fig. 3.2. Densità gaussiana (li
nea piena) e binomiale (punti) 
per n = 10, p = 0.4 

In statistica dovremo utilizzare il momento di ordine 4 della gaussiana; 
tramite integrali del tipo (3.29, 3.30), si può mostrare che: 

Ll4 = -- (x- J.L) 4 exp - - ? dx = 3o-4 . l / +oo [ l (x ft)
2

] 

....('i;o- -00 2 o--
(3.33) 

La densità di Gauss approssima la binomiale per J.L » l. Grazie alla rapida 
convergenza dell'approssimazione di Stirling (3.18), in molti casi si commette 
un errore minore di qualche per cento già per ft ~ 10. Come regola pratica, 
la funzione di Gauss può essere sostituita alla binomiale quando sono valide 
le condizioni 

J.L = np ~ 10 , n(l- p) ~ 10 (in pratica!) , (3.34) 

che giustificano in modo ragionevole l'approssimazione dello sviluppo (3.23) . 
Se p e l -p non sono molto vicine agli estremi dell'intervallo [0, 1], basta la 
condizione J.L ~ 10. Se invece le probabilità sono molto sbilanciate occorre 
velificare entrambe le condizioni della (3.34) . Si veda la Fig. 3.2, dove viene 
riportata l'approssimazione gaussiana di una densità binomiale b(x; 10, 0.4). 
In questo caso media e varianza sono date da J.L = np = 10 · 0.4 = 4 e o-2 = 
np(l-p) = 2.4. Pur essendo J.L = np = 4, n(l-p) = 6 < 10, l'approssimazione 
è già più che accettabile. 

Esercizio 3.5 r · 

Utilizzando la distribuzione di Gauss, calcolare le probabilità di ottenere un 
dato numero di teste nell'esperimento delle 10 monete di Tab. 2.2. 

Risposta. Nell'esperimento delle 10 monete, di cui ci stiamo servendo ripetu
tamente per affinare la vostra sensibilità statistica, i valori di media, varianza 
e deviazione standard sono dati da: 
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np = 10 · 0.5 = 5 , 

np(l - p) = 10 · 0.5(1 - 0.5) = 2.50 , 

V2.5::; 1.58 . 

Questi valori, inseriti nella {3.28), permettono il calcolo delle probabilità 
gaussiane richieste: 

( 
l (:t:-5) 2

) p(x) = 0.252 exp - 2 2
.
5 

, (x =O, l , ... , 10) . 

Se ricopiamo la Tab. 2.2 e rip01iiamo in ·una colonna le probabilità così 
calcolate, otteniamo il risultato: 

spettro n. di fre- proba- pro ba-
(n. teste) prove quenza bilità. bilità 

bino m. gauss. 
o o 0.00 0.001 0.002 
l o 0.00 0.010 O.QlO 
2 5 0.05 0.044 0.042 
3 13 0.13 0.117 0.113 
4 12 0.12 0.205 0.206 
5 25 0.25 0.246 0.252 
6 24 0.24 0.205 0.206 
7 14 0.14 0.117 0.113 
8 6 0.06 0.044 0.042 
9 l 0.01 0.010 O.QlO 

lO o 0.00 0.001 0.002 

da cui si vede che, pur essendo np =n( l - p) = 5 < 10, la densità. gaussiana 
fornisce risultati già in buon accordo con la densità binomiale. Per questo 
motivo spesso la condizione (3.34) viene ulteriormente allargata ponendo 

J1. ~ 5 , n(l- p) ~ 5 . 

3.5 Calcolo di distribuzioni in SCILAB 

In ambito SCILAB è possibile calcolo .di tutte le principali distribuzioni di 
probabilità. Esistono infatti delle funzioni di sistema cdfxxx per il calcolo 
delle cumulative; i caratteri xxx sono riservati al tipo di distribuzione richie
sta: ad esempio, se xxx vale bin, nor, poi , si ottiene rispettivamente il calcolo 
delle cumulative delle densita binomiale, normale o poissoniana. 

Per tutte queste funzion i, sono possibili i seguenti tipi di chiamata (per 
fissare le idee, consideriamo il caso della distribuzione binomiale con parame
tri n, p): 

[P, 1-P] =cdfbin ( "PQ" ,X, n, p, 1-p) 

[X] =cdfbin("S" ,n, P, 1- P ,p, 1-p) 
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[n]=cdfb in("Xn",p,1-p,P,1-P,X) 

[p ,1- p] =cdfbin ( "PrOmpr" ,P ,1- P ,X ,n) 

In modalità "PQ"si calcola in P il valore cumulativo da zero ad X; la mo
dalità "S" calcola il valore X corrispondente al valore cwnulativo P; con "Xn" 
viene fornito il numero n di tentativi relativo ad una binomiale con probabi
lità elementare p quando il valore cumulativo tra zero e X è pari a P; infine, 
con la chiamata "PrOmpr" viene trovata la probabilità p a partire da n e dal 
valore cumulativo P tra zero e X. 

Questa modalità di chiamata sono comuni a tutte le distribuzioni e pos
sono subire alcune variazioni a seconda dei parametri matematici in gioco, 
che variano da caso a caso. È bene quindi, prima di utilizzare queste routine, 
consultare il manuale in linea di SCILAB. 

3.6 legge 3-sigma e gaussiana standard 

La densità gaussiana, oltre ad essere una ottima approssimazione delle distri
buzioni binomiale e poissoniana è anche, come vedremo nel prossimo para
grafo, la densità limite della combinazione lineare di più variabili aleatorie. 
Per queste ragioni essa rappresenta di certo la distribuzione più importante 
del calcolo delle probabilità. 

Vogliamo qui discutere una proprietà matematica molto important e di 
questa funzione, detta legge 3-sigma (o 3u): 

P{IX- J.LI:::; +ku} = _ l J.J.'+ku exp [-~ (x- J.L) 2] dx 
.,f2iru t•-k<T 2 O" 

{ 

0.683 per k =l 
= 0.954 per k = 2 

0.997 per k = 3 
(3.35) 

che, espressa a parole, suona così : se X è una variabile gaussiana di media 
(X) = J.L e deviazione standard u[X] = a, la probabilità di ottenere un valore 
x compreso in un intervallo centrato sulla media J.L e di ampiezza ±u è di 
circa il68%, mentre se l 'intervallo è ampio ±2a essa è di circa il95%; inoltre 
il valore x può cadere fuori da un intervallo di ampiezza ±3a solo con una 
probabilità di 3 casi su mille 

In molti casi pratici si assume che i valori dello spettro siano tutti con
tenuti in un intervallo entrato su J.L e largo ±3u (da cui il nome della legge 
(3.35)). Le probabilità definite dalla (3.35) sono dette anche livelli o valori 
di probabilità gaussiani. 

n calcolo dell 'integrale (3.35) è difficile in pratica, perché la primitiva 
E(x) della gaussiana: 
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E(x) = -- exp -- -- dt 1 lx [ 1 (t f.L) 
2

] 
V2ir<T o 2 (J 

(3.36) 

non è nota analiticamente (strano, ma vero!). L'integrale viene di solito va
lutato con metodi numerici, sviluppando in serie l'esponenziale e calcolando 
numericamente il limite della serie integrata. Si ottengono in questo modo 
i livelli di probabilità della (3.35). Sembrerebbe a questo punto necessario, 
per ogni gaussiana di media e deviazione standard assegnate, procedere per 
via numerica al calcolo delle probabilità cumulative negli intervalli di inte
resse. Questa complicazione può essere però evitata ricorrendo ad una gaus
siana universale o gaussiana standard, che si ottiene definendo una variabile 
fondamentale in statistica, la variabile standard 

X -J.L X-J.L 
T = -- che assume i valori t = -- , 

(J (J 
(3.37) 

la quale misura lo scarto di 1m valore x dalla sua media in unità di deviazio
ne standard. Applicando le (2.62, 2.64, 2.65) è facile vedere che la variabile 
standard ha media nulla e varianza unitaria. 

Se ora operiamo il cambio di variabile (3.37) nell'integrale (3 .36) ottenia-
m o: 

1 lx ( t2) E(x) = ,f2ir 
0 

exp - 2 dt. (3.38) 

Questa primitiva, come è facile verificare, è legata alla nota funzione degli 
errori ( en·or function) Erf( x) dalla relazione: 

l r+x l 1V2x ( t2) 
Erf(x)::: .fo l-x exp(-t2)clt = 2 ,f2ir 

0 
exp - 2 dt::: 2 E(hx). 

(3.39) 
Essa può essere calcolata una volta per tutte, essendo indipendente da f.L e <J. 

Poiché la gaussiana è una curva simmetrica, vale anche la condizione 

E(x) = -E(-x). (3.40) 

Considerando ora la t~asformazione t = ,j2 z ed integrando la serie esponen
ziale, si ottiene: 

E( x) 
l 1x!V2 2 z4 z6 

.,fii 
0 

(l - z + 2T -
31 

+ ... ) dz (3.41) 

l oo (- l)k(xj,.J2)2k+1 

,fo {; k! (2k +l) . 

La somma di questa serie si trova tabulata in tutti i testi di statistica (nel 
nostro la trovate in appendice D nella Tab. D.l a pagina 481), ed è presen
te come routine di libreria in molti prodotti software di uso scientifico. In 
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O. l 

~4 ·3 3 x 4 

F ig. 3.3. Gaussiana. standa.rd 
g(x;O, l) (3.42) e corrispondente 
cumulativa sl>(x) (3.43) 

SCILAB è disponibile la funzione degli errori erf con 7 cifre decimali. In
vertendo la (3.39) l'integrale E(x), può essere calcolato con l'istruzione: 

0 .5*erf(x/sqrt(2)) 
che può essere usata in alternativa alla Tab. D.l, ottenendo anche un risultato 
più accurato con 7 cifre significative. 

La primitiva (3.38) corrisponde ad una densità gaussiana standard 

(3.42) 

di media zero e deviazione standard unitaria. Una distribuzione avente den
sità gaussiana (3.28) viene chiamata normale ed indicata spesso con N(p,, u2 ); 

la variabile aleatoria corrispondente a volte viene indicata con X ,...., N (p,, (12 ), 

o T,....., N(O, 1), se è standard. TI simbolo,...., significa "distribuito come". 
La funzione cwnulativa della gaussiana standard, rappresentata in Fig. 3.3, 

viene invece indicata solitamente con 4>(x): 

P(x) = -- e- x 12 dx. l /_x 2 

..j2rr - 00 

(3.43) 

Essa è legata alla funzione (3.38) dalla relazione: 

4>(x) = 0.5 + E( x) , (3.44) 

che vale anche per x <O grazie alla (3.40). 
In sostanza, il calcolo delle probabilità integrate, con qualunque gaussiana, 

può sempre essere ricondotto al caso della gaussiana standard, di media nulla 
e varianza unitaria, per il quale esiste una tabella universale. Chiariamo l'uso 
di questa tabella con alcuni esempi. 
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Esercizio 3.6 n- -- ·:;;r ~ ~ ..., , , -

Trovare la probabilità P{f..L- a :5 X :5 f..L + a} con quattro cifre decimati. 

Risposta. La var·iabile standard (3.37}, nei due estremi dell'intervallo da con
siderare, vale in questo caso ± l ; dalla Tab. D.1, riportata in appendice D, 
per t= 1.00 {1.0 si legge nella riga e l 'ultimo zero nella colonna in alto) si ha 
P = 0.3413. Poiché la tabella dà l'integrale tra zero e t, dobbiamo raddoppia
re questo valore. Otteniamo pertanto P {f..L - a :5 X :5 f..L + a} = 2 x 0.3413 = 
0.6826, in accor-do con la (3.35). Si noti che la tabella fornisce valori solo per 
O :5 t :5 0.5, dato che la gaussiana standard è simmetrica rispetto all'origine. 

Esercizio 3. 7 ..... 

Qual è la probabilità di estrarre, da una gaussiana N(5 , 9), cioè di media 5 e 
deviazione standard 3, valo1"i di X più grandi di 12 oppure -2::; X::; 12? 

Risposta. La variabile standat·d {3. 37) vale in questo caso 

12-5 
t = - 3 - = 2.33 ) 

-2-5 
t= -3- = - 2.33 . 

Dalla cumulativa .P(x) di Fig. 3.3 si vede che la pt·obabilità di ottenere valori 
x > 2.33 è molto piccola. Un vatm·e preciso lo si può ottenere dalla T ab. D.1, 
dove in corrispondenza di questo valore si legge il valore 0.4901, che r-appre
senta la probabilità di ottener·e valori tm O e 2.33. Le probabilità cer·cate sono 
date allora da: 

P{X > 12} 0.5000 - 0.4901 = 0.0099:::::: 1% , 

P{ -2 :5 X :5 12} = l- 2 x 0.0099 = 0.9802:::::: 98% . 

E sercizio 3.8 ;:.. .~ 

Quali sono gli estremi cm-rispondenti ad un intervallo di probabilità gaussia
no del95%? 

Risposta. Si chiede di trovare un numero reale t tale che P {f..L - ·t a ::; X ::; 
f..L + t a} = 0.95. Dalla Tab. D.1 si legge, in corrispondenza di una probabilità 
pari a 0.95/2 = 0.475, il valore t= 1.96. La risposta è pertanto: la probabilità 
del 95% si ottiene integrando la gaussiana in un intervallo ampio 1.96 a e 
centrato sulla media. Infatti 

l
x - f..LI t= 1.96 = -a- implica x= f..L ± 1.96a , 

e quindi 
l 1t•+1.96u ! (~)2 

-- e- 2 .. dx = 0.95 . 
.;2ira J.t - 1.96u 
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3.7 Il teorema Limite Centrale: universalità della gaussiana 

La densità gaussiana appare fin qui come limite per medie elevate della den
sità binomiale. Thttavia, un teorema fondamentale, proposto da Gauss e da 
Laplace nel 1809-1812 e dimostrato in modo generale agli inizi del '900, asse
gna ad essa un ruolo cruciale nel calcolo delle probabilità, sia per le variabili 
continue sia discrete. Questo è il 

Teorema 3.1 (Limite Centrale o Centrale Limite) . Sia Y una variabile 
aleatoria combinazione linear·e di N variabili aleatorie Xi {si veda la(2.9}} 
con la relativa discussione) 

N 

YN = L.: aixi 
i=l 

dove ai sono coefficienti costanti. Se 

a) le variabili Xi sono tra loro indipendenti (si veda la (2.10}); 
b) le variabili Xi hanno varianza finita; 

(3.45) 

c) le varianze (o deviazioni standard) sono tutte dello stesso ordine di 
grandezza: 

a-[Xi] = 0(1) per ogni i,j ; 
a-(Xj] 

(3.46) 

allora, per N ~ co, la variabile aleator-ia Ylv converge in legge, secondo la 
(2. 14), verso la distribuzione gaussiana. 
Si ha pertanto, in termini di funzioni di ripartizione: 

dove !l>(x) è la funzione di ripartizione della gaussiana standard (3.43). 

Dimostrazione. La dimostr-azione del teorema, per· variabili aventi t·utte la 
stessa distribuzione, fa uso delle funzioni generatrici ed è riportata in appen
dice B. Anche la formula di DeMoivre-Laplace {3.21) va vista come un caso 
particola1·e del te01·ema nel caso della somma di variabili di Bernoulli. 
Si può anche dimostrare, più in generale, che il teorema vale per somme di 
variabili, sia discrete sia continue, aventi ognuna una distribuzione diversa 
[22]. Tuttavia, è essenziale che le variabili Xi siano tra loro indipendenti 
(condizione a)), e che esse, se prese singolarmente, abbiano debole influen
za sul Tisultato finale (condizioni b) e c)). Va pe1·ò subito notato un fatto 
piuttosto strabiliante e di estrema importanza, che si verifica in pratica: alla 
condizione N ~ oo si può sostituire con buona approssimazione la condizione 
N~ 10. D 
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In sostanza il teorema afferma che una variabile aleatoria tende ad avere 
densità di Gauss se essa è la sovrapposizione lineare di più variabili aleatorie 
indipendenti, numerose, e, se prese singolarmente, di debole influenza sul 
risultato finale. 

Parlando un po' liberamente, possiamo dire che il teorema assegna alla 
gaussiana il ruolo di una funzione universale a cui tendono le variabili di 
sistemi ad "alto equilibrio statistico". 

Ancora più interessante è il fatto che la pratica e le simulazioni al calcola
tore mostrano che N non deve essere poi tanto grande. Come già evidenziato 
nella dimostrazione del teorema, è lecito utilizzare la condizione N ~ 10. 

Spesso si dice: "gli sperimentatori usano la gaussiana perché pensano che 
i matema.tici abbiano dimostrato che essa è la curva universale; i matematici 
la usano perché pensano che gli sperimentatori ne abbiano in pratica dimo
strato l'universalità ... " . Questa affermazione, un po' semplicistica, andrebbe 
sostituita con la seguente: spesso le variabili aleatorie seguono la distribuzione 
gaussiana perché sono verificate abbastanza bene le condizioni del teorema 
Limite Centrale. Esistono tuttavia numerose ed importanti eccezioni a questa 
regola generale, la quale va considerata spesso come un indispensabile punto 
di riferimento, ma non va applicata alla cieca. 

Ecco alcuni esempi di variabili aleatorie che, in accordo col teorema, si 
distribuiscono in modo gaussiano: 

• l'altezza o il peso di una popolazione di individui etnicamente omogenei; 
• il peso dei fagioli contenuti in una scatola (provare per credere ... ); 
• i valori dei quozienti di intelligenza di un gruppo di persone; 
• la media di un campione con numero di eventi maggiore di una decina: 

in questo caso le condizioni a)-c) del teorema sono senz'altro soddisfatte, 
perché le variabili sono indipendenti e le loro varianze sono tutte uguali; 

• le componenti della velocità delle molecole di un gas perfetto. 

Le grandezze seguenti non sono invece di tipo gaussiano: 

• l'energia delle molecole di un gas perfetto: essa è proporzionale al modulo 
quadrato del vettore velocità (che ha componenti gaussiane) e quindi vie
ne meno la condizione di linearità (3.45). Dimostreremo tra breve che il 
modulo quadro di un vettore di componenti gaussiane indipendenti segue 
una distribuzione particolare, detta di x2 (chi-quadrato o chi-quadro). In 
tre dimensioni, questa distribuzione è la famosa distribuzione di Maxwell, 
ben nota ai fisici; 

• come vedremo tra breve, i tempi di arrivo di eventi poissoniani non si 
distribuiscono secondo una gaussiana. 
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3.8 Processi stocastici poissoniani 

Nei processi stocastici le variabili aleatorie dipendono da un parametro con
tinuo o discreto. In questo paragrafo tratteremo un caso molto frequente, 
quello in cui il parametro continuo che si considera è il tempo. 

Per questa classe di fenomeni la distribuzione di Poisson riveste un ruolo 
fondamentale: essa non va pertanto considerata solo come una semplice ap
prossimazione matematica della distribuzione binomiale, ma, analogamente 
al caso della gaussiana, come una legge universale della natura. 

Consideriamo un processo stocastico in cui una sorgente genera eventi 

a) discreti, in modo tale che in un intervallo infinitesimo di tempo dt si 
generi al più un evento; 

b) con probabilità per unità di tempo À costante e uguale per tutti gli eventi 
generati. Questa quantità, di dimensione s-1 , rappresenta la frequenza 
di emissione per unità di tempo (per esempio, il numero di eventi al 
secondo). Questa proprietà implica che il numero medio di eventi contati 
in un intervallo dipenda solo dalla larghezza dell'intervallo, e non dalla 
sua posizione lungo l'asse dei tempi; 

c) indipendenti tra loro. In altre parole, i conteggi degli eventi in intervalli 
di tempo disgiunti sono variabili aleatorie indipendenti. 

Un fenomeno stocastico che obbedisce alle condizioni a)-c) si chiama processo 
stazionario di Poisson. 

Quale sarà la legge statistica del numero di eventi generati entro un inter
vallo di tempo misurabile Llt? La risposta è facile se si definiscono le quantità 
seguenti: 

• il numero di tentativi N = Lltf dt. Se Llt è una quantità macroscopica 
misurabile e dt è un differenziale, si ha sempre N » l. Notate che si 
considera come durata di un tentativo utile alla generazione di un evento 
la quantità differenziale o comunque molto piccola dt; è questa l'ipotesi 
cruciale di tutto il ragionamento che stiamo sviluppando; 

• la probabilità p = >.. dt di osservare un evento in un tentativo di durata 
dt. Si ha sempre p « l se il processo di emissione è discreto e dt è un 
differenziale; 

• il numero medio 1-L = .XLlt di eventi generati entro Llt. 

n processo di emissione degli eventi può allora essere visto come la proba
bilità binomiale di avere {X = n} successi in N = (Llt/ dt) » l tentativi 
quando la probabilità elementat·e di un successo è p = À dt « l. Tenendo 
presente i risultati del par. 3.3, è immediato dedurre che il conteggio X(Llt) 
in un intervallo Llt in un processo di emissione discreto non può che essere 
una va.riabile aleatoria che segue la legge di Poisson, con ft = >..Llt. Dalla 
(3.14) otteniamo: 

P{X(Llt) = n}= Pn(Llt) = (>..Llt)n e->.~t . (3.47) 
n! 
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È facile mostrare che, se vale la (3.47), i conteggi in intervalli di tempo 
disgiunti sono variabili aleatorie indipendenti (si veda il problema 3.13). 

Alla legge di Poisson obbedisce una classe veramente vasta di fenomeni: il 
numero eli pesci pescati in un'ora in condizioni ambientali costanti, il numero 
di auto che si fermano a un semaforo a parità di giorno ed ora nel corso, 
poniamo, di un mese (se non vi sono eventi eccezionali), il numero di fotoni 
emessi da un insieme di atomi eccitati, il numero di particelle nucleari emesse 
da una sorgente radioattiva, il numero di stelle cadenti osservate in 10 minuti 
in una sera di agosto, il numero di incidenti stradali in un anno se non vengono 
presi nuovi provvedimenti per la sicurezza, . .. insomma, t utti quei cas i in 
cui una sorgente stabile (.X costante) emette eventi discreti (.X d t « l) ed 
indipendenti. 

Fin qui abbiamo considerato le proprietà della sorgente degli eventi; qual 
è il ruolo dell'osservatore o dell'apparato di conteggio? L'osservazione del 
fenomeno non altera la statistica poissoniana se l'apparato di rivelazione o 
conteggio (l'occhio, uno strumento o un apparato comunque complicato) ha 
un tempo morto e un tempo di risoluzione piccoli rispetto al tempo medio 
di m-rivo degli eventi. Per tempo morto si intende il t.empo durante il quale 
lo strumento resta inattivo dopo il conteggio di un evento (in un contatore 
Geiger, ad esempio, questo tempo è dell'ordine del millisecondo); per tempo 
di risoluzione si intende il tempo al di sotto del quale l'apparato non registra 
più tutti i conteggi (per l'occhio questo tempo è di poco inferiore al secondo, 
per gli strumenti meccanici si va dalla frazione al millesimo di secondo, per 
gli strumenti elettronici si arriva al miliardesimo di secondo o anche meno). 
In sostanza, un evento che arriva entro il tempo morto non viene registrato, 
due o più eventi che arrivano entro il tempo di risoluzione vengono registrati 
come un solo evento. È chiaro allora che la statistica poissoniana originale non 
viene alterata se la probabilità di arrivo di un evento entro il tempo morto e 
la probabilità di arrivo di più di un evento entro il tempo di risoluzione sono 
entrambe trascurabili. 

n numero di eventi emessi e/ o contati in un tempo finito L.lt non è l'unica 
variabile aleatoria importante di un processo stocastico: fondamentale è an
che la variabile aleatoria tempo di a1-rivo T dell'evento successivo rispetto al 
precedente. Dimostriamo ora un'ulteriore e importante legge statistica fon
damentale della natura: la legge esponenziale negativa dei tempi di arrivo. 

Azzeriamo l'orologio ad un tempo arbitrario t = O oppure sull'ultimo 
evento registrato: il tempo T che scorre prima che arrivi un altro evento è 
tma variabile aleatoria che è determinata dalla probabilità composta di non 
registrare nulla fino a un tempo t e che venga registrato un evento in (t, t+ d·t ]. 
Ponendo nella (3.47) n = O, abbiamo Po(t) = e - >.t , mentre, in base alla defini
zione di >., la probabilità di arrivo in (t, t+ dt] è data semplicemente da>. dt. 
La variabile T ha dunque una densità di probabilità di t ipo esponenziale 
negativo: 

e( t) dt = Po(t)>. dt = >.e->.t clt , t 2:: O . (3.48) 



86 Capitolo 3. Calcolo elementare delle probabilità 

e( t) 
Fig. 3.4. La densità dei 

0.10 , , tempi di arrivo è di tipo 
\ 

l b) esponenziale negativo co-
\ me mostrato nella curva 
l a) della figura, che si rife-

risce ad un flusso medio di 
0.0 

l 0.1 eventi/s (>. = O.ls- 1
, 

l l evento ogni 10 secondi). 
0.04 La curva b) è una gaussia-

l na di media l O secondi e 
l deviazione standard arbi-0.02 

traria di 4 secondi, che co-
a) stituisce un esempio della 

o 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 
rappresentazione intuitiva 

t (secondi) 
(ma errata!) che spesso si 
ha dei fenomeni stocastici 

È facile vedere che essa è normalizzata e che media e varianza sono date da: 

ji-= jte(t)dt =~, u
2 = J(t-~r e(t)dt= ;2. (3.49) 

L'equivalente nel discreto della densità esponenziale è la densità geometrica 
(3.7) . È facile infatti vedere che, per p« l, il logaritmo di questa equazione 
diventa: 

lng(n) = ln[p(l - p)n- l] = ln p +(n - l) ln(l- p) -t lnp - (n - l )p, 

e quindi: 

( ) 
P«L -(n-l)p gn -tpe . (3.50) 

Il risultato ottenuto si presta ad alcune considerazioni interessanti. La rap
presentazione intuitiva che spesso si ha dei tempi di arrivo di un flusso di 
eventi (IO eventi al secondo, poniamo) è di t ipo gaussiano: gli eventi dovreb
bero arrivare ad intervalli di circa 1/10 di secondo, con piccole fluttuazio
ni simmetriche intorno a questo valore. Questa rappresentazione intuitiva è 
completamente sbagliata: l'arrivo degli eventi è regolato dalla legge esponen
ziale, secondo la quale eventi ravvicinati nel tempo sono molto più probabili 
di eventi separati da lunghi intervalli di attesa (si veda la Fig. 3.4). Questo 
effetto è ben visibile con i contatori che spesso si usano in laboratorio: gli 
eventi sembrano arrivare "a grappoli" separati da lunghe attese, dando l'im
pressione ai non esperti di malfunzionamenti strumentali. In realtà, questa 
apparente correlazione temporale è proprio dovuta alla assoluta mancanza di 
correlazione tra gli eventi! 

Eventi rari come gli incidenti o le calamità naturali spesso avvengono 
a breve distanza di tempo, generando la (falsa) credenza di misteriose cor
relazioni t ra le sciagure. In realtà si tratta quasi sempre di effetti dovuti 
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al caso, che si riflettono in alcuni detti popolari quali "non c'è il due sen
za il tre ... ", oppure "le disgrazie non vengono mai sole . . . ". Forse questi 
sono da annoverare tra i pochi proverbi che banno un qualche fondamento 
sperimentale . . .. 

Dato che la densità esponenziale negativa non ha la classica forma "a 
campana", la media in questo caso non dice molto su dove i dati si localizzano. 
È allora più utile rifarsi alla funzione cumulativa della (3.48), che si ottiene 
facilmente dalla (2.34): 

P{O:::; T:::; t}::: F(t) = 1t .Àe->.r dr = l- e->.t . (3.51) 

Questa funzione fornisce la probabilità eli arrivo di almeno un evento in [0, t]. 
La probabilità di non osservare eventi fino a t è ovviamente data da: 

P{T >t} = l- F(t) = l- P{O :::; T:::; t} = e->.t = Po(t) , (3.52) 

che coincide con la densità di Poisson (3.47) quando n= O. 

Eser cizio 3 .9 - r~ -~ 

Tra le 23 e le 23, 30 lungo un certo tratto di strada transitano in media 40 
veicoli. Qual è la probabilità di osservare, tra un veicolo ed il successivo, un 
intervallo di tempo minore di 10 secondi ed uno di più lungo di 5 minuti? 

Risposta. n tempo medio tra due veicoli successivi è dato da 

60 x 30 = 1800 = 45 
40 40 s ' 

cui corrisponde una probabilità o frequenza media di ar-rivo pari a 

l 
.À = 45 = 0.022 s-1 

. 

Applicando la (3.51) con t= 10 s si ottiene: 

P{O:::; T:::; 10 s} = 1 - e-0·022.10 = 0.199 ~ 20% . 

La probabilità di osservare intervalli più lunghi eli t = 5 min = 300 s è data 
invece da: 

P {T > 300 s} = l - P {O :::; T :5 t} l - (l - e->.t) = e- >.t 

e -0.022·300 = 1.2710-3 c:= 0.13% . 

Vogliamo ora mostrare che l'esponenziale negativa è l'unica forma funzionale 
che assicura l'indipendenza temporale degli eventi. Siano A= {T> t + .:1t} 
e B = {T > t} gli eventi: "non si sono registrati arrivi fino a t+ Llt" e "fino a 
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t" rispettivamente. Ovviamente {T> t+ Llt} C {T> t}, perché se si verifica 
A si è verificato anche B, per cui P(A n B) = P(A) (l'intersezione degli 
eventi non corrisponde a quella degli intervalli di tempo!). La probabilità 
condizionata (1.19) vale in questo caso: 

P{T >t+ LltiT >t} = P{ {T> t+ Llt} n {T> t}} P{T >t+ Llt} 
P{T>t} - P{T>t} 

e-À(t+Llt) 
e- À(t) = e- >.A.t = P {T > Llt} . (3.53) = 

Come si vede, l'informazione sull 'assenza di eventi fino a t non ha alcuna 
influenza sulla legge di probabilità dei tempi successivi. La legge esponen
ziale rimane invariata, qualunque sia l'istante t in cui si decide di azzerare 
l'orologio; essa descrive pertanto i sistemi detti senza memoria. Basta però 
combinare tra loro più sistemi senza memoria per avere sistemi con memoria 
le cui densità di probabilità temporali non soddisfano la (3.53); si vedano, 
nei prossimi due capitoli, l'esercizio 4.1 ed il problema 5.8. 

L'indipendenza tra i conteggi in intervalli di tempo separati (condizione 
c) di pagina 84) implica anche l'indipendenza degli eventi "c'è un arrivo al 
tempo t" e "non ci sono arrivi in (t, t+ Llt]". Vale pertanto la relazione: 

P{T > LltiT = t}= P{T > Llt} = e->.A.t , 

da cui si vede che i tempi tra gli arrivi (intertempi) sono variabili aleatorie 
indipendenti di legge esponenziale negativa. 

Per descrivere sistemi biologici o disposit ivi dotati di memoria, che tendo
no a "invecchiare", di solito si usa una variante della funzione esponenziale, 
detta densità di Weibull: 

w(t) = atb- l e- (o.fb)·tb , t~ O, a, b >O. (3.54) 

I parametri a e b vengono spesso determinati empiricamente dall'analisi dei 
dati. La. curva di Weibull, per a = b = l , è l'esponenziale negativa; ten
de invece ad assumere una. forma a campana per b > L La. corrispon
dente funzione cumulativa vale F(t) = J0 w(t)dt = l - exp(- atb/b). Se 
ad esempio a = 2, b = 2, allora w( t) = 2t exp( -t2) e dalla (3.53) risulta 
P{T > t+ Lltlt} = exp[-(Llt?- 2tLlt). La probabilità di non avere eventi 
fino a t+Llt (ovvero la probabilità di vita, se l'evento è la rottura del sistema) 
diminuisce se aumenta t. 

Generalizziamo ora la legge esponenziale ad eventi poissoniani non conti
gui, dove interessa il tempo del k-esimo evento. Gli eventi registrati sono in 
questo caso separati da k- l eventi, come in Fig. 3.5. 

Ponendo nella (3.48) Pk-1 (t) al posto di Po(t), otteniamo facilmente la 
densità erlanghìana di ordine k o densità gamma di Fig. 3.6: 

(>.t)k-1 >.k 
(t) \ -Àt tk-1 -Àt 

ek = /\(k -l)!e = r(k) e ' t~ o ' {k- l) ~o ' (3.55) 
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Fig. 3 .5. Definizione di evento k-esimo nella densità gamma, relativa ai tempi di 
arrivo di eventi non contigui 

dove T(k) = (k - l)! per k intero (andate a vedere, più avanti, la 3.63). La 
media e la varianza di questa densità sono date da: 

2 k 
a = À2 (3.56) 

Per eventi contigui, k - l = O e riotteniarno le (3.48-3.49) . Quando k 
aumenta, la media e la varianza aumentano e la densità del flusso Àk = 
1/ f.k diminuisce. La densità gamma è per costruzione la densità della somma 
di k variabili aleatorie esponenziali negative indipendenti. Si può ottenere 
questo risultato anche con la teoria delle funzioni di variabili aleatorie, che 
svilupperemo nel cap. 5 (si veda il problema 5.5) . 

Tra le densità di Poisson e di Erlang è facile mostrare che sussiste l 'utile 
relazione: 

(3.57) 

Abbiamo visto che dalle condizioni a)-c) di pagina 84, che definiscono il 
processo stazionario di Poisson, discende la (3.47), che implica la densità 
esponenziale negativa dei tempi eli arrivo. Mostreremo ora che vale anche 
l'inverso se gli interternpi sono indipendenti e di legge esponenziale negati
va. Infatti, sviluppando in serie le (3.51, 3.52) segue che la probabilità di 
osservare un evento in un intervallo infìnitesimo vale À d t e quella di osser
vare più eventi è trascurabile (un infìnitesirno di ordine superiore). Inoltre, 
se si verificano k conteggi entro t, significa che t sta tra i tempi di arrivo 
Tk e Tk+l, dell'evento k-esimo e (k + I )-esimo rispettivamente. Dato che 
P{Tk ~t}= P{Tk ~t< Tk+1 }+P{Tk+1 ~ t}, vale la relazione: 

P{X(t) = k} = P{Tk ~t< Tk+d 
= P{Tk ~ t}- P{Tk+l ~t} 

= 1t [ek(t) - ek+l(t)] dt = Pk(t), 

dove nell'ultimo passaggio si è fatto uso della (3.57) . 
Avendo ritrovato la legge di Poisson, che implica l'indipendenza dei 

conteggi in intervalli di tempo disgiUJlti, in definitiva si arriva al seguente 
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Fig. 3.6. Densità garmna per 
>. = l e vari valori eli k 

Teorema 3.2 (Indipendenza stocastica) . Condizione necessaria e suffi
ciente perché ttn processo sia stazionario di Poisson è che gli intertempi siano 
indipendenti ed abbiano legge esponenziale negativa. 

3.9 La densità x 2 

Se un vettore ha come componenti delle variabili aleatorie gaussiane, qua
le sarà la densità di probabilità del suo modulo quadrato? Questo proble
ma riguarda la determinazione della densità di probabilità di una variabile 
aleatoria funzione di più variabili aleatorie e verrà affrontato in generale nel 
cap. 5. Tuttavia, qui anticipiamo un risultato particolare, relativo alla densità 
x2 , la quale ha un ruolo importante nell'ambito delle densità di probabilità 
monodimensionaJi, che stiamo qui illustrando. 

Vogliamo trovare la funzione di densità della variabile 

(3.58) 

somma dei quadrati di n variabili staudard gaussiane tra loro indipendenti. 
Notiamo subito che la trattazione vale in generale per variabili gaussiane 
indipendenti, perché una variabile aleatoria può sempre essere resa standard 
attraverso la trasformazione (3.37) . 

Indichiamo con FQ(q) la cumulativa della funzione di densità che stiamo 
cercando: essa dà la probabilità P{ Q ~ q} che la variabile Q sia compresa 
entro una ipersfera di raggio .;q. Poiché le variabili X i provengono dalla 
densità gaussiana standard (3.42) e sono indipendenti, la probabilità cercata 
sarà data, in base alle (1.22, 1.23. 2.10), dal prodotto delle probabilità di 
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ottenere un insieme di valori (x1 , x2, . . . , Xn) sommato (integrato) su tutti gli 
insiemi che soddisfano alla condizione I:i xi S q. Si ha quindi: 

p {L: Xl s q} = FQ(q) = r ... /( ;__)n II e-~ dxl dx2 ... dxn 
}L x'f7!:q V 27f i 

~ l ( l )

n 2 

- L> ~ = . . . ((C e ' 2 d:t1 d:t2 . .. dxn (3.59) 
L.xf7!:q y27r 

dove la produttoria nell'integrando viene dal teorema delle probabilità com
poste e dalle (1.22, 1.23) ed il legame funzionale tra Q e le variabili Xi 
compare solo nella definizione del dominio eli integrazione. Se passiamo alle 
coordinate sferiche ponendo JL:i xf = r, l'integrando risulta indipendente 
dagli angoli e il vincolo funzionale (3.58) dà luogo ad una integrazione sul 
raggio dell 'ipersfera. 

Per un noto risultato della geometria differenziale, sappiamo che l'ele
mento di volume integrato sugli angoli si trasforma, passando da una sfera 
t ridimensionale ari una ipersfera di uno spazio ad n dimensioni, come: 

dove D è una costante ottenuta integrando sulle variabili angolari. L'integrale 
(3.59) diventa allora: 

{ .;q 2 

FQ(q) = F0 lo e- T rn-l d1· 

dove F0 comprende tutti i fattori costanti apparsi nel calcolo. Se ora operiamo 
il cambio di variabile 

1. = y'q' 
l l 

dr= --dq 
2,jQ 

e conglobiamo ancora tutti i fattori costanti in Fo, possiamo esprimere FQ(q) 
come: 

(3.60) 

che è la primitiva della funzione di densità x2 che stiamo cercando. Abbiamo 
pertanto, dalla (2.36) : 

p( q)= dFQ(q) = Fo e- ~ q ~ -1 . 
d q 

(3.61) 

Ovviamente, questa funzione è definita solo per q ~ O. La costante Fo si trova 
imponendo la condizione di normalizzazione 
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/'00 
Fo J 

0 
e-! q~ -l d q = l . 

Per la valutazione di questo integrale si deve ricorrere all 'integrale notevole 
(Io potete trovare su molte tavole standa.rd di matematica): 

T(p) = fooo xP- 1 e-x dx ' (3.62) 

dove T(p), detta funzione gamma, si può ottenere integrando ripetutamente 
per parti la (3.62): 

T(l) = l 
T(l /2) = v; 

T(p+ l) = pT(p) (3.63) 

r(p +I) = p! per p intero 

T(p +l) = p(p -l)(p - 2) ... (~) (~)v; per p semi-intero. 

Dalle (3.61-3.62) otteniamo infine la densità: 

( ) d - l -h Hn-Z) d > O PnQ q-2~T(Ì)e q q , q_, (3.64) 

la quale individua la distribuzione statistica del modulo quadro di un vet
tore di n componenti gaussiane indipendenti. Se le componenti linearmente 
indipendenti fossero pari a v < n, allora nella (3.58) la somma può essere 
trasformata in una combinazione lineare dei quadrati di v variabili gaussiane 
indipendenti e la funzione di densità è sempre data dalla (3.64) , se si opera la 
sostituzione n -t v. Le variabili lineru·mente indipendenti di una distribuzione 
x2 si chirunano gradi di liber·tà. 

Nella letteratura fisica internazionale si usa quasi sempre la notazione 
unica x2 per indicare la distribuzione, la variabile aleatoria e le sue realizza
zioni numeriche (!). Poiché questa ci sembra una disinvoltura eccessiva, per 
restare (parzialmente) coerenti con il nostro testo, noi indicheremo con Q una 
variabile aleatoria che ha una distribuzione x2 di densità (3.64) e con x2 (e 
non con q) i valori numerici di Q ottenuti in prove specifiche. Diremo quindi 
che Q(v) ~ x2(v) assume valori x2 . 

Con questa notazione la densità (3 .64) con v gradi di libertà della variabile 
Q viene scritta come: 

(3.65) 

la quale, come è facile vedere dalle (3.62, 3.63), ha media e varianza pari a 
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Fig. 3. 7. Densità x2 ridotto per 
va1·i gradi di libertà 

(Q} 
1 {

0

00 

x(x) ~-l e- ~ dx = v 
2~T(~) lo (3.66) 

Var[Q] = l rooo (x- Jk) 2 (x) ~-l e-~ dx = 2v . 
2~T(~) lo (3.67) 

Spesso si usa la distribuzione x2 ridotto della variabile 

Q ( ) - Q(v) 
R v- ' v 

(3.68) 

la quale, in base alle (2.62, 2.63, 3.66, 3.67), ha media e varianza date da: 

(QR(v)) =l , 
2 

Var(QR(v)] = - . 
v 

(3.69) 

Nella Tab. D.3 dell'appendice D sono riportati i valori dell'integrale della 
densità x2 ridotto (vedere Fig. 3.7): 

(3.70) 

ottenuto applicando la trasformazione (3.68) alla (3.65). La tabella fornisce 
la probabilità di superare un valore assegnato di Xh· Di essa si farà ampio 
uso in statistica. 

Possian10 riassumere questi risultati, trovati da Helmert nel 1876 e gene
ralizzati da Pearson nel 1900, con il 

Teorema 3.3 (di Pearson). La somma dei quadrati di v variabili ga1tssiane 
indipendenti è una variabile aleatoria che ha densità chi-quadrato (3. 65) con 
Il gradi di libertà, detta x2 (v). 
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Sarà utile nel seguito anche il seguente 

Teor ema 3.4 (Additività della variabile x2 ) . Siano Q1 e Qz due va
riabili aleatorie indipendenti. Se esse hanno densità x2 con v1 e vz gradi di 
libertà rispettivamente, la variabile 

ha una densità x2 (11) con v == v1 + v2 gradi di libertà: Q x2 (v1 + vz). 
Inoltre, se Q~ x2(v) e Q l "'x2 (vl), allora Qz,..., x2(v- Vt)-

Dimostrazione. La dimostrazione della prima parte del teorema è immedia
ta e p·uò essere vista come un lemma del teorema di Pea1·son 3.3: poiché la 
somma dei quadrati di 111 variabili standard indipendenti si distribuisce come 
x2 , se a queste v1 se ne aggiungono, tramite la (3.11), altre vz indipendenti, 
la somma risultante è 1ma somma dei qttadrati di v1 + vz variabili gaussiane 
standard indipendenti, da cui l'enunciato. Anche la dimostrazione della se
conda pa1ie è facile se si utilizzano le funzioni generatrici dell'appendice B e 
la (B.10). 
Nell'applicare il teorema occorre ricordarsi sempre che esso vale per variabili 
Q ,..., x2

, non per le variabili ridotte Q R "' x~ della (3. 68). D 

In SCILAB le probabilità della distribuzione x2 non ridotto con DF gradi di 
libertà vengono calcolate con la funzione cdfchi nei modi seguenti: 

[P, 1- P] =cdfchi ( "PQ" ,X,DF) 

[X] =cdfchi("X" ,DF ,P, 1-P) 

[DF] =cdfchi ("DF" ,P, 1- P , X) 

el modo "PQ" il risultato P contiene il valore cumulativo da zero ad X; 
la modalità "X" calcola il valore X corrispondente al valore cumulativo P; con 
"DF" viene calcolato il numero DF di gradi di libertà per il quantile Xp , cioè 
quando ad un valore X dello spettro corrisponde una probabilità cumulativa 
P. 

Come vedremo nei prossimi esercizi, la densità x2 è di importanza 
fondamentale non solo in statistica, ma anche in fisica. 

Esercizio 3.10 .:" ·-.: .'F,; """ . .::·:!::..- ~ . ..t · 

Trovm·e la distribuzione statistica del modulo R di un vettore tridimensionale 
avente componenti gaussiane indipendenti (X, Y,Z) di m edia nulla e varianza 
(12. 

Risposta. Supponiamo per un momento le componenti siano standard con 
varianza unitaria. La densità del modulo quadrato del vettore è data allora 
dalla (3.64) con n== 3: 

l 9. l 
P3(q) dq == r;c e- ~ q 'i dq , 

v 27r 
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poiché T(3/2) = T(l/2+ l) = ...fii /2 dalle {9.63}. Questa densità rapp1·esenta 
la probabilità che il quadrato d et modulo del vettore .sia compreso in (q, q+ dq). 
Dato che è richiesto il modulo del vettore (non il suo quadrato}, operiamo la 
trasformazione 

ottenendo: 

(3.72) 

Finom abbiamo considerato le variabili (X, Y , Z) come gaussiane standarcl. 
Per tenere conto della varianza non unitaria, operiamo la tr·asformazione 

x 
x---+- , 

(7 
y---+ '!!.. , 

(7 

z 
z~-, 

(7 

che porta a ridefinire r come: 

T 
T---+ 

(7 

dr 
dr---+- . 

(7 

Sappiamo che R è il modulo di un vettore di componenti gaussiane non stan
dard (X, Y, Z) aventi varianza finita C72 • Inserendo la trasformazione nella 
(9. 7~} otteniamo: 

(3.73) 

che è la famosa densità di M axwell o maxwelliana. 
Poiché R 2 jC72 è una variabile x2 con 3 gradi di libertà (cioè x2 (3)}, essa ha 
come media e varianza, in base alle {2.63, 9.66, 3.67}, i valori 

e quindi 
( ')) •) R~ = 3C7- ; (3.74) 

Esercizio 3 .11 . '· 
Trovare la densità di energia delle molecole di un gas perfetto alla tempera

tura assoltLta T. 

Risposta. In un gas perfetto le componenti (Vx, V11 , Vz) della velocità delle 
molecole sono variabili aleatorie che soddisfano alle condizioni del te01·ema 
Limite Centrale 9.1. n modulo della velocità sarà pertanto distribuito secondo 
la maxwelliana (3. 79). Se teniamo conto delle note relazioni tra l'energia 
cinetica e la velocità di una molecola di massa m: 
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Dimostrazione. La probabilità che un valore X sia compreso entro [x1 , xz] 
è identica, per costruzione, alla probabilità che la variabile cumulativa C sia 
compresa ent1·o i valori [c1 = c(x1 ), cz = c(xz)]. Utilizzando la {2.34) abbiamo 
allora: 

P{cl::; c::; C2} P{xl::; x::; xz} = r 2 

p(x)dx 
I CI 

= j_x~ p(x) dx- /_: p(x) dx = Cz- c1 , (3.83) 

da cui si vede che C"' U(O, 1), poiché soddisfa la relazione (3.81} con (b-a) = 
l. D 

L'importanza concettuale e pratica del teorema non vi deve sfuggire: la varia
bile cumulativa è sempre uniforme, qualunque sia la distribuzione d'oTigine. 

Se l'integrale (3.82) è noto per via analitica, allora i valori della variabile 
cumulativa C sono esprimibili come una funzione nota c= F(x). Se questa 
funzione è invertibile, allora la variabile 

X= p - 1(C) (3.84) 

ha densità p( x). Se si dispone di un generatore di variabili uniformi in [0, l) 
(una roulette o una funzione random su calcolatore), si possono generare 
variabili aventi una densità qualsiasi utilizzando l'equazione: 

X = p-l (random) . (3.85) 

L'estensione del teorema 3.5 a variabili discrete richiede un minimo di at
tenzione e l'utilizzo della (2.29) di pagina 46. Se C è una variabile unifor
me, tenendo presente che la cumulativa F(x) è definita in [O, 1], dalla (3.81) 
otteniamo: 

P{X =x~.: } = P{xk- 1 <X::; xk} 

F(xk)- F(xk-d = P{F(x~c-1) < C::; F(xk)} (3.86) 

L'equivalente nel discreto della (3 .85), se si dispone di un generatore random, 
diventa allora: 

{X= xk} se {F(Xk-d < random::; F(xk)} (se k = l , F(xo) =O) . 
(3.87) 

Sulle (3.85, 3.87) si fondano tutti i metodi di simulazione Monte Carlo, su 
cui torneremo in dettaglio nel cap. 7. 

La formula (3.84) ha una convincente interpretazione grafica, che ri
port iamo in Fig. 3.9. Consideriamo le probabilità P{ x1 ::; X ::; xz} e 
P { X3 ::; X ::; X4} definite entro i valori [x1 , xz] e [x3, x4 ]: esse sono rap
presentate dalle aree sottese dalla funzione di densità p( x) ed ombreggiate in 
Fig. 3.9. L'area relativa ai valori meno probabili compresi in [x1 , x2] è minore 
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l 2 E= 2mv , 

possiamo scrivere: 

mvdv =dE, 

2l l ~ _ E m(E) dE= - - - - e ~ dE . .Jif a3 m m 

Se om usiamo la nota relazione tra varianza e temperatura, 

(J - /KT -vrn:, 
dove K è la costante di Boltzmann, otteniamo infine: 

che è la famosa funzione di Boltzmann. 

(3.75) 

(3.76) 

Dalle (3. 74, 3. 75) si ottiene un altr·o fondamentale risultato della termo
dinarnica, quello che lega l'energia cinetica media (U) della molecola alla 
temper-atura assoluta: 

l ( ") 3 2 3 (U) = 2m v- = 2ma = 2KT . 

A questo punto vorr·cmmo farvi notare che abbiamo ottenuto, in q1testo eserci
zio e nel precedente, alcuni 1·isultati fondamentali della fisica statistica utiliz
zando come ipotesi fisiche solo il t eorema Limite Centrale e le relazioni (3. 75). 

3.10 La densità uniforme 

Una variabile aleatoria X continua, che assume valori nell'intervallo finito 
[a, b], si dice uniforme in [a, b] e si denota con X ,...., U(a, b) quando ha una 
densità di probabilità costante, detta densità uniforme o piatta (riportata in 
Fig. 3.8), data da: 

{ 

l 
( ) -b - per a < x < b 

tL x = -a - -
O per x < a , x > b 

(3.77) 

È facile vedere che la condizione di normalizzazione 

P{a ~X~ b} = 1b u(x) dx =l 

è soddisfatta e che media e varianza sono date da: 
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u(x) 

l .... l • 
J;-~>. .. -....... t .... -..... -..... -..... -.. --.. -.b__....!-. _-_·_x 

l l . F ig. 3.8. Densità unifor
me u(x) e corrispondente 
funzione cumulativa F(x) di 
una variabile aleatoria che 
assume valori compresi in 
[a,b] 

l . 
b x 

J.L = l rb b +a 
b -a la x dx = -2- ' (3.78) 

_1_1b (· -b + a)2 d. = (b- a)2 
b-a x 2 x 12 ' 

(l 

(3.79) 

dove l 'ultimo integrale può essere facilmente valutato operando la sostituzione 
y =x- (b+a)/2, dy = dx e integrando t ra gli estremi -(b- a)/2 e (b-a)/2. 

Spesso si considera la densità uniforme per valori compresi tra gli estremi 
a= O e b = L1. Ovviamente in questo caso media e varianza sono date da: 

(3.80) 

La densità esiste per f.l- L1f2 5 x 5 f.l + L1/2 e la deviazione standard vale 
(J = L1JVfi. 

Per una variabile aleatoria a 5 X 5 b, avente densità uniforme, la proba
bilità di localizzazione in (x1 , x2) è proporzionale all'ampiezza dell 'intervallo: 

l 1 :z:2 
X2- Xt P{x1 5 X 5 x2} = -

6
- dx = b · -a :z:, - a 

(3.81) 

Viceversa, se una variabile aleatoria continua soddisfa a lla (3.81), essa è 
distribuita. in modo uniforme. 

Veniamo ora ad un teorema molto semplice, ma importante ed estrema
mente generale. 

Teorema 3.5 (Variabili aleatorie cum ulative). Se X è una variabile 
aleatoria avente densità p(x) continua, la variabile aleato1•ia cumulativo. C: 

C(X) = j_:p(x)dx 

è uniforme in [0, 1], cioè C"' U(O, 1). 

(3.82) 
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Fig. 3.9. Interpretazione gra
fica del teorema sulle variabi
li cumulative. Le funzioni p(x) 
e F(x) sono rispettivamente 
una generica densità di proba
bilità e la sua corrispondente 
cumulativa 

di quella relativa ai valori più probabili compresi in [x3 , x4J. n valore di queste 
due aree è identico, per costruzione, alla lunghezza degli intervalli [c1 , c2] e 
(c3, c4] di Fig. 3.9, ottenuti dalla funzione cumulat iva F(x). Se ora consideria
mo sull'asse delle ordinate della cumulativa una variabile C "" U(O, 1), essa 
cadrà più frequentemente in [c3 ,c4] che in [c1 ,cz] con probabilità date esat
tamente dalla ampiezza di questi intervalli. Pertanto, se in corrispondenza 
di un valore co assunto dalla variabile uniforme C ricaviamo (per via grafi
ca o analitica) il corrispondente valore x0 indicato in Fig. 3.9 e ripetiamo il 
procedimento più volte, otterremo un campione di valori della variabile X di 
densità p(x). 

Esercizio 3.12 
Disponendo su calcolatore di un valore random uniformemente compr·eso in 

[0, l], estrarre a caso i tempi di aTrivo di eventi stocasticamente indipendenti. 

Risposta. Se gli eventi sono stocasticamente indipendenti, la distribuzione dei 
tempi di arrivo è esponenziale negativa e la corrispondente cumulativa, che 
dà la pmbabilità di un arrivo in [0, t], è data dalla (3.51). In base al teorema 
3.5 questa funzione è una variabile aleatoria uniforme. Abbiamo pe1·tanto: 

random = l - e- >.t . 

Invertendo questa equazione otteniamo: 

l 
t = - :X ln(l - random) , (3.88) 

Poiché, analogamente alla 11ariabile random, anche (1-random) è "" U(O, 1), 
la relazione precedente risulta equivalente a: 

l 
t = -:X ln(random) (3.89) 
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Le (3.88, 3.89} sono un esempio delle formule generali (3.84, 3.85). 

3.11 Disuguaglianza di T chebychev 

La deviazione standard, che è un indicatore della dispersione dei valori di 
una variabile aleatoria intorno alla media, gode di un'importante e generale 
proprietà, che andiamo a illustrare. 

Consideriamo una generica distribuzione statistica di media J..L e di di 
vaTianza a 2 finita e consideriamo l'intervallo dei valori [li - ]( a, J..L+ J( a], dove 
I< è un numero reale positivo. Ovviamente, i punti fuori da questo intervallo 
sono defluiti dalla condizione Jx - J..LI > J( a. Considerando l'espressione della 
varianza dj variabili continue (2.56), possiamo scrivere: 

Dall'ultima relazione otteniamo: 

!.
J<+.Ku l 

p(x) dx~ 1- [(2 
J<-l(u 

(3.90) 

che è la disuguaglianza di Tchebychev. Questa è una relazione dimostrabile 
facilmente anche per variabili discrete ed è del tutto generale, perché l'uruca 
condizione che è stata imposta su p(x) è la varianza finita. 

Vediamo ora quali informazioni sono contenute in questa legge generale. 
Analogamente alla (3.35), essa può essere messa nella forma: 

!.
J'+Ku 1 { O per J( = l 

P{JX-J..LJ:SK a} = p(x)dx~l-/(2 = 0.75 per K=2 
J.L-K u 0.89 per ]( = 3 , 

(3.91) 
da cui si vede che negli inte1'Vatli centrati sulla media e ampi 2cr e 3a sono 
compresi rispettivamente almeno il 75% e il 90% della probabilità totale. 

La (3.91) dà luogo a una legge 3a generalizzata, che consiste nel ritene
re trascurabili per qualunque distribuzione statistica, le probabilità di avere 
valori fuori da [J..L- 3a, J..L + 3crJ. 
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Generalmente questa è una approssimazione molto buona, perché la disu
guaglianza di T chebychev, che prevede non più di un 10% di probabilità al di 
fuori di ±3u, è quasi sempre una notevole sovrastima dei valori effettivi. Ad 
esempio, nel caso della densità di Gauss, "fuori da 3u" (così si dice in gergo) 
abbiamo solo lo 0.3% dei valori, nel caso della densità uniforme tutti i valori 
sono compresi entro ±2u (controllate come esercizio). 

L'uso di considerare solo i valori entro 3u è molto diffuso, ed in genere 
porta, come si è detto, a dei risultati corretti. Tuttavia, in casi particolari, se 
si ha a che fare con densità "molto larghe", è bene ricordarsi che con questo 
metodo si può compiere un errore sensibile, fino al 10%, come mostrato dalla 
(3.91) . 

3.12 Come utilizzare il calcolo delle probabilità 

In Fig. 3.10 ed in Tab. 3.1 sono riportate le distribuzioni statistiche fonda
mentali che abbiamo fin qui ottenuto col calcolo delle probabilità. Il punto 
di partenza è la distribuzione binomiale (2.30), relativa agli eventi genera
t i in modo discreto, indipendente e con probabilità p costante. n limite per 
np, n(1- p) » l {in pratica np, n(1 - p) > 10), dove n è il numero dei 
tentativi effettuati, porta alla densità gaussiana o normale, mentre il limite 
per n» l,p « l (in pratica n> 10, p< 0.1) porta alla densità poissoniana. 
Quest'ultima densità, quando np > 10 (e quindi anche n{1- p) > 10, dato 
che p « 1), evolve anch'essa verso la densità gaussiana, mantenendo però 
sempre la relazione (3.16) p, = a-2 , tipica dei processi poissoniani. 

Abbiamo anche visto che la gaussiana e la poissoniana, lungi dall'essere 
solo casi limite della densità binomiale, sono le distribuzioni di riferimento di 
molti fenomeni naturali di notevole importanza. 

La gaussiana è la densità limite della sovrapposizione lineare di variabili 
aleatorie indipendenti, nessuna delle quali è preponderante sulle altre. Questo 
risultato viene nonnalmente chiamato teorema Limite Centrale (o Centrale 
Limite) ed è stato da noi riportato come teorema 3.1. 

La distribuzione statistica del modulo quadrato di un vettore di compo
nenti gaussiane è individuata dalla densità x2 

l che in tre dimensioni prende 
il nome di densità di Maxwell o maxwelliana. 

La distribuzione poissoniana è invece la distribuzione universale del nu
mero di eventi indipendenti generati in modo discreto con probabilità co
stante nel tempo (generazione stocastica) . n tempo di arrivo tra questi even
ti segue anch'esso delle distribuzioni universali, l'esponenziale negativa e la 
distribuzione gamma o erlanghiana. 

Infine, anche la densità uniforme è di importanza generale, perché, come 
mostrato nel teorema 3.5, essa individua la distribuzione di tutte le variabili 
aleatorie cumulative. Come vedremo, questo principio è la base del metodo 
di simulazione Monte Carlo. 
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l BINOMIALE] np>>l 
~pratica np>l0) 

n>>l,p<</ " 
(in pratica ~.., [ GAUSSIANA ) 

n>lO,p<O.[) np»l~/ 

Y (in pr.atica n p> l O) \ 

[ POISSONIANAI~ ·~~ 
'------- _---' "~o !~!!i . 

l temp1 tra vetton 
eventi poissoniani gaussiani 

y / 

0 NEGATIVA 

ESPONENZIALE 

~~~;,.,lniam// 

""' )' 

UNIFORME 

Fig. 3.10. Connessione tra le distribuzioni statistiche fondamentali del calcolo delle 
probabilità 

Crediamo che vi sia già chiaro, e lo sarà comunque sempre di più nel 
seguito, come le distribuzioni statistiche dedotte col calcolo delle probabili
tà elementare forniscano uno schema coerente per l 'interpretazione di una 
quantità veramente notevole di fenomeni naturali. Questo schema dovrebbe 
essere parte essenziale della formazione culturale dello scienziato, del ricerca
tore e, in genere, di chiunque voglia osservare la realtà con occhio scientifico. 
Cercheremo ora di spiegare meglio questo punto, con una serie di esempi ed 
alcuni approfondimenti. 

La sola intuizione non è sufficiente per interpretare i fenomeni aleatori: 
se lanciamo in aria una moneta 1000 volte intuiamo che mediamente avremo 
testa (o croce) 500 volte, ma se otteniamo 450 teste e 550 croci come facciamo 
a sapere se il risultato è compatibile col caso o se invece la moneta è truccata 
o i lanci non sono stati regolari? (A tra poco la risposta, nell'esercizio 3.13). 
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Tabe lla 3.1. Le densità fondamentali del calcolo delle probabilità 

nome densità 
deviazione commenti media standard 

successi in pro-

binomiale n! p"'(l - p)''-"' n p .Jnp(l - p) ve indipendenti 
x!(n- x)! con probabilità 

costante 

exp[-(x- 1-')2 /2u2
) 

combinazione li-
gaussiana 

V'Eiu "' 
q neare di variabili 

indipendenti 

chi-quadra- Cx2)~-~ exp(-f) modulo di un 
v 5v vettore gaussia-

t o 2li r ( ~) no 

poissoniana f.L"' - ,. f.L fo conteggi -e 
x ! 

esponenziale .>. e->.t l l tempi tra varia-
À À bili poissoniane 

).k k ~ 
somma di k va-

gamma tk - 1 - Àt riabìli 
r(k) e À - esponen-

). ziali negative 

l 
(O$ x$ ..1) 

Ll ..1 variabili cumu-
uniforme - v'l2 l aLi ve Ll 2 

Utilizzando il calcolo delle probabilità possiamo affrontare in modo quan
titativo questi problemi, utilizzando funzioni di densità p(x) (continue o di
screte) e risolvendo somme (per variabili discrete) o integrali (per variabili 
continue) del tipo: 

b b 

P{ a::; X::; b} = l:Pz ~ 1 p(x) dx, 
:e=a. Q. 

(3.92) 

che forniscono il livello di probabilità., cioè la probabilità di ottenere, se il mo
dello rappresentato dap(x) è valido, eventi con valori compresi nell'intervallo 
di probabilità [a, b}. 

È possibile quindi giudicare se Wl certo scostamento dal valore atteso è 
compatibile col caso oppure no. Come abbiamo già accennato al par. 2.6, nel 
primo caso si dice che si è in presenza di una normale fluttuazione statistica 
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F ig. 3.11 . Rappresentazione grafica del 
livello di probabilità. (3 - a 

e che il modello rappresentato da p(x) è valido (o meglio, che non è st ato 
falsificato dall 'esperienza); nel secondo caso si interpreta il risultato come 
una deviazione significativa e si rigetta il modello. In questo tipo di analisi si 
possono in molti casi utilizzar e, in alternativa agli integrali del t ipo (3.92), 
i valori quantili (2.19) oppure la media e la deviazione standard della distri
buzione modello. In questo modo l'analisi risulta più rapida e permette di 
acquisire utili automatismi mentali, facili da ritenere a memoria, che consen
tono di giudicare anche "a occhio", ma in modo rapido e corretto, i risultati 
sperimentali. 

Se sono noti i valori quantili della distribuzione, ponendo a= Xa e b = Xf3, 

l'intervallo di probabilità, rappresentato anche in Fig. 3.11, diventa: 

P{xa ::; X::; x13} = f3 - a . (3.93) 

Se X ha una densità simmetrica, spesso si usa la scrittura: 

P { -tl - a/2 :S X; fJ, :S tl - a/2 } = l - a · (3.94) 

In molti casi t a sono i quantili della. curva normale standard (che si ricava
no con facili passaggi dalla Tab. D. l) , oppure della densità di Student(cbe 
vedremo più avanti) . I quantili gaussiani su molti testi sono scritti come Za -

Livelli usati di solito in statistica sono l -a = 0.90, 0.95, 0.99, 0.999, cui 
corrispondono i valori quantili gaussiani t 1- a;2 = 1.64, 1.96, 2.58, 3.29. In al
ternativa, come faremo spesso in questo testo, si può adottare la convenzione, 
usuale tra i fisici, che para.metrizza l'intervallo di probabilità secondo la legge 
30' (3.35) . La deviazione standard è considerata come l'unità di misura in
ter-nazionale delle jl1tttuazioni statistiche. Per calcolarne il valore, non si può 
procedere per via intuitiva, ma si deve utilizzare il calcolo delle probabilità. 

Allora, un valore di 450 successi in 1000 lanci, è una fluttuazione statistica 
rispetto a 500 oppure una deviazione significativa? La risposta è nell'esempio 
che segue. 

Esercizio 3.13 ~~~ ~ .. .._ Le •. ~ ..,- _ ~J ~ .• - ~..:.::;-;;;-- "1 

In mille lanci di una moneta si sono ottenute 450 teste. È compatibile questo 
risultato con l'ipotesi di lanci casuali di una moneta non truccata? 
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Risposta. n modello assunto come riferimento, che in statistica verrà chia
mato ipotesi nulla {null hypothesis), prevede che la probabilità a priori di 
ottenere testa in un singolo lancio sia p == 0.50 e che le probabilità dei valori 
possibili di mille lanci, che vanno da O a 1000, si possano calcolare dalla 
distribuzione binomiale con media e deviazione standard date dalle {3.6) : 

f..L = np == 500 

u - Jnp(l- p) = v'500 · o.s = v'256 == 15.8 . 

n valore della frequenza empirica, cioè dell'evento osservato, è invece f = 
0.45, che corrisponde ad un valore della variabile standard pari a 

t= 500 - 450 = 3.16 . 
15.8 

n risultato si scosta dal valore medio della distribuzione p?·evista di 3.16 de
viazioni standard. Dato che np == n(1- p) = 1000 · 0.5 = 500 » 10, possiamo 
utilizzare l'approssimazione gaussiana per la variabile standard, ed utilizzare 
la Tab. D.t della funzione gaussiana degli errori, riportata in appendice D. 
Da questa tabella leggiamo, in corrispondenza di t =. 3.16, il valore 0.4992. 
L 'area della coda alla sinistra di t è data da: 

P{T <t = -3.16} = 0.5000- 0.4992 = 8 · 10- 4 , 

che è la probabilità di ottenere per puro caso, se il modello è valido, valori 
:::; 450. 
Fate ora bene attenzione a questo passo cruciale: se rifiutiamo il modello 
quando è vero, la probabilità che abbiamo di sbagliare non è più grande di 8 
su 10 000. Si dice anche che il dato è in accor·do col modello con un livello di 
significatività di 8 . w-4 . 

In conclusione, dato il livello di significatività molto piccolo, possiamo dire, 
con una piccola probabilità di sbagliare, che 450 successi su mille lanci rap
presenta un evento in disaccordo con il modello binomiale con p= l/2, che 
assume lanci indipendenti di una moneta non truccata. 

~~~~~-=~~~ 

In genere si ritiene falsificata l'ipotesi quando il livello di significatività os
servato è al di sotto dell'1-5%. Tuttavia, la decisione dipende dal t ipo di 
problema che si sta considerando, ed è di tipo soggettivo. Se invece della 
bontà o meno di una moneta stessimo considerando la sicurezza di un aereo 
e un certo risultato sperimentale ci fornisse un livello di significatività dell'l 
per mille rispetto all'ipotesi nulla di un difetto di progettazione, probabil
mente non ce la sentiremmo di rigettare l 'ipotesi e concludere che l'aereo è 
ben progettato. Infatti, il test indka in questo caso che un aereo su mille 
potrebbe cadere. n calcolo delle probabilità permette di quantificare le pos
sibilità che vengono prese in considerazione nello studio di un problema, ma 



106 Capitolo 3. Calcolo elementare delle probabilità 

spesso nella decisione finale occorre fare una analisi costi/benefici che ten
ga in considerazione anche fattori non strettamente matematici e statistici. 
Vi sono comunque casi in cui la decisione è facile, perché si raggiunge un 
livello di signifìcatività così piccolo da coincidere in pratica con Ja certezza. 
Ad esempio, se nei mille lanci della moneta si ottenessero 420 teste, la va
riabile standard varrebbe 5.1 e la probabilità di sbagliare rigettando l'ipotesi 
"moneta buona" sarebbe praticamente nulla. 

Nell'esperimento reale di Tab. 2.2, come risulta dal problema 2.10 di pagi
na 66, si sono ottenute 479 teste su mille lanci. Questo risultato corrisponde 
ad un valore della variabile standard t = 1500 - 479j/15.8 = 1.39, alla qua
le la Tab. D.l assegna un valore di 0.4177, corrispondente ad un livello di 
signifìcatività dell' 8.2%. Abbiamo qui un primo punto fermo nell'analisi del
l'esperimento di Tab. 2.2 (sul quale siamo tornati e torneremo più volte nel 
corso del testo) : il numero globale di teste ottenute è in ragionevole accordo 
col modello binomiale ed una probabilità a priori di 1/2. 

Nell'esercizio precedente si è fatto ricorso al cosiddetto test a una coda. 
Nell'esempio che segue si effettua invece il test a due code, in cui si scartano 
i valori al di fuori di un intervallo, cioè quelli troppo piccoli o troppo grandi. 

Esercizio 3.14 =:~S~"à~~".&;Oo.._:>r.?~-,..,... ... -~~""""""-~ 
Qual è la probabilità di sbagliare adottando come regola di decisione per de

finire una moneta buona {cioè con probabilità 1/2} un numero di successi in 
mille lanci compreso tra 450 e 550? 

Risposta. Utilizzando i dati dell'esercizio precedente otteniamo immediata
mente il risultato: 

P{ITI >t= 3.16} = 2 (0.5000 - 0.4992) = 1.6. 10-3 ' 

il cui significato è che si scartano circa 2 monete buone su 1.000 nell'ipotesi 
che tutte le monete provate siano buone. 
il'llS"~&i .........,...,._.!~"'~ q:<...;;--"1"...".:11~~~ .. ~-'! 

Chiediamoci ora, riferendoci all'ultimo esercizio, quante monete cattive si 
accettano. Qual è, in altri termini, la probabilità di accettare come giusta una 
ipotesi sbagliata? In genere t rovare questa probabilità non è facile, perché si 
dovrebbero conoscere tutte le probabilità a priori delle variabili coinvolte nel 
problema. Nel caso delle monete, dovrebbero essere note le probabilità vere 
di tutte le monete utilizzate nel test, come chiarito nell'esercizio che segue. 

Esercizio 3.15 til&5&Ct! "''ii*>"at' mr ~-·~ :c:::c: -:.-.....,. ~~ 
Nello stock di monete dell'esercizio precedente, ce n'è una con probabilità a 

priori p = 0.6 per la faccia di interesse. Qual è la probabilità di accettarla 
come b?Lona adottando ancor·a come regola di decisione 450 :::; x :::; 550 ? 

Risposta. Dobbiamo calcolare P { 450 :::; X :::; 550} per una gaussiana di media 
e deviazione standard pari a: 
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f..L 0.6. 1000:::: 600 

a = jlOOO · 0.6 · (1 - 0.6) = 15.5 . 

Considerando i due valori standard: 

tsso = 

450 - 600 = -9.68 
15.5 

550 - 600 = -3.22 
15.5 ' 

dalla Tab. D. l in appendice D otteniamo la probabilità: 

P{450 S X S 550} = P{t4so S T S tsso} 

= P{t4so S T SO}- P{tsso S T SO} 
= 0.5000 - 0.4993 = 710- 4 , 

pari a una probabilità di sbagliare, accettando la moneta, di circa 7 su 10 000. 
~-~~ ..... ~~~~· ~ 

Negli esempi trattati finora si è sempre usata l'approssimazione gaussiana 
della distribuzione binomiale. Ecco ora un caso diverso. 

Esercizio 3.16 1&'-~~·-~oea•.,·~~..!i"A:l~~ 
In una popolazione di 10 000 abitanti i dati storici riguardanti una malattia 

rara fanno registrare 4 casi l'anno. Se in un anno si verificano 10 casi, siamo 
in presenza di un incremento della malattia o si tratta semplicemente di una 
fluttuazione statistica'? 

Risposta. L'ipotesi di lavoro più ragionevole sta nell'assumere come modello 
del fenomeno la distribuzione di Poisson di media f..L = 4. In questo caso non 
possiamo utilizzare l'approssimazione gaussiana, che r·ichiede f..L > 10 e siamo 
costretti ad utilizzare la (3.92) . La probabilità di osservare, per puro caso, 
almeno 10 casi di malattia quando la media annuale è 4 vale allora: 

00 (4)X 9 (4)X 
P{ X~ 10} = "' - e-4 = 1- e-4 

"' -L....J x! 6 x! 
x=lO x=O 

= l - (0.0183 + 0.0733 + 0.1465 + 0.1954 + 0.1954 

+0.1563 + 0.1042 + 0.0595 + 0.0298 + 0.0132) 

= l - 0.9919 ~ 8 . 10- 3 . 

In alternativa, si può usare l'istruzione SCILAB: 

x= 1-cdfpoi("PQ",9,4) 

che dà come risultato x=0081322. 
Q'uesto numero rappresenta il livello di significatività osservato dell'ipotesi, 
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cioè la probabilità di scartare una ipotesi giusta. Possiamo allora ragionevol
mente diTe che siamo in presenza di un incremento della malattia, con una 
probabilità di sbagliarci di circa l ' 8 pe1· mille. 
~~~~~~~~ 

Da ult imo, consideriamo un esempio molto istruttivo, che si può considerare 
come il pa.radigma del modo di operare della scienza per ciò che riguarda il 
rigetto (falsificazione) o meno di una teoria. 

E ser cizio 3.17 ~ ~- /'"l'ir~.i!Q,.,:sNc!l'fii-=:."''W!r-~-

Una commissione di astrologi interroga una persona, di cui ignora le gene
ralità anagrafiche, cercando di identificarne il segno zodiacale. A lla fine del
l 'interrogatorio vengono sottoposti alla commissione 3 segni zodiacali, uno 
corretto, gli altri due e1-rati. Se la commissione ottenesse almeno 50 successi 
su 100 prove, si potrebbe ragionevolmente attribuire all'astrologia una qualche 
validità scientifica? 

Risposta. Assumiamo come ipotesi nulla la pura casualità. In questo caso la 
probabilità che la commissione ha di dare la risposta giusta tirando a indovi
nare è pari a 1/3 per ogni persona interrogata. I termini del problema sono 
allora: 

• funzione di densità: binomiale; 
• numero di tentativi: n= 100; 
• p1·obabilità di successo in un tentativo: p = 1/3; 
• numer·o di successi ottenuti: x= 50; 
• media attesa della distribuzione: p,= np = 33.3; 
• deviazione standard: u = Jnp(1 - p)= 4.7. 

Dato che valgono le condizioni np > 10, n(1- p) > 10, possiamo utilizzare le 
probabilità gaussiane e trovare il livello di significatività del valore standard 

t = 50- 33.3 = 3.55 . 
4.7 

La probabilità di ottenere almeno 50 successi è calcolabile con la Tab . D. l 
dell'appendice D : 

P{ X 2: 50}= P {T 2: 3.55} = 0.5000-0.4998 :::= 2 ·10- 4 , 

oppure con l 'istruzione SCILAB 0.5- 0.5*erf(3.55/sqrt(2))=0.0001926 
spiegata a pagina 80. Possiamo pertanto rigettare l 'ipotesi della casualità, 
con una probabilità di sbagliare di circa 2 su 10 000. 
Se si ottenesse una serie di risultati di q'uesto genere, l'astrologia acquiste
rebbe dignità scientifica e potrebbe essere a buon titolo insegnata nelle scuole. 
Tuttavia, la 1·ealtà è ben diversa: nel1985 la rivista Nature [15] ha riportato 
i risultati di questo test, compiuto da una commissione mista di scienzia
ti e astrologi. La percentuale dei successi, in 120 prove, è stata del 34%. A 
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tutt 'oggi, tanto pe1· l'astrologia come per molte altre pseudoscienze come la 
telepatia e la chiaroveggenza, non è mai stato pubblicato, su nessuna rivista 
accreditata presso la comunità scientifica internazionale, alcun risultato che 
si discosti significativamente dalle leggi del caso. 
In altre parole, possiamo dire che in questo genere di esperimenti l 'ipotesi 
della pura casualità non è mai stata falsificata , ovvero che astrologia, telepa
tia e chiaroveggenza non hanno validità scientifica. 

In questi ultimi esercizi abbiamo discusso se accettare o meno un valore spe
rimentale avendo adottato a priori un certo modello probabilistico. Questi 
argomenti, che sono oggetto della statistica, verranno discussi dettagliata
mente più avanti, a partire dal cap. 6. Crediamo comunque che vi sia stato 
utile avere dato uno sguardo preliminare a questi interessanti problemi. 

3.13 Problemi 

3.1. Risolvere il problema l.!) (valutare la probabilità P{X ~ Y} per due variabili 
uniformi O~ X , Y ~ l ) senza ricorrere ad argomenti geo~etrici. 

3.2. Passeggiata a caso: una particella procede per passi e ad ogni passo può staie 
ferma x0 =O oppure effettuare una deviazione di x 1 =+l, con uguale probabilità. 
Calcolare, dopo 500 passi, il valor medio e la deviazione standard del percorso X. 

3.3. A differenza del problema precedente, questa volta la particella sceglie ad 
ogni passo, con uguale probabilità p= 1/2, le deviazioni Xo = -1 e x1 =+l. 

3 .4. La probabilità di trasmettere un bit sbagliato è 10- 3
. Calcolare la p1·obabilità 

che a) in un numero di 16 bit vi sia un bit sbagliato e b) il valor medio o atteso dei 
bit sbagliati. 

3 .5. La probabilità che in una certa stagione una persona abbia il virus dell'in
fluenza è del 20%. 'Itovare la pwbabilità che in una sala di 200 persone i portatori 
dell' influenza siano tra 30 e 50. 

3.6. Trovare, per n-+ oo, la funzione di densità della variabile Y = X1X2 ... X., , 
dove le X i sono variabili aleatorie positive che soddisfano le condizioni del teorema 
Limite Centrale. 

3 . 7. A volte, per caratterizzare la larghezza eli una funzione eli densità, si usa la 
"semi-larghezza a metà altezza", detta anche FWHM (dall'inglese Full Width at 
Half Maximum), definita come FWHM= lx2 - x1l, dove p(x1) = p(xz) = Pmax/2. 
'1\·ova.re la relazione tra FWHM e a per una gaussiana. 

3.8. In un ospedale si registra in media un parto gemellare ogni tre mesi. Sup
ponendo una distribuzione esponenziale negativa, determinare: a) la probabilità di 
non avere parti gemellari per almeno 8 mesi; b) la probabilità di non avere parti 
gemellari entro un mese se sono passati 8 mesi senza parti gemellari. 

3.9. La somma dei quach-ati di 10 variabili standard vale 7. Trovare la probabilità 
di sbagliare affermando che Je variabili non sono gaussiane ed indipendenti. 
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3.10. I dati storici fanno registrare 8500 morti l'anno per incidenti stradali. L 'anno 
successivo all 'introduzione delle cinture di sicurezza i morti calano a 8100. Consi
derando il dato storico come valore medio vero e il dato annuale come variabile 
aleatoria, valutare se le cinture di sicurezza banno fatto diminuire il numero dei 
morti in modo significativo, ad un livello dell'l%. 

3 .11. Se la frequenza. media dì eventi poìssonìani è di 100 al secondo, calcolare la 
frazione di intervalli di tempo tra due eventi minori di l millisecondo. 

3.12. Una certa quantità di sostanza radioattiva emette una particella ogni due se
condi. Eseguendo un test su un campione, non si registrano conteggi per 10 secondi 
e si conclude che la sostanza è assente. Qual è la probabilità che la. conclusione sia 
errata? 

3.13. Dimostrare che, se vale la legge di Poìsson (3.47), i conteggi in intervalli di 
tempo disgiunti sono variabili aleatorie indipendenti. 

3.14. TrovaJ·e l' intervallo, centrato sulla media, che contiene con probabilità. del 
50% i valori di una variabile gaussiana standard. 

3.15. 'frovare media e deviazione standard di una gaussiana sapendo che la pro
babilità in una prova di ottenere valori maggiori di a.41 vale il 21% e quella di 
ottenere valori maggiori di 6.66 è il 6%. 

3.16. Un fenomeno poissonia.no fa registrru·e 100 eventi in 5 giorni. Calcolare 
quanti giorni in media devono trascorrere prima di registrare 4 eventi in un'ora. 

3 .17 . Utilizzando il teorema 3.5, trovare un algoritmo di generazione casuale di 
variabili aleatorie dalla densità p(x) = 2x- 2, l ~x~ 2. 



4. Calcolo delle probabilità per più variabili 

" Qui, in effetti, la geometria dei picchi e delle 
valli è a n dimensioni ... ed è intrattabile." 
David Ruelle, "CASO E CAOS". 

4.1 Introduzione 

In questo capitolo affronteremo argomenti un po' più complessi di quelli del 
capitolo precedente. Questa fatica sarà però ripagata dai risultati che otterre
mo, che saranno indispensabili per capire e trattare i prpblemi che coinvolgono 
più variabili aleatorie. 

Per non complicare inutilmente il formalismo matematico, i problemi sa
ranno discussi inizialmente per il caso di due variabili aleatorie. Successiva
mente, poiché l'ipotesi di due sole variabili non entrerà mai nelle dimostra
zioni dei teoremi e nella discussione, i risultati saranno facilmente estesi ad 
un numero qualunque di variabili. 

I risultati saranno inoltre prevalentemente ottenuti in forma integrale, 
considerando variabili continue. n passaggio al caso di variabili discrete è 
immediatamente ottenuto con trasformazioni del tipo 

1b ( ... )p(x) dx 
b 

-t L ) · .. )p(x) (4.1) 

dove ( . .. ) indica una qualunque espressione contenente variabili aleatorie 
e pa.rametri. La ( 4.1) è immediatamente estendibile anche al caso di più 
variabili. 

4.2 Distribuzioni statistiche multidimensionali 

Se X e Y sono due variabili casuali definite sullo stesso spazio di probabilità, 
definiamo come A l'evento in cui un valore x è compreso tra due valori x1 e xz 
{ x1 ::::; X S xz} e analogamente l'evento B come {YI ::::; Y ::::; Y2}· Scriviamo 
la probabilità composta P (AB) come: 

(4.2) 
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che è la probabilità che il valore di (x,y) cada in [xt ,Xz] x [yl,Y2)· Se esiste 
una funzione p(x,y) ~O tale che 

(4.3) 

si dice che p( x, y) è la densità congiunta di probabilità delle due variabili . Essa 
è l'estensione bidimensionale della funzione di densità definita nel par. 2.7. 

Più in generale, se A E JR2 , si può dimostrare che, se p( x, y) soddisfa la 
(4.3), la probabilità che (X, Y) E A (ad esempio x +y::; a, con a costante) 
è data da [2]: 

P{(X,Y) E A}= i p(x,y)dxdy, (4.4) 

la quale diventa l'analogo del generico integrale (3.92) e della funzione 
cumulativa o di ripartizione (2.34) quando 

P{(X,Y) E A}= P{-oo::; X S a,-oo S Y S b}. 

La condizione di normalizzazione, le medie e le varianze delle variabili coinvol
te si ottengono come immediata generalizzazione delle corrispondenti formule 
monodimensionali: 

J fp(x,y)dxdy =l, 

(X) = Jfxp(x,y)dxdy=JLz, 

(Y) J fyp(x , y)dxdy=f..Lv , 

Var[X] = J J(x- f..Lz) 2 p( x, y) dx dy =cri , 

Var[Y] = J J(y - f..Ly) 2 p(x, y) dxdy = cr; , 

(4.5) 

dove l'integrazione si intende estesa in ( - oo, +oo), ovvero in tutto l'interval
lo di esistenza della funzione di densità. Come nel caso monodimensionale 
(si veda la def. 2.10), per l'esistenza dei valori medi si richiede l'assoluta 
integrabilità o sommabilità. Nel seguito l'integrazione multipla verrà indicata 
semplicemente col simbolo di integrale singolo. 

Se X e Y sono stocasticamente indipendenti secondo la (2.10) , il teorema 
delle probabilità composte e le (1.20, 1.23, 2.10) permettono di scrivere, per 
ogni coppia (xi>xz) e (y1,y2): 

cioè: 1x2 

{

112 

p(x,y) dxdy = t 2 

Px(x) dx {
112 

py(y) dy 
Zt }Yt l a:l }111 

e quindi di definire la densità congiunta come: 

p(x,y) = px(x)py(y) (se X e Y sono indipendent i) , (4.6) 
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dove Px(x) e py(y) sono le densità eli probabilità delle variabili X e Y. 
È possibile anche definire medie e varianze di combinazioni di variabili. 

Acl esempio: 

(XY) = Jxyp(x , y)dxdy=!J.xy , 

(X +Y) = J(x+y)p(x,y)dxdy=!J.z+y, 
(4.7) 

Var(XY] = J(xy - Mz·y)2 p(x,y)dxdy, 

Var[X + Y] = J(x + y - J.kx+y)2 p(x,y) dxdy . 

È facile mostrare, dalla seconda e dalla terza delle (4.5) e dalla seconda delle 
(4.7), che 

(X + Y) = (X) + (Y) (4.8) 

e che, se X e Y sono stocasticamente indipendenti, dalla prima delle (4.7) e 
dalla (4.6) segue: 

(XY) = (X) (Y) . (4.9) 

Fin qui non sembra esserci qualcosa di nuovo, se non la ovvia generalizzazione 
delle formule monodimensionali. Invece, le distribu~ioni multidimensionali 
riservano subito delle sorprese, perché è possibile la definizione di almeno tre 
nuove importan t i quantità, la densità marginale, la densità condizionata e la 
covarianza tra le variabili. 

Definizione 4.1 (Dens ità marginale ) . Se X e Y sono due variabili alea
torie con densità p( x, y) ed A è un intervallo dell'asse reale, la densità 
marginale p x (x) è definita dalla relazione 

P{X E A}=: J Px(x) dx = { dx ~+oo p(x,y) dy , (4.10) 
A j A - oo 

da cui: 

j
+oo 

Px(x) = -oo p( x, y) dy . (4.11) 

La densità marginale Pl' (Y) di y si ottiene dalla formula precedente scam
biando x con y. 

È facile vedere che le densità marginali sono normalizzate: 

j Px(x)dx = j p(x,y)dxdy =l. 

Le densità marginali danno la probabilità di eventi del tipo {X E A} per ogni 
valore di Y (e viceversa); esse rappresentano pertanto le densità di probabilità 
monodimensionali delle variabili X e Y . 

Poiché spesso è importante stabilire se due o più variabili sono indipen
denti, risulta molto utile il seguente 
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Teorema 4.1 (Indipendenza di variabili). Due variabili aleatorie (X, Y), 
di densità congiunta p(x, y), sono stocastìcamente indipendenti se e solo se 
esistono due funzioni g(x) ed h(y) tali che, per ogni x, y E JR, si abbia: 

p( x, y) = g(x) h(y) . (4.12) 

Dimostrazione. Se le variabili sono indipendenti, la (4 .6} dimostra la p1·ima 
parte del teorema con g( x) = p x (x) e h(y) = py (y). N el caso invece valga la 
(4 .12}, in genemle si avrà: 

l
+oo 

- oo g(x) dx = G , l
+oo 

-oo h(y) dy = H . 

Dato che p(x,y) è una densità n01·malìzzata, dalla prima delle (4.5} risulta 
(sottointendendo i limiti di integrazione}: 

HG = l g(x)dx l h(y)dy= l p(x,y)dxdy = l. 

È possibile allora definire le due densità marginali. normalizzate: 

Px(x) =l g(x)h(y) dy = Hg(x) , py(x) = l g(x)h(y) dx = Gh(y) , 

da cui, dato che HG= l , si ottiene la (4.6}: 

p( x, y) = g(x) h(y) = g(x) h(y)H G = Px(x) py(y) . D 

In corrispondenza di un valore fissato xo la funzione p(x0 , y) deve rappresen
tare la densità di probabilità rnonodimensionale della variabile Y. Tuttavia, 
poichép(xo,Y) non è normalizzata, tenendo presente la (4.11), si può definire 
la 

Definizione 4.2 (Den sit à condizionata). Se X e Y sono due variabili 
aleatorie con densità p(x, y), la densità condizionata p(ylxo) di y per ogni 
x= xo fissato e tale che Px(xo) >O, è data da: 

p(ylxo) = p(xo,Y) = p(xo,y) 
Px(xo) J~;:p(x0,y)dy 

(4.13) 

Anche in questo caso la densità condizionata p(xjy) di x rispetto ad y si 
ottiene scambiando le due variabili nella formula precedente. 

Le densità condizionate così definite sono normalizzate. Infatti: 

l fp(xo,y)dy 
p(yixo) dy = J ( ) d = l . 

P xo,Y Y 



4.2 Distribuzioni statistiche multidimensionali 115 

È importante notare che la densità condizionata p(ylx) è funzione della sola y, 
essendo x un valore fissato (parametro). Lo stesso vale per p(x!y) scambiando 
le due variabili. È quindi sbagliato scrivere: 

P{YEBjXEA}= { { p(ylx)dxdy= { { p(x(,y))dxdy (errato!), 
j Aj B j A}BPXX 

in quanto p(y!x) è funzione solo di y. Per trovare la scrittura corretta occorre 
rifarsi alla definizione eli probabilità condizionata data dalla (1.19): 

P{Y E BIX E A} = 

== 

P{X E A,Y E B } 
P{X E A} 

JAf8 p(x,y)dxdy 
+oo . JA dxJ_

00 
p(x,y)dy 

Sempre per un determinato valore fissato a priori, è possibile definire gli 
operatori media e varianza condizionati. Ad esempio, il valore atteso di Y 
condizionato da un valore x è dato da: 

(yl ) - ~+oo ( l ) d - J~: yp(x,y) dy 
x - yp y x y- ( ) ' 

- oo JJX X 
(4.14) 

dove Px(x) = J p( x, y) dy è un numero essendo x fissato. 
Le densità marginale e condizionata discendono dal teorema 1.2 delle 

probabilità composte. Infatti, invertendo la ( 4.13), possiamo scrivere: 

p(x,y) = py(y)p(xly) = Px(x)p(y!x) , (4.15) 

che corrisponde alla formula delle probabilità composte (1.20) per variabili 
continue: la densità di (X, Y) è data dalla densità in Y per la densità di X 
per ogni Y fissato (o viceversa) . 

Quando le variabili sono indipendenti, dalle (4.6, 4.13) si ottiene: 

p(xjy) = Px(x) , p(y!x) = py(y) , (X ed Y indipendenti). (4.16) 

La differenza tra densità marginale e condizionata può essere ben compresa 
con l'aiuto di Fig. 4.1; la densità marginale si ottiene proiettando sempli
cemente la curva in una dimensione, mentre la densità condizionata è la 
proiezione della curva sull'asse y (cioè la densità probabilità di y) per un 
determinato valore x (o viceversa). 

Notiamo anche che le medie e le varianze definite nelle ( 4.5) possono essere 
espresse utilizzando le densità marginali: 

f.Lx =.! xpx(x)dx, f,Ly =.! ypy(y)dy . (4.17) 
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x o x 

Fig. 4 .1. La densità marginale py (y) eli y rappresenta la proiezione sull'asse y della 
densità dei punti (x,y) per qualunque valore di x. La funzione p(xo, y) rappresenta 
invece la proiezione sull'asse y della densità dei punti in corrispondenza di un deter
minato valore xo (linea tratteggiata). Questa funzione, normalizzata con la (4.13), 
rappresenta la densità condizionata della variabile Y in corrispondenza del valore 
x o 

(4.18) 

Occupiamoci ora della quarta delle (4.7); poiché dalla (4.8) risulta che la 
media della somma è pari alJa somma delle medie, otteniamo: 

dove 

Var[X + Y] = l[(x- Jl.x) + (y- Jl.v)]2p(x,y)dxdy 

= Var[XJ + Var[Y] + 2 Cov[X, Y] , 

Cov[X , Y] = l (x- Jl.x)(y - ~ty)p(x, y) dx dy . 

Introduciamo pertanto la 

(4.19) 

D efinizione 4 .3 (Covarianza di due variabili) . La covarianza di due 
variabili aleatof'ie X e Y è definita come 

Cov[X, Y] = l l (x - Jl.x)(y- )J.y) p( x, y) dx dy = (Jxy (4.20) 

Questa grandezza è una sorta di definizione "incrociata" rispetto alle due 
varianze possibili (J; e (J~ definite nelle ( 4.5). Essa è una grandezza quadTatica, 
avente come dimensione il prodotto delJe dimensioni di X e Y . A titolo di 
esercizio, trascriviamo la definizione generale ( 4.20) per i vari casi possibili, 



4.2 Distribuzioni statistiche multidimensionali 117 

analogamente a quanto fatto per la varianza nelle (2.38, 2.41, 2.66). Quando 
si ha una densità discreta PXY la covarianza diventa: 

Cov[X, Y] = L L (x- J.Lx)(y- J.L11)pxy(x, y) , (4.21) 
:r; y 

dove la somma si intende estesa a tutti i valori dello spettro delle due variabili. 
Il calcolo diretto da un insieme di dati va invece eseguito sulla somma di tutte 
le realizzazioni numeriche delle variabili: 

(4.22) 

(4.23) 

Qui la somma va fatta solo su un indice, cioè su tutte le coppie (xi, Yi) che si 
sono ottenute, dividendo per N - l quando si calcolano gli scarti dalle medie 
campionarie e non dalle medie 11vere" assegnate a priori. L'insieme di queste 
coppie esaurisce, per N -7 oo, l'insieme dato dalle coppie (xi, Yk) quando gli 
indici i e k rappresentano i valori dello spettro delle due variabili. Questo è 
un punto formale ma importante che va tenuto presente per eseguire calcoli 
corretti: quando la covarianza è calcolata attraverso la funzione di densità, 
la sommatoria è doppia e va fatta sulle probabilità delle coppie dei valori 
possibili delle due variabili; quando la covarianza è calcolata da un insieme 
sperimentale di dati, la somma è singola e va fatta su t?dte le coppie ottenute 
nel campionamento. 

Il software SCILAB fornisce la funzione c9varCx ,.y, fre) . che calcola la 
covarianza dalla (4.21), dove x e y sono due vettori e f re è la matrice Pij 

delle probabilità o frequenze di tutte le coppie possibili (xi, Yj)· Per calcolare 
la covarianza da un insieme di dati (xi, Yi) con le (4.22, 4.23) , abbiamo scritto 
la routine è.o!rc.;V-(x ,y'f., , dove x e y sono i vettori dei valori misurati. Il 
risultato, come descritto nei commenti della funzione, è un vettore contenente 
la covarianza ed il coefficiente di correlazione con il relativo errore statistico, 
che verrà introdotto più avanti, nel capitolo 6. 

Per finire, notiamo che in notazione operatorìale abbiamo: 

Cov[X, Y] = ((X- J.Lx)(Y - J.L11)) (4.24) 

Vale anche la relazione notevole, analoga alla (2.50): 

Cov(X, Y J ((X- J.Lx)(Y - J.Ly)) = (XY- J.LxY - J.LyX + J.LxJ.L11 ) 

(XY) - J.Lx (Y) - /.Ly (X) + J.Lxtt11 

= (XY)- J.LxJ.Lv , (4.25) 

dalla quale si vede che la covarianza è data dalla media dei prodotti meno il 
prodotto delle medie. 
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La covarianza gode di proprietà partkolarmente interessanti che verranno 
discusse nel prossimo paragrafo. 

Un componente elettronico ha un tempo di vita esponenziale di media 

f.h = 1/ >.. = 1000 ore 

(si veda la 3.49). Viene realizzato un dispositivo costituito dai due elementi in 
parallelo, ìl che significa che esso funziona finché almeno uno dei due dispo
sitivi è funzionante. Quanto è maggiore il tempo di vita medio del dispositivo 
in parallelo rispetto a quello del singolo dispositivo? Dopo ·un tempo pari a 
2000 ore, qual è la probabilità che il dispositivo singolo e quello in parallelo 
siano ancora funzionanti? 

Risposta. Se t1 e t2 sono i tempi di guasto dei due dispositivi, il parallelo 
cesserà di funzionare ad un tempo t tale che t = max(t11 t2) . La probabilità 
di funzionamento fino a t, cioè di un guasto al tempo t, sarà data dalla pro
babilità composta che il primo dispositivo e il secondo cessino di funzionare. 
Dato che i due dispositivi sono indipendenti, basta allora integrare in [0, t] la 
densità congiunta dei tempi (4.6), come p1·evisto dalle (4 .4, 4.12): 

P{max(T1 ,T2):::; t}= P{T1 :::; t, T2:::; t}= 1t e1 (t) dt 1t e2(t) dt 

poiché le due distribuzioni esponenziali e1 ed e2 sono uguali, dalla (3.51) si 
ha immediatamente: 

la quale r-appresenta la funzione di ripartizione monodimensionale dei tempi 
di guasto del dispositivo in parallelo. Derivando la funzione di ripartizione 
otterremo, in base alla (2.36), la densità di probabilità ep(t) corrispondente. 
Si ha pertanto: 

ep(t) = 2Àe- >.t (l - e->.t) , 

la quale non è una esponenziale semplice. La media dei tempi di guasto: 

(T)= 2À 100 

t (e- >.t- e- 2>-t) dt = ~~ = ~ f.h = 1500 ore , 
o 2), 2 

corrisponde ad un incremento nella vita media ·del 50 %. 
Veniamo alla seconda parte del problema. 
La probabilità di funzionamento dopo un tempo to = 2000 ore è data, per il 
dispositivo singolo, dalle {3.51, 3.52): 

1
to 

P{T ~ to} = l -
0 

>..e- >..,. dr= e- >-to = e- 2 = 0.135 = 13.5% . 
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La stessa probabilità, per il parallelo, è data da: 

Pp{T 2:: to} l - 1to ep(t) dt = l- 2,\ lato (e->-t - e-z>.t) dt 

= 2e->-to - e-2-\to = 2e- 2 - e- 4 = 0.252-::::= 25% . 

Dopo 2000 ore l'aumento di affidabilità è quasi del100 %. 

4.3 Covarianza e correlazione 

La covarianza di due variabili aleatorie gode dell'importante proprietà di 
annullarsi quando le variabili sono indipendenti. Infatti in questo caso la 
densità p(x,y) che compare nella (4.20) si può scrivere, in accordo con la 
(4.6), come il prodotto px(x)py(y). Si ottiene allora immediatamente, dato 
che p x (x) e py (y) sono normalizzate: 

Cov[X, Y] =l l (x- f.Lx)(y- f.Ly) p(x,y) dxdy 

=l (x - f.Lx) Px(x) dx l (y- f.Ly) py(y) dy 

=[l xpx(x)dx-f.Lxl px(x)dx] [l ypy(y)dy - f.LJ py(y)dy] 

= f.Lx- f.Lx + f.Ly- f.Ly = O. (4.26) 

Segue immediatamente dalla (4.19) che, per variabili Xi tra loro indipendenti, 
la varianza della somma è pari alla somma delle varianze: 

(4.27) 

La covarianza si presta quindi ad essere un indicatore statistico della corre
lazione: tanto più essa è diversa da zero tanto più le variabili sono correlate. 
Come. valutare però il grado massimo di correlazione? Come renderlo indi
pendente dall'insieme di dati che si sta esaminando? Questa difficoltà si può 
superare grazie al 

Teorema 4.2 (di Cauchy-Schwarz). S e le variabili X e Y hanno varianze 
finite , allora vale la disuguaglianza: 

l Cov[X, Y]l SO'[ X ] u(Y] (4.28) 

Dimostrazione. La {4.28} può essere scritta come: 

1 ((X- f.Lx)(Y- f.Ly)) 1 :::; Jccx- f.Lx)2) ((Y - f.Ly) 2 ) . (4.29) 
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4 

Fig. 5.3. Convoluzione di una 
gaussiana standard con 11- = O 
e q = l (linea tratteggiata) 
con una densità uniforme limita
ta tra -2 e 2 (linea tratto-pun
to). La cw·va risul tante è la linea 
piena 

Risposta. Dalle (3.28, 3. 77, 5.32) si ha immediatamente: 

pz(z) = l lb l [ - - --exp 
b-a a. qV'iif 

= l lb l [ -- ---exp 
b-a a qV'iif 

(5.33) 

Questa densità non è altm che una gaussiana di media (z- J.-L) e varianza q 2 

integrata entro i limiti della densità uniforme di partenza. 
Ricorrendo alla gaussiana cumulativa (3.43) possiamo scrivere: 

(5.34) 

Nelle misure dì grandezze fisiche, spesso allo strumento viene associata una 
dispersione casuale di tipo uniforme, mentre alle operazioni di misura una 
dispe1·sione di tipo gaussiano (vedi cap. 11). In questi casi la (5.34) fornisce la 
legge di dispersione totale della misura, ed è pertanto importante nello studio 
della propagazione degli errori, che verrà svolto nel par. 11.6. La Fig. 5.3 
mostra che la forma di questa densità risultante è abbastanza simile ad una 
gaussiana. 
c;'llt;7 #.g ~~ .... 71Fé:!:2!" ... -:'3if~~~,~~ 

Esercizio 5.2 ~ ;!',BjjJ- ...... ~ · ~- .a.Ai~-... m .... 7ilil 

'It-ovare la densità di una variabile aleatoria 

somma di due variabili indipendenti X, Y,......, U(O, l ). 
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Evidentemente, la definizione dipende da.l coefficiente dì correlazione che vie
ne usato nella analisi dei daLi. Per il momento, usiamo il coefficiente di corre
lazione definito nella (4..31); nel seguito, nella (10.10), daremo la definizione 
più generale di questo coefficiente. Notiamo anche che qui il significato di 
correlazione è molto tecnico e non coincide necessariamente con il senso che 
illinguaggjo comune assegna a questo termine. 

Fatte queste premesse, analizziamo in dettaglio il problema. Notiamo su
bito che, se le variabili sono correlate (cioè il coefficiente P:ev della (4.31) non è 
nullo) , allora tra di esse deve esistere un certo grado dì dipendenza. Tuttavia, 
l'inverso non è vero. Per dimostrare questo fatto , basta un controesempio: 
consideriamo le variabili X = U + V e Y = U - V, dove U e V sono variabili 
uniformi in [0, l]; X e Y sono dipendenti perchè non vale la (4.12), ma hanno 
coefficiente di correlazione nullo perché è nulla la covarianza. Infatti, dato 
che (U + V} = l e (U - V} = 0: 

Cov[X, YJ = ((X - (X})(Y - (Y})} 

= ((U +V- (U + V))(U- V- (U - V})) 

((U +V- l)(U- V)} = (U2 
- V 2 

- U +V) = 

= (U2
)- (V2

)- (U} +(V} ==O ,· 

poiché U e V hanno la stessa distribuzione. 
Un altro punto chiave, dimostrato nella (4.26), è che, se due variabili sono 

statisticamente indipendenti, allora esse sono anche incorrelate. 
Possiamo riassumere la discussione nei punti seguenti: 

• condizione sufficiente perché vi sia dipendenza statistica è la presenza di 
correlazione; 

• condizione necessaria per l'indipendenza statistica è la mancanza di corre
lazione (P:ev = 0). 

Queste proprietà sono riassunte in Fig. 4.2. 

Esercizio 4.2 1:11::!:~= 
Se T, U e V "' U (O, l), calcolare il coefficiente di correlazione lineare tra la 

variabile: 

e le va1·iabili: 

Y = U , Yt = X+ V, Y2 =-X + V. 

Fare inoltre una verifica con dati simulati al calcolatore. 

Risposta. Tenendo presente le {3.80}, per una generica variabile uniforme U 
valgono le relazioni: 

(U} = 1/2 , (U2
) = 1/3 , ((U -1/2)2

) = 1/12 , 
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R3{ft8 correlate L-----'--'·1 incorrelate 

Fig. 4.2. Legame tra correlazione e dipendenza statistica. Per variabili gaussiane 
gli insiemi delle variabili correlate e dipendenti e quelli delle variabili indipendenti 
e incorrelate coincidono. 

mentre per una coppia (U, V) di variabili uniformi indipendenti si ha: 

(UV) = j ru(r)d1· j sv(s)ds = 1/4 . 

Dalle (4 .24, 4-31) otteniamo facilmente: 

p[X,Y] ((T- 1/2)(U- 1/2)) =O 
[((T - 1/2)2) ((U- 1/2)2) ]1 /

2 
' 

p[X,Yd ((T- 1/2)(T + V- l)) = __.!:__ ,.., 0_7071 ' 

[((T -1/2)2) ((T + V- 1)2 ) ]
1

/
2 -J2-

((T- 1/2)( - T+ V)) = _ __.!:__ ~ -O. 7071 . 
[((T- 1/2)2) ((-T+ V)2) ]1

/
2 -J2 

I diagrammi di dispersione delle tre coppie di variabili sono riportati in 
Fig. 4.3, dove è possibile vedere chiaramente la differenza tra due variabi
li incorrelate (X, Y }, due variabili con correlazione positiva (X, Yi) e due 
variabili con correlazione negativa (X, Y2) . 
Si può verificare l'esercizio con una simulazione utilizzando SCILAB e la no
stra funzione Còr~ov . , Per generare N = 20 000 variabili uniformi x, y , 
yl, y2 e ottenerene la correlazione basta porre: 

x=rand(1,20000); y=rand(1,20000); v=rand(1,20000); 
yi= X + Vj 

y2= -x + v; 
Corcov(x,y); Il vengono mostrati i dati . .. 
Corcov(x ,y1) ; 
Corcov(x,y2) ; 
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n coefficiente di correlazione p[ X, Y] (e analogamente i coefficienti p[ X, Yl] 
e p[X, Yz]) sono stimati dalla r-outine con le formule; 

l 
m"" = N L Xi, 

i 

Sx = [N~ l ~(Xi -m:c?] 
1/2 

,, [N~ l ~(y, -m,)' r 
1·(x,y) 

dove si sono usati i simboli latini perché si tmtta di valori campionm·i {si 
veda la def. 2.8). La covarianza viene calcolata dai dati con una sommatoria 
unica, utilizzando la ( 4. 22). Inoltre, si usa il fattore N -l al posto di N perché 
le va1ianze e covarianze sono state calcolate rispetto alle medie empiriche e 
non 1ispetto a quelle vere. Questa misteriosa correzione, già introdotta nella 
{2.39), verrà finalmente spiegata nel cap. 6. 
Dalla simulazione abbiamo ottenuto i valori: 

r(x,y) = 0.007, r(x,y!) = 0.712, r(x,y2) = - 0.705 . 

Imparerete a decidere se la differenza tra questi valo1i "spe1imentali" e quelli 
teo1ici O, 0.7071, -0.7071 è significativa o meno nel cap. 6, quando vi intro
durremo alla statistica. 
La routine cCor<;g.v:' fornisce anche gli errori sulle stime della covarianza e 
della correlazione, che sranno discussi più avanti, nel cap. 6. 
lltc~~~:;;.t;I!K.~.~~ 

4.4 Densità gaussiana bidimensionale 

Anche nel caso multidimensionale moltissimi problemi possono essere trattati 
in modo esatto o approssimato supponendo di avere a che fare con variabili 
normali o gaussiane. Risulta pert~nto quasi indispensabile studiare a questo 
punto la densità gaussiana bidimensionale. 

Per prima cosa, notiamo subito che la densità g(x, y) di due variabi
li gaussiane indipendenti sarà data, in base alle (3.28, 4.6), dalla semplice 
espressione: 
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c) Fig. 4.3. Diagrammi di disper
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considerate nell'esercizio 4.2: as
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g(x,y) = gx(x) gy(y) = 2 l exp [- -21 ( (x - ;z)2 + (y- ;y)2)] 
7rCJ::r; a11 .az a11 

(4.33) 
Operando la sostituzione 

U
- X-JJ,x - , 

CT:r; 
(4.34) 

l'analogo bidimensionale della densità gaussiana standard (3.42) sarà dato 
allora da: 

(4.35) 

La densità generale che vogliamo trovare deve però riferirsi a due variabili 
normali tra loro dipendenti e quindi, in generale, correlate con coefficiente di 
correlazione lineare Pu11 = p f. O. La densità standard corrispondente dovrà 
perciò soddisfare le proprietà: 

• non essere fattorizzabile in due termini dipendenti rispettivamente solo da 
u e solo da v; 

• avere distribuzioni marginali gaussiane standard; 
• soddisfare l'equazione auv = p; 
• soddisfare la condizione di normalizzazione. 

Verifichiamo se esiste una forma funzionale del tipo 

g(u, v; o, l) = ~ e - (av.2+buv+cv2) 
d 

(4.36) 

che soddisfa a tutte queste condizioni. Esse si traducono nel sistema di 
equazioni: 
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l ~ J J u2 e - (au2+buv+ cv2) du dv , 

1 = ~ J J v2 e-(au2+buv+ cv2) du dv ' 

p = ~ J J uv e-(au2+bttv+cv2) du dv , 

1 ~ J J e-(au2+buv+cv2) du dv . 

Questi integrali possono essere risolti col metodo indicato nell'esercizio 3.4 
e forniscono un sistema di 4 equazioni nelle 4 incognite a, b, c, d. Poiché il 
procedimento dettagliato, per quanto laborioso, non è particolarmente diffi
cile né istruttivo, qui ne riportiamo solo il risultato finale. Se volete, potete 
facilmente controllare a posteriori la correttezza del risultato, che, se p -:j; ±l, 
risulta essere: 

1 
a= c= 2(1 - p2) ' 

La ( 4.36) ristùta allora: 

d= 27fJ1- p2 . 

l [ l 2 2] g(u, v; O,l)= ~exp -
2

(
1 2 )(u -2puv +v) 

27fy 1- p2 -p 

(4.37) 

(4.38) 

È facile vedere che questa densità, come richiesto, dà luogo a due densità mar
ginali gaussiane standard, per ogni p -:j; ±l. Infatti, aggiungendo e sottraendo 
nell'esponente il termine p2u 2 ed integrando in y otteniamo: 

(4.39) 

dove si è posto z = (v- pu)/J1- p2 , dv = J1- p2 dz e si è utilizza
to l'integrale notevole (3.29) dell'esercizio 3.4. Lo stesso risultato si ottiene 
ovviamente per la densità marginale in v. 

Tornando dalle variabili ridotte a quelle normali, dalla ( 4.38) otteniamo 
infine la densità: 

g(x,y) = (4.40) 

-y(x,y) = 

che rappresenta la forma più generale di gaussiana in due dimensioni. 
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A questo punto possiamo enunciare una notevole proprietà delle variabi
Li gaussiane: quando il coefficiente di correlazione lineare è nullo, esse sono 
indipendenti. Infatti, ponendo p = O nella (4.40), si ottiene una densità corri
spondente al prodotto di due gaussiane in x e y. In base al teorema 4.1, questa 
è la densità di due variabili aleatorie indipendenti. La condizione p = O, che 
in generale è solo necessaria per l'indipendenza, in questo caso diventa anche 
sufficiente. Vale pertanto il 

Teor em a 4.3 (Indipendenza di variabili gaussiane). Condizione neces
saria e sufficiente affinché dt'e variabili aleatorie congiuntamente gaussiane 

(normali} siano indipendenti, è che il loro coefficiente di correlazione lineare 
sia nullo. 

Vediamo quindi che l'esistenza di una covarianza nulla (che implica p = O) 
tra variabili gaussiane assicura la indipendenza statistica e quindi l'assenza 
di un legame di causa-effetto tra di esse (si veda la Fig. <1.2). 

Riconsiderando ora le dislribuzioni marginall ridotte (4.39), notiamo che, 
passando dalle variabili standard a quelle normali si ottengono in x e y due 
distribuzioni gaussiane monodimcnsionali del tipo (3.28), nelle quali non com
pare il coefficiente di correlazione. Emerge qui un. altro fatto importante: la 
conoscenza delle due distribuzioni marginali, cioè delle proiezioni della gaus
siana sui due assi x e y, non basta per una conoscenza completa della densità 
bidimensionale, perché variabili correlate o incorrelate danno in entrambi 
i casi proiezioni gaussiane. La conoscenza della covarianza o del coefficien
te di correlazione è quindi essenziale per la determinazione completa della 
distribuzione statistica delle variabili. 

Facciamo ora qualche considerazione sulla forma della gaussiana bidimen
sionale. La Fig. 4.4 riporta tre casi: variabili incorrelate, par:tialmente corre
late e totalmente correlate. Se immaginiamo di tagliare la curva con piani di 
quota costante, l'intersezionc dà luogo ad una curva di equazione: 

u? - 2puv + v2 = costante , (4.41) 

per variabili standard, e ad una curva 

( 4.42) 

per variabili normali. Queste curve in generale rappresentano delle ellissi, 
dette ellissi di concentrazione, con centro nel punto (J.I.x,J..Ly)· Se p= O, l'el
lisse ha gli assi principali paralleli agli assi di riferimento e degenera in una 
circonferenza se CT:r; = CJ11 • Infine, se p= ±l, le variabili sono completamente 
correlate e l 'ellisse degenera in una retta di equazione 

(x- J..L:r:) ± (y- J..Lu) =costante . 
Clr Cly 

( 4.43) 
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p = O a) p>O 

<yiX> 

Xo= <ylX> x x 

p = l c) 

<ylx> 2 2 
Var[ylx] = cr y (l- p) 

x 
Fig . 4.4. Gaussiana in due dimensioni nel caso di variabili incorrelate a), par
zialmente correlate b), totalmente correlate c). Sono anche mostrate le distribu
zioni marginali per un determinato valore xo, la retta di regressione (YJx} e la 
corrispondente dispersione a[YJxJ 

In questo caso la curva normale si schiaccia completamente su un piano, come 
mostrato in Fig. 4.4c) . Si ha allora a che fare con una sola variabile aleatoria 
(X o Y) essendo l'una completamente dipendente dall'altra attraverso una 
relazione matematica. A questo punto è necessario soffermarsi su di un 'im
portante proprietà della gaussiana bidimensionale: quando gli assi principali 
dell'ellisse sono paralleli agli assi di riferimento, allora p = O, le variabili sono 
incorrelate e quindi, per il teorema 4.3, anche indipendenti. È allora sempre 
possibile, operando una rotazione di assi, trasformare una coppia di variabili 
gaussiane dipendenti in variabili gaussiane indipendenti. Questa proprietà 
che, come vedremo, è generalizzabile ad un numero qualunque di dimensioni, 
sta a fondamento del test x2 applicato alla verifica di ipotesi in statistica. 

L'espressione dell 'angolo di rotazione la si trova in modo abbastanza sem
plice operando sulle variabili standard (4.34) una generica rotazione di un 
angolo a degli assi di riferimento: 

A 
B 

V cosa+ V sena 
-U sen a+ V cosa 

(4.44) 

Se non vi ricordate questa formula potete consultare un qualunque testo di 
fisica o geometria. Le nuove variabili A e B per essere incorrelate e indi
pendenti devono avere la covarianza (e quindi il coefficiente di correlazione) 
uguale a zero. Imponiamo dunque: 
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(AB) = ((U cosa+ V sen a)( -U sen a+ V cosa)) 

= - sen a cosa ( (U2 ) - (V2 )) + ( cos2 a - sen2 a) (UV) 

= -~ sen 2a ( (U2
) - (V2

)) + cos 2a (UV) =O . 

Poiché per le variabili standard (U2 ) = (V2
) = a 2 = l, si ottiene la 

condizione 
7r 1r 

cos2a (UV)= O ==? cos2a =O ==? 2a = ± 2 ==?a = ± 4 . (4.45) 

Per questo valore di a il sistema (4.44) diventa: 

l l 
A= yi2(U+V), B= yi2(-U +V) . (4.46) 

Sono naturalmente valide le relazioni inverse: 

l l 
U= yi2(A-B) , V= yi2(A+B), (4.47) 

ed anche la conservazione della norma in una rotazione, come è facile 
verificare: 

A2 + B2 = U2 + V 2 
• (4.48) 

Sostituendo le (4.46-4.48) nella (4.41) otteniamo: 

U2 - 2pUV + V 2 =(l- p)A2 + (l+ p)B2 . (4.49) 

Se ora consideriamo l'esponente della gaussiana standard (4.38), passando 
alla notazione minuscola, vediamo che esso si trasforma come: 

-
1 

(u2
- 2puv + v2

) = -~ [_i!:_+ J!_] 
2(1 - p2 ) 2 l +p l - p 

Poiché lo jacobiano della trasformazione ( 4.47) vale: 

ou ou l l 

o a ab v'2 -J2 
l l 

= =-+-=1 
o v o v l l 2 2 

o a ab J2 v'2 
otteniamo: 

g(u, v; O, l ) du dv l [ l 2 2] ~exp - 2(l- 2)(u -2puv+v) 
2ny .1.- 1r P 

1 [ l ( a
2 

b
2 

)] da db 
2n exp - 2 l + p + l - p ~ 

= 2~ exp [-~(a~+ b~)] dap dbp , (4.50) 
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dove: 
a b - b 

p- vr=P (4.51) ap = .Jf+P , 

Le (4.50, 4.51) contengono due risultati di fondamentale importanza. 
n primo è che, date due variabili gaussiane con p f:. ± 1, è sempre possibi

le, passando alle variabili standard ed operando una rotazione di un angolo 
a = ±45°, definire due nuove variabili (A, B) tra loro in correlate. L'ango
lo corrisponde ad una rotazione che porta gli assi principali dell'ellisse di 
concentrazione paralleJj agli assi di riferimento. Il doppio segno nell'angolo 
indica semplicemente che la rotazione può consistere indifferentemente nel 
portare un determinato asse dell'ellisse parallelo all'asse x oppure all'asse y 
del sistema di riferimento. 

n secondo fatto importante è che dalle variabili in correlate (A, B) è possi
bile ottenere due variabili (Ap, Bp) che sono gaussiane standard indipendenti. 
Poiché la somma dei quadrati di variabili gaussiane standard indipendenti, 
in base al teorema di Pearson 3.3, si distribuisce come x2

, se ne deduce che 
due variabili gaussiane con coefficiente di correlazione p f:. ±1, con legame 
funzionale dato dali 'esponente della gaussiana bidimensionale ( 4.40), danno 
luogo ad una variabile x2(2) con due gradi di libertà.: 

Q= 'Y(X,Y). (4.52) 

Se p= ±1, t ra A e B esiste una relazione deterministica e i gradi di libertà 
scendono a uno soltanto. Mostreremo t ra poco che la relazione fondamentale 
(4.52) vale per un numero qualunque di dimensioni. 

n fatto che la ( 4.52) sia una variabile x2 è un fatto importante in sé, e non 
richiede di conoscere la forma esplicita delle variabili gaussiane indipendenti 
che vi compaiono: è sufficiente sapere che esse possono sempre essere trovate, 
se p f:. l. n calcolo del x2 viene fatto di solito con le variabili di partenza del 
problema, anche se esse sono correlate. 

Per finire, studiamo le densità normali condizionate. La densità g(ylx) , 
per un certo x fissato, si trova facilmente applicando la definizione (4.13). Nel 
nostro caso questo comporta la divisione della densità ( 4.40) per la densità 
marginale gx (x), che, in base a quanto già detto, non è altro che una densità 
gaussiana monodimensionale g(x; Jl.x, ~x) data dalla (3.28) . Dopo una facile 
rielaborazi<;me, si ottiene: 

g(ylx) = 

Dato che x è costante, questa curva corrisponde ad una gaussiana monodi
mensionale di media e varianza date da: 



130 Capitolo 4. Calcolo delle probabilità per più variabili 

y 

(Yix) 

Var[Yix] 

Fig. 4 .5 . Differenza. tra. retta. 
di regressione e assi principali 

x dell'ellisse d i concentrazione 

(4.54) 

(4.55) 

Le formule appena trovate mostrano che la media di Y condizionata ad x si 
dispone, nel piano (x, y) ed al variare di x, lungo una retta, detta retta di 
regressione. Si dice anche che tra le medie condizionate della gaussiana bi va
riata esiste un legame di t'egressione lineare. La varianza di Y, al contrario, 
si mantiene costante e dipende da x solo attraverso il coefficiente di corre
lazione. Uno sperimentatore che esegue una serie di esperimenti consistenti 
nel campionare Y per diversi valori x mantenuti costanti, osserva una media 
che si sposta lungo la retta (4.54) ed una varianza costante (4.55). La varian
za condizionata Var[Yix] misura la dispersione dei dati intorno alla retta di 
regressione ed è sempre :S di quella proiettata a;. Essa dipende dall'angolo 
che gli assi principali dell'ellisse di concentrazione formano con gli assi di ri
ferimento. Se p = O le due coppie di assi sono parallele, le rette di regressione 
coincidono con gli assi dell'ellisse, non c'è correlazione e le due varianze sono 
uguali; se p = l , Va.r[Y ix] = O e lungo la retta di regressione non si osserva 
dispersione (Fig. 4.4). 

La densità condizionata g(x!y), per un prefissato valore di y, e le corri
spondenti media, varia.nza e retta di regressione si ottengono dalle formule 
precedenti scambiando y con x . 

È possibile, tra variabili gaussiane, una correlazione non lineare? I cal
coli appena svolti mostrano che, se le densità marginali (proiettate) sono 
entrambe gaussiane, la relazione deve essere lineare: una relazione non linea
re distorce la forma. gaussiana su almeno uno dei due assi. Vi anticipiamo 
anche che la dipendenza non lineare verrà trattata in modo dettagliato più 
avanti, nel cap. 10. 

Notiamo infine che le rette di regressione sono, per costruzione, il luogo 
dei punti di tangenza all'ellisse delle rette parallele agli assi e quindi non 
coincidono con gli assi principali dell 'ellisse (Fig. 4.5) . 

Esercizio 4.3 IlE!& w .. <tn·""ìii!E"'•...,., .. ~ --~ 

Sono date due variabili gaussiane, X di media J.t = 25 e deviazione standard 
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<J:r; = 6 e 
Y = 10+X + Yn, (4.56) 

dove Yn è gaussiana di parametri J..I.YR. =O e <JYR. = 6 (nel cap. 10 indicheremo 
con STATXY questo tipo di legame tra le variabili X ed Y ). 
Determinare la covarianza e il coefficiente di correlazione tra le due variabili. 
Verificare i risultati con una simulazione. 

Risposta. Media e deviazione standard di Y valgono: 

(Y) = J..Ly = 10 +(X)= 35 , a[YJ = <Jy = Ja~ + a;n = 8.48. 

Definendo LlX =X- J..L:c, LlY = Y- f..Ly, dalla (4.24} possiamo calcolare la 
covarianza tra le variabili come: 

Cov[X, YJ = (LlX L\Y} = (L\X(LlX + L\Yn)) = (Ll2 X)== a; = 36 , (4.57) 

dove si è sfruttato il fatto che (L\X L\Yn) = O, essendo le variabili X ed Yn 
incorrelate per costruzione. n coefficiente di correlazione vale: 

Cov[X,Y} 36 
p= a[X]a[YJ = 6 · 8.48 = 0·

707 
· 

Si noti che, dalla (4.55}, risulta Var[Yix] = a~(1- p2 ) = 8.482(1- 0.7072
) = 

62 = a~R. Verifichiamo ora i risultati con una simulazione. 
Come vi spiegheremo in dettaglio nel cap. 7, disponendo del generatore 
random di variabili uniformi, è possibile "prod~trre" attraverso un calcolatore 
delle variabili casuali gaussiane di media e deviazione standard prefissate. 
Utilizzando il codice SCILAB: 

x=grand(1,200000,'nor',25,6); Il 200000 variabili normali 
y=grand(1,200000,'nor', 0,6); Il di media O e 25 e std dev 6 
y = 10. + x + y ; 
xbasc(); Il viene pulita la finestra grafica 
Hist3d(x,y,20,20,plot4=1); Il grafico di Fig . 4.6 

si ottengono 200 000 valori simulati della coppia (X, Y) in accordo con la 
(4.56}. Dato che SCILAB non possiede routine efficaci per la rappresenta
zione grafica di istogrammi bidimensionali, abbiamo fatto uso della nostra 
routine .1r~t~d che fornisce un risultato come quello di Fig. 4.6, corredato 
del calcolo di medie, deviazioni standard, covarianza e coefficiente di corre
lazione. Poiché la correlazione tra X e Y è di tipo lineare, gli istogrammi 
marginali g( x) e g(y) hanno una forma di tipo gaussiano, come si può vedere 
facilmente dai grafici di Fig. 4. 6. Le medie e le deviazioni standard di questi 
istogrammi sono una stima delle corrispondenti quantità vere delle densità 
gx(x) e gy(y). Esse si possono calcolare tramite le (2.37, 2.39, 4.23}. Dalle 
200 000 coppie simula·te abbiamo ottenuto: 
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Fig . 4 .6. Campione di 200 000 eventi, simulato al calcolatore utilizzando una po
polazione avente la densità gaussiana bivariata dell'esercizio 4.3. Istogramma bidi
mensionale g(x, y), istogrammi marginali g(x) e g(y) e vista dall'alto con le cune 
di densità {in basso a destra) 

l N l N 
mz N L Xk = 24.99, my =N L Yk = 34.98, 

k=l k=l 

So; = [N~ l t (xk- mz?]
1

/

2 

= 5.99, 
k=1 

s, [N~ 1 t.(y, - m,)' t'= 8.46, 

l N 
Szy N _ 1 L (xi - mx)(Yi - my) = 35.81_. 

i 

Le dispersioni sono state calcolate dividendo per (N- l ) = 199 999 poiché si 
sono utilizzate le medie empiriche. Queste quantità sono state indicate con 
lettere latine penhé sono stime campionarie delle (4.17, 4.18). n coefficiente 
di correlazione stimato vale allora: 
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Szy 
r=- =0.707. 

SxSy 
(4.58) 

Dato che il campione simulato contiene un grande numero di eventi, tutti i 
valori che abbiamo ricavato dai dati coincidono, entm "qualche per mille", 
con quelli veri. Questi aspetti di convergenza saranno trattati nel cap. 6. 

4.5 Generalizzazione in più dimensioni 

La generalizzazione delle formule di questo capitolo al caso di più di due 
variabili è abbastanza immediata e non presenta difficoltà particolari. 

La densità di probabilità congiunta di n variabili aleatorie è data da una 
funzione non negativa: 

(4.59) 

tale che , se A ç ~n, 

P{(x,xz, ... ,xn) E A} =! p(x1,x2, ... ,xn) dx1 dxz . .. dxn . 
A . 

Nel caso di variabili indipendenti si ha: 

(4.60) 

La media e la varianza della variabile Xk si ottengono generalizzando le (4.5) : 

(Xk) = J Xkp(xl,xz, ... ,xn) dx1 dxz ... dxn = Jlk , 

Var[Xk] = J(:r;k - J1k)2 p(x1, xz, ... , Xn) dx1 dx2 . . . dxn . 
( 4.61) 

Nel caso di più variabili la covarianza può essere calcolata con la ( 4.20) per 
una qualunque coppia di variabili (xi,Xk) : 

Si hanno pertanto n(n- 1)/2 covarianze diverse ed n varianze. Esse sono 
spesso scritte in una matrice simmetrica V, detta matrice delle covarianze: 

Cov[X1, Xz] . . . Cov[X1, X n] l 
Var[X2] . . . Cov[Xz,Xn] , . . . . . . . .. 

. . . . . . Var[Xn] 

(4.63) 

dove gli elementi diagonali sono le n varianze e quelli non diagonali le n( n-
1)/2 covarianze. La matrice è simmetrica perché ovviamente Cov[Xi,Xk] = 
Cov[Xk, Xi]: per questo motivo essa è stata scritta esplicitamente solo sopra 
la diagonale. In totale gli elementi diversi della matrice sono 
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n(n -l) n(n+ l) 
2 +n= 2 · 

Sovente si int roducono i coefficienti di correlazione p[Xi, X,.] ottenuti ge
neralizzando la (4.31) e la matrice delle covarianze viene espressa anche 
come: 

l 
Var[XI] p[X1,X2]a[X!}cr(X2] 

V= . .. Var[X:2] 
o.. . .. 
. . . . .. 

. . . p[Xl,Xn]a[Xl]a[Xn]l 

. . . p[X2, Xn]a[X2]a [Xn] 

. . . . . . 

... Var[Xn] 
(4.64) 

Se le variabili sono incorrelate, i termini fuori dalla diagonale sono tutti nulli, 
ed i termini diagonali coincidono con le varianze delle singole variabili. 

Invece della matrice delle covarianze talvolta si usa la matrice di correla-
zio ne: 

... p[Xl,Xn] l 

... p[Xz,Xn] 

. . . . . . 

. . . l 
' 

(4.65) 

la quale è anch'essa simmetrica. Generalizzando là (4.24) in più dimensioni, 
la matrice delle covarianze si può esprimere come: 

(4.66) 

dove (X - p,) è un vettore colonna e il simbolo t indica l'operazione di 
trasposizione. In questo modo il prodotto righe per colonne tra un vettore 
colonna ed uno riga fornisce la matrice quadrata simmetrica (4.63). 

Il calcolo della matrice delle covarianze e dei coefficienti di correlazione a 
partire da un insieme di dati può essere fatto con la nostra routine Covardat _. 

Le istruzioni per l'uso si trovano nei commenti al codice. 
Le matrici V e C compaiono spesso nel calcolo delle probabilità multidi

mensionale. Si può mostrare che esse godono della fondamentale proprietà di 
essere definite positive: 

(4.67) 

dove l 'uguaglianza vale solo se tutti gli n elementi del vettore x sono nulli. 
Notate che nella forma quadratica (4.67) a sinistra compare un vettore riga 
xt ed a destra un vettore colonna x, in modo da ottenere un numero (non 
una matrice) che, nel caso V sia diagonale, è una somma di quadrati del tipo 
.z=x;Vii· 

Poiché v t = V, (V- 1) t = v- 1 , se x = v-1y si ottiene la relazione: 

y t v - 1 v v-1 y = y t v-1 y 2 o (4.68) 

la quale mostra che anche la matrice inversa è definita positiva. Un'altra utile 
proprietà è che, per ogni matrice definita positiva, V esiste una matrice H 
tale che: 



4.5 Generalizzazione in più dimensioni 135 

H Ht ::::: V ==> H Htv-1 H= H ==> Htv- 1 H= l , (4.69) 

dove l è la matrice unità. Tutte queste proprietà sono dimostrate in dettaglio 
nel classico testo di Cramér [22). 

È possibile anche generalizzare le (4.11, 4.13) ed ottenere varie distri
buzioni marginali e condizionate di una o più variabili integrando su quelle 
rimanenti. La generalizzazione è ovvia e non la riportiamo. 

Quando le X sono variabili gaussiane, esse hanno una funzione den
sità data dalla generalizzazione multidirnensionale della gaussiana. bivariata 
(4.40): 

g(x) = (21l'~n;2 IVI-1/2 exp [-~(x- J.L)tv- 1 (x- J.L)]; lVI= detiVI i- O 

(4.70) 
dove V è la matrice delle covarianze (4.63) . 

La densità (4.70) è detta gaussiana m1tltivariata e può essere ricavata 
estendendo in più dimensioni gli argomenti con i quali si è dedotta la gaus
siana bivariata. Ovviamente, è facile verificare che la gaussiana multivariata 
contiene quella bivariata come caso particolare. Infatti, se p i- ±l: 

da cui la ( 4.40) . 
Se H è una matrice che soddisfa la (4.69) , attraverso la trasformazione 

H Z = X - J.L (4.71) 

la forma definita positiva che compare nell 'esponente della gaussiana si 
trasforma in: 

n 

1 (x ) =(X - J.L)tv-1 (X - J.L) = z t Htv- 1 HZ = z t z = L z; , (4.72) 
i= l 

dove si è ut ilizzata la terza delle (4.69) . L'equazione (4.71) è pertanto l'e
quivalente della rotazione bidimensionale ( 4.44). Le nuove variabili Z sono 
ancora gaussiane perché combinazioni lineari di variabili gaussiane (si veda 
l'esercizio 5.3 del prossimo capitolo); inoltre, è facile vedere che esse banno 
media nulla e che, in base alle (4.66, 4.71) ed alla terza delle (4.69), sono 
anche variabili standard incorrelate: 

( Z zt) = H - 1 ((X - J.L)(X - J.L)t) (Ht)-1 

= H - 1v (Ht)- 1 = (Htv-1 H) - 1 = l . (4.73) 

Dal teorema 4.3 segue che le Zi sono mutuamente indipendenti e che pertanto 
la (4. '12} è una variabile Q ""'x2 (n) . La relazione (4.52) vale quindi anche 
per il caso n-dimensionale. 
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Se lVI =O, tra le n variabili esistono una o più relazioni di dipendenza li
neare; è allora necessario individuare un numero r <n di variabili linearmente 
indipendent i e riformulare la ( 4. 70) . Pensiamo sia utile ricordarvi che due va
riabili sono stocasticamente indipendenti (o dipendenti) se vale (o non vale) 
la (4.12); la dipendenza matematica di tipo lineare implica invece l'esistenza 
di equazioni di vincolo ben definite tra le variabili. Due variabili linea,rmente 
dipendenti o vincolate corrispondono statisticamente ad una sola variabile. 
Se l'equazione è lineare, dal teorema 4.2 di Cauchy-Schwarz risulta p= ±1. 

Pertanto, quando si ha a che fare con variabili aleatorie espresse da forme 
quadratiche definite positive del t ipo 

(X- J.L )tw (X - J.L ) , 

dove le X sono variabili gaussiane e W è una matrice simmetrica, occorre 
sempre verificare se jWJ = O. In questo caso è necessario ridurre il numero di 
variabili determinando, se vi sono tra le variabili p equazioni lineari, (n- p) 
nuove variabili Linearmente indipendenti. La teoria dei sistemi lineari assicura 
che è sempre possibi le determinare queste nuove variabili in modo da ottenere 
ancora una forma quadratica definita positiva di dimensione n - p, per la 
quale valgono ancora le (4.72, 4.73). È quindi possibile esprimere la forma 
quadratica come somma di n - p variabili gaussiane standard indipendenti 
T. .. \ • 

n - p 

(X - J.L )tw (X - J.L ) = L Tl . (4.74) 
i=l 

Possiamo a questo punto generalizzare il teorema di Pearson 3 .3 come 
segue: 

Teorema 4.4 (Forme quadratich e). Una variabile aleatoria Q "' x2(v) 
è data dalla somma dei quadrati di v variabili standard gaussiane stocasti
camente indipendenti, oppure dalla forma quadratica definita positiva {4. 74) 
di variabili ga1tssiane. I gradi di libertà sono dati in questo caso dal numero 
di variabili presenti meno il numero di eventuali relazioni lineari che esistono 
tra di esse. 

4.6 Insiemi di probabilità in più dimensioni 

Consideriamo ora il calcolo dei liveW di probabilità in più dimensioni. 
L'analogo bidimensionale dell'integrale (3 .92) è dato da: 

P{a S X S b, c S Y S d}= lb ld p(x,y) dxdy. (4.75) 

Esso fornisce la probabilità che in una prova si ottengano le realizzazioni 
numeriche delle due variabili aleatorie entro dei limiti fissati . L'intervallo di 
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probabilità si trasforma in questo caso in un rettangolo, come mostrato in 
Fig. 4.7a). Quando i limiti inferiori sono a= -oo, c= -oo, la (4.75) fornisce 
l'analogo bidimensionale della funzione di ripartizione (2.34). 

La (4.75) può essere estesa in più dimensioni considerando una variabi
le X == (X1, X2, ... , X n) e una regione D nello spazio n-dinlensionale. La 
probabilità che una prova fornisca un vettore compreso in D è data allora da: 

(4.76) 

Nel caso di variabili gaussiane indipendenti la (4.75) dà. luogo al prodotto di 
due integrali di densità gaussiane monodimensionali.. Quando gli intervalli di 
probabilità di X e Y sono simmetrici e centrati sulle rispettive medie, i livelli 
di probabilità si possono ottenere come prodotto delle funzioni (3.38) definite 
a pagina 79: 

P{IX- flxl:::; a, IY- flvl :::; b} !.
l'z+<> 1 _! (z-';.,}2 

== 2 ---e 2 
.. ., dx x 

l'z V'iifax 

!.i'w+b 1 - !<v-';vl2 

x 2 In= e "v dy = [2 E(afax)]· [2 E(bjay)] . 
l'v v 2rray 

(4.77) 

I livelli di probabilità corrispondenti alla legge 3a monodimensionale si ot
tengono pertanto come prodotto dei livelli di probabilità monodimensionali 
(3 . .'15}. Ad esempio, la probabilità. che entrambe le variabili siano comprese 
entro ±a, cioè entro una deviazione standard, è data da: 

P{IX - flxl :=; ax, IY - flvl :=; ay} = 0.683 · 0.683 = 0.466. (4.78) 

Consideriamo ora la gaussiana bi variata standardizzata per il caso di variabili 
in correlate ( 4.35) ed operiamo la trasformazione in coordinate polari: 

u = r·cosB, v= rsinB . 

Poiché l'elemento di superficie du dv si trasforma in r dr dB (lo jacobiano 
della trasformazione è r), la (4.35) si trasforma nella funzione: 

O :=; 2rr , o:=;r<oo, (4.79) 

la quale non è altro che la densità x2 con due gradi di libertà.; essa mostra 
che, utilizzando le variabili standard, l'ellisse di concentrazione di Fig. 4.1a} 
si trasforma in un cerchio col centm nell'origine (Fig. 4.7b). Da qui è poi 
facile ricavare le probabilità di cadere entro l'ellisse di concentrazione avente 
gli assi principali pari a k volte le deviazioni standard delle due variabili: 

P{U2 + y2 :::; k2} p {(X- Jlz)2 + (Y- flv)2 < k2} = 
a2 a2 -

x y 

l 1+" 1k l ;l 1 .2 

2
..,. re- ~r drdB=l-e-:ak ,(4.80) 
" _.,. o 
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y a) b) 

y 

x 

da cui ottiene una sorta di legge 3a nel piano: 

x 

Fig. 4 . 7 . Regione re
lativa alla probabilità 
P{JX- J.t, J ~ u,, JY -
J.'y l ~ u y} ed ellisse 
di concentrazione corri
spondente per variabili 
normali incorrelate (a); 
nel caso di variabili stan
dard, il rettangolo e l'el
lisse si trasformano ri
spettivamente in un qua
drato e in un cerchio di 
semi-lato o raggio uni
tar·io centrati nell'origine 
(b) 

per k = l 
per k = 2 
per k = 3. 

(4.81) 
Notate che l'intervallo di probabilità rettangolare ±u della (4.78) ha una 
probabilità maggiore (0.466 contro 0.393) di quello della corrispondente ellisse 
( 4.81), la quale per k = l ha i lati del rettangolo come assi principali. Questo 
fatto è mostrato anche in Fig. 4.7, dove si vede che il rettangolo o il quadrato 
di probabilità contiene l'ellisse o il cerchio di concentrazione. 

Se, invece di due variabili standard (U, V), consideriamo due variabili 
gaussiane (X, Y) di media nulla ed aventi la stessa varianza u2 e nell'integrale 
( 4.80) operiamo la sostituzione r -+ r j u, otteniamo la funzione 

l r ( r
2 

) p(r) = 2?T u2 exp - 2u2 , (4.82) 

la quale, integrata in dr dB, dà la densità di probabilità nel piano per due 
variabili gaussiane indipendenti (X, Y) di ug-uale dispersione. Questa funzione 
è detta densità di Rayleigh, ed è l 'analogo bidimensionale della densità di 
Maxwell (3.73), che è valida nello spazio. 

Vi sarete accorti che gli intervalli di probabilità di una certa variabile sono 
diversi a seconda del numero globale di variabili che viene fatto variare e del 
tipo di dominio D che viene considerato nella (4.76) . Fissando le idee al caso 
di due variabili (X, Y), per un certo livello di probabilità fissato (ad esempio 
68.3%), possiamo definire ben cinque intervalli di probabilità: un intervallo 
(x± ux) relativo alla probabilità del 68.3% di trovare un valore di X per un 
qualunque valore di Y e l'analogo scambiando X con Y (e sono due), oppure 
l 'intervallo ( (YJx) ± JVar[Yix]) delle ( 4.54, 4.55) relativo alla probabilità 
del 68.3% di trovare un valore di Y per un valore fissato xo e l'analogo per 
X per tm valore fissato y0 (e sono quattro) ed infine possiamo definire una 
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regione bidimensionale D in cui cade il 68.3% dei punti di (X, Y). Le densità 
coinvolte nei cinque casi sono rispettivamente le densità marginali Px(x), 
py(y), le densità condizionate p(ylxo), p(xly0 ), e la densità congiunta p( x, y) . 

La regione del piano D dove effettuare le stime multidimensiona.li è quasi 
sempre l'ellisse di concentrazione: 

(4.83) 

dove l 'espressione a destra della freccia vale ovviamente in caso di variabili in
correlate. Questa regione possiede delle proprietà importanti che esaminiamo 
brevemente. 

Nel caso di n variabili gaussiane, in base al teorema 4.4, la variabile Q 
ha distribuzione x2 (n) . Questo permette di utilizzare, nel calcolo dei livelli 
di probabilità associati all'ellisse di concentrazione multidimensionale (4.83), 
le tabelle D.3 e D.4 dei livelli di signifìcatività della densità x2 riportate in 
Appendice D. 

Dato che la densità marginale di ogni variabile è gaussiana, la variabile 

(Xi - J.Li)2 

Qi = 2 
(ji 

(4.84) 

segue la densità x2(1) . I livelli di probabilità corrispondenti a {Q i = l, 4, 9} 
non sono altro, come sappiamo, che i livelli di probabilità gaussiani del 
68.3%, 95.4% e 99.7% corrispondenti ai valori { ..ftJi = l, 2, 3} della variabile 
gaussianastandard non quadrata: P{Qi:::; x2 } = P{Ti:::; #}. 

Le tabelle D.3 e D.4 sono due modi diversi di calcolare le probabilità 
relative alla distribuzione x2

: per ottenere i valori riportati nella Tab. D.4 
per un determinato livello di probabilità a basta trovare il corrispondente 
livello l - a in Tab. D.3 e moltiplicare il chi-quadrato ridotto Xh(v) della 
tabella per i gradi di libertà v del problema (si noti infatti che la Tab. D.4 
riporta i valori di del x2 totale, non di quello ridotto). 

La differenza tra i livelli di probabilità di ogni singola variabile e quelli 
congiunti è mostrata, per il caso bidimensionale, in Fig. 4.8, dove il valore 
x2 = 2.30 è tratto dalla Tab. D.4 per v= 2. Guardando la figura dovete fare 
attenzione ad un fatto importante, che useremo spesso in seguito: le proiezioni 
sugli assi della c~trva corrispondente a x2 = l definiscono gli intervalli ad l
O" delle variabili, riferite alle rispettive densità marginali. Questa proprietà, 
ovvia in una dimensione, si dimostra anche per due variabili ponendo uguale 
ad l la fuuzione x2 (4.52): 

l 
Q= 1(X, Y) = -

1 2 
(u2

- 2puv + v 2
) =l (4.85) 

- p 

e considerando l 'intersezione di questa curva con la retta di regressione ( 4.54) 
v= pu. Si trova facilmente la soluzione, che è u = ±1, corrispondente ad un 
intervallo (J.Lx ± O"x) · Lo stesso vale ovviamente per la proiezione sull'asse y. 
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l'eUisse contiene 
il68.3 %di punti (x,y) 

Fig. 4.8. Regioni eli pro
babilità in una e due di
mensioni. La curva corri
spondente a x2 = 2.30 con
tiene il 68.3% delle cop
pie di variabili. La proie
zione sugli assi della curva 
x2 = l fornisce gli interval
li di probabilità ad lcr per 
ognuna delle variabili 

Analogamente al caso monoclimensionale, spesso il modello gaussiano è 
ragionevolmente valido anche per una gran parte di fenomeni statistici in 
più dimensioni. L'uso dell'ellisse di concentrazione~ della densità x2 fornisce 
allora un mezzo molto potente per prevedere la probabilità di un risultato 
sperimentale costituito da una n-upla di valori ( x1 , x2, . .. , Xn). 

Se invece il problema non consente l'uso del modello gaussiano, è necessa
rio ricorrere alla risoluzione degli integrali (4.76) definendo opportune regioni 
di probabilità, di solito ipercubiche o ellittiche, e tenendo conto con cura. delle 
correlazioni tra le variabili. Spesso, per raggiungere questo difficile obiettivo, 
si ricorre ai metodi di simulazione Monte Carlo descritti nel cap. 7. 

4. 7 La distribuzione multinomiale 

La densità binomiale (2.30) individua la distribuzione di probabilità della 
variabile I = (h, Iz) de:fìn.ita come istogramma sperimentale di N eventi 
suddivisi in due canali con conteggi h ed I 2 rispettivamente, quando le pro
babilità vere che una osservazione cada nei canali l e 2 sono lispettivamente 
P= P1 e (l - p)= pz: 

P{I - n n } - b("'" N p) - N! pn' (1 p)N-n, _ N! pn'pn2 
- 1, 2 - ...,, , - '(N )' - - - ,- , 1 2 , n1. - n1 . n1.n2 . 

(4.86) 
con (p1 + pz) = l e (n1 + nz = N). Questa equazione si presta ad una 
immediata generalizzazione al caso di un istogramma generico con un numero 
k di canali. La densità che si ottiene, detta multinomiale, rappresenta la pro
babilità che la variabile aleatoria I = (11 ,12 , . .. , h) fornisca un i~togramma 
sperimentale con un numero determinato di eventi n i in ognuno dei canali, 
quando sono note le probabilità a priori pi: 
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(4.87) 

(pl + P2 + ·. · + Pk) =l, (4.88) 

Poiché ogni variabile, r ispetto a tutte le altre, soddisfa i requisiti della densità 
binomiale, valgono le relazioni: 

(Ji) = Npi , (4.89) 

Le variabili (J1 , lz, ... , h) sono però dipendenti a causa della seconda delle 
(4.88). La loro covarianza può essere calcolata direttamente con la (4.62) 
oppure in modo molto più semplice utilizzando la legge di trasformazione 
della varianza. n calcolo verrà svolto nel prossimo capitolo, nell 'esercizio 5.11. 
Jl risultato è la formula (5.86), che qui anticipiamo: 

(i :/= j) . (4.90) 

La covarianza è negativa, perché l'aumento del numero di eventi in un canale 
comporta la diminuzione del numero degli eventi negli altri canali. 

Nel caso monodimensionale, la densità binomiale tende rapidamente alla 
densità gaussiana. La stessa proprietà vale anche per ISl densità multinomiale, 
il che è un fatto di grande importanza per studio degli istogrammi che faremo 
in statistica. 

L'equazione (3.24), valida per Np, N(l -p) > 10, si può infatti anche 
seri vere come: 

b( · N ) [- ~(n- Np)
2

] _ [- ~ ( (n1- Np1)
2 

(nz- Npz)
2

) ] 
n, ,p cx:exp 2 N p(l - p) -exp 2 Np1 + Npz 

(4.91) 
dove l'ultima uguaglianza, ottenuta ponendo p= P1, (l - p) = pz, n = n1, 

(N -n) = nz, suggerisce una forma simmetrica che può essere generalizzata 
al caso di n variabili (trovate la traccia della non facile dimostrazione in [42]) . 
Possiamo pertanto scrivere il risultato fondamentale: 

(Npi > 10 'Vi), (4.92) 

dove la somma va estesa a tutte le k variabili che compaiono nelle somme 
(4.88). Abbiamo pertanto approssimato la densitàmultinomia le con una den
sità gaussiana multidimensionale, dove nell'esponenziale compare la somma 
dei quadrati delle variabili. Tuttavia, le variabili sono correlate attraverso la 
( 4.88) e quindi i gradi di libertà sono in realtà solo k - l. 

Se ora combiniamo questo risultato con il teorema 4.4, arriviamo all'im
portante conclusione che possiamo enunciare come: 

Teorema 4.5 (Somma di P earson) . In un istogramma di k canali, co
struito a partire da un campione casuale di dimensione N e avente probabilità 
vera Pi in ogni canale, la variabile 
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(h+ h+ .. . + h)= N, (4.93) 

dove Ii è il numero di eventi osservati in ogni canale, tende ad avere, per 
N -t oo, densità x2 con k - l gradi di libertà. 

Questo teorema, come vedremo, è la chiave di volta per l'impiego del test 
x2 in statistica e può già venire applicato con ottima approssimazione se 
Npi > 10. 

Notiamo anche che nella (4.93) non compare la somma dei quadrati di 
variabili standard, perché la varianza delle variabili Ii è data dalla (4.89) e le 
variabili sono correlate. Pertanto il teorema generalizza in modo non banale 
i risultati del teorema 3.3, che si riferivano a somme di quadrati di variabili 
gaussiane standard indipendenti. 

4.8 Problemi 

4.1. Se X e Y sono due variabili uniformi ed indipendenti negli intervalli [0, a] e 
(0, b) rispettivamente, trovare la densità congiunta p( x, y) . 

4 .2. Se Xi, i = l, 2, 3 sono tre variabili gaussiane indipendenti di media l-'i e 
varianza al , trovare a) la striscia che contiene il 90% dei valori di X1, b) l'ellisse 
che contiene il 90% dei valori delle coppie (X1 , X 2 ) e c) l'ellissoide che contiene il 
90% delle n-uple (X1,Xz , X3). 

4.3. Se X e Y sono variabili aleatorie indipendenti, vale l'uguaglianza (Yix) = 
(Y)? 

4.4. Calcolare approssimativamente per via grafica il coefficiente di correlazione 
dall'ellisse di concentrazione di Fig. 4.6 (in alto a destra). 

4.5. Se Z = aX +be U = cY + d con ac #:O, calcolare p[Z, U]. 

4.6. In una popolazione la statura è una variabile gaussiana pari a (X) ± a[X] = 
175 ± 8 cm per gli uomini e (Y) ± a[Y] = 165 ± 6 cm per le donne. Supponendo che 
non vi sia correlazione, trovare la percentuale di coppie con uomo e donna più alti 
di 180 e 170 cm rispettivamente. 

4.7. Come risolvereste, in linea di principio, il problema precedente nel caso più 
realistico (le coppie tendono infatti ad avere statura omogenea) di un coefficiente 
di correlazione p = 0.5 tra la statura del marito e quella della moglie? 

4.8. Nel lancio indipendente di due dadi si accetta il valore del secondo dado solo 
se il numero è dispari, altrimenti si assume come secondo valore quello del primo 
dado. Indicando con X e Y la coppia di valori ottenut i in ogni prova, trovare, per 
le due strategie, la densità di probabilità, le densità marginali di X e Y, la media 
e le deviazioni standa.rd di X e Y e la loro covarianza. 



5. Funzioni di variabili aleatorie 

" I libri di testo traboccano di trionfi dell'a
nalisi lineare, i cui insuccessi sono sepolti così 
in profondità che le tombe non sono segnate e 
la loro esistenza passa inosservata .. " 
Ian Stewart, "Dro GIOCA A DADI?" . 

5.1 Introduzione 

Prima di passare alla statistica ci rimane ancora questo capitolo, in cui affron
tiamo il problema seguente: se consideriamo più variabili aleatorie X, Y, ... 
definite sullo stesso spazio di probabilità e le combiniamo in una funzione 
Z = f(X1 Y1 • •• ) del tipo (2.9) 1 otteniamo una nuova variabile aleatoria Z; se 
conosciamo la densità di probabilità congiunta PXY ... (x, y, . . . ) delle variabili 
aleatorie di partenza, quale sarà la densità pz(z) della variabile Z? 

Per fissare le idee, consideriamo il caso di due variabili X e Y . Sono allora 
coinvolte due densità di .probabilità PxY e pz e una funzione f(x, y), secondo 
lo schema seguente: 

X, Y......, PXY (x, y) :::::::} Z = f(X, Y) ......, pz(z) . 

Le densità PxY è nota, f(x,y) rappresenta un legame funzionale assegnato 
(somma, prodotto, esponenziale o altro) e il problema consiste nel determi
nare la densità pz della nuova variabile casuale Z. Questo schema, che può 
essere esteso in modo ovvio ad un qualunque numero di variabili, rappresenta 
l'essenza del problema che vogliamo risolvere. Le densità di probabilità ver
ranno sempre indicate con la lettera p( . .. ), i legami funzionali con la lettera 
f( . o.) . 

La variabile aleatoria Z resta definita in funzione dei risultati a e b deUe 
prove che realizzano X e Y, secondo lo schema di Fig. 5.1: 

Z == Z(a,b) = f(X(a), Y(b)) , a E A, bE B. 

Nel caso di variabili discrete, la probabilità che Z appartenga ad un certo 
insieme numerico ~z è allora data, in base al teorema 1.1, dalla probabilità 
di ottenere {X E lRx} e {Y E lRy} (ovvero a E A e bE B) sommata su tutti 
i casi che soddlsfano la condizione z E ~z : 
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P{Z E IR.z} = 

campo reale camporeale 

X(a)=x P(AB)= r, P (z) 

J \ 

[x,y:/(:c,y)ERz] 

o 
l 

P(AB) = 

e 1 

fx,y:f(x,y)EiRz] 

Fig. 5.1. Definizione del
la variabile aleatoria Z = 
f(X,Y) 

P {X E !Rx , Y E !Ry} · 

(5.1) 
Se X e Y sono indipendenti, dal teorema 1.2 delle probabilità composte si ha 
anche: 

P{z E !Rz} = P {X E lRx } P {Y E !Ry } . (5.2) 
[:c,y:f(:c,y)ERz] 

La Fig. 5.1 mostra scbematicamente il significato della (5.1). 
Consideriamo ora un semplice esempio: siano X e Y i punteggi che si 

ottengono lanciando due volte un dado (1 :::; X, Y :::; 6) e sia Z = f(X, Y) = 
X+ Y la somma dei due punteggi. Definiamo IR.z l'insieme dei risultati minori 
di 5 ( Z = X+ Y < 5) e calcoliamo la probabilità P { Z E 'IR.z}. Se le due prove 
sono indipendenti, vale la (5.2) e la probabilità di ottenere una coppia (:c, y) 
vale 1/6 x 1/6 = 1/36. La (5.1) prescrive di sommare le probabilità di tutte 
le coppie per le quali Z < 5: (1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (3,1). Si hanno 6 
coppie e quindi P{Z < 5} = 6/36 = 1/6. 

Nel seguito procederemo per passi successivi, considerando prima una 
variabile, poi due variabili, ed indicando infine come estendere il procedimento 
a n variabili. Mostreremo anche come sia possibile, limitandosi solo allo studio 
della trasformazione della media e della varìanza attraverso la funzione f, 
arrivare ad una soluzione semplice e generale, anche se approssimata, del 
problema. 

5.2 Funzione di una variabile aleatoria 

Sia X una variabile casuale continua di densità px(x) e sia Z una variabile 
casuale legata a X dalla relazione funzionale: 

Z = f(X). (5.3) 

Per determinare la densità pz(z) basta applicare le note regole sul cambia-
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z 

Fig. 5.2. La trasformazio-
x ne z = f(x) 

mento di variabile in una funzione, facendo però attenzione a come si trasfor
mano gli intervalli di probabilità. È quindi opportuno ricorrere agli integrali 
di probabilità definiti dalla funzione di ripartizione ed utilizzare le relazioni 
chiave (2.29, 2.36) . Oltre a queste equazioni, ci serviremo del teorema di Leib
nitz di derivazione di un integrale, la cui dimostrazione può essere trovata su 
molti testi di analisi matematica. Data una funzione z = f (x), se x= f- 1 (z) 
esiste ed è derivabile in [xt, x2], vale la relazione: 

(dj-1) (dj l) -- p(xz) - -- p(xt) 
dz z=z2 dz z=z• 

= p(x2) _ p(x1) (
5

.4) 
f ' (x2) !'(x!) ' 

dove l'apice indica l'operazione di derivata. 
Consideriamo ora una generica funzione j(X) continua come in Fig. 5.2, 

e determiniamo la probabilità che Z sia minore di un determinato valore z0 . 

In sostanza, dobbiamo trovare la probabilità che Z si trovi al di sotto della 
retta z = zo di Fig. 5.2. 

Dalle (2.29, 5.1) e dalla figura otteniamo: 

P{Z::; zo} = Fz(z) = 2;::: i. Px(x) dx (5.5) 
t 

dove Fz è la funzione cumulativa di Z e gli intervalli Lli sono indicati sempre 
in Fig. 5.2. Questi intervalli, tranne il primo e l'ultimo, hanno come estremi 
le radici reali X1, X2, . .. , Xn dell'equazione (5.3): 

(5.6) 

L'equazione (2.36) ci assicura che, derivando la (5.5), otterremo la densità di 
probabilità cercata. Poiché dalla Fig. 5.2 si vede che l'estremo inferiore di ogni 
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intervallo Lli non dipende da z (e quindi ha derivata nulla) oppure, quando 
dipende da z, ha derivata sempre negativa (la funzione decresce), applicando 
la formula di Leibnitz (5.4) alla (5 .5) possiamo scrivere la densità pz(z) come 
somma di termini tutti positivi, prendendo il valore assoluto delle derivate 
delle radìci reali (5 .6): 

dFz(z) _ ( ) _ Px(xi) Px(x2) Px(xn) 
dz - pz z - lf'(xl) j + lf' (x2)! + ... + lf'(xn )l ' 

(5.7) 

dove il membro a destra è una funzione di z0 = z tramite l'inverso delle 
(5.6). n risultato è sempre positivo, come si richiede per una densità di pro
babilità. Quando esiste una sola radice reale dell'equazione (5 .3) e p(x) 2: O, 
questa formula coincide con il solito metodo di sostituzione di variabile in un 
integrale. Questo metodo è già stato tacitamente applicato negli esercizi 3.10 
e 3.11 sulle distribuzioni di Maxwell e di Boltzmann. 

Applichiamo ora l'equazione fondamentale (5.7) a qualche altro caso 
significativo. Nel caso in cui l'equazione (5.3) sia data da: 

Z = j(X) = aX + b 

la (5.6) ammette la sola soluzione: 

z -b 
X1 = - - · 

a 

Poiché f'(x) =a, dalla (5.7) si ottiene: 

l (z- b) pz(z) = ~Px - a-

Se invece consideriamo il legame funzionale: 

Z = f(X) = aX2
, 

la (5.6) ammette le soluzioni: 

che danno luogo alle derivate: 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 

le quali, inserite nella (5.7), permettono di determinare la densità cercata: 
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Se la densità px(x) di partenza è la gaussiana (3.28) e si applica l'equazione 
(5.8), la (5.9) diventa: 

() l [ [z - (aJ.L +b)j2] p z z = ex p - .:....__:.....:,---=-......:...:-
lalav'21f 2a2a2 

(5.13) 

la quale è una gaussiana di media e varianza date da 

(5.14) 

Notiamo che, poiché la trasformazione (5.8) è lineare, le (5.14) si possono 
dedurre direttamente anche dalle (2.62, 2.63). 

Nel caso di una trasformazione quadratica (5.10) di una variabile prove
niente da una distribuzione gaussiana di media nulla, la (5.12) diventa: 

pz(z) = ~exp (-
2 

z z) , z >O, 
a 2naz aa 

(5 .15) 

che è la densità gamma (3.55) con k = 1/2. La media e la varianza possono 
essere ottenute dalle (3.56), oppure integrando per parti le (2.53, 2.56), e sono 
date da: 

(5 .16) 

5.3 Funzioni di più variabili aleatorie 

Generalizziamo i risultati del paragrafo precedente al caso di funzioni di pi.ù 
variabili aleatorie. 

Consideriamo per primo il caso semplice di tma sola variabile Z funzione 
di n variabili aleatorie: 

(5.17) 

L'analogo della funzione di ripartizione o cumulativa (5.5) è in questo caso 
dato dall'equazione: 

P{Z :S zo} = Fz(z) = J ... { Px (xt, X2, ..• , Xn) dx1 dxz ... dxn 
}(X eD) 

(5.18) 
dove p x (xl> X2, . .. , Xn) è la densità di probabilità delle n variabili e D è 
l'insieme che comprende tutte le n-uple X = (x1 , x2 , ... , xn) tali che P{ Z :::; 
zo}, in accordo con la (5.1) . 

È bene notare che la densità di probabilità delle variabili X compare 
solo come argomento dell'integrale, mentre il legame funzionale Z = j(X) 
compare esclusivamente nella determinazione del dominio di integrazione D. 

La derivazione della cumulativa (5.18) risolve in molti casi il problema 
della determinazione della densità Pz· Questo metodo è la generalizzazione 
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di quello usato nel par. 3.9, dove abbiamo derivato la (3.59) per ottenere la 
densità x2

. 

Per trattare il caso più generale di n variabili Z funzioni di n variabili 
aleatorie X di partenza, in alternativa all'uso della funzione cumulativa. o 
di ripartizione, si può ricorrere ad una celebre formula basata sul teorema 
generale del cambiamento di variabile in una funzione integranda. Poiché 
questo teorema si trova dimostrato su molti testi di analisi matematica, qui 
ne riportiamo soltanto l'enw1ciato: 

Teorema 5.1 (Cambiamento di variabile in funzioni densità) . Sia
no X = (X1 ,X2 , . . . ,X,.) n variabili casuali con densità congiunta Px (x) 
e siano Z := (Z1 , Z2, ... , Zn) n variabili legate alle X dalle n relazioni 
funzionali 

z1 = JI(X ) 
z2 = h(X ) (5.19) 

le quali siano tutte invertibili e derivabili con dèrivata continua rispetto a 
tutti gli argomenti (vi sia cioè una corrispondenza biunivoca tra i due domini 
delle X e delle Z , per cui X1 = f11(Z), ecc . .). 
La densità di probabilità p z è data allora da: 

PX (x1,x2, ... ,xn) IJI 
PX (/11(z),f21(z), ... ,J;;1(z)) IJI, (5.20) 

dove IJI è lo Jacob·iano, definito come il valore assoluto del determinante: 

IJI = 

8!11 j8z1 8!11 j8z2 

8!21 /8zr 8!21 /8z2 

8!11 fozn 

8!21 /8zn 
(5.21) 

Ovviamente, la trasformazione è possibile se tutte le derivate sono continue 
e IJI =J O. Nel caso non vi sia un'unica trasformazione f i (i = l , 2, . .. , n) 
che sia invertibile, occorre suddividere i domini delle X e delle Z in m sot
toinsiemi tra loro disgiunti tra i quali esista una corrispondenza biunivoca e 
sommare la (5.20) su tali domini: 

m 

pz (z1,z2, ... ,zn) = 2: Px Uil(z),Jif(z) , ... ,fi,~(z)) lhl . (5.22) 
L=l 
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11 teorema può essere applicato anche al caso della trasformazione particolare 
(5.17). Consideriamo infatti una variabile Z funzione di 2 variabili: 

(5 .23) 

Per applicare il metodo del determinante jacobiano, definiamo Z1 =: Z e una 
variabi le ausiliaria Zz = Xz. La (5.19) diventa: 

(5.24) 

La densità di Z = Z1 può essere allora trovata applicando la (5.20) ed 
integrando poi sulla variabile ausiliaria Zz = X2 . Dato che lo jacobiano vale: 

IJI = 
o l 

dal la (5.20) si ottiene: 

(5.25) 

La densità della variabile Z si ottiene integrando sulla variabile ausiliaria Z2 : 

(5 .26) 

Ricordando che Zt =: Z, Xz =: Z2 e che quindi 

pz(z) = pz, (z1) , 

possiamo scrivere la (5.26) come: 

pz(z) = 

(5 .27) 

che rappresenta la densità di probabilità cercata. 
Questa formula rappresenta una alternativa alla (5.18) per trovare la 

densità pz(z) quando il legame funzionale è del tipo Z =/(XL, X2). 
Se le variabili X1 e X2 sono indipendenti, allora la densità p x si fattorizza 

secondo la (4.6), e la (5.27) diventa: 

Pz(z) = f PXt {JJ-1(z,x2)) Px2 (Xz) 0~~~ dx2. (5.28) 
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Quando la variabile Z è data dalla somma: 

z = x1 +X2, (5.29) 

la funzione inversa f- 1 e la sua derivata da inserire nella (5.27) sono date da: 

fJj- 1 
_1 __ 1 

f)z - ' 
(5.30) 

per cui si ottiene: 

(5.31) 

Se le due variabili X1 e X 2 sono indipendenti, allora la densità di proba
bilità di partenza, che è del tipo (4.3) , si fattorizza nella (4.6) e otteniamo 
l 'integrale: 

(5.32) 

che è detto integmle di convoluzione. Esso si incontra molte volte, sia in 
statistica sia in fisica sperimentale nell'analisi di misure di laboratorio (si 
veda il cap. 11). 

Dopo tanta matematica, vi facciamo notare che quest'ultimo integrale ha 
una semplice spiegazione intuiti va: la probabilità di osservare un valore Z = z 
è dato dalla probabilità di avere realizzato un valore x2 , per la probabilità eli 
avere un valore x 1 = z - x2 che assicuri l'uguaglianza z = x1 + x2 . Questa 
probabilità va sommata su tutti i possibili valori di X2. L'integrale eli convolu
zione appare quincli come una ulteriore applicazione delle leggi fondamentali 
(1.22, 1.23) per val"iabili continue. 

Notiamo anche che la (5.31) può essere trovata anche tramite la funzione 
cumulativa (5.18) . Infatti, in questo caso si ha: 

P{(X + Y ~ z)} = Fz (z) = { PX (x1,x2) dx1 dx2 
j {X+Y-5,z) 

j_:oo dx2 j_z~x
2 

Px (xt,X2) dx1 , 

e, derivando rispetto az tramite la (5.4), si riottiene la (5.31). 
In SCILAB è presente la funzione convol che calcola la convoluzione di 

due funzioni date per punti. Copiando dal sito il nostro codice Conguf potete 
risolvere l'esercizio seguente e, con poche modifiche, anche gli altri esercizi ed 
in generale molti semplici problemi di convoluzione. 

E sercizio 5.1 lillfA:~ •· , ... , "'.;- ... 

Trovare la densità di una variabile aleatoria 

Z=X+Y 

somma di due variabili indipendenti X "" N (p,, a 2 ) e Y "" U (a, b). 
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Fig. 5.3. Convoluzione di una 
gaussiana stauda.rd con p. = O 
e q = 1 (linea tratteggiata) 
con una densità uniforme limita
ta tra -2 e 2 (linea tratto-pun
to). La curva risultante è la linea 
piena 

-2 o 2 4 

Risposta. Dalle {3.28, 3. 77, 5.32} si ha immediatamente: 

pz(z) = _1_1b _ l_ exp [- (z - y- ÌJ-)2] dy 
b - a 

4 
q,f2-i 2q2 

l 1b l [ [y - (z-JL)F] d - - ---exp - y. 
b - a 4 

q .j2ii 2q2 
(5 .33) 

Questa densità non è altr·o che una gaussiana di media (z- J.L) e vat~ianza q 2 

integrata entro i limiti della densità uniforme di partenza. 
Ricorrendo alla gaussiana cumulativa {3.43) possiamo scrivere: 

(5.34) 

Nelle misure di grandezze fisiche, spesso allo strumento viene associata una 
dispersione casuale di tipo uniforme, ment1·e alle operazioni di misura una 
dispersione di tipo gaussiano (vedi cap. 11}. In questi casi la (5.34) fornisce la 
legge di dispersione totale della misura, ed è pertanto importante nello studio 
della propagazione degli errori, che verr·à svolto nel pa1·. 11.6. La Fig. 5.3 
mostm che la forma di questa densità 1'Ìsultante è abbastanza simile ad una 
gaussiana. 

Esercizio 5.2 
TI--ovare la densità di una variabile aleatoria 

Z=X+Y 

somma di due variabili indipendenti X, Y"" U(O, 1). 
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Risposta. Poiché O :::;: X , Y :::;: l, ovviamente O :::;: Z :::;: 2. Anche in questo 
caso, dalle {3. 77, 5.32) si ha immediatamente: 

pz(z) = j uy(z- x) ux(x) dx , 

dove u(x) rappresenta la densità uniforme: 

u(x) = { l per. O :s: .x:::;: l 
O altnment1 . 

Gli at-gomenti della densità uniforme, che sono le variabili (z -x) e (x), 
devono quindi mantenersi limitati tra O e l . L 'integrale si scompone allora 
nei due termini: 

ed ha come risultato: 

pz(z) ~ { z per O :::;: z :::;: l 
2 - z per l < z :::;: 2 
O altrimenti 

(5.35) 

Questa densità è normalizzata, compresa tra O e 2, di forma triangolare e 
con massimo in z = l. Anche questa funzione verrà discussa in dettaglio 
nello studio della propagazione degli erTori di due misure affette da errori 
strumentali, che verrà svolto nel par. 11. 6. 
'U\ !C!!DSY"~~~"t~'i!;è'~Jiì!I!'"F!5"~~ 

Esercizio 5.3 !:;;t,._ ~ ..... :a .. 'ijj~.,.w.~.,;:e;.;:..!2fl:::u:nz?~.:;;o.J 

Trovare la densità delta variabile 

Z=X +Y , 

dove X , Y ,...., N (p,, a 2 ) sono due variabili gaussiane indipendenti. 

Risposta. Anche in questo caso, dalle {3.28, 5.32} otteniamo immediatamen
te: 

( ) _ l ~+oo [ (X - P,~rJZ ( Z - X - P,y )2] d pz z - exp - 2 - 2 x . 
21fazay _00 2ax 2ay 

L 'integrale che compare in questa formula può esse1·e risolto con i metodi 
indicati nell'esercizio 3.4. Esso è del tipo: 
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(5.36) 

Si ottiene pertanto la densità: 

(5.37) 

la quale è una gaussiana di media e deviazione standard date da 

f.J-z = f.J-x + f.J-y ' (J z = V (J~ + (J~ • (5 .38) 

Poiché la trasformazione è lineare e le variabili sono indipendenti, le (5.98) 
sono in accordo con le (4 .8, 4.19). L'esercizio ci dice però un fatto nuovo 
e molto importante: la composizione lineare di variabili gaussiane dà luogo 
ancora a densità gaussiane. 
La {5.31) può essere facilmente dimostrata anche utilizzando la proprietà 
(B.4) delle funzioni generatrici dell'appendice B. 
Quando una densità conserva la sua forma funzionale per composizione linea
re di più variabili, si dice che essa è stabile. È utile a questo punto ricordare 
il teorema Limite Centrale 3.1, secondo il quale la somma di N variabili alea
torie qualsiasi si distribuisce secondo la gaussiana per N abbastanza grande, 
in pratica per N > 10. Ebbene, se le variabili di partenza sono già gaussiane, 
questa condizione può essere rimossa e la proprietà vale per qualunque N . 
L 'insieme di queste p1·oprietà sta alla base del ruolo centrale che la densità 
gaussiana o normale assume sia nel calcolo delle probabilità sia in statistica. 

E sercizio 5.4 !':r . 

Trovare la densità della variabile 

Z=X+Y, 

dove X e Y sono due variabili intere poissoniane indipendenti rispettivamente 
di media f.J-t e f.l-2. 

Risposta. La {5.92}, per variabili intere X, Y ~ O, va riscritta come: 

z 

Pz(z) = L Px(x)py(z - x) , (5.39) 
x=O 

dove la densità px , py è la poissoniana (3.14). Si ha pertanto: 
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Moltiplicando e dividendo per z! e ricordando la formttla del binomio di 
Newton: 

z , 

( )
z ~ Z. k z-k 

J..t1+J..t2 ={;:ok!(z-k)!J..t1J..t2 , 

si ottiene: 

pz(z) = e-(~J.t+IJ.2) ..!_ ~ z! J..tx J..tz - x = (J..tl + J..t2Y• e-(~J.t +M) , 
z ! ~ x!(z -x)! 1 2 z ! 

x=O 
(5.40) 

da cui risulta che la densità cercata è tma poissoniana di media (J..tl + J..t2)· 
Notiamo che, diversamente dal caso gaussiano, solo la somma, ma non la 
differenza di variabili poissoniane è poissoniana. Infatti, se Z = Y - X, è 
possibile avere Z ~ O e nella (5.40) compare il termine (z +x)! invece del 
termine (z- x)!. È chiaro allora che la distribuzione della differenza è diversa 
da quella di Poisson. 

Nei due esercizi che seguono determineremo le densità di Student e di Snede
cor, di cui ci serviremo più avanti in statistica. Quindi, non saltate gli esercizi 
(leggetene almeno l'enunciato e la soluzione) e fate attenzione. 

E sercizio 5.5 o.~ ---:-~-. :-->;_ -;, · ~ · ~ 

Trovare la densità di probabilità di una variabile Z formata dal rapporto tra 
una variabile gaussiana standard e la radice quadrata di una variabile Q R di 
densità x2 ridotto con v gradi di libertà. La variabile gaussiana e la variabile 
Q R siano tra loro indipendenti. 

Risposta. Denotiamo con X la va1·iabile gaussiana standard di densità (3.42) 
e con Y la variabile x2 di densità (9. 65). Dobbiamo allora tTovare la densità 
della va1'iabile 

z = __!5_ = .jV x 
VV1V 0! 

(5.41) 

Poiché le variabili sono indipendenti, possiamo applicare la (5.28), dove 

Abbiamo allora, utilizzando il pTodotto delle densità (3.42, 9. 65): 

1 100 
__ 

1 
[ 1 (z2 )] pz(z) = r;c- 12 (v) y-r exp - -

2 
y -+l dy . 

y211V21/ r 2 Q V 

Operiamo ora nell'integrale il cambio di variabile: 

2 
dy = ( 2 ) dq ) z, +l 

2 
y=(Z.:+l)q, 
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ed otteniamo: 

pz(z) == 
l 2'-'12 l 2 

.)2:r.V2vf2T(~) .j2 (~: +l) (v-1)/2 (Z.,2 + l ) 

x 100 qv~ l e-q dq. 

RicoTdando l'espressione integrale (3.62} della funzione gamma, ed opemndo 
le necessarie semplificazioni algebriche, otteniamo infine: 

Questa è la famosa densità t di Student. Generalmente essa viene scritta 
come densità di una variabile t , ponendo anche .,fiF = T(l/2), come risulta 
dalle (3.63). 
Ecco pertanto il risultato finale , relativo a una variabile t espressa come 
rapporto tra una variabile gaussiana standard e la mdice quadrata di una 
variabile x1 (v) . 

v +l r (v +l ) l ( t2 ) - - 2 

s.,(t)= r a)~(~),fo ~+l (5.42) 

I valori integrali della densità di Student sono riportati nella Tab. D.2 in 
appendice D a pagina 482. Dalla tabella e dalla Fig. 5.4 potete verificare che, 
per un numero di gmdi di libertà > 20- 30, la densità co-incide praticamente 
con una gaussiana. 
I valori della media e della varianza della distribuzione si possono ricavare, 
come sempre, dalle (2.53, 2.56), ottenendo: 

J..L=O o-2 - _v_ 
-v - 2' (5.43) 

da cui risulta che la varianza è definita solo per v > 2. Per· v ~ 2 la funzione 
s.,(t) è un esempio, insolito ma non impossibile, eli densità che non possie
de varianza. In questo caso la parametrizzazione dell'inte?"Vallo di pr·obabilità 
(3.92} in termini di deviazione standar·d non è più possibile, ed è necessa1·io, 
per ricavare i livelli di probabilità richiesti da un pmblema, calcolare diretta
mente l 'integrale della densità entro i limiti assegnati. Queste probabilità si 
possono anche ricavare dalla Tab . D.2. 
In SCILAB esiste la funzione cdft per il calcolo della densità di Student. 
Le sequenze eli chiamata sono le seguenti: 

[p, q] =cdft ( "PQ", t, Df) 

[t] =cdft("T",Df,p,q) 

[Df] =cdft ("Df", p ,q, t) 
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l l , , --~-·--·····-···r·· .. ·· 
V=20 

Fig . 5.4. Densità di Student per 
l, 5 e 20 gradi dj libertà. La li
nea tratteggiata è la gaussiana 
standard 

Con la chiamata ''t>Q" viene calcolato l'integrale. p (ed il suo complemen
to q = 1- p) tra -oo ed il valore t nel caso di Df gradi di libertà. Con la 
chiamata ''T " viene calcolato il quantile t corrispondente alla p7'obabilità p, 
mentre con la chiamata 'tf " vengono trovati i gradi di libertà corrispondenti 
ai parametri indicati nella funzione. 

Esercizio 5.6 =~· .... ..;:·-,~-r- '-" -· ... """ . _-o-' ---~ ~-.-.. 
Tmvare la densità di probabilità di una variabile F fmmata dal rapporto tra 

due variabili indipendenti x2 r·idotto con f-1, e v gt·adi di libertà: 

(5.44) 

Poiché la tradizione vuole che si indichi il rapporto (5.44) sempt'e in lettere 
maiuscole, indicheremo con F i valori assunti dalla variabile di Snedecm· F . 

Risposta. Pet' non appesantire la notazione, definiamo: 

F = QR(J.t) = y = f(X Y) 
QR(v) - X - ' 

&f-1 
oF =X . 

La densità x2 ridotto con 11 gradi di liber-tà è data dall'integrando della (3. 70): 

dove: 
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a .. = 2~r(~) (5.45) 

In questo caso la relazione base (5.28} diventa: 

1oo af-1 

0 
PJ1. (!- l (Fx)) p.,(x) aF dx 

= ai-'a., l p11/2- lxJ•/2-le- J1.Pz/2 xvf2-le-vzf2x clx 

afJ,a.,F~'/2-1 l xHfJ,-v-2) e-!<~'F+v)z dx 

Eseguendo ora il cambio di variabile: 

w= ~(J.LF +v), 
2 

dx = F dw, 
J.L +v 

otteniamo infine: 

Ricordando la (5.45) e notando che l 'integrale non è altt·o che la funzione 
F[(J.L + v)/2] in accordo con la (9.69), otteniamo finalmente: 

Ptw(F) = c11" p !(l-'-2) (J.LF +v)- H~-<+") , (5.46) 

., r(~) 
~~~ v "'! 2 
t" r(~) r(~) • 

che rappresenta la famosa densità F di Snedecor per la variabile F . Essa è 
riportata in Fig. 5.5. La media e la varianza si calcolano come al solito dalle 
(2.59, 2.56}, e sono date da: 

v 
(F}=-, 

v-2 
Var[F] = 2v2(J.L +v- 2) . 

J.L(v- 2)2 (v- 4) 
(5.47) 

Queste due equazioni sono definite per v > 2 e v > 4, rispettivamente. Per 
i gmdi di libertà J.L, v -7 oo la densità F tende ad essere gaussiana; tuttavia, 
come si vede dalla figura, la convergenza verso questa forma è piuttosto lenta. 
I valori del rapporto F = Fu(J.L, v ) corrispondenti ai percentili del 95% (u = 
0.95) e del 99% (u = 0.99) e quindi ai livelli di significatività del 5% e dell'l% 
a destr-a della media, 

{Fu(J1.,v) 
u = Jo Ptw(F) dF , (5.48) 
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sono molto usati in statistica nell'analisi della varianza. Essi sono riportati 
nelle tabelle D.5 e D.6 dell'appendice D, alle pagine 485 e 486. I percentili 
(u = 5%) e (u == 1%), coincidenti coi livelli di significatività delle code a 
sinistra della media, in genere non vengono dati, perché tra i valM'i quantili 
sussiste la relazione: 

l 
Fu(J.L,v) = F ( ) 

1 - tt v, J.L 
(5.49) 

La (5.49) può essere dimostrata notando che, per definizione: 

1Fl-u(J.t,v} loo 
l- u = Ppv(F) dF = P;w(F) dF 

O F,.(J.t.,v) 

e che, dato che la variabile F è un rapporto: 

l 
se F segue PJ.t.,v(F) allora F segue Pv,J.t.(F) . 

Si può dunque scrivere: 

u = P{ F S Fu(J.L, v)} =P { ~ S Fu(v, J.L) } 

P { ~ ~ Fl - u(v,J.L)} =P { F ~ Ft-u~v,p) } 
da cui la (5.49). 
In SCILAB esiste la funzione cdii per il calcolo della densità F. Le sequen
ze di chiamata sono le seguenti: 

[p, q] =cdff("PQ",f,Dfn ,Dfd) 

[F] =cdff ("F" ,Dfn,Df d, p ,q) 

[Dfn] =cdff ("Dfn" , Dfd , p,q ,f) 

[Dfd] =cdf f ("Dfd" , p ,q,f , Dfn) 

Con la chiamata "PQ " viene calcolato l'integrale p (ed il suo complemento 
q = 1-p) tra -oo ed il valor·e f nel caso di Dfn e Dfn gradi di libertà. Con 
la chiamata "F " viene calcolato il quantile t corrispondente alla probabilità 
p, mentre con le chiamata ''Dfn" e ''Df d" vengono tTovati i gradi di libe1·tà 
comspondenti ai parametri indicati nella funzione. 

'!S21l:t"'- • ~-- -

Sul problema delle funzioni di variabili aleatorie si possono scrivere dei libri 
(ed infatti sono stati scritti. .. ). Se vi piace l 'analisi e volete approfondire 
ulteriormente l'argomento, potete consultare il testo di Papoulis [63]. 

5.4 La trasformazione della media e della varianza 

Come avete visto, la determinazione della densità eli probabilità di una va
riabile espressa come funzione di altre variabili aleatorie è un argomento 
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Fig. 5.5. Densità della va
riabile F di Snedecor d~ 
ta dal rapporto di due va
riabili x2 ridotto aventi ri
spettivamente p, e v gradi di 
libertà 

piuttosto complesso. Negli esempi che abbiamo fin qui sviluppato, abbiamo 
già incontrato discrete complicazioni matematiche, pur essendoci limitati al 
caso più semplice di due sole variabili indipendenti. . 

Fortunatamente, come nel calcolo delle probabilità elementare, quasi sem
pre una soluzione approssimata ma soddisfacente del problema può essere 
ottenuta determinando, invece che le forme funzionali complete, solamente il 
valore centrale (media) e la dispersione (deviazione standard) delle funzioni 
densità coinvolte. 

Questo è quanto ora ci proponiamo di fare. 
Cominciamo dalla situazione più semplice, quella di una variabile Z 

funzione di una sola variabile aleatoria X 

Z = f(X) (5.50) 

di densità nota px(x). 
Supponendo che f sia invertibile, X = f-1(Z) e la media della variabile 

Z si ottiene dalla (2.53) , dalla (5.7) e differenziando la (5.50): 

(Z} = l zpz(z) dz =l f(x)px(x) ~~~:)l 
= l f(x)px(x) dx. (5.51) 

Risulta pertanto che la media di Z è data dalla media di f (X) sulla densità di 
partenzapx(x) , in accordo con la (2.67), che è la definizione di valore atteso. 
Questo risultato, valido anche nel caso multidimensionale sotto le condizioni 
del teorema 5.1, consente di ottenere in modo corretto e abbastanza semplice 
il valore centrale della densità di Z. 

In molti casi si ricorre però ad una formula approssimata, che si ottiene 
sviluppando al secondo ordine in serie di Taylor la funzione f(x) nell'intorno 
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del val or medio JJo della variabile di partenza X: 

l 
f(x) ~ !(JJo) + J'(JJo)(x- JJo) + 2/'(JJo)(x- JJo) 2 

. (5.52) 

Inserendo questo sviluppo nella (5.51), si verifica facilmente che il termi
ne associato alla derivata prima si annulla e che vale pertanto la relazione 
approssimata: 

(5.53) 

dove CI è la deviazione standard di X. 
Questa importante relazione mostra che la media della j11,nzione f (cioè 

di Z) è pari alla funzione della media più un termine correttivo che dipende 
dalla concavità della funzione nell'intorno della media e dalla varianza di X. 

Se la relazione (5.50) è di t ipo lineare, 

Z = aX +b, 

allora la derivata seconda nella (5.53) si annulla e si ottiene: 

(Z)=f((X)). (5.54) 

Nel caso non lineare, si può mostrare che (Z) 2: f ((X)) se !" ((X)) > O, 
mentre (Z) ~ f ((X)) se !" ((X)) <O. 

Veniamo ora alla trasformazione della varianza. Analogamente alla (5.51) 
si può scrivere: 

Var[Z] =l [!(x)- (f(X))]
2 px(x) dx . (5.55) 

Ricordando il risultato approssimato (5.53) ed utilizzando per la funzione f 
lo sviluppo al secondo ordine (5.52), possiamo scrivere: 

Var(Z] ~ l [t(x) - f(JJo)- ~J"(J.L)CI2 r Px(x) dx 

l [f'(JJo)(x- J.L) + ~J"(J.L)(x - J.L) 2 - ~f"(J.L)CI2] 
2 

Px(x) dx. 

Svolgendo il quadrato nell'integrando e ricordando la definizione (2.58) dei 
momenti di una distribuzione, dopo una rielaborazione un po' lunga ma facile 
si ottiene: 

dove Lli sono i momenti definiti nella (2.58) di pagina 57. Dato che questa 
è comunque una relazione approssimata, spesso è sufficiente conoscere solo 
l'ordine di grandezza dei momenti per poter effettuare una stima accettabile 
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della varianza di Z. Se la densità di X è simmetrica intorno alla media, allora._ 
Ll3 = O. Se, oltre ad essere simmetrica, la densità è gaussiana, allora, in base 
alla (3.33), Ll4 = 3 a4 e la (5.56) diventa: 

(5.57) 

Se la densità P x (x) è simmetrica ma non gaussiana, in genere non si commette 
un grande errore utilizzando comunque la (5.57). 

Quando la deviazione standard di p x (x) è piccola, cioè quando a2 » a4 , 

è valida l'ulteriore approssimazione: 

(5.58) 

che diventa esatta quando tra Z ed X esiste una relazione lineare. In 
quest'ultimo caso le (5.54, 5.58) coincidono con le (2.62, 2.63). 

É utile anche verificare che quando Z = aX2 e X segue la densità 
gaussiana, le (5.53, 5.57) forniscono il risultato corretto (5.16). 

Trattiamo ora il caso più generale, costituito da una variabile Z funzione 
di n variabili Xi: 

(5.59) 

Questo caso rimane trattabile in modo semplice se si utilizza l'approssima
zione lineare delle (5.54, 5.58). In altre parole, si suppone che la media della 
funzione f coincida con la funzione delle medie e che la varianza di Z di
penda solo dalle derivate prime di f e dalle varianze delle distribuzioni delle 
x . 

Per cominciare, consideriamo il caso semplice di due variabili, 

e linearizziamo la funzione f nell'intorno delle medie /ki , IJ-2 delle due variabili 
di partenza X1, X2: 

af af 
- f(/kl> IJ-2) + ~Llx1 + ~Llx2 , 

VX I VX2 
(5.60) 

dove le derivate sono calcolate in x1 = IJ-1, X2 = IJ-2. 
La media di Z si ottiene considerando la (5.51) estesa a due variabili: 

(Z) = J f(xl,xz)Px(xl,xz)dxldx2, (5.61) 

e sostituendo ad j(x1 ,xz) lo sviluppo (5.60). Poiché i termini del tipo 
(xi - IJ-i) PX (xl, x2) si annullano integrando, il risultato finale è semplice
mente, come sempre nell'approssimazione lineare, che la media della funzione 
coincide con la funzione delle medie: 
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(5.62) 

La generalizzazione al caso di n variabili è ovvia: 

(5.63) 

La varianza di Z si trova invece considerando la generalizzazione della (5.55): 

Va.r[Z] = j[J(~Ih,X2)- f(J.LI ,t.t2W Px (xi,X2) dx1 dx2 , (5.64) 

e sostituendo ad / (xi , x2)- f(t.t1, t-'2) lo sviluppo (5.60). n risultato contiene 
ora delle novità interessanti: 

a; r:~r~(L.lxi)2px (xJ,X2) dxtdX2 
+ [ %.!

2
] 

2

/ (Llx2)2p x (x1, xz) dx1 dx2 

+2 r:~ :~] ! Llx,LlxzPx .(xJ,X2)dx, dx2 

[8!]
2 

2 [8!]
2 

2 [8! 8!] 
8x1 a 1 + 8x2 a2 + 2 8x1 8x2 a 12 · 

(5.65) 

La varianza di z, nell 'approssimazione lineare, risulta funzione delle varianze 
al delle singole variabili, della loro covarianza a12, e delle derivate calcolate 
nei puuti x1 = t.t1 , x2 = t-'2. 

Questa legge generalizza la (4.19) di pagina 116. Se le due variabili sono 
indipendenti, esse hanno covarianza nulla e si ottiene: 

a12 = o ::::::} (5.66) 

Quando z = xl + x2 è data dalla somma di due va.riabiH indipendenti, 
la densità risultante è data dall'integrale di convoluzione (5.32) e il calcolo 
esplicito di t.'z e a; può risultare molto complicato, se lo sono le densità delle 
variabili di partenza. 'I\1ttavia, in questo caso le (5.62) e (5.66) sono esatte e 
forniscono il risultato: 

t.Lz = t.Ll + t-'2 , (5.67) 

che permette di conosce1·e esattamente la media e la varianza di Z , anche se la 
forma esplicita della densità corrispondente non è nota o è troppo complicata 
da calcolare. 

Nel caso di trasformazioni lineari, è quindi sempre possibile, utilizzando 
i criteri dell'intervallo di probabilità e della legge 3a illustrati nei pa.rr. 3.6, 
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3.11, valutare in modo approssimato, ma estremamente semplice e in molti 
casi più che soddisfacente, la dispersione dei valori di z intorno al valor medio. 

Le (5.62, 5.66) forniscono in genere buoni risultati (ma approssimati!) 
anche quando Z è il prodotto o il rapporto di due variabili indipendenti. In 
questo caso la (5.66) fornisce, sia per il prodotto sia per il rapporto, l'unico 
risultato (verificatelo come esercizio): 

,., X1 Xz Var[Z] Var[X1) Var[Xz] 
Z = X1 Xz , Z = Xz , Z = X 1 ==> (Z)2 = (X

1
)2 + (X

2
)2 , 

(5.68) 
il quale mostra che la varianza relativa di Z (detta anche quadrato del coef
ficiente di variazione CJ / 11) è la somma delle varianze relative delle variabili 
di partenza. Thttavia, questo è un risultato approssimato, come mostrato 
nell'esercizio che segue. 

E sercizio 5. 7 .. ~....,i1i=W!t· aaiii'Zil:'lllt.~ s~« Ndr1 

Trovare la formula esatta della varianza per il prodotto XY di due variabili 
aleatorie indipendenti. 

Risposta. Se le due variabili sono indipendenti, sappiamo, dalla (4.9), che la 
media del prodotto è il prodotto delle medie. La varianza del prodotto è data 
allora da: 

Var(XY} J (xy- /.L:rlk1YPx(x)px(y) dxdy 

= / (x2
y

2 + 11;11; - 2!-Lx/.LyXY)Px(x)py(y) dxdy 

= (x2) (y2) + P;P; _ zp,;p,~ = (x2) (yz) _P; 11~ . 

Tenendo presente la (2.66} possiamo scrivere: 

Var[XY) ( 2 2 ) ( 2 2) 2 2 CJ:~,; + Px CJy + fty - /.Lx/.Ly 

che è la soluzione del problema. 

(5.69) 

Possiamo confronta?"e questa equazione con la (5. 68) se ne dividiamo ambo i 
membri per il prodotto delle medie al quadrato: 

(J2 (J2 (J2 (J2(J2 
.....:.. = 2. + _]L + .2__]L (5.70) 
112 112 /L2 112/12 ,..z ,..x ,..Y ,..x,..y 

Quest'ultima equazione mostra che la (5.68) è valida solo si verifica la 
condizione 

(J2 (J2 (J2 (J2 

2. +_]L » 2x ~ ' (5.71) 
/.L~ 11; Pxlty 

il che avviene solo se le varianze relative sono piccole. 
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Tonùamo ora aLla (5.65) e notiamo che essa può essere espressa nella forma 
matriciale: 

= Tvrt, (5.72) 

dove V è la matrice simmetrica delle covarianze ( 4.63) scritta per il caso bi
dimensionale, T è la matrice delle derivate, detta anche gradiente o matrice 
del trasporto e t indica l'operazione di trasposizione. Si può interpretare que
sta equazione dicendo che le va1ianze e covarianze delle variabili di partenza 
vengono trasformate o "trasportate" dalle matrici delle derivate, attraverso 
la funzione f, per ottenere la dispersione della variabile Z. 

La (5.72) è immediatamente generalizzabile al caso n-dimensionale con
templato nella (5.59): 

O"nl O"n2 

= Tvrt . 

8jj8xn 

(5.73) 

Se tutte le variabili sono indipendenti, le covarianze sono nulle e la (5.73) 
fornisce direttamente la generalizzazione della (5.66): 

n ( oj )2 2,.._, "" 2 
O"z-~ - O"i' 

i=l OXi x;= /-'i 

(5.74) 

dove le derivate sono calcolate, come sempre, nei valori medi delle Xi. 
Ricordiamo che le formule (5.60 - 5.74) sono esatte solo nel caso di tra

sformazioni lineari del tipo Z = b + 2: ai Xi con a e b coefficienti costanti. 
Esse però forniscono lisultati abbastanza accurati anche nei casi non linea
ri, quando le densità coinvolte sono abbastanza simmetriche, il numero delle 
variabili di partenza è elevato e le varianze relative sono piccole. 

Per i casi complicati fortunatamente esiste un metodo, basato sulle te
cniche di simulazione, che permette di effettuare in modo molto semplice ed 
efficace il calcolo della varianza di una funzione di più variabili. Esso sarà 
descritto in dettaglio nel par. 7.9. 

5.5 M edie e varianze per n variabili 

Trattiamo ora il caso più generale, quello di m variabili Zk funzioni di n 
variabili Xi: 
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z1 = !1(Xt ,X2, ... ,Xn) 
z2 = f2(X1 ,X2, · · · ,Xn) 

= o • • o •••• •••••• • (5.75) 

Zm = /m(X1,X2, .. . ,Xn) . 

Restando sempre nell'ambito dell'approssimazione lineare, le m medie delle 
variabili Z sono date ovviamente da: 

(Z1) = ft (t-t l , /.t2, · · · , ttn) 
(Z2) /2(1-tl • /.t2 , · · · > J.tn) 

= ............... (5.76) 

(Zm} = fm(l-tl , /.t2, · · · , 1-tn) · 

Per determinare le varianze (e le covarianze!) delle variabili Zk, occorre gene

ralizzare la (5.73). La procedura non presenta difficoltà concettuali: si deve 

partire dalla matrice delle covarianze ( 4.63) delle variabili X , effettuare il 

prodotto righe per colonne con le matrici del trasporto T e Tt ed ottenere la 
matrice delle covarianze delle variabili Z: 

V(Z ) ~ TV(X )Tt , 

Cov[Zi, Zk] ~ Ej=1 E~1 Tij O"j(, Til , (i, k = l , 2, . .. , m) . 
(5.77) 

Le matrici V(X ) e V(Z ) sono matrici quadrate e simmetriche di dimensione 

n x n e m x m rispettivamente, mentre la matrice T del trasporto è una 
matrice m x n data da: 

T = 

8Jd8x1 8JJ/8x2 

8hj8x1 8!2/8x2 
(5.78) 

mentre Tt è la matrice n xm trasposta di T. Ricordiamo che, per la definizione 

4.3, Cov[Xi, Xi} :: Var[Xi] = O"ii, Cov[Xi,Xj] = O"ij · 
Se introduciamo la notazione compatta: 

(5.79) 

possiamo scrivere la (5 .77) come: 

n 

Cov[Zi, Zk] ~ L (8j/i) O"jt (8dk) . (5.80) 
j,l=! 
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Questa equazione permette di calcolare in modo abbastanza semplice le 
dispersioni delle variabili Z e le loro eventuali covarianze, ovvero le loro 
eventuali correlazioni. 

Ad esempio, se le variabili di paJtenza sono indipendenti, le covarianze 
sono nulle, cioè O"i j = O per i =j:. j e la (5.80) diventa: 

n 

Cov[Zi, Zk) =L (8ifi) C7Jj (8Jfk) . (5.81) 
j=l 

Poiché spesso capita di effettuare calcoli di covarianze per funzioni di variabili 
aleatorie, vogliamo mostrarvi in dettaglio come fare. Tratteremo il caso di due 
variabili Z1, Zz e X1, Xz, essendo ovvia la generalizzazione ai casi contenenti 
un numero maggiore di variabili. 

Il problema consiste, essendo state ricavate dai dati le varianze e cova
rianze delle X 1, Xz , nel determinare le varianze e covarianze delle variabili 
Z1, Zz. In realtà, tutto è già contenuto nella (5.80) . La covarianza Cov[Z1 , Zz] 
è data infatti da: 

2 

L (8jh) ajt (8zh) 
j ,l=l 

= (8tft) ai (81!2) + 
(81!1) a 12 (éhh) + 
(82ft) az1 (Eh h)+ 
(82ft) a~ (8zh ) 

= (81!I) (8dz) O"i + (8zh) (8zh) a~+ (5 .82) 

((8d1) (8zh) +(82ft) (81!2)) a12 , 

dove nell'ultimo passaggio si è utilizzata l'uguaglianza e71z = azt · 
La notazione matriciale è comoda e compatta, ma, affinché non perdiate 

il senso di quello che si è fatto , vi ricordiamo che la (5.82) può essere di
mostrata anche direttamente, ricorrendo alla definizione di covarianza ( 4.24) 
e sviluppando in serie al primo ordine le variabili z nell'intorno della loro 
media. Si ha infatti: 

Cov(Z1, Zz]= ((Z1- (Z1)) (Zz - (Zz))) (5.83) 

~ ( [ (8t ft).6.Xl + (8zfi).6.Xz ) ( (81!z).6.X1 + (8zfz).6.Xz ]) 

Se si prosegue il conto tenendo presente che 

((.6.Xt)2) = C7i 

((.6.Xz)2) =ai 
((.6.X1)(.6.Xz)) = a 12 = 0"21 

si ottiene esattamente la (5.82) . 
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Esercizio 5.8 òlU'li!'~ ~ ~~. ~· -~'!al~-~ 

D~te variabili Z1 e Z2 dipendono da due variabili gaussiane standard indipen
denti X e Y secondo le funzioni: 

z1 = x +3Y 
z2 = sx + Y. 

Trovare il coefficiente di C01Telazione lineare di Z1 e Z2. 

Risposta. Pur essendo X e Y indipendenti, la relazione funzionale crea una 
dipendenza tra zl e z2. 
Definendo X1 :::::X e X2 ::::: Y ed utilizzando la notazione (5. 79}, si trovano 
facilmente le derivate da utilizzar·e nei calcoli: 

(8dl) = l ) 

(8d2) = 5 ) 

(82/I) = 3 ) 

(82h) =l. 

Per determinare il coefficiente di correlazione lineare, dato dalla (4.31}, oc
corre prima determinare le varianze e la covarianza di Z1 e Zz. 
Le variabili di partenza sono indipendenti, quindi per determinare le varianze 
delle Z basta applicare la (5.81} e tenere presente che le variabili standard 
hanno varianza unitaria: 

Var[Zd = (1)2 ai+ (3) 2 ai= 10 , 

Var[Z2] = (5)2 ai+ (1) 2 ai= 26 . 

Dato che le variabili X e Y sono standard e indipendenti, la covarianza tra 
le variabili Z si trova applicando la (5.82) con a? =a~ = l e 0'12 = 0: 

Cov[Z1, Z2] = (5 ·l) af + (3 · l) a~+ (l · l+ 3 · 5) 0'12 = 5 + 3 = 8 . 

Dalla (4 .91) otteniamo infine: 

8 
p(Z1, Z2] = .jiO vf26 = 0.496 . 

10 26 

Esercizio 5 .9 ~~-::'ll!:'""~~.:~~~-::.t""'..:,..,..:>&_VU:o..~~ ~- ~ 

Di due variabili aleatorie X e Y sono note media, varianza e covarianza: 
J-tz, /-ty , a;, a;, O'zy· Si opera la trasformazione: 

z1 = 5X + Y 

Z2 X · Y . 

Trovare la covarianza Cov[Z1 , Zz] tra Z1 e Z2. 
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Risposta. Siano Jl. I e 1-'2 rispettivamente le medie di Z1 e Z2 . Dalla {5.83}, 
sviluppando in serie le due nuove variabili in funzione delle vecchie otteniamo: 

Cov[Z1, Z2] == ((Zt - J.tl) (Z2- J.t2)) 

== \ ( ~~ LlX + ~i LlY) ( ~; LlX + ~ LlY)) 

== 8Z1 8Z2 ((LlX)2) 8Z1 8Z2 (LlX LlY} 
ax ax + ax aY 

az1 az2 (LlX LlY} az1 8Zz ((LlY)z) 
+ fJY 8 X + fJY 8Y 

== 5Y Va.r[X} +X Var[Y] + (5X + Y) Cov[X, Y} . (5.84) 

Poiché lo sviluppo in serie si intende fatto nell'intorno dei valori medi, le 
variabili X e Y , che compaiono in questa equazione come frutto delle deri
vate, sono in realtà i valori f.tx e f.tv assunti come noti. ll pr·oblerna è quindi 
completamente risolto. 

~ -~~;~~~~·~~~~t~~s~~~~~ 

Esercizio 5.10 .:= 

Si supponga di considerare le coordinate misurate di un punto nel piano x 
y come variabili aleatorie di deviazione standard di 0.2 cm in x e 0.4 cm 
in y. Le misure non sono correlate. Trovar·e la matrice delle covarianze in 
coordinate polari nel punto (x, y) = (1, 1). 

Risposta. Poiché le misure non sono correlate, la matrice delle covarianze 
delle variabili di partenza vale: 

0.04 o 
Vxy = 

o 0.16 

La trasformazione in coordinate polari è data da: 

y 
<p = arctan - . 

x 

Ad essa corrisponde la matrice del trasporto: 

x y 
1' r 

T = 
y x 

- r 2 r2 

la quale, calcolata nel punto (x,y) = (l , 1), cui corrisponde in coordinate 
polari il punto (r,<p) = (\1'2, 'lf/4), diventa: 

1 l 

T= 
,fi ,J2 

_l l 
2 2 
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n problema può essere ora risolto applicando la (5. 77): 

l l 0.04 o 1 l 
0.100 0.042 72 ../2 72 -2 

Vr,<p = = 
l l o 0.16 l l 0.042 0.050 - z- 2 ../2 2 

La radice quadrata degli elementi diagonali della matrice V,.,'P fornisce le 
deviazioni standard delle variabili r, cp. Pertanto, in corrispondenza della 
misura 

x = l ± 0.2 cm , y = l ± 0.4 cm , 

la trasformazione in coordinate polari fornisce i valori: 

r = /2 ± v'O. lOO = 1.41 ± 0.32 cm , cp = ~ ± V0.050 = 0.78 ± 0.22 rad . 

Gli elementi non diagonali della matrice mostrano anche che la trasforma
zione di variabili che si è ope1·ata ha intr-odotto una correlazione positiva tra 
r e cp. 

Eser cizio 5.11 ;;... 
Dimostrare la formula (4.90) sulla covarianza delle· variabili (Ii , I;) della 

distribuzione multinomiale. 

Risposta. In una distribuzione multinomiale i contenuti {Ii= ni} dei canali 
sono correlati dalla relazione: 

(5.85) 

Dato che N è una costante, Var[N) = O. Applicando alla (5.85) la legge di 
trasformazione (5.80} otteniamo: 

Var[N) = ~ (od) ai; (8;1) 
ii 

= ~aij = ~al+ ~aij = 0 · 
i j i:Fi 

Dall'ultimo passaggio di questa equazione e dalle (4.89) otteniamo: 

~aii =-~ai=- ~ Np,(l -p,) =-~NPiPi, 
i:Fi i i i#j 

dove si è tenuto conto che 

(1 -pi) = ~Pi, 
j 

(i ::fi j) 

Dalla precedente relazione otteniamo la (4.90): 

Cov[hl;] = aii = -NPiPi (5.86) 
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Per fin ire, ricordiamo che in questo paragrafo abbiamo utilizzato solo l'ap
prossimazione lineare e che per essa valgono tutte le limitazioni già discusse 
in precedenza. 

5.6 Problemi 

5.1. Se X ,....., U(O, 1), utilizzando la funzione cumulativa trova1·e la densità di 
Z = - lnX 

5 .2. Trovare la densità di probabilità di z = X 2 dove la densità di x è px(x) = 
2(1- x), O~ x ~l. 

5.3 . Trovare la densità di probabilità pz(z) della variabile Z = X/Y conoscendo 
la densità congiunta pxy(x, y). 

5 .4. Le variabili X e Y sono indipendenti e hanno densitàpx(x) = exp(-x), x;::: O 
e py(y) = exp[-y], y ~ O rispettivamente. Trovare la densità di Z =X+ Y. 

5.5. Trovare la densità di X= 2:::~,1 Ti, dove T; sono tempi aleatori indipendenti 
di legge esponenziale negativa. 

5.6. Sapendo che le variabili X e Y sono indipendenti e hanno densità px(x) = 
exp[-x], x ~ O e py(y) = exp[-y], y ~ O rispettivamente, calcolare la densità 
pzw(z,w) delle variabili Z = X/(X + Y), W= X+ Y e commentare il risultato. 

5 .7. Trovare la densità di Z = XY dove X e Y sono due variabili uniformi,....., 
U(O, l) e calcolare (Z) e Var[Z]. 

5 .8. Due componenti T1 e Tz, entrambi con tempo medio di vita 1./ >.,funzionano in 
parallelo. Il secondo componente entra in funzione solo dopo il guasto del primo. Se 
il tempo di funzionamento dei due componenti segue la legge esponenziale, trovare 
la densità di probabi lità del tempo T di funzionamento del sistema e la sua vita 
media. 

5 .9 . Sono date due variabili aleatorie Z1 = 3X + 2Y e Z2 = XY, dove X e Y 
sono variabili indipendenti. Trovare media, varianza, covarianza e coefficiente di 
correlazione lineare di Z1 e Z2 quando a) X e Y sono variabili standard e quando 
b) X e Y sono variabili di media e varianza unitaria. 

5 .10. Una ditta produce alberi di acciaio il cui diametro è una variabile gaussiana 
di parametri (X) = 5.450 e u[X} = 0.020 mm e cuscinetti il cui diametro interno 
è anch'esso una variabile gaussiana. di parametri (Y) = 5.550 e u[Y] = 0.020 mm. 
L'albero va alloggiato entro il cuscinetto e l'accoppiamento è accettabile quando il 
gioco albero/cuscinetto è compreso tra 0.050 e 0.150 mm. Trovare la percentuale 
di assemblaggi scartati. 

5.11. Lungo una strada passano in media, nell'unità di tempo, J.L veicoli da A aB 
e À veicoli nell'altro senso, da BadA. n·ovare la densità di probabilità del numero 
totale di veicoli N e la probabilità di osservare k veicoli da A a B su un totale di n. 



6. Statistica di base 

6.1 Introduzione 

"Dove Ali nardo sembra. dare informazioni pre
ziose e Guglielmo rivela. il suo metodo per ar
rivare a uua verità pmbabile att1·a.verso tma 
serie di errori sicuri." 
Umberto Eco, " IL NOME DELLA ROSA". 

Nei capitoli precedenti crediamo di avervi presentato tutti i risulLaLi vera
mente importanti del calcolo delle probabilità. 

Vediamo ora di entrare nel mondo affascinante della statistica iniziando 
con il porci la domanda fondamentale: cos'è la statistica e in cosa differisce 
dal calcolo delle probabilità? Una prima risposta la si può ottenere meditando 
attentamente sui due punti seguenti: 

• un problema di calcolo delle probabilità: se ad una moneta attribuian10 
una probabilità vera pari a 1/2 di ottenere testa in un lancio, qual è la 
probabili tà di ottenere in 1000 prove meno di 450 teste? Questo problema 
è stato risolto nell'esercizio 3.13 di pagina 104; 

• lo stesso problema in statistica: se in 1000 lanci di una moneta si ottengono 
450 teste, qual è la stima che si può dare della probabilità vera di ottenere 
testa, cioè quella che si otterrebbe in un numero infinito di lanci? 

Come si vede, nell'approccio probabilistico si definisce un intervallo di proba
bilità calcolato con i valori veri dei parametri della distribuzione assunta come 
modello e si stima la probabilità di ottenere un certo risultato sperimentale. 

Nell'approccio statistico, invece, partendo dal valore sperimentale si deve 
trovare un intervallo per localizzare il valore vero della probabilità. Ci accor
giamo a questo punto che per compiere questa stima manca un ingrediente 
essenziale: l'equivalente statistico della deviazione standard. Anticipiamo qui 
un risultato approssimato che verrà discusso nei prossimi paragrafi: spesso 
in statistica è lecito eseguire la stima delle deviazioni standard sostituendo 
alle quantità vere quelle misurate: CJ ~ s. La deviazione standard stimata s 
così definita viene spesso chiamata da fisici ed ingegneri (e in genere da chi 
è abituato ad eseguire misure di laboratorio) come errore statistico. In sede 
internazionale [39] , il termine consigliato per i risultati provenienti da misure 
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è quello di incertezza statistica (statistical uncertainty). Abbiamo quindi tre 
sinonimi: deviazione standard stimata (termine matematico), errore statisti
co (linguaggio dei fisici) ed incertezza statistica (termine consigliato in sede 
internazionale). Nel seguito noi useremo prevalentemente il termine errore 
statistico. 

Utilizzando le formule dell'esercizio 3.13, otteniamo la tabella 6.1, che 
fornisce gli intervalli di probabilità: 

f.L ± (J = 500.0 ± 15.8-:::: 500 ± 16 = [484, 516) (calcolo delle probabilità) 

x ± s 450.0 ± 15.7-:::: 450 ± 16 = [434, 466] (statistica) . 

Nonostante l'apparente analogia, questi due intervalli hanno un significato 
profondamente diverso: il primo, noti J.L e (J, assegna una probabilità ad un 
insieme di valori di X, il secondo fornisce una previsione sul valore di f.L· 

Tabe lla 6 .1. Differenza tra calcolo delle probabilità e statistica nel caso elementare 
di x = 450 successi in n= 1000 lanci di una moneta 

CALCOLO DELLE 

PR.OBASILlT À 
probabilità di 
valori dello spettro 

probabilità vera: p = 0.5 
valore atteso: (X) = 500 
deviazione standard: 
a[XJ = .Jnp(1 - p) = 15.8 

STATISTICA 

stima di 
parametri (ft) 
fr·equenza: f = x/n = 0.45 
valore misurato: x = 450 
errore statistico o incertezza: 
s = .Jn/(1 - f) = 15.7 

L'esempio appena discusso si riferisce alla stima di un parametro vero 
incognito partendo dai dati. Come vedremo, questa operazione viene fatta 
attraverso gli stimatori consistenti, definiti nella (2. 76) come variabili aleato
rie TN(X) funzioni di un campione casuale di dimensione N che convergono 
in probabilità ad un valore determinato. Vi ricordiamo che la definizione 2.12 
di campione casuale è a pagina 61. 

L 'altro campo di applicazione della statistica, la verifica delle ipotesi, cerca 
di rispondere a doman.de del tipo: se ripetendo due volte l'esperimento con
sistente in mille lanci di una moneta si ottengono 450 e 600 successi, quanto 
è probabile che nei due esperimenti si sia usata la stessa moneta? In questo 
capitolo affronteremo la vetifica delle ipotesi nel caso più semplice, quello del 
rigetto o meno di una ipotesi iniziale. Più avanti , nel cap. 9, spiegheremo 
come ottimizzare la scelta t ra più ipotesi alternative. 

I concetti finora esemplificati col lancio della moneta possono essere defi
niti rigorosamente tramite lo spazio di probabilità (1.11), introducendo una 
notazione leggermente diversa: 

&(8) =:: (S,F,Po) (6.1) 
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dove Po è una probabilità dipendente da un parametro 8, che fornisce una 
legge 

P{X E A}= l p(x;B)dx (6.2) 

per il campione casuale (X1 ,X2 , ... ,XN)· Nel caso del lancio della moneta 
la probabilità è discreta e p(x;e) = b(x; 1000,p), con e = p. É dunque nel 
parametro 8 che cercheremo una stima e sul parametro () che vedremo come 
procedere alla verifica di ipotesi, formalizzando quanto esposto in via intuiti va 
negli esercizi 3.13-3.17. 

Le sezioni seguenti fino alla 6.13 sono dedicate alla stima, le successive alla 
verifica di ipotesi. Per facilitarvi lo studio e la applicazione pratica di questi 
metodi abbiamo suddiviso l'esposizione per problemi (studio della probabi
lità, della media, della varianza, ecc.) e abbiamo intenzionalmente intitolato 
i paragrafi come "stima di .. .'' quando si tratta di un problema di stima dei 
parametri e come "verifica di .. .'' quando si discute di verifica di ipotesi. 

6.2 Intervalli di confidenza 

Nell'esempio introduttivo di Tab. 6.1 abbiamo defìnitò, in modo intuitivo, un 
intervallo di ampiezza 2s per stimare la probabilità di ottenere testa come: 

n± )nf(l- f) ~ 450 ± 16 

sulla base del risultato di mille lanci. 
Immaginiamo ora di ripetere lo stesso esperimento per ottenere un nuovo 

intervallo, che, prima di osservare il risultato dei lanci, è chiaramente un 
intervallo aleatorio che potremmo definire come 

X±S. 

lo statistica, la probabilità che questo intervallo ha di contenere la vera proba
bilità p di osservare testa si chiama livello di confidenza dall'inglese confidence 
level, e si indica con CL= (1-a), mentre a è detto livello di sigoifìcatività. È 
nostro interesse che questo intervallo abbia contemporaneamente un livello di 
confidenza elevato e un 'ampiezza ridotta perché sia utile. Cherchiamo allora 
di definire un criterio per scegliere un intervallo con il CL desiderato seguendo 
l'interpretazione frequentista adottata nelle scienze sperimentali sulla base del 
famoso lavoro di Neyman [61]. 

Consideriamo la densità p( x; 8) di forma funzionale nota, e supponiamo 
di voler determinare il valore del parametro B fisso ed incognito. Se e è un 
parametro di posizione come la media, per valori diversi di e la densità scor
rerà lungo l'asse x come mostrato in fig. 6.1. Le aree non ombreggiate delle 
densità di fig. 6.1 corrispondono ai livelli di probabilità: 

1
%2 

P { x1 ~ X ~ x2; B} = l - a = p( x; B) d x , 
X t 

(6.3) 
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e (x) 
2 

x 
x 

Fig. 6.1. Costruzione di un intervallo di confidenza di livello CL per il parametro 
di posizione 8. Le aree chiare non ombreggiate di p( x; 8) valgono tutte CL. Va
riando il valore di 8 varia la posizione di p( x; 8) lungo l'asse del valori misurati x . 
Introducendo l'asse verticale dei parametri e, si ottie!le la situazione della figura, 
in cui si vede la fascia di confidenza di Neyman [81 (x), 82(x)], la cui larghezza in 
x è l'intervallo di p( x; 8) che sottende un'area CL. Ottenendo in un esperimento il 
valore x e determinando le intersezioni della. retta. passante per x e parallela all'asse 
e con la fascia di confidenza, si determina l'intervallo [81 , 82] che contiene il valore 
vero 8 con un livello di confidenza CL= 1- a, dove a= Ct + cz è la somma delle 
due aree ombreggiate. 

dove a è la somma delle aree delle due code ombreggiate. L'unione di tutti 
gli intervalli (x1 , x2] di fig. 6.1 dà luogo ad una regione, nel piano (x, 8), detta 
fascia di confidenza di livello C L = 1- a. Questa fascia, se si guarda la fig. 6 .l 
dall'alto, appare come nella fig. 6.2. Le due curve che la delimitano sono 
funzioni monotone crescenti B1 (x) e 82(x). Questo non è vero in generale ma 
spesso ci si può ricondurre a questa situazione riparametrizzando il problema 
(ad esempio, nel caso della distribuzione esponenziale negativa, utilizzando 
la media anziché la probabilità per unità di tempo come parametro). 

Tenendo sempre presente le fìgg. 6.1 e 6.2, supponiamo ora di aver mi
surato X ottenendo un valore x; tracciamo da questo punto una parallela 
all'asse dei parametri, le cui intersezioni con la fascia di confidenza indivi
duano l'intervallo [81, B2]. Notiamo che questo intervallo è aleatorio, perché 
il valore x varia ad ogni esperimento. In generale dovremo quindi indicarlo 
con [81, 82]. Se il valore vero del parametro incognito è e, dalle figure si vede 
che ad esso corrisponde sull'asse dei valori misurati l'intervallo (x1,x2] e, per 
costruzione, si ha P{x1 S X S x2 } =CL. Dato che quando x= x1 sull'asse 
dei parametri e = ez e quando x = Xz si ha invece (} = el) per costruzione 
x E [xl) X2] se e solo se e E (81' B2J. Vale allora la relazione fondamentale: 
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x 

Fig . 6.2. Guardando 
dall'alto la fig. 6.1 ap
pare la fascia di confi
denza di Neyma.n per 
un CL fissato, che per
mette la determina
zione dell'intervallo di 
confidenza B E [ B 1 , B2] 
a partire da un valore 
misurato x. 

(6.4) 

che definisce l'intervallo di confidenza [e1, e2] di livello di confidenza CL= 
l - a. Quanto detto finora può essere riassunto nella 

Definizione 6 .l (Intervallo di confidenza) . Date due statistiche e1 e 
e2 (nel senso della def. 2.13 di pagina 62} con el e e2 variabili continue 
e e 1 ~ fh con probabilità 1, si dice che I = [e1, e2] è un intervallo di 
confidenza per un parametro O, di livello di confidenza O < C L < l , se, per 
ogni () appartenente allo spazio dei parametri, la probabilità che I contenga () 
vale CL: 

P{el ~e~ 82} =CL . (6.5) 

Se 8 1 e e2 sono variabil·i discrete, l'intervallo di confidenza è l'intervallo più 
piccolo che soddisfa la relazione: 

(6.6) 

Per evidenziare meglio questo concetto di intervallo che "ricopre" il parametro 
() con una certa probabilità, il livello di confidenza viene anche chiamato 
"copertura" . In inglese viene usato il termine coverage probability [16] e la 
condizione (6.6) viene detta di minimum overcoverage. 

D fatto importante da notare è che nell'intervallo di confidenza (6.5) gli 
estremi sono variabili aleatorie, mentre il parametro e è fissato; di conse
guenza, il livello di confidenza va sempre riferito all'intervallo I = [el, 82] 
ed indica la frazione di esperimenti che individuano correttamente il valore 
vero, in un insieme infinito di esperimenti ripetuti, ognuno dei quali trova un 
intervallo di confidenza diverso. Ciò equivale ad affermare che ogni particola
re intervallo [Bb B2] viene ricavato con un metodo che dà il risultato corretto 
in una frazione C L degli esperimenti. 

Questa interpretazione dei risultati statistici, che ha un chiaro significa
to operativo, molto vicino a quanto succede nella vita reale nelle misure di 
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laboratorio e in genere negli esperimenti ripetuti, è detta interpretazione fre
quentista ed è quella diventata prevalente nelle scienze applicate grazie al 
lavoro pubblicato dallo statistico J. Neyman nel 1937 (61] . 

In statistica è lecito chiamare intervallo di confidenza sia l'intervallo alea
torio I = [ 8 1 , E>z] sia le sue realizzazioni numeriche [ e1 , ez]. Talvolta si afferma 
che il C L è la probabilità che il valore vero e sia contenuto in {81, Oz] ma si de
ve sempre essere consci che questa dizione, nell'interpretazione frequentista, 
è scorretta perché O non è una variabile aleatoria (20]. 

In pratica, avendo ottenuto un valore x di una variabile X continua e co
noscendo la densità p( x; O) della (6.2), se O è un parametro di posizione come 
la media, i valori (01 , 02], relativi ad una realizzazione dell'intervallo aleatorio 
[81 , 82] secondo il C L assegnato, possono essere trovati, come mostrato in 
fig. 6.1, con le relazioni (fate attenzione alla posizione di 81 e Oz): 

reo p(z; 81) dz = Ct , r p(z; e2) dz = Cz , (6.7) 
lx Leo 

dove CL= 1- c1 -c2 . Nel caso X sia una variabile discreta, agli integrali van
no sostituite le somme sui corrispondenti valori dello spettro, come vedremo 
tra poco. 

Se si sceglie un intervallo simmetrico, allora valgono le condizioni c1 = 
c2 = (1 - CL)/2. La scelta dell'intervallo simmetrico non è ovviamente l'u
nica ma è la più comune poiché, nel caso di densità di probabilità di forma 
regolare "a campana" , questo è l'intervallo di ampiezza minima. A volte si 
vuole determinare, per un certo CL, solo il limite superiore di O, cioè l 'inter
vallo (-oo,e]; in questo caso nelle (6.7) va posto e = el = Oz e Ct =CL, 
c2 = l- CL. Per il limite inferiore, cioè per l'intervallo (e,+oo), valgono 
invece le condizioni e= el = Oz e Ct =l - CL, Cz =CL. 

Il tipo di intervallo da utilizzare è in genere determinato dalla natura del 
problema. È però di fondamentale importanza tenere presente che la scelta 
va fatta prima di ejjetttwre la misura. Decidere ad esempio, nel caso di eventi 
rari, se dare un intervallo simmetrico o un limite superiore a seconda che la 
misura fornisca o meno dei risultati (tecnica detta di "flip-flop") porta ad un 
calcolo errato dei livelli da associare agli intervalli di confidenza [33]. 

Notiamo che le (6.7) valgono in generale, poiché quasi sempre un problema 
di stima richiede la individuazione di uno stimatore TN, secondo la (2. 76) di 
pa.g. 65 (dove f..L = 0). La densità di TN dipende in genere dal parametro 
da stimare e può essere indicata come p( t; e), con O parametro di posizione. 
Infatti, (TN} = ftp(t;O)dt = T(O), con T(O) =e, se lo stimatore è corretto 
(questi concetti verranno approfonditi più avanti, nel cap. 9). Se sì riesce a 
trovare questa densità, si può effettuare la stima di e attraverso le (6.7). 

6.3 Determinazione degli intervalli di confidenza 

Abbiamo fin qui visto due modi per determinare l'intervallo di confidenza: il 
semplice metodo grafico di fig. 6.1, che richiede però la costruzione della fascia 
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Fig. 6.3. Nel caso la forma della 
densità sia in variante per trasla
zione del parametro ~-'• il calcolo 
dell 'intervallo di confidenza vie
ne fatto in modo semplice con la 
formula (6.9.) 

di confidenza di Neyman, oppure il calcolo degli integrali {6.7). Entrambi 
questi metodi sono in genere impegnativi dal punto 4i vista computazionale. 
Fortunatamente, se la forma della funzione densità ba qualche proprietà di 
inva.rianza rispetto ai parametri da stimare, si possono trovare metodi partico
larmente semplici. 

Consideriamo il caso in cui il parametro e di Fig. 6.1 è la media di una 
curva normale, 8 := J.L. Allora la forma di p( x; J.L) è invariante per traslazioni 
e le funzioni 81{x) e 82(x) di fig. 6.2 sono due rette parallele. Dalla fig. 6.3 
risulta La proprità seguente: 

!.J.L+LO' .l x+td 
p(x; J.L) d x = p(J.L; x) dJ.L 

p.-tO' x-tO' 
{6.8) 

che si può scrivere come: 

P{!-'- ta ~X~ J.L+tO'} =P{ -tO' ~X-!-'~ tO"} = P{X -tO' ~ 1-' ~ X+tO"}. 
(6.9) 

In altre parole, i livelli di probabilità dell'intervallo centrato s·u J.L coincidono 
con i livelli di confidenza clell'intervallo aleatorio centralo su X . Ad ogni 
esperimento il valore di X varia, ma la probabilità di copertura di J.L è uguale 
all'intervallo di probabilità J.L ± ta (si veda la fig. 6.3). In termini di funzione 
di ripartizione F(z; B) (per B ed z scalari) questa proprietà può essere scritta 
come: 

F(z;B) = 1- F(B;z). (6.10) 

Abbiamo perciò trovato la seguente regola pratica: nel caso gaussiano, 
o comunque quando vale la {6.10), basta centrarsi sul valore misurato ed 
assumere come livelli di confidenza i livelli di probabilità corrispondenti 
all 'ampiezza dell'intervallo di stima centrato sulla media. 
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Ad esempio, nel caso di Tab. 6.1, dato che sappiamo che il numero x di 
successi in n = 1000 lanci di una moneta è una variabile gaussiana (perché 
np, n(1- p)» 10), possiamo stimare la probabilità vera come: 

x± Jnf(1 - f) = 450 ± 16 (CL= 68.3%) 

x± 2 Jnf(l - f) 450 ± 32 (CL= 95.4%) 

x± 3 Jnf(1- f) 450 ± 48 (CL= 99.7%) . 

Come abbiamo appena visto, la variabile aleatoria Q= (X -J.l.), pur contenen
do il parametro J.l., ha distribuzione N(O, a 2 ) indipendente da J.l.. Le variabili 
aleatorie la cui distribuzione non dipende dal parametro che si vuole stimare 
sono dette quantità-pivot o quantità pivotali. Un altro esempio si ha quando 
e è un parametro di scala, cioè p( x; B) = h(xje)je; in questo caso Q = Xje 
è una quantità pivotale per e. 

Generalizzando la discussione, possiamo dire che se Q(X, B) è una quantità 
pivotale, la probabilità P{Q E A} non dipende da. 8 per ogni A E lR. Se 
questa distribuzione ha una densità nota (gaussiana standard, St udent, x2

, 

. . . ) , in corrispondenza di un C L assegnato si possono determinare facilmente 
i quantili q1 e q2 tali che 

P{q1 $ Q(X,e) $ qz} =CL. (6.11) 

Se la relazione q1 :S Q(X, B) $ q2 può essere risolta rispetto a e, possiamo 
scrivere, come nella (6.9): 

P{qt $ Q(X,B) $ qz} = P{Bt(X) :Se :S Bz(X)} = P{<9t $e$ Gz}, 
(6.12) 

ottenendo così la (6.5) . Come si vede, se si trova una quantità pivotale ri
solubile rispetto a. B secondo la (6.12), l'intervallo di confidenza può essere 
determinato senza ricorrere agli integrali (6. 7). 

6.4 Cenno all'approccio bayesiano 

Le considerazioni fin qui svolte stanno alla base dell'approccio frequentista 
per la stima dei parametri. 

Nell'approccio bayesiano, cui abbiamo accennato nel par. 1.3, il parame
tro da stimare viene considerato come una variabile aleatoria e l'intervallo 
di confidenza rappresenta la conoscenza ottenuta, dopo la misura, sul valore 
del parametro. A vendo ottenuto 450 teste in mille lanci di una moneta, in 
approssimazione normale ed attribuendo al valore atteso una probabilità a 
priori costante, risulta che dopo l'esperimento il valore atteso vale 450 ± 16 
con un grado di credibilità (probabilità o beliefJ del 68%. In questo caso 
l'approccio bayesiano fornisce un risultato numerico uguale a quello frequen
tista, ma interpretato in altro modo. L'intervallo bayesiano dipende però 



6.5 Alcune notazioni 179 

dalle informazioni a priori. Se sapessimo che la moneta è fabbricata bene 
(p = 0.5) con una incertezza sulla bilanciatura di tipo gaussiano con, po
niamo, avfP = 0.1%, potremmo sostituire alla distribuzione a priori unifor
me (probabilità costante) quella gaussiana N(p, a~), ottenendo un risultato 
diverso anche numericamente da quello frequentista. 

Non approfondiremo ulteriormente questi aspetti, che sono trattati in 
dettaglio, dal punto di vista statistico, in [16] e [65). 

Ricordiamo infine che in fisica sono state recentemente proposte anali
si bayesiane quando non è facile trovare quantità. pivotali, come nel caso di 
piccoli campioni contenenti conteggi in presenza di fondo o di campioni pro
venienti da popolazioni gaussiane con vincoli fisici sulle variabili misurate (ad 
esempio, se X è una massa, vale la condizione a priori {X ;::: O}) [20, 24]. 
Recentemente è stato però proposto, anche per questi casi, un approccio 
frequentista, che non necessita di assunzioni a priori sulla distribuzione dei 
parametri [33} e che sta incontrando il favore dei fisici sperimentali [48]. 

6.5 Alcune notazioni 

Nel seguito sarà importante tenere presente le notazioni usate per le stime 
puntuali e le stime per intervalli di confidenza. La stima puntuale di una 
quantità vera si effettua attraverso i valori degli stimatori; ad esempio la 
media di un campione è una possibile stima della media vera. La notazione 
che useremo è: m = jl. Tratteremo in modo esteso le stime puntuali nei 
capp. 9 e 10. 

In questo capitolo tratteremo invece in modo completo le stime per 
intervalli. 

Nel caso gaussiano, un valore vero 8 è contenuto con livello di confidenza 
l- a= CL in un intervallo simmetrico centrato su x quando 

(6.13) 

dove 8 ~ a e ta;2 = -t1-o:;2 sono i quantili della gaussiana standard. È 
facile vetifì.care che gli indici dei quantili si possono scrivere in termini del 
CL come: 

2 
1-CL 

2 
1 - ~=l +CL 

2 2 . (6.14) -= 

In statistica spesso si scrive l'intervallo ad la come: 

8 E [x - 8, x+ 8] = x ± 8 . (6.15) 

La prima notazione è preferita dai matematici, la seconda da fisici ed inge
gnet·i, i quali quasi sempre sostituiscono il simbolo di appartenenza con quello 
di uguaglianza: 

8 ± fisici ed ingegneri 
8 

± 
Ex s -t =x 8 (6.16) 
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Se gli errori a destra e sinistra del valore centrale sono diversi, la notazione 
dei matematici ovviamente non cambia, mentre l'altra diventa: 

(6.17) 

Solitamente viene considerato improprio assegnare ad s più di due cifre signi
ficative; se ad esempio la prima. cifra significativa dell'errore s è il metro, non 
ha senso dare il risultato con la precisione del millimetro. Vale la seguente 
regola pratica, che qui riportiamo come 

Affermazione 6.2 (Cifre significative dell'errore statistico). In stati
stica i risultati finali del tipo x± s vanno presentati con l'errore statistico 
s dato a non più di due cifre significative e x arrotondato di conseguenza. Se 
non si segue questa regola, occorre spiegarne le ragioni. 

Notiamo che nei risultati intermedi, per ridurre gli errori di troncamento, è 
lecito usare un numero più elevato di cifre significative; tuttavia, nei risultati 
finali, si dovrebbe sempre seguire la regola 6.2. È pertanto scorretto scrivere: 

35.923 ± 1.407 ' 35.923 ± 1.4 ' 35.9 ± 1.407 , 

perché nel primo caso vi sono troppe cifre significative, nel secondo e nel 
terzo vi è discordanza tra le cifre significative del dato e dell 'errore. È invece 
corretto scrivere: 

35.9 ± 1.4 oppure 36 ±l . 

6.6 Stima della probabilità da grandi campioni 

Ci poniamo il problema seguente: se eseguiamo una prova di n tentativi 
bernoulliani e otteniamo x successi e quindi una frequenza f = xjn, come 
possiamo stimare la probabilità vera dell'evento in esame? 

Dal calcolo delle probabilità sappiamo che effettuando n tentativi su un 
sistema che genera eventi con probabilità p costante si può ottenere un nume
ro x di successi (spettro) compreso tra O ed n. Tuttavia, questi risultati non 
sono equiprobabili, ma si distribuiscono secondo la densità binomiale (2.30). 
Sappiamo anche che i valori capitano più di frequente intorno al valor me
dio np, con vaJ:ianza a2 = np(l - p) , e che la forma della densità binomiale 
diventa gaussiana per np, n(l- p) > 10. 

Con questo tipo di prova si osservano le realizzazioni numeriche f = xjn 
della variabile aleatoria frequenza F = Xjn, che, in base alle (2.63, 3.4, 3.6), 
ha media e varianza pari a 

(F) (X) np 
= --=-=p, 

n n 
(6.18) 

Var[F] 
Var[X ) np(l- p) p(l- p) 
~= n2 - n (6.19) 
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Possiamo quindi definire la variabile standard (3.37) 

F - p 
T= a[F] ' che assume i valori 

f-p 
(6.20) 

Se ora eseguiamo una prova, f è noto e p è incognito; utilizzando t'approccio 
statistico, possiamo allora determinare i valori di p per i quali il valore assunto 
dalla variabile standard risulta minore di un certo limite t assegnato: 

Il- Pl <!ti. )p(l;: p) -
Eliminiamo i valori assoluti elevando al quadrato ambo i membri e risolviamo, 
rispetto all'incognita p, l'equazione di II grado risultante: 

t2 > (f- P)
2 

(1- p)2 ~ t2 p(l- p) ' 
-p(l-p)jn' n 

(t2 + n)p2 - (t2 + 2jn)p + nf2 ~O : 

Poiché il termine in~ è sempre positivo, la disuguaglianza è soddisfatta per 
valori di p compresi nell'intervallo: 

(t2 + 2jn) ± Jt4 + 4j2n2 + 4t2nj- 4t2nj2 -IJ.n2 f2 
P E 2(t2 +n) ' 

da cui, in forma compatta: 

t2 J t 2 f(l- f) f + - t - + '-'---'-
p E 2n ± 4n2 n 

t2 t2 
-+1 - + 1 

(6.21) 

n n 

li parametro t sta ad indicare un qualunque valore della variabile standard 
T; porre t = l corrisponde a considerare una unità di errore statistico. Si 
noti che l'intervallo non è centrato sul valore misurato j , ma nel punto (f + 
t2 /2n)j(t2 /n+ 1), che è funzione di f e del numero dei tentativi effettuati. 
Questo effetto è dovuto alla noLevole asimmetria della densità binomiale per 
piccoli n, come si vede dalla Fig. 2.4. Per n » l l'intervallo tende a centrarsi 
sul valore misurato e la (6.21), per CL= l- a, diventa: 

(6.22) 

che viene spesso scritta convenzionalmente ad la con t1- o:t2 = 1: 
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P E f ± s = f ±v /(1
: f) . (6.23) 

Moltiplicando per il numero di tentativi n, la (6.23) può essere facilmente 
espressa in funzione del numero di successi x. L'intervallo che si ottiene è 
allora relativo al numero atteso di successi, ovvero alla speranza matematica 
w 

(6.24) 

Questa formula, che viene usata in pratica per nf, n(1 -f) > 20, 30, è sta
ta utilizzata in Tab. 6.1 nell 'esempio introduttivo al capitolo. Essa è facile 
da ricordare, perché l'intervallo è centrato sul valore misurato, la vamb·ile T 
della (6.20) è pivotale perché T"' N(O, 1), vale la (6 .9), l'errore statistico ha 
la stessa espressione della deviazione standard della distribuzione binomia
le (con la probabilità p sostituita dalla frequenza misurata f) e i livelli di 
confidenza CL sono gaussiani. 

Gli intervalli (6.21) e (6.23) sono gli intervalli di confidenza rispettiva
mente per piccoli e grandi campionamenti. 

Come abbiamo appena osservato, per grandi campionamenti la densità 
binomiale asswne una forma gaussiana e l 'intervallo di confidenza, come mo
strato in Fig. 6.4a, è simmetrico. TI valore misurato f definisce in questo caso 
due code che valgono entrambe (1-CL)/2, in modo tale da avere le due aree 
tra f e P1 e tra f e pz uguali ognuna a CL/2. 

Nel caso di piccoli campioni, come mostrato in Fig. 6.4b, le due code 
di area (l - CL)/2 assumono forma diversa e l'intervallo di confidenza è 
asimmetrico rispetto alla frequenza osservata. La variabile T della (6.20) 
non è pivotale e non è più possibile assegnare in modo generale i livelli di 
confidenza all'intervallo (6.21). 

Trattiamo per primo il caso dell'intervallo (6.23), relativo ai grandi cam
pioni, che è il caso più facile. Se è valida la condjzione nf, n(1 - f) > 10, 
i livelli di confidenza associati all'intervallo (6.23) sono quelli della legge 3a 
gaussiana (3.35) , riportati nella tab. D .l. È allora molto facile effettuare stime 
affidabili, come mostrato nell'esempio che segue. 

Esercizio 6.1 r ··~~'".c:"" ~ ;-.·:r~:a;:.,__::»Cl~ .. • =- , ••• _ _,._,:;.,_ 

In sede di proiezione dei risultati elettorali, sono state esaminate 3000 sche
de, campionate casualmente dalla popolazione totale di schede in scrutinio. 
Il partito A ha ottenuto 600 voti. Dare la previsione finale (proiezione) del 
risultato. 

Risposta. Dato che n = 3000, f = 600/3000 = 0.20 e nf, n(l- /) » 10 
possiamo utilizzare l'intervallo (6.23), con i livelli di confidenza gaussiani. 
Otteniamo pertanto: 

~ 
P E f ± V~= (20.0± 0.7)% CL= 68.3%, 



a) 
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Fig . 6.4. Ad un livello eli 
confidenza pari a C L, corri
spondente nel caso simme
trico (a) alla somma eli due 
aree relative agli interval
li (np1 ,x) e (x,np2), corri
spondono due code eli area 
(l - OL)/2 che sono ugua
li nel caso di grandi cam
pionamenti (a), di forma 
diversa nel caso di piccoli 
campioni (b) 

p E J ± 2 V /(1;: f) = (20.0 ± 1.4)% CL = 95.4% , 

p E f ± 3 [liffl5- = (20.0 ± 2.1)% CL= 99.7%. 

Si noti la sorprendente precisione che si ottiene pu1· con un numem limitato 
di schede elettorali. A rigore, dato che la popolazione in questo caso è molto 
grande ma finita (milioni di elettori}, a questi risultati andrebbe apportata, 
come mostreremo tra poco nel pa1'. 6.19, una correzione che però qui è as
solutamente trascurabile. La vem difficoltà, in questo tipo di previsioni, sta 
nell'ottenere un campione veramente rappresentativo della popolazione tota
le. In generale si definisce come rappresentativo o casuale un campione nel 
quale un individuo di qualunque gruppo ha una pmbabilità di entrare propor
zionale atta dimensione del gruppo rispetto alla popolazione totale (si veda 
anche la def. 6.4 più avanti). In campioni relativi ad un fenomeno naturale 
di tipo fisico, come quelli che si ottengono in laboratorio, se non si commet
tono ermri sistematici durante le misure è la natura stessa che provvede a 
fornire un campione casuale. La situazione è invece molto diversa nel caso 
delle scienze sociali o biologiche, dove le tecniche di campionamento da una 
popolazione (sampling) sono tanto importanti e difficili da costit1jire un ramo 
speciale della statistica. Chi è interessato a questi metodi può consultare [18}. 

La (6.22) permette anche eli trovare la dimensione del campione necessaria 
per mantenere l'errore statistico al eli sotto di un valore assoluto prefissato a 
priori. Si arriva facilmente a questo risultato se eleviamo al quadrato l'errore 
statistico presente nell'equazione e sostituiamo a fil valore vero p, ottenendo 
la varianza: 
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(!2 = p(! -p) (6.25) 
n 

Per inciso, notiamo che questa equazione è identica alla (3.5) , a meno della 
divisione per il fattore n 2, dato che qui consideriamo la variabile F = Xjn . 
Se ora uguagliamo a zero la derivata rispetto a p, otteniamo: 

2!._ [p(l - p)] = ~(I - 2p) = O 
dp n n 

l 
==:!;>p - -- 2. 

Sostituendo il valore di massimo p = 1/2 nella (6.25), otteniamo il limite 
superiore per la varianza vera, in funzione del numero di tentativi n: 

l 
4n 

(6.26) 

La proprietà. notevole di questa formula è che essa dà. un limite superiore per 
la varianza indipendentemente dal valore della probabilità vera p. È pertan
to possibile determinare una formula universale per il numero di tentativi 
necessari per mantenere l'intervallo di stima ±t1-a:;2 CFmax al di sotto di un 
certo valore prefissato, in corrispondenza di un certo livello di confidenza 
CL= l - a . Essa si ottiene dalla (6.26): · 

n= 2 
4 (tl-a:/2 C!max) 

(6.27) 

Esercizio 6.2 ~ · ~ I"''Zr 

Trovare il numero di campionamenti necessario pe7' avere un intervallo di 
stima assoluto minore del 4 per mille con un livello di confidenza del 99%. 

Risposta. Poiché il problema si rije1·isce ai grandi campionamenti, possiamo 
usare la Tab. D. l da cui 1'isulta che ad un CL del99%, pari a una semi-area 
gaussiana di 0.495, corrisponde un valore t 1- o.oos = 2.57. Inserendo questo 
valore nella {6.27) otteniamo immediatamente: 

(2.57)2 

n = 4 . (0.002)2 = 412 806 . 

6. 7 Stima della probabilità da piccoli campioni 

Veniamo ora alla seconda parte del problema relativo alla stima di una 
probabilità, cioè al caso dei piccoli campioni, in cui x= nf < 10. 

In questo caso dovremmo usare l'intervallo (6.21), per il quale non sono 
però definiti livelli di confidenza universali, perché la forma della densità 
binomiale dipende fortemente, per piccoli campionamenti, sia dal numero di 
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tentativi n sia dal valore di p. Risolviamo pertanto il problema con le (6.7) 
trascritte per una variabile discreta; se CL è il livello di confidenza richiesto, 
i valori p1 e p2 del corrispondente intervallo di confidenza sono determinati 
dagli estremi delle due code di Fig. 6.4b: 

t ( n ) k(l _ )n-k = c1 , (6.28) k P1 P1 
k=x 

t ( ~ ) p~(l _ pz)n-k = cz . (6.29) 
k=O 

Nel caso simmetrico c1 = c2 = (1-CL)/2 = o:/2. La risoluzione di queste due 
equazioni rispetto a p1 e pz permette la stima corretta della probabilità da 
piccoli campioni. Abbiamo risolto questo problema con un metodo ricorsivo, 
mediante il codice •sti'p~Qb che riportiamo a pagina 186. 

Durante l'inserimento dei dati, l'utente può scegliere, tramite una fine
stra di dialogo, se fare la stima a due code simmetriche oppure se procedere 
alla stima ad una coda a destra (ricerca dell'estremo inferiore) o a sinistra 
(estremo superiore). Nel primo caso Stip:rob risolve le equazioni (6.28, 6.29) 
con una ricerca dicotomica che trova p1 e pz dimezzando il passo s ad ogni 
ciclo, finché il valore c1 = cz =(l - CL)/2 calcolato s1 o s2 differisce da 
quello previsto SL1 o SL2 a meno della quantità SMALL, che determina l'ac
curatezza del procedimento. Nella ricerca dicotomica viene usata la routine 
r~'dfi;u;(:•P.o-;;:-x;,N:-:p,.'1"'p) , che calcola i valori cumulativi (indicati con la si-
gla PQ) delladi~tribu~one binomiale b(X;N,p). Per non contare due volte 
il valore k = x il codice include il punto x = k sia nella (6.28) sia nella 
(6.29) contemporaneamente, pesando le relative probabilità con un fattore 
1/2. L'algoritmo scelto contiene un margine di arbitrarietà: avremmo ugual
mente potuto scegliere di calcolare le equazioni due volte, escludendo il punto 
x= k prima nella (6.28), poi nella (6.29) e scegliendo il più piccolo tra i due 
intervalli (p1 , pz) così calcolati; i risultati che si ottengono sono in questo ca
so leggermente diversi. Questa ambiguità intrinseca del problema è dovuta al 
fatto che, per piccoli campioni, l'intervallo di confidenza è asimmetrico e la 
probabilità corrispondente a x = k è diversa a seconda che si consideri la coda 
di destra o di sinistra. Come mostrato in Fig. 6.4, l'ambiguità sparisce per 
grandi campioni, quando le densità diventano gaussiane e le code di destra e 
sinistra hanno area uguale. 

Nei casi di stima a una coda SL1 o SL2 vengono posti pari a (1- CL) e si 
utilizza la routine : p=cd;fbin~''PrOmpr" ,et , 1-CL.,x,.N) ·, che con il codice d'uso 
PrOmpr trova direttamente la -probabilità p della binomiale b(x; N, p) per la 
quale il valore misurato x è un quantile pari a CL. 

In uscita il codice stampa i valori p1 , P2 e, per la stima a due code, il livello 
di confidenza calcolato1-sl - s2 che, a meno degli errori di arrotondamento 
numerico, coincide con il valore assegnato in ingresso 



186 Capitolo 6. Statistica di base 

n p l 

limite inferiore p < p 
l 

nP 2 

limite superiore p < p 
2 

F ig . 6.5. Stima dei limiti inferiori e superiori di un probabilità. con C L assegnato. 
Nei casi limite in cui x = O es x = n si ha rispettivamente (l - P2t = l - CL e 
pf::: l- CL. 

Nel caso x = O e nel caso x = n le (6.28, 6.29), con c1 = c2 = l - CL, 
forniscono due importanti casi limite, mostrati nella Fig. 6.5: 

x=n ===> 
x=O ===> 

p~ = 1- CL, 
(l- Pz)n = l- CL . 

(6.30) 

(6.31) 

Da queste formule otteniamo, per un C L prefissato, il limite inferiore di una 
probabilità quando tutti i tentativi hanno avuto successo: 

Pl = v'l- CL = e-I.In(l-CL) = lO~ Iog(l-CL) (6.32) 

e H limite superiore quando non si è registrato alcun successo: 

P2 =l- v'l - CL= l- e~ ln( l - CL) =l -10~ log(l- CL) ' (6.33) 

dove l'uso dei logaritmi in base e o base 10 può essere utile nel caso di n 
molto grande. Nel codice Stiprob questi casi limite vengono trattati auto
maticamente se viene richiesta la ~tima ad una coda. Nel caso della stima 
a due code, se si verifica la condizione pl< LIMIT oppure (1 - p2) <LIMIT, la 
stima a una coda viene forzata e, nei casi x = O e x = n, si eseguono le stime 
con le (6.32, 6.33). La costante LIMIT viene segnalata all'utente e può essere 
ovviamente modificata. Il valore che abbiamo assegnato è 0.05. In alternativa 
a J .St'i.p:~tol5~, potete ut ilizzare la Fig. 6.6, valida per CL= 90% . . -~~ 
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Il SCILAB script Stiprob: stima della probabilita' per piccoli campioni 
Il con il metodo di Neyman 

SMALL=0 . 00001; LIMIT=0.005; 
p1=0 .5; p2=0.5; 

stl="La stima a due code viene fatta"; 
st2="solo per valori p1<0.005 e (1-p2)<0.005 . "; 
st3="Altrimenti si esegue la stima a una coda"; 

x_message([stl;st2;st3]); 

N = input("numero dei tentativi N:"); 
X = i nput("numero dei successi X:"); 
if X>N then warning("X deve essere<= N ! Stop"); abort; end; 
CL= i nput("Livello di Confidenza CL (range [0,1]):"); 
YN=x_choose (["due code", "lim. inf", "lim. sup. "],["Quale stima?"]); 

Il stima a due code 
if YN==1 then 

SL1=0.5*(1-CL); SL2=SL1; 

//ricerca dicotomica di pi 
p1=0.5; s=pl; s1=0; 
Yhile abs(s1- SL1)>SMALL & pi>SHALL, 

if X==O then 
cumi=O; 

else 
cuml=cdfbin ("PQ", X- 1 ,N ,p l, 1-pl); 

end; 
s1=1 - cum1 - (cdfbin("PQ",X,N,p1,1- p1)-cum1)/2; 
s=s/2; 
if sl<SL1 then pl=pi+s; 
else pi=pl-s; 
end; 

end; 

//ricerca dicotomica di p2 
p2=0.5; s=p2; s2=0; 
while abs (s2-SL2) >St1ALL & (1-p2) >SMALL, 

if X==O then 
cum2=0; 

else 
cum2=cdfbin("PQ",X-1,N,p2,1-p2); 

end; 
s2=cum2 + (cdfbin("PQ",X,N,p2,1-p2)-cum2)/2; 
s=s/2; 
if s2<SL2 then p2=p2- s; 
else p2=p2+s; 
end; 

end; 
end; 

Il stime a una coda 



188 Capitolo 6. Statistica di base 

if (YN==3 l p1<LIMIT) then 
p2•cdfbin("Pr0mpr",1-CL,CL,X,N); 

elseif (YN==2 l 1-p2< LIKIT) then 
p1=cdfbin("Pr0mpr",CL,1-CL,X-1,N); 

end; 

//mostra i risultati 
write('l.io(2)," -------------- -----------------------"); 
if (YN==3 l pl<LIMIT) then 

vrite(Y,io(2)," eseguita stima a una coda"); 
if pl<LIMIT then 
write('l.io(2)," a causa di pl<"+string (LIMIT)); end; 
write('l.io(2)," Limite superiore CL• "+string(CL)+":"); 
write('l.io(2)," p2 = "+string(p2)) ; 
write('l.io(2)," media N•p2 • "+string(N• p2)); 

elseif (YN==21 1-p2<LIKIT) then 
vrite('l.io(2)," eseguita stima a una coda"); 
if 1-p2<LI HIT then 
write('l.io(2)," a causa di (1-p2)<"+string(LIMIT)); end; 
vrite('l.io(2)," Limite inferiore CL= "+string(CL)+":"); 
vrite('l.io(2)," pl = "+string(pl)); 
nite('l.io(2)," media N•pl • "+string(N•p1)); 

elseif YN==1 tben 
nite('l.io(2)," 
write('l.io(2)," 
write('l.io(2)," 
vrite('l.io(2)," 

end; 
vrite('l.io(2)," 

stima a due code con CL= "+string(CL)); 
CL ottenuto= "+string(1-s1-s2)); 
p1 = "+string(pl)); 
p2 = "+string(p2)); 

--------------------------------------"); 
I limiti superiore e inferiore delle (6.32, 6.33) definiscono due intervalli (O ::; 
p::; p-2 ) e (p1 $p$ l) la cui interpretazione frequeutista è un po' sottile: su 

100 esperimenti che stimano il limite inferiore P1 cou la (6.28) con c1 = 1-CL, 

mediamente una percentuale 100-C L di questi determinerà p E (p1, l ) in modo 

corretto. Nel caso in cui tutti i tentativi abbiano avuto successo, dalla (6.32) 

risulta che, se p< p,, si possono avere n successi in n tentativi , ma solo in 

una frazione di esperimenti minore di l - CL. Un ragionamento simile vale 

per la stima del limite superiore (si veda anche, più avanti a pag. 192, la 

Fig. 6.7). 

Esez·cizio 6.3 
In 20 prove bernov.lliane indipendenti si sono ottenuti 5 eventi. Qual è la 

stima della pmbabilità. dell'evento, con un C L del 90% ? 

Risposta. In questo caso abbiamo x = 5, n = 20, f = 5/ 20 = 0.25. Ci 
troviamo per·tanto nel coso di un piccolo campionmnento. Se introduciamo i 

dati x = 5, n= 20, CL= 0.90 nella mutine Stiprob otteniamo i valori: 

P1 = 0.117 , P2 = 0.434 , 

che definiscono l 'intervallo: 
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Fig. 6.6. Curve di Neyman corrispondenti ai limiti di probabilità per un CL = 
90% in corrispondenza di una frequenza misurata. Andando dalla periferia verso il 
centro gli ellissoidi si riferiscono ad un numero di tentativi n = 5, 15, 25, 50, 100. Ad 
esempio, se in 25 tentativi si ottengono 6 successi, f = 0.24 e la probabilità vera è 
compresa entro i limiti P1 = 0.121, pz = 0.402 come mostrato in figura 

p E [0.117, 0.434) :: 0.25~8:g , CL= 90%, 

in accordo con la {6.17}. Possiamo risolve1·e il problema anche in modo ap
pt·ossimato, applicando la (6.21} con un valore t= 1.645, dedotto dalla solita 
Tab. D.1 delle probabilità gaussiane, come valore intermedio delle aree 0.4495 
e 0.4505. L'approssimazione consiste proprio in quest 'ultima assunzione sui 
livelli gaussiani di t, e non nell'uso della {6.R.1), che è generale. Dalla (6.21} 
otteniamo i valori: 

p E [0.130, 0.430] = 0.28 ± 0.15 . 

In modo ancora più approssimato, possiamo utilizzare la (6.22}, valida per 
x, (n - x) > 10, sempre con lo stesso valore di t. Il risultato è: 

p E [0.09, 0.410] = 0.25 ± 0.16 . 

Come si vede, i tre metodi forniscono risultati che, considerando l'entità degli 
ermr-i, si possono ritenere abbastanza equivalenti. 

Esercizio 6.4 
Da un'urna contenente 5 biglie bianche e nere in proporzione sconosciuta 
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si eseguono 1 O estrazioni (con reinserimento) e si estraggono 1 O biglie nere. 
Trovar-e il limite inferiore del numero di biglie nere nell'urna per un C L = 
0.90 . Confrontare i risultati con quelli dell'eser-cizio 1.6 di pagina 32. 

Risposta. Dalla (6.32) p= (0.10?110 = 0.794. n limite inferiore del numero 
di biglie nere è 0.794 · 5 = 3.97, per cui possiamo affermare che l'urna con
tiene almeno 4 biglie con CL= 0.90. Un'urna con meno di 4 biglie ner-e può 
dare luogo a 10 estrazioni consecutive di 10 biglie nere, ma q·uesto avviene in 
meno del 1 O% degli esperimenti. 
Introducendo il concetto di "probabilità di sbagliare", che verrà utilizzato tra 
poco nella verifica delle ipotesi, possiamo anche dire che l 'urna contiene al
meno 4 biglie nere, con una tJrobabilità di sbagliare dellO%. 
È interessante confrontare questa soluzione frequentista del problema con 
quella bayesiana della tabella 1.2 di pagina 33: la stima frequentista è indi
pendente da qualunque ipotesi a priori soggettiva sulla composizione iniziale 
dell 'uma. Le ipotesi iniziali soggettive, come sappiamo, influenzano il risul
tato finale, come mostrano i 1·isultati dell'esercizio 1.6 e del problema 1.12. 

Le equazioni (6.32, 6.33) sono importanti in molti problemi di affidabilità, 
come mostrato negli esempi che seguono. 

Esercizio 6.5 >- ;}-==·~=- ...::_-~> .. ~- 7A!:i 

Un test di affidabilità sottopone una pompa di emergenza a 500 partenze a 
freddo. Se la pompa supera il test, qual è la pmbabilità che non parta in 
emergenza, con un livello di confidenza del 95% ?. 

Risposta.. Applicando la (6.99) si ottiene immediatamente: 

p= l - 50.Vl - CL= l- 60WJ55 = 0.00597 , 

pari a circa lo 0.6%. 
L 'interpretazione di Neyman del risultato è la seguente: una pompa con p7·oba
bilità di panne maggioTe del 6 per mille può pm·tire per 500 volte consecutive, 
ma questo accade in meno del 5% dei test. Si noti che questo risultato vale 
nello schema di prove indipendenti. 

Esercizio 6.6 :. ~ ~ -· -~ · ~ 
Quante prove consecutive senza guasti sono necessarie in un test per affer
mare, con una confidenza del95%, che un dispositivo si guasterà in meno del 
3% dei casi? 

Risposta. Utilizzando i logaritmi decimali1 dalla (6.33) si ottiene facilmente: 

n= log(l- CL) = log(l - 0.95) = 
98

.4 , 
log(l- p) log(l - 0.03) 

(6.34) 
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pari a circa 100 prove. Un dispositivo con probabilità di guasto > 3% può 
affrontare con successo 100 prove, ma questo sttccede in meno del 5% dei 
test. 

6.8 Stima di valori limite poissoniani 

Quando n è grande e non si sono registrati successi, P2 è piccola. Sviluppando 
al primo ordine l'esponenziale nella (6.33) intorno al punto iniziale P2 = O, si 
ottiene allora l'approssimazione: 

l 
pz ~ --ln(l - CL), 

n 

che corrisponde all'equazione: 

e-np2 = (l- CL)= a, 

(6.35) 

(6.36) 

la quale non è altro che è la probabilità poissoniana eli non ottenere eventi 
quando la media è fJ. = npz 

La procedura fin qui applicata può essere quindi estesa anche al caso pois
soniano. Nel caso di eventi rari, si può utilizzare in modo approssimato il codi
ce · Stiprob di pagina 186 con n molto grande (ad esempio n = 1000), oppure, 
in corrispondenza di un numero x di eventi osservato, stimare esattamente fJ. 
risolvendo Le equazioni, analoghe alle (6.28, 6.29): 

00 k 

L ~~ exp(-JJ.I) = c1 , 

k= x 

x k 

L ~~ exp(-JJ.2) = C2, 
k= O 

(6.37) 

dove nella prima equazione la somma va estesa fino a valori tali da rendere 
trascurabile l'errore di troncamento. Nel caso simmetrico si ha come sempre 
Cl = C2 =(l- CL)/2. 

La seconda delle (6.37), con c2 = l - CL, permette anche di risolvere 
in modo generale e non approssimato il problema di trovare, per un CL 
assegnato, il limite superiore poissoniano al numero medio di eventi avendo 
ottenuto x eventi. Per x= O, l , 2, ponendo J.l-2 :::: f.J., si ha ad esempio (si veda 
anche la Fig. 6.7): 

e-~-' = 1- CL, 

l - CL, 

l - CL 

e così via. La Tab. 6.2 può evitarvi la fatica di risolvere queste equazioni. 
A titolo di esempio, essa mostra che, quando fJ. > 2.3, mediamente non si 
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1-l =np 

/ 
J 

1 -CL 

\ 
I 
o l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

F ig. 6. 7 . Rappresen
tazione grafica della 
seconda delle (6.37) 
per x= l 

otterranno successi in un numero di esperimenti < 10%. Analogamente, se 
4.74 è il limite superiore per x = l e CL = 95%, significa che, quando 
f..L > 4. 74, si possono ottenere i valori x = O, l solo in un numero di esperimenti 
< 5%, come mostrato anche in Fig. 6.7. 

In alternativa alla tabella, si possono calcolare le probabilità cumula
t ive poissoniane con la routine SCILAB cdfpoi invocata col modo d'u-

so Xl aro. Con la chiamata · cdfpoi C" Xlam" ~ ét, t-CL, x~H essa risolve la pri
ma delle (6.37) fornendo il valore di f..Ll· n limite superiore /-L2 della se
conda delle (6.37) si ottiene con la chiamata cdfpoi("nam",J:-CL,CL .• x) . 

Ad esempio, potete verificare facilmente come, con la semplice istruzione 
mu=cdfpoi ("Xlam", .1, . 9, O), si ottenga il limite superiore mu=2. 302585 per 
x =O e CL= 90%, in accordo con la Tab. (6.2). 

6. 9 Stima della media da grandi campioni 

A differenza della media vera f..L, che è una quantità fissa, la media di un cam
pione (o media campionaria) è una variabile aleatoria. Infatti se produciamo 
un campione casuale di dimensione N da una distribuzione, ne facciamo la 

Ta bella 6.2. Limiti superiori JJ,2 poissoniani al numero medio di eventi per x eventi 
osservati, per livelli di confì.de112a del 90 e 95% 

x 90% 95% x 90 % 95% 
o 2.30 3.00 6 10.53 11.84 
l 3.89 4.74 7 11.77 13.15 
2 5.32 6.30 8 13.00 14.44 
3 6.68 7.75 9 14.21 15.71 
4 7.99 9.15 lO 15.41 16.96 
5 9.27 10.51 11 16.61 18.21 
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l N 
m= NL:Xi 

i= l 

(6.38) 

e ripetiamo il procedimento più volte, otterremo ogni volta un risultato 
diverso. La media campionaria va quindi vista come uno stimatore 

N 
l 

M=N L xi, 
i= l 

del tipo (2.9, 2.70), secondo lo schema eli pagina 61. Applicando l'operato
re varianza alla variabile M otteniamo, sfruttando le solite proprietà (4.19, 
5.74): 

[
l N l l N 

Var[M] = Var N ~Xi = N 2 ~ Var[Xi] . 

Poiché le variabili Xi appartengono tutte allo stesso campione e sono indipen
denti, Var[Xi] = o-2 , dove o-2 è la varianza della distribuzione campionaria. 
Otteniamo dunque l'importante e semplice risultato: 

N 2 
1 '\:' 2 l 2 O" 

Var(MJ = N2 ~o- = N2 No- =N . 
i= l 

(6.39) 

Poiché o-2 in genere non è nota, possiamo approssimarla con la varianza s2 

calcolata direttamente dal campione ed ottenere così l'intervallo ad lu 

O" s 
J.LEm ±- ~m±-

VN VFi 
(6.40) 

centrato sul valor medio e di ampiezza pari all'errore statistico sj...fiii, che 
contiene la media vera. Con quale livello di confidenza? n teorema Limite 
Centrale 3.1 afferma che la densità della media campionaria sarà gaussiana 
per N » l, condizione che in pratica diventa N > 10. Nel caso gaussiano 
dalla (6.9) risulta allora che i livelli di confidenza cercati sono dati dai livelli 
di probabilità rispetto alla media della corrispondente densità gaussiana. n 
problema è quindi completamente risolto, almeno per grandi campioni. 

Spesso, per indicare esplicitamente che per N grande i livelli di confidenza 
sono gaussiani, la (6.40) viene messa nella forma: 

(6.41) 

dove le N variabili Xi hanno media f..L e deviazione standard u e é.P è la funzione 
cumulativa della gaussiana standard (3.43). 

Vediamo ora per quali valori di N è lecito sostituire nella (6.40) la varianza 
(o la deviazione standard) vera con quella osservata. 
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Rappresentiamo il campione discusso nel paragrafo precedente, per la sti
ma della probabilità, con un istogramma, assegnando il valore O agli insuc
cessi, cd il valore l ai successi. Nell'approssimazione N- l ~ N, la media e 
la varianza di questo campione si ottengono dalle (2.52, 2.54): 

m 
N-x x x L xdi = O · -y::;- + l · N = N = f 

i 

"" (xi -m)2 li= (-m) 2 N- x+ (1- m)2 _:_ 
~ N N 
• 

f 2 (1 -f)+ (l+ / 2
- 2/)f = f(l- f) ' 

da cui si vede che, con la rappresentazione scelta, la media misurata del 
campione è uguale alla frequenza f e la varianza misurata è uguale a f(l- f) . 
Utilizzando ora la (6.40), otteniamo immediatamente: 

f.l- =p= m± }N = f ±V f(l;; f) . (6.42) 

Per capire bene il significato di questo risultato, ~ bene ricordare che esso si 
basa sulla sostituzione della varianza vera con quella misurata e sull'approssi
mazione per grandi campioni N ~ N- l. Esso mostra che le approssimazioni 
su cui si basa la {6.29} sono le stesse della {6-40}- Se si tiene presente la 
discussione del par. 6.6, si può allora dedurre che l'effetto di sostituire nella 
(6.40) la varianza misurata a quella vera diventa nella pratica trascurabile 
per N > 20, 30. 

Riassumendo, la (6.40) è una buona approssimazione per N > 20, 30, ed 
i livelli di confidenza sono gaussiani per N > 10. Dato che la condizione 
N > 20,30 è quella prevalente, possiamo scrivere la formula che stima ad le1 
la media vera per grandi campioni come: 

s 
1J. E m± .JN , (N> 20,30, CL gaussiani) . (6.43) 

Tl:atteremo tra breve il caso dei piccoli campioni (N < 20, 30). 

6.10 Stima della varianza da grandi campioni 

In statistica si possono definire due tipi di varianze: l'una rispetto alla media 
vera, l'altra rispetto alla media campionaria: 

N 

S 2 = N~ 1 L: c xi - M)
2 

, 

i= l 

(6.44) 

le quali, per N -+ oo, tendono, nel senso della (2. 76), alla varianza vera a 2 . 

In genere si indica semplicemente con S 2 la varianza rispetto ad M, che è 
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detta varianza campionaria. Solo se sarà strettamente necessario, nel seguito 
distingueremo le due varianze con la notazione della (6.44). 

Per prima cosa, diamo ragione del fattore N- l che compare in S2 della 
(6.44). n punto della questione sta nella relazione algebrica: 

L)Xi - p,)2 = L)xi - M+ M - p,)2 = l:[(Xi -M) + (M- J-LW 

L:<xi- M) 2 + l:<M- p,)2 + 2(M- p,) L:<xi- M) 

(6.45) 

dove nell'ultimo passaggio si è sfruttato il fatto che l:i{Xi - M) = O. Ora 
osservate bene la (6.45) : essa indica che la dispersione dei dati intorno alla 
media vera è pari alla dispersione dei dati intorno alla media campionaria più 
un termine che tiene conto della dispersione della media campionaria intorno 
alla media vera. Questa somma di fluttuazioni è proprio l'origine del termine 
N- l. Infatti, invertendo la {6.45), abbiamo: 

(6.46) 

Applichiamo ora l'operatore di media a tutti i membri di questa relazione, 
seguendo la tecnica discussa nel par. 2.11. Dalle (2.61, 4.8, 6.39) otteniamo: 

(~(Xi - M) 2
) = _2: ({Xi - M)2

) = _2: ({Xi - J-L?)- N ((M- p,)2
) 

= ( 2() e72
- N~ = Ne72

- e72 =(N- l ) e7
2 

• {6.47) 

Si ha in definitiva la giustificazione della seconda delle (6.44), poiché risulta 
che lo stimatore S2 è non distorto in quanto gode della proprietà (2.78): 

(6.48) 

La varianza campionaria (non corretta) 

{6.49) 

è un esempio di stimatore non corretto o distorto (biasecl) . Infatti dalla (6.47) 
risulta: 

(6.50) 
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Come abbiamo già accennato nel par. 2.11, uno stimatore è distorto quando la 
media degli stimatori TN, calcolati da un campione di dimensione N, differisce 
dal limite per N -+ oo (2.76) dello stimatore. Nel nostro caso, la media 
differisce dal parametro che si vuole stimare, che è la va.rianza, per un fattore 
(N - l) l N = l - l l N. Il termine l j N si chiama fattore di distorsione {bias }; 
nel nostro caso però esso si annulla al limite per N = oo. Si dice allora che 
lo stimatore è asintoticamente corretto, poiché la media di stimatori ottenuti 
con N sufficientemente grande è molto vicina al lirn1te in probabilità dello 
stimatore. Tutti questi concetti saranno poi approfonditi nel cap. 9. 

L'equazione (6.48) si può anche interpretare richiamando il concetto di 
gradi di libertà, introdotto per la prima volta nel par. 3.9 a proposito della 
distribuzione x2 . Se si stima la media dai dati, la somma degli N quadrati 
degli scarti è in realtà formata da N - l termini, perché la media è vincolata 
ad essere proporzionale alla somma dei dati. La varianza di un campione è 
pertanto una grandezza univoca, a patto che la media dei quadrati degli scarti 
venga fatta sui gradi di libertà della statistica. In modo abbastanza generale, 
possiamo quindi dire: 

Definizione 6.3 (Gradi di libert à di una statistica) . n numero dei gradi 
di libe1·tà 11 di una statistica T = t(X1 ,X2, .. . ,·XN, O) dipendente da un 
ins·ieme noto di parametri O, è dato dal numero N di variabili del campione 
meno il numero k di parametri O stimati dai dati: 

v =N -k. (6.51) 

Cerchiamo ora di trovare ... la varianza della varianza. Questo non è un 
paradosso, perché la varianza. campionaria, come la media, è una variabile 
aleatoria, che tende alla varianza vera per N -7 oo . Analogamente a quan
to abbiamo fatto per la media, possiamo applicare l'operatore varianza alle 
quantità s~ e 8 2 della (6.44) ed applicare la trasformazione (5.74). n for
malismo operatoriale, definito nelle (2.59, 2.66) e già applicato nella (6.47), 
semplifica di molto il calcolo, almeno nel caso di S~ . Abbiamo infatti: 

Var[S~J = ~2 ì:: Var[(Xi- JL) 2
) = ~2 L [\(Xi - 11f)- ((Xi- JL)2

/ ] 

i i 

= ~2 [NLl4 -Na4) = ~ (Ll4.- a4
), 

dove il momento di ordine 4 è stato indicato con la notazione della (2.58) . 
Sostituendo ai valori veri .:14 e a2 i valori stimati dai dati s~ e 

D4 = ~ Ì:(Xi- JL) 4 
, 

i 

otteniamo la relazione: 

(6.52) 
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che permette di scrivere ad lu l'intervallo di confidenza della varianza come: 

u2 E s2 ± u[S21 = s2 ± ~ 
l' ~' l' V-N· 

Un calcolo di questo genere può essere ripetuto per la varianza S2
, ma in 

questo caso bisogna tenere conto anche della varianza della media campio
naria M intorno alla media vera. li risultato finale, abbastanza laborioso da 
ottenere, mostra che, rispetto alla (6.52), compaiono termini correttivi di or
dine l/N2 che pertanto, per grandi campioni, possono essere trascurati. La 
(6.52) può allora essere utilizzata anche in questo caso, sostituendo ad N il 
numero (N - l ) di gradi di libertà. Nel seguito utilizzeremo la notazione: 

l 
s~ ± J D4

; st media nota, 

u 2 E 

s2 ± ffi media ignota . 

(6.53) 

Quali sono i livelli di confidenza da associare alla (6.~3)? Si può mostrare che 
la varianza campionaria per variabili X qualsiasi tende alla densità gaussiana, 
ma solo per campioni con N > 100. Se le variabili del campione sono gaus
siane, allora, come vedremo meglio nel prossimo paragrafo, la distribuzione 
campionaria della varianza è riconducibile alla densità x2 , la. quale converge 
alla. densità gaussiana un po' più velocemente, all'incirca per N > 30. In 
generale la variabile aleatoria "varianza campionaria" tende a diventare una 
variabile gaussiana molto più lentamente della corrispondente media cam
pionaria, che lo è già per N > 10. Questo fatto è del t.utto naturale se si 
tiene cont.o che nella varianza la combinazione delle variabili campionarie è 
quadratica invece che lineare. 

Per trovare l'intervallo di confidenza. della. deviazione standard, cono
scendo l'intervallo [s~, s~] della. varianza. per un CL assegnato, basta porre 
u E [Jsi, JSIJ. In modo approssimato, basta applicare la legge di trasfor

mazione non lineare (5.56), dove x= s2 e z = s = fi =#.Ritenendo solo 
il primo termine, abbiamo: 

l 2 D4 - s4 
Var[S} :: 4S2 Var[S J = 4(N- l )s2 

L'intervallo di confidenza ad lu per la deviazione sta.ndard è allora.: 

uEs± 
D4- s4 

4(N -l)s2 ' 
(N > 100 , CL gaussiani) . 

(6.54) 

(6.55) 

Se le variabili che compongono il campione sono gaussiane, allora vale la. 
relazione (3.33) L14 = 3 u4 , e le (6.53, 6.55) divengono rispettivamente: 
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a 2 E s2 ± a2 V 2 
a E s ± rJ 

N- l ' J2(N - l) ' 
(6.56) 

da cui, per CL= l- o : 

s2 s2 
---- -;:::=== < a2 < - -----r;:=:;:;:::::::===. 
1 + tl - a/2V2/(N- l) - - 1 - t1-a12J2/(N- l) ' 

(6.57) 

s s 
<a< ' 

l+ t l- a/2v'l/[2(N- l )) - - 1- tl-a/2Vl/[2(N -l)) 
(6.58) 

dove t1-a;2 sono i quantili della densità gaussiana e dove a N -l va sostituito 
N se le dispersioni sono calcolate rispetto alla media vera. 

Le formule (6.43, 6.53, 6.55, 6.57, 6.58) risolvono il problema della stima 
di media, varianza e deviazione standard per grandi campioni. A volte, in
vece delle (6.57, 6.58), si usano un po' impropriamente le (6.56) dove a a si 
sostituisce s nella formula dell'errore. Daremo tra breve alcuni esempi di sti
me statistiche, dopo che avremo trattato il problema della stima con piccoli 
campioni. 

6.11 Stima di media e varianza da piccoli campioni 

La stima di media e varianza per piccoli campioni (N < 20,30 per la media 
e N < 100 per la varianza) porta ad intervalli e livelli di confidenza che 
dipendono dal tipo di popolazione del campione. Per questa ragione non è 
possibile, a differenza di quanto appena visto per i grandi campioni, arrivare 
in questo caso a formule di validità generale. 

Thttavia, applicando le nozioni di calcolo delle probabilità che abbiamo 
fin qui sviluppato, è possibile arrivare a una soluzione semplice e completa 
almeno per il caso più frequente ed importante, quello relativo ai campioni 
estratti da densità gaussiane. 

La teoria dei campioni gaussiani si basa su due punti fondamentali. Il 
primo punto è che, come mostrato nell'esercizio 5.3, la media campionaria M, 
se è la somma di N variabili gaussiane, è anch'essa gaussiana per qualunque 
N . Allora, in base alla (6.39), anche la variabile 

M-J.L r;:; 
--v N 

a 

è una variabile standard gaussiana per qualunque N, cioè una quantità 
pivotale. Il secondo punto può essere condensato in due importanti teoremi: 

Teorema 6.1 (Indipendenza di M e S2 ). Se (X1 ,X2 , ... ,XN) è un cam
pione casuale di dimensione N estratto da una popolazione avente densità 
normale g( x; J.L, a), M ed S 2 sono variabili aleatorie indipendenti. 
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Dimostrazione. Dato che le Xi sono variabili gaussiane indipendenti, esse 
hanno una densità congiunta prodotto di N gaussiane monodimensionali. 
Introducendo le variabili standard Ti = (Xi - J.L)/(T, la densità congiunta 
diventa: 

g(t ) = (21r~N/2 exp [-~t,tt] (6.59) 

È facile verificare le relazioni: 

(6.60) 

dove M = Li Xi/ N, M t = Li Ti/ N sono le medie campionarie di X e T ed 
S 2 è data dalla (6.44) . 
Poiché la gattSsiana standard g(t) ha simmetria sferica, essa ha forma 
funzionale invariante per trasformazioni ortogonali del tipo 

N 

Ti= L aiiZJ , 
j=l 

N N 

L Tf= l: Zf, (6.61) 
i=l i=l 

corrispondenti ad una rotazione degli assi. Le mwve variabili Zi sono anch'es
se gaussiane standard indipendenti N(O, l). Scegliamo ora ttna trasformazione 
ortogonale che soddisfa alle (6.61} e tale che: 

dove si è tenuto conto delle (6. 60} e del fatto che 2::~1 = N. Risulta dunque 
che la (6.59) si può scrivere come: 

Dal teorema di fattorizzazione 4.1 segue allora l'indipendenza di M e 5 2 • Ili 

Teorema 6.2 (Varianza campiònaria). Se (X1 ,X2, ... ,XN) è un cam
pione casuale estr·atto da una popolazione avente densità normale g( x; J.L, (T), 
la variabile 
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(6.62) 

ha densità (3.10} x2 ridotto con N- l gradi di libertà. Essa è pertanto una 
quantità pivotale rispetto a a2 • 

Dimostrazione. Dal teorema precedente r-isulta che (N- 1)S2 ja2 è somma 
dei quadrati di (N -l) variabili standard indipendenti Zi (i= 2,3, ... ,N), 
da cui l 'asserto. 
Si noti che dividendo la (6.46} per a 2 e scambiando i termini risulta: 

"' (Xi - 1-4)2 

6 a2 
·i 

'--v----' 
N gradi di libertà 

in accordo col teorema di additività 3.4 delle variabili x2 • o 

L'intervallo di confidenza per la media può allora essere trovato sfruttando i 
risultati dell 'esercizio 5.5. Infatti la variabile (5.41), che in questo caso vale: 

(6.63) 

essendo il rapporto tra una variabile gaussiana standard e la radice quadrata 
di una variabile x2 ridotto, tra loro indipendenti, si distribuisce secondo la 
nota densità di Student con N -l gradi di libertà, i cui quantili sono tabulati 
in Tab. D.2 (notate che nella (6.63) compare N, ma che la variabile T ha 
densità con N- l gradi di libertà). La (6.63) mostra che l'uso della variabile 
di Student permette di eliminare dall'intervallo di confidenza la varianza vera 
(incognita) a2 e di definire una quantità pivotale per la stima di f-4· Infatti, 
se t 1- o:;2 = - t 01;2 sono i valori quantili di T corrispondenti al livello di 
confidenza CL= l- a fissato come in Fig. 6.8, invertendo la (6.63) si ha: 

s s 
m- t1 -a;z m :::; P-:::; m + t1-0112 VF1 . (6.64) 

Come è facile vedere dalla Tab. D.2 e dalla Fig. 5.4, per n > 20,30 la densità 
di Student in pratica coincide con la densità gaussiana e la (6.64) coincide 
con la (6.43). 

Rimandiamo a tra poco gli esercizi suLl'uso di queste formule ed occu
piamoci prima della stima della varianza. In questo caso la (6.62) fornisce 
la quantità pivotale 8 2 ja2 "'x~(N -l). Seguendo il procedimento indicato 
nelle (6.11, 6.12) , definiamo prima l'intervallo di probabilità: 

2 S2 2 
XR(01):::; 2 :::;XR(l-e>/2) > a 

(6.65) 
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s(t) a) b) 

CL= l-a CL=l-a 

-t t 
1-a/2 1- a/2 

x2 x2 
R(a/2) R ( l-ll/2) 

Fig. 6.8. Intervalli di confidenza associati ai valori quantili ta;z < t 1- a;2 del
la variabile di Student a) e della variabile chi-quadrato ridotto b) nelle stime di 
media e varianza con piccoli campio1ù gaussiani 

dove X~(a/21 , X~(l-a-}2) sono i valori quantili della v~iabile QR corrispon
denti allivello di confidenza CL prefissato, come mostrato in Fig. 6.8. Quin
di, dall'intervallo (6.65) otteniamo per inversione l'ntervallo di stima della 
va.rianza in corrispondenza di un valore misurato s2 : 

2 2 

2 
s :::; CJ2 .:::; 

2 
s , N - l gradi di libertà . 

Xn(l- a/2) XR(o:/2) 

(6.66) 

I quanWi a sono legati allivello CL dalle (6.14) . 
L'intervallo di confidenza per la deviazione standard è dato semplicemente 

da: s s 
<CJ< . 

Jx~(l-a/2) - - Jx~(a/2) 
(6.67) 

Per valori N > 30, la densità x2 può già considerarsi quasi gaussiana, quindi 
simmetrica, centrata sul valor medio (QR} =l e con deviazione standard 

CJv =: CJ [QR] = J N~ l ' 

in accordo con le (3.69). In questo caso si possono scrivere i valori quantili 
come: 

X~(a/2) =l- t1 a/2 CJ.., • ~(1-a/2) =l+ tl - a/2 CJv > 

e l'ampiezza dell'intervallo di confidenza con CL= l - a diventa: 

s2 sz 
----- < (J2 < -----
1 + tl - a/2 CJv - l- tl-ll'/2 CJv 

che coincide con l'intervallo (6.57). 

{6.68) 
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6.12 Come utilizzare la teoria della stima 

Nei paragrafi precedenti abbiamo dedotto le formule fondamentali della stima 
di parametri. Esse sono quelle di uso corrente nelle analisi dei dati e vengono 
impiegate nei campi più diversi, dalla fisica, all'ingegneria e alla biologia. D 
quadro d 'insieme è riassunto nella Tab. 6.3. 

Tab ella 6.3 . Gli intervalli di confidenza ad lu e le distribuzioni da utilizzare per 
i livelli di confidenza (CL) nella stima di parametri. I campioni con N> 30 per la 
stima della media ed N > 100 per la stima della varianza sono detti in statistica 
grandi campioni 

VARJAB!Ll GAUSSIANE VARIABILI QUALUNQUE 
INTERVALLO (JL iNTERVALLO CL 

P robabilità 

Nf < 10 - - eq. (6.21) bino-
mia! e 

Nf > 10 - - f ±v /(1- f) Gauss N(l- f)> 10 N 
M edia 

N< 30 m± _s_ 
..;N 

Student ~m±-s-
- ..;N ? 

N> 30 m±-s-
..;N 

Gauss m±-s-
..;N 

Gauss 

Varian za 
2 2 

:::: 8 2 ± VD4- s
4 

N< 100 _s_ < 0"2 < _s_ 2 ? 
Xkr- - Xk2 XR N-l 

N> 100 eq. (6.57) Gauss 2 ± VD4 - s
4 

8 
N-1 

Gauss 

D ev. Std 

N< 100 lf lf Maxwell ::::s ± 
04- s4 

? ~O"~ -2-
4s2(N- l) XR2 

N> 100 eq. (6.58) Gauss s ± 
D4- s4 

Gauss 
4s2(N- l ) 

La tabella mostra che, per quelli che in statistica vengono detti grandi 
campioni (N > 30 per la media ed N > 100 per la varianza), le formule 
ottenute risolvono il problema della stima in modo semplice e generale. 

Risulta altresì evidente che il caso relativo alla stima della media e della 
dispersione per piccoli campioni non gaussiani resta ancora non ben definito. 
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Thttavia, questo è un caso che nella pratica capita assai raramente e per il 
quale non è possibile dare una soluzione generale, in quanto sia gli intervalli 
sia i livelli di confidenza dipendono dal tipo di distribuzione coinvolta nel 
problema. Le soluzioni, per alcuni casi di particolare interesse, si trovano nelle 
riviste specializzate o in libri un po' più tecnici del nostro. Se sfortunatamente 
vi capiterà di dover risolvere un problema di questo genere, potete consultare 
il testo (58J ed i riferimenti lì riportati.. 

Dalla Tab. 6.3 risulta che tutte le varianze degli stimatori frequenza, me
dia, varianza, ecc. per grandi campioni sono della forma CJ5/N, dove CJo è una 
costante. Risulta pertanto pienamente verificata la condizione di Kolmogorov 
(2.75), sufficiente per la convergenza quasi certa di tutte queste stime verso 
i valori veri. Anche la convergenza debole risulta pertanto verificata, come 
si può vedere direttamente dalla disuguaglianza di Tchebychev. Infatti, la 
(3.91) può anche essere messa nelle forme: 

(72 

P{JX - ~tJ2: t}~ 2 , 
€ 

dove, nell'ultima forma, si è posto I<:::: t:.jCJ. Se ora T= TN è uno stimatore 
di Tab. 6.3, Var[TN) = CJ'JjN ed otteniamo: 

Per N -1 oo, la (2.72) è quindi verificata. La convergenza quasi certa. della 
media campionaria verso la media vera con l'aumentare delle dimensione del 
campione è detta anche legge dei grandi numeri. 

Copiando dal nostro sito la routine Stimvs e studiandone il codice, potete 
esplorare numericamente le formule per la stima di media e varianza nel caso 
gaussiano, per piccoli e grandi campioni. 

Esercizio 6. 7 ~-.itmO~ ~,._..- ~ ?l-"..:::.J!~ ~'""-=-~ -· -:-'J:li'li. .:2"~-~lfl.O. ~1:r 

Un campione gaussiano contenente N elementi ha media m = 10 e deviazione 
standard s = 5. Stimare, con un livello di confidenza del95%, media, varianza 
e deviazione standard nei due casi N= 10 ed N= 100. 

Risposta. Poiché il campione è gaussiano, possiamo utilizzare le {6.64, 6.66, 
6.61}, che richiedono la valutazione dei quantili o: = 0.025 e 0.975 delle di
stribuzioni di Student e x2 . Queste distribuzioni sono tabulate nell'appendice 
D. 
Poiché la densità. di Student è simmetrica, dctlla Tab. D.2 r-isulta: 

- t _ t _ { 2.26 per N = IO (9 gradi di libertà) 
'0·025 - 0·975 - 1.98 per N = 100 (99 gradi di libertà) 

Dalla (6.64) otteniamo allora la stima della media: 
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f.L E 
5 

10 ± 2.26 t=iA = 10.0 ± 3.6 (N= 10, CL= 95%) 
v lO 

ft E 
5 

10 ± 1.98 r:;-;v; = 10.0 ± 1.0 (N = 100, CL = 95%) . (6.69) 
vlOO 

Per la stima della dispersione, dobbiamo 7'icorrere ai quantili della densità 
X~· Dalla Tab. D. 3 otteniamo: 

,2 , 2 = { 0.30 , 2.11 per N= 10 (9 gradi di libertà) 
Xno.o25> XR0.975 0.74, 1.29 per N= 100 (99 gradi di libertà). 

Dalla (6.66} e dalla sua radice quadrata otteniamo allora la stima della 
varianza e della deviazione standard: 

(J2 E [i.fl ' ;.~ J = [11.9 ) 83.3] (N= 10, CL= 95%) 

(J2 E [ 12~9 ' 0~;4] = [19.3 ' 33.8] (N = 100, CL= 95%) 
(6.70) 

(J E [.Jill, J83.3] = [3.4) 9. 1) (N= 10, CL= 95%) 

(J E rv'l9.3 , v33.8J = (4.4 , 5.9J (N = lQO, CL = 95%) . 
(6.71) 

Come utile confronto, applichiamo le formule ap1n·ossimate, che presuppon
gono livelli di confidenza gaussiani. Dall'esercizio 3.8, oppure direttamente 
da Tab . D.1, ricaviamo che in corrispondenza di CL= 0.95 si ha t= 1.96. 
Per la stima della media possiamo allora utilizzare la (6.43): 

5 
p, E 10 ± 1.96 r,n = 10.0 ± 3.1 (N= 10) , 

v lO 

5 
p, E lO± 1.96 r:;-;v; = 10.0 ± l. O (N = 100) , 

vlOO 

la quale fornisce {entro gli arrotondamenti} un risultato identico alle {6.69} 
per N = 100, ed un risultato leggermente sottostimato per N = 10. Infatti, 
come si può vedere dalla Fig. 5.4, le code della densità di Student sottendono 
ar·ee leggermente maggiori di quelle sottese dalla gaussiana standard. 
Pe1· stimare in modo approssimato i paramet1·i di dispersione con CL = 95%, 
utilizziamo le {6.57, 6.58) ancora con t= 1.96: 

a
2 

E [l+ l.~~J2/9 ' l_ 1.~~)279] = (13.0 , 328.7} (N= 10) , 

a
2 

E [ l+ l.::J27§9' l_ 1.g
2:J2/99] = [19.5 , 34.8] (N = 100) , 

CJ E (3.6, 18.1] (N= lO) , 

CJ E [4.4, 5.9] (N = 100) . 
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Se confrontiamo questi risultati con i risultati corretti (6. 70, 6. 71), vediamo 
che le dispersioni approssimate sono accettabili solo per N = 100. Si possono 
usar'e anche le (6.56) con s ~ u nei termini a destra, ottenendo gli intervalli 
u2 E [1.9, 47.1], u E [2. 7, 7.3] per N = 10 e u 2 E [18.1, 31.9], u E [4.3, 5.7] 
per N = 100 . Come si vede, per grandi campioni si possono usare anche le 
(6.56). Potete anche risolvere il problema con la routine SÙmvs .. . 
w~~~~·ou:•J:'I4:t'*&WW 

E sercizio 6.8 ~~~KlH.IM*:C~~ 
L 'analisi di un campione di 1000 resistenze elettriche del val01·e 1000 n 

prodotte da una ditta ha mostrato che i valori si distribuiscono a]Jprossimati
vamente secondo una gaussiana di deviazione standar-d s = 10 n (in effetti i 
processi di produzione delle resistenze a impasto seg1wno abbastanza bene le 
condizioni del teorema Limite Centrale 9.1). Si decide di mantenere costante 
questo standard d'i produzione effettuando un controllo di qualità misurando 
periodicamente con un multimetro di grande accuratezza un campione di 5 
resistenze. Definire i limiti statistici del controllo di qualità ad un livello di 
confidenza del 95%. 

Risposta.. Dobbiamo assumere il valore nominale delle· resistenze come valore 
medio vero della produzione: jJ' = l 000 n. 
La dispersione vera dei valori delle resistenze intorno alla media si può stima
re dalla misura fatta sul campione di 1000 resistenze, applicando con s :::= u 
la (6.56): 

s 
f7 E s ± = 10.0 ± 0.2 , 

J2(N - l) 

da cui si vede che il campione di 1000 resistenze consente di stimare la di
spersione con 'una incertezza r-elativa del 2 %. Possiamo pertanto assumere 
.s = lO n come valore vero della deviazione standard. 
Dato che si è osservato un campione di tipo gaussiano, dalla tab. D.J JJOS

siamo dire che entro 1000 ± 1.96 o:::= 1000 ± 20 n cadrà il95% dei valori. In 
sostanza solo 5 resistenze su cento devono stare al di fuori di 

980fl ~ R $ 1020!l. (6.72) 

n problema è ora istituire dei controlli sulle resistenze prodotte per verificare 
che le condizioni iniziali si mantengano ragionevolmente costanti. 
Campionando 5 resistenze, possiamo istit1tire un buon controllo di qualità 
attraverso la media del campione. Infatti, se vengono assunti come valori 
veri 

JJ, = 1000 n , u :::= s == 10 n , 
in base alla (6.40), la media campionaria di 5 elementi sarà compresa nell'in
tervallo 

(j 

J.L ± v'5 = 1ooo.o ± 4.5 n .(6.73) 
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con livelli di confidenza gaussiani. In questo caso la distribuzione di Student 
non va usata, perché il campione è gaussiano ed abbiamo supposto di cono
scere la deviazione standard vera. Se questa non fosse nota dalla misura delle 
1000 resistenze, essa andrebbe dedotta dal campione ridotto delle 5 resistenze 
campionate; varrebbe ancora la (6. 73), ma in questo caso avr·emmo al posto 
di a la deviazione standard s delle 5 resistenze, e i livelli di confidenza segui
rebbero la distribuzione di Student con 4 gmdi di libertà, dato che N < 10. 
Per un primo controllo di qualità si p71,ò allora utilizzare la {6. 73}, con un 
livello di confidenza del 95%, che dalla Tab. D.t risulta associato ad un in
tervallo di circa ± 1.96 a. In questo caso la p1·obabilità di sbagliar·e gi~tdicando 
la produzione scadente è del 5%. 
Un primo controllo di qualità segnaler·à allora una possibile cattiva produzione 
quando la media del campione è al di fuori dell'intervallo 

1000 ± 1.96 . ~ ~ (1000 ± 9)J? , 

ovvero 

991 n~ rn(R) ~ 1009 n (I controllo qualit~, CL== 95 %) . (6.74) 

Il controllo globale può essere ulteriormente perfezionato verificando anche 
che la deviazione standard del campione non superi il valore iniziale di IO n. 
Infatti, invertendo la (6.67} e prendendone l'estremo superiore abbiamo: 

(6. 75) 

dove a= 10 n e Xha è il valore di QR(4), la variabile x2 ridotto con 4 gradi 
di libertà corrispondente al livello di confidenza prestabilito. Per un CL = 
95%, dalla tabella D.3 otteniamo: 

X~o.9s = 2.37 , 

e quindi: 
s ~ 10 . .J2.37 ~ 15 n . 

Il secondo controllo di qualità segnalerà allora una possibile cattiva produzione 
quando la dispersione del campione di 5 1'esistenze supera il limite di 15 n: 

s(R) ~ 15 n (II controllo qualità, CL= 95%) . 

Se si richiede che i cont?·olli di qualità I e II siano contemporaneamente sod
disfatti, si assicura il mantenimento cm-retto sia del valore nominale sia della 
dispersione iniziale delle resistenze elettriche, entro il livello di confidenza ar
bitrariamente scelto. 
Avendo richiesto un CL= 0.95, avremo un superamento di questi limiti me
diamente 5 volte su cento. Un segnale fuori dalla fascia di confidenza, ma 
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Fig. 6.9. Carta di controllo per il caso della produzione di resistenze elettriche 
discusso nell'esercizio 6.8 

entro i limiti della statistica prevista, si chiama falso allarme. La situazione 
viene spesso sintetizzata graficamente nella carta di controllo della qualità, 
in cui si sceglie una zona di normalità, al di soz)ra o al di sotto della quale vi 
sono due fasce di allarme ed al di fuori di queste la zona proibita. 
La Fig. 6.9 mostra una possibile carta di controllo per il valor medio delle 
resistenze, relativa al problema che stiamo discutendo: La zona di normalità 
corrisponde all'intervallo (6. 74) di ampiezza ±1.96 a; la zona di allarme va 
da 1.96 a 3.0 a, mentre la zona proibita è al di fuori di ±3.0 a. Un valore nella 
zona proibita può capitare in condizioni normali solo 9 volte su l 000 controlli 
(legge 9a), un evento che può giustificare la sospensione della produzione e 
l'attivazione dei processi di manutenzione delle macchine (attenzione: questa 
è una decisione soggettiva che può variare da caso a caso). 
Come esercizio, utilizzando la {6. 75) potete fare una carta simile (carta S) 
anche per la dispersione. 
Nella zona di allarme mediamente dovremo avere 5 valori ogni cento control
li, vale a dire una probabilità a priori 1 = 0.05. n controllo di qualità può 
allora essere ulterio1mente raffinato segnalando se capita un numero eccessi
vo di falsi allarmi, anche in assenza di segnali nella zona proibita. Se n è il 
numero di falsi allarmi avuti in N controlli si può applicare la (6.20), poiché 
qui assumiamo di conoscere la probabilità vera r: 

n -1N =46 n-0.05N 
tn= JNr(l-!) . VN ' (6.76) 

ed arrestare la produzione, applicando ancora la legge 9a, quando tn > 3.0. 
Per una variabile gaussiana, questo valore corrisponde a una probabilità 
di sbagliare di :::::.: 1.5 per mille. L'approssimazione gaussiana è lecita per 
n > 10, cui c01"risponde Nr > 10, cioè N > 200 nella (6. 76). Per 
N = 200, risulta che bisogna procedere alla manutenzione se n > 19. 
~~~~~~~~~~~~~~~ 
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6.13 Stime da una popolazione finita 

Nelle stime fin qui eseguite abbiamo supposto che la popolazione fosse costi
tuita da un insieme infinito di elementi. I risultati ottenuti valgono anche per 
popolazioni finite, a patto che, dopo ogni prova, l'elemento estratto venga 
reinserito nella popolazione (campionamento con reimmissione). È intuitivo 
però che vi siano delle modifiche da fare nel caso di campionamento senza 
reimmissione da una popolazione finita, poiché, se si esaurisse la popola
zione, le quantità in esame diventerebbero certe e non sarebbero più stime 
statistiche. Iniziamo con la 

D efinizione 6.4 (Campione casuale da una popolazione finita). Un 
campione S di N elementi estratto da una popolazione finita di N'P elementi 
è detto casuale se è uno dei Np!j[N!(Nv- N)!] possibili insiemi ognuno dei 
quali ha la stessa probabilità di essere scelto. 

Se X è la variabile aleatoria che si vuole stimare attraverso il campione S, 
possiamo seri vere: 

l N l Np 

M= N LXi = N :L x~Ii, (6.77) 
i=l i=l 

dove la seconda somma è fatta su tutti gli elementi N p della popolazione e Ii 
è una variabile indicatrice (vedere eq. 2.8), definita come: 

l · _ { l se Xi E S , 
t - O altrimenti. 

Ii è una variabile binomiale a due valori e corrisponde pertanto al numero di 
successi che si possono ottenere in un solo tentativo, di probabilità N /N w Si 
ha pertanto: 

Var[J·] = !!_ (1- !!_) 'Vi ' N N ' . p 'P 
(6.78) 

Otteniamo allora: 

(6.79) 

da cui si vede che anche in questo caso la media campionaria è uno stimatore 
corretto della media vera. 

'1\·oviamo ora la. varianza. della somma delle variabili campionate; ricor
dando la (5.65) possiamo scrivere: 

(6 .80) 
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n calcolo della covarianza di (Ii, I1) richiede la conoscenza della media (Iiij)· 
Ricorrendo alle definizioni generali di pagina 57 e scrivendo solo i valori non 
nulli, abbiamo: 

Dalla (4.25) di pagina 117 possiamo esprimere la covarianza come: 

N N-l N 2 N(N,-N) 
Cov[Ii,I;] =(Iii;)- (Ii) (!3) = N, N, _ 1 - N'J =-N'J(N, _ l ) 

Inserendo questo risultato nella (6.80) abbiamo: 

(6.81) 

Ricordando che c~=i Xi)
2 = Li x~ + 2 L i L j<i XiXj, dopo un po' di facile 

algebra otLeniamo infine: 

v., [~x,I;] =N<::~:) ((x'HXl') , (6.82) 

dove (X2) = LXl/N, e (X)2 = (LXi) 2JN:. La va.ria.nza della media 
campionaria vale allora: 

= N, - N (l 2) 2) 
Var(M) = N(N, _ l ) ,x - (X) 

= Va~X] ~-=-~ ~ Va;JXJ (l- ~) .(6.83) 

Questa equazione è il risultato fondamentale per la stima da popolazio
ni finite: dal confronto con le formule analoghe per popolazione infinita di 
Tab. 6.3, si vede che le varianze di medie, frequenze e proporzioni, calco
late da campioni estratti da popolazioni finite, vanno corrette col fattore 
(N,- N)j(N.p- l ) ~ {l - NJN,). Lo stesso fattore va applicato se nella 
(6.83) alla varianza vera a2 si sostituisce quella stimata s2

. 

Ad esempio, nel caso dell'esercizio 6.1, considerando 30 milioni di elettori, 
la correzione sarebbe dell'ordine di Jl - 3/30 000. Diverso è il caso dell'estra
zione senza reimmissiooe da un 'urna: se la frequenza delle biglie di un certo 
tipo fosse ad esempio f = 15/30 = 0.50 e l'urna contenesse 100 biglie, l'errore 
della frequenza passerebbe da J0.5(1 - 0.5) /30 = 0.09 (popolazione infinita) 

al valore J0.5(1 - 0.5)/30 J70j99 = 0.08. La varianza si annullerebbe se si 
estraessero Lutte le 100 biglie. 
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La varianza campionaria, a differenza della media, deve essere corretta 
per popolazioni finite. Infatti, dalle (6.47, 6.83) si ha: 

2 Nv 
=CJN-1· 

p 

(6.84) 
Risulta allora che lo stimato re non distorto per la varianza di una popolazione 
finita vale: 

(6.85) 

La correzione per la varianza Var[S2] è più complicata e può essere trovata 
in [52] . 

6.14 Verifica di una ipotesi 

Abbiamo già accennato alla verifica delle ipotesi negli esercizi 3.13-3.17. Ap
profondiamo ora l'argomento considerando la verifica (accettazione o rifiuto) 
di una ipotesi, detta ipotesi nulla o, più semplicemente, ipotesi. L'argomento 
verrà poi completato più avanti, nel cap. 9, dove discuteremo i criteri per 
ottimizzare le scelte tra più ipotesi in alternativa. 

Consideriamo dunque la densità di probabilità p(x; B) della variabile X 
definita nella (6.2), dipendente da un parametro Be supponiamo che, in base 
ad argomenti a priori o a stime statistiche, venga assunta l'ipotesi B = 00 . 

Se l'esperimento fornisce un evento {X = x}, occorre decidere se accettare o 
meno il modello corrispondente all'ipotesi, in base al risultato ottenuto. Lo 
schema che si utilizza è in genere quello di Fig. 6.10: come si vede, l'intervallo 
di variabilità di X viene suddiviso in due regioni, una regione favorevole 
all'ipotesi ed una regione contraria, detta regione critica. I limiti di queste 
regioni sono date dai valori quantili Xoe/2> x1 _ 01; 2 , corrispondenti ad un livello 
di signifìcatività a stabilito a priori, detto anche livello del test. Si rifiuta 
l'ipotesi se il livello di signifìcatività osservato a:0 < a, la si accetta in caso 
contrario. 

Avendo osservato l'evento {X= x},nell'ipotesi corrispondente ap(x;Bo), 
di media p, occorre quindi calcolare le probabilità: 

P{X <x} = a:0 , test a una coda (a sinistra), 

P{X >x}= a:o , test a una coda (a destra), 

P{IX- Pl > lx - ~ti } = ao , test a due code. 

(6.86) 

(6.87) 

(6.88) 

Se si scarta l'ipotesi, la probabilità di sbagliare, cioè di ottenere per puro 
caso valori "nelle code", per i quali le (6.86-6.88) danno a:0 < a essendo vera 
l'ipotesi, non supera mai a:. Questo tipo di errore è detto di I tipo (scartare 
una ipotesi giusta), per distinguerlo dall'altro possibile errore (accettare una 
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unacoda a) 
p( x: El o) 

"t- a 

-~-si accetta l'ipotesi si rifiuta 
l'ipotesi 

duecode b) 
p(x; Elo) 

x 

X a/2 x 1- Cl/2 

si rifiuta i si acceua l'ipotesi! s:.riliuta 
l' ipote.~i l 1potes1 

F ig . 6.10. Test a una coda a) o a due code b). L'uso dell'uno o dell'altro dipende 
dal tipo di problen1a, come evidenziato dagli esempi discussi nel testo. Il livello 
confidenza CL è il valore dell'area ombreggiata definita dai valori quantili Xl-a , 

Xa/2 e Xl-t>/2· n livello del test a = l -CL è il valore dell'area delle code al di 
fuori dell'intervallo di confidenza 

ipotesi sbagliata), detto di II tipo, che verrà trattato più avanti. Il valore a 
viene anche detto dimensione dell'errore di I tipo. 

n livello di signifìcatività osservato ( significance leve0 definito nelle (6.86-
6.88), che indicheremo spesso con SL, nella letteratura inglese viene detto 
anche p-value. 

La verifica di una ipotesi può essere fatta anche con statistiche T = 
t(X1>X2, . . . ,XN) che stimano il valore del parametro e, cioè con degli sti
matori. In questo caso alla densità p( x; 00) attribuita al campione si deve 
sostituire la densità della distribuzione campionaria dello stimatore e tutto 
procede come appena spiegato. Se lo stimatore non è distorto, in base alla 
(2.78), (TN(X)) = Bo . Stabilito allora un valore a per il livello del test, si 
rigetta l'ipotesi se, ottenuta una stima {T= t 0}, risulta: 

P{T < to} = SL <a , test a tma coda (a sinistra), 

P{T > to} = SL <a , test a una coda (a destra) , 

P{IT- Bo l > ito- Bol} = SL <a, test a due code. 

(6.89) 

(6.90) 

(6.91) 

n livello del test a viene scelto in modo arbitrario. In genere si scelgono 
valori piccoli, di circa 1'1-5%. Se l'evento ha un SL minore di a:, esso si trova 
nelle code della densità di riferimento. In questo caso si giudica più probabile 
la falsità dell'ipotesi e = 80 che non la sua validità. n caso contrario viene 
interpretato come una fluttuazione statistica, lo scostamento viene attribuito 
al caso e l 'ipotesi viene accettata. 
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Per finire, notiamo che in alcuni casi il confronto tra livello del test ed SL 
presenta ambiguità: 

• per una variabile aleatoria discreta, i livelli SL di due valori contigui pos
sono "stare a cavallo" del valore deciso per il test. Ad esempio, nel test a 
una coda a destra, può succedere che: 

P{X >xl}= SL1 <a< SL2 = P{X > x2} , 

con x, > x2. In questo caso si accetta l'ipotesi se {X= x2}, la si respinge 
se {X = xl}. In alternativa, se si dispone di un generatore di variabili 
uniformi O ~ U ~ l {ad esempio, la routine random di un calcolatore), si 
può randomizzare il test definendo una probabilità p tale che: 

a-SLt 
p= 

SL2- SL1 . 
(6.92) 

Se si verifica l 'evento {X = x1 }, si scarta l'ipotesi se dalla routine random 

si ottiene {U = u ~ p}, la si accetta in caso contrario. In questo modo, 
per costruzione, il livello SL dell'evento coincide esattamente col livello del 
test a; 

• nel caso del test a due code, ad un livello a possono conispondere limiti 
fiduciari diversi, cioè intervalli di estremi diversi ma con lo stesso livello 
di confidenza CL= l -a. Generalmente in questo caso si scelgono i due 
estremi, a destra e sinistra, che sottendono "code" di area uguale a/2. 
Questa convenzione è stata in effetti utilizzata nella (6.88). 

6 .15 Verifica di compatibilità tra due valori 

Affrontiamo ora, per la prima volta, un semplice problema di verifica di 
ipotesi, la verifica di compatibilità tra due valori. 

Supponiamo che siano stati eseguiti due esperimenti o campionamenti 
differenti e che si voglia verificare se i risultati x 1 e x2 sono in accordo tra 
loro, ovvero se i dati provengono dalla stessa popolazione. 

Se alla popolazione si attribuisce una densità nota con parametri fissati 
a priori, allora si può affrontare il problema col calcolo delle probabilità, 
verificando la compatibilità di ogni singolo dato con in valori assunti come 
veri. Esempi di questa tecnica sono stati dati negli esercizi 3.13-3.17. Thttavia, 
spesso i parametri della la densità non sono noti ed è necessario procedere in 
ambito esclusivamente statistico. 

Un modo elegante per affrontare il problema sta nel definire una nuova 
variabile aleatoria differenza 

D =X1-X2, 

la quale ha valore atteso nullo nell'ipotesi che i due valori xl e x2 provengano 
dalla stessa popolazione. 
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Poiché la varianza di una differenza è data, per variabili indipendenti, 
dalle (5.66, 5.67) , possiamo scrivere: 

Var(D) = Var[Xl] + Var(Xz] ::: si + s~ , 
dove nell 'ul timo passaggio si è ut ilizzata l'approssimazione per grandi cam
pioni (si veda la Tab. 6.3) sostituendo ai valori veri incogniti quelli delle 
vaJ:ianze misurate. Possiamo allora definire il valore standard: 

itD I = lx1 - xzl- O = lx1 - xzl 
J si + s~ J si + s~ 

(6.93) 

e calcolarne il livello di significatività secondo le densità di probabilità coin
volte nelle misure. Poiché la (6.93) presuppone l'approssimazione per grandi 
campioni, per il calcolo dei livelli di probabilità si usa quasi sempre la den
sità gaussiana, perché (come mostrato anche nell'esercizio 5.3) la differenza 
di due variabili gaussiane indipendenti è anch'essa gaussiana. 

Generalmente la (6.93) viene usata per confrontare due frequenze oppure 
due medie campionarie. 

Nel caso di due frequenze h ed /2, indicando con N 1 ed Nz (invece che 
con n) il numero di tentativi effettuati nelle due prove, dalla (6.23), valida 
per grandi campioni, si ottiene immediatamente: 

(6.94) 

con livelli di probabilità gaussiani. 
Invece che in termini di probabilità, se N1 = N2 = N, il confronto può 

anche essere fatto in termini di numero di successi x 1 e x 2 , utilizzando sempre 
la (6.93) e la varianza definita nella (6.24): 

[ ( X1) ( Xz )]-1/2 tx = lx1 - xz l X1 l - N + X2 l - N (6.95) 

Se N 1 =l Nz, occorre rinormalizzare uno dei due valori (ad esempio X1 -+ 
x 1NtfNz) ricalcolandone la varianza, ma in questo caso è più conveniente il 
confronto in termini di frequenza, attraverso la (6.94). 

Per il confronto di due medie m1 ed mz, provenienti da due campioni 
diversi con varianze si, s~ e numero di elementi N1, Nz rispettivamente, dalla 
(6.43) si ottiene il valore standard: 

(6.96) 

al quale, se N1, N 2 > 20, 30, vanno ovviamente applicati livelli di probabilità 
gaussiani. 
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Esercizio 6.9 ~ ---~-~"'lJJI:. -'-"' ~ ,.__,_~ . ~";;r·v~ 

Due gruppi di sperimentatori hanno fornito, nella misum di una stessa 
gmndezza fisica, i valori: 

X t = 12.3 ± 0.5 

xz = 13.5 ± 0.8 

ed affermano che entrambe le misure sono di tipo gaussiano. Verificare se le 
misure sono tra loro compatibili. 

Risposta. Dalla (6.93} otteniamo: 

t= 112.3 - 13.51 = 1.20 = 1.27 . 
J(0.5)2 + (0.8)2 0.943 

Poiché si deve trovare lo scostamento assoluto tra le due misure, è necessario 
fare il test a due code. Dalla Tab. D. l risulta: 

P{IT I ~ 1.27} = l - 2. 0.3980 ~ 0.20 ) 

pari ad un livello di significatività del 20%. Poiché la probabilità di sbagliare 
rigettando l'ipotesi di compatibilità è troppo alta, le due misure si devono ri
tenere compatibili. 
Notate bene che non si afferma che le misure sono compatibili, ma solo che 
esse non possono essere messe in dubbio sulla sola base della statistica. Co
me dovreste aver già capito da parecchio tempo, la distinzione può sembrare 
sottile, ma è fondamentale! 

Esercizio 6.10 s;nm"'"fl:';.:- -~~ ~; ,..---~ ....,._;"""""'""'".:' 

In un esperimento di percezione extrasensoriale (ESP) sono state predisposte 
5 scatole, numerate da 1 a 5 e, nella scatola n. 3, è stato posto un oggetto
bersaglio. Duecento persone sono state invitate ad indovinare in quale scatola 
si trovasse il bersaglio e 62 di queste hanno indicato pmprio la n. 9. In una 
prova di controllo con tutte le scatole vuote, facendo sempre credere alla platea 
che in una delle scatole si trovasse un bersaglio, le persone che hanno indi
cato la scatola n . 9 sono state 50. Stabilire se l'esperimento rivela o meno 
effetti ESP. 

Risposta. Se utilizziamo il calcolo delle probabilità, possiamo procedere come 
nell'esercizio 3.17 ed assumere come ipotesi nulla che, se le persone tirano 
a indovinare, ognuna delle 5 scatole abbia una eguale probabilità di 1/5 di 
essere scelta. Allora la distribuzione teorica assunta come vem è binomiale, 
di media e deviazione standard date da: 

f.J- = 40 ) (J = J4o (1 - 40/200) = 5.65 . 
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Poiché i successi sono stati pari a 62, la variabile standard {9.97) di questo 
dato vale: 

t == x ~ J-L == 625~;0 == 3.9 

a cui corrisponde, come da Tab. D.t, un livello di significatività estremamen
te basso, < l · 10-4 . L 'ipotesi di presenza di effetti ESP sembra confermata 
dall'esperimento. 
Tuttavia, la psicologia sperimentale afferma che il numero 9 è psicologicamen
te favorito {in genere lo sono tutti i nume1'i dispari rispetto a quelli pari). In 
altre parole, in una prova a vuoto con scatole numerate da 1 a 5, la maggior 
parte delle scelte dovrebbe localizzarsi sulla scatola n. 3, anche in assenza di 
bersaglio, semplicemente perché il 3 è un numero "più simpatico" degli alt1'i. 
Occo7Te allora, in mancanza di un modello a priori, abbandonare il calcolo 
delle probabilità e afft·ontare il problema in ambito statistico, utilizzando so
lamente il numero di successi con bersaglio {.1:1 = 62} e quello a scatola v·uota 
(x2 = 50). Gli errori statistici da associare a queste osser-vazioni si ottengono 
dalla {6.24}: 

s(50) 50 (1 -~) = 6.12., 

s(62) == 62 (l - 26020) = 6.54 . 

Combinando adesso i risultati della prova a vuoto e di quella col bersaglio 
nella formula (6.95) abbiamo immediatamente: 

ltl = 162 - 501 == 1.34 . 
}(6.12)2 + (6.54)2 

A questo valore della variabile gaussiana standard corrisponde in Tab. D.t 
un livello di significatività sulle due code di 

P{ITI > 1.34} == 2. (0.5- 0.4099) = 0.1802:::: 18% . 

L 'analisi mostra pertanto che nel 18% dei casi, tirando ad indovina1·e ed 
essendo psicologicamente condizionati a favore del numero 3, si possono avere 
scostamenti di più di 12 punti {in più o in meno) tra la prova a vuoto e la 
prova col bersaglio. Il risultato è pertanto compatibile con il caso e non rivela 
affatto probabili effetti ESP. 

Se i due campioni sono piccoli e la distribuzione campionaria è gaussiana, 
si può ancora fare uso della densità di Student, se si suppone che le due 
medie provengano da campioni aventi, oltre che la stessa media, anche la 
stessa dispersione: a1 = a2 = a. In questo caso la variabile standard della 
differenza assume il valore: 
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tv= 
m1-m2 

a2 a2 
_l + ___1. 
N1 Nz 

(6.97) 

Utilizzando la (6.62), nella quale la varianza dei dati è calcolata rispetto alla 
media campionaria, definiamo il valore di x2 (non ridotto) : 

xz = (Nl -zl)sr + (N2 -2l)s~ =-; [(Nl -l)s~ + (Nz - l)s~] ' (6.98) 
a 1 a 2 a 

al quale, in base al teorema 3.4, vanno assegnati N1 + N2 - 2 gradi di libertà. 
In base ai risultati dell 'esercizio 5.5, possiamo dire che il valore (5.41), che in 
questo caso diventa: 

ts = 
y'[(Nl - l) sf + (Nz -l) s~] 

V 
l l ' 

812 -+-
Nl N2 

(N1 - l) sf + (N2- l) si , (6.99) 
Nt +N2- 2 

si distribuisce secondo la densità di Student con N 1 + Nz - 2 gradi di libertà. 
In questo modo il test sulla differenze delle medie può essere risolto in modo 
soddisfacente anche per campioni con almeno una decina di eventi, per i quali 
la media si può considerare una variabile gaussiana. 

SCILAB fornisce la routine nand2med(xl,x2,conf) per il test tra le medie 
di due campioni xl e x2, in forma di vettori contenenti i dati grezzi. In 
uscita si ottengono due numeri: la differenza tra le medie e il valore s = 
tcontSizV(l /Nl) + (l/N2) della (6.99), dove t è il quantile di Student per 
campioni con meno si 100 eventi, altrimenti è quello gaussiano. Per grandi 
campioni, l'errore vale s c:: tconfy'(sUNl) + (sVN2), in accordo con la (6.96). 
Si tenga presente che conf è il valore cumulativo ed è legato al livello CL 
del test a due code dalla relazione conf= 0.5 + CL/2. Se si vuole ottenere 
la stima ad la dell 'errore s sulla diffferenza delle medie si deve porre conf= 
0.5 + 0.683/2 = 0.8415. 

Occupiamoci infine della verifica di compatibilità tra due varianze. Essa, 
per campioni con meno di un centinaio di eventi, non può essere fatta uti
lizzando la densità gaussiana o di Student. Tuttavia, per campioni gaussiani 
esiste un test molto semplice ed utile, che fa uso della densità. F di Snedecor 
trovata nell'esercizio 5.6. 

Se s~ ed s1 sono due varianze ottenute da due campioni indipendenti 
rispettivamente con N ed M eventi e provenienti da popolazioni di densità 
gaussiane aventi la stessa varianza 172 , dalla (6.62) sappiamo che il valore 

(6.100) 
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essendo il rapporto tra due valori x2 ridotto indipendenti, si distribuirà se
condo la densità F eli Snedecor (5.46) con (N- l, M - l ) gradi eli libertà. 
L'uso combinato della (6.100) e dei quantili della densità F delle tabelle D.5 , 
D.6 viene detto analisi della varianza o F-test. In ambito SCILAB potete 
usare la nostra routine ~:r~.s-t~i., che utilizza ?q:f;f.t''~'',_,F·~~K> .~ per ottenere 
dalla distribuzione PN M (F) il valore cumulativo di F e :cdff ("F,.'-~;~"K_;P;: "'_,F'); 

per il calcolo di F a partire dal valore cumulativo P. - • - ...,.. 

Due sperimentatori, che affermano di aver eseguito un campionamento dal
la stessa popolazione avente densità gaussiana, hanno trovato rispettivamente 
varianze pari a 

s~ = 12.5, s~ = 6.4 

con campioni di 20 e 40 eventi rispettivamente. Verificar·e se le due varianze 
campionarie sono compatibili con un unico valore vero a 2 ad un livello del 
2%. 

Risposta. La variabile F è data da: 

12.5 
F=- = 1.95. 

6.4 

Se scegliamo di fare la verifica di compatibilità ad un livello di significatività 
del 2%, il rapporto sperimentale F deve essere minore del valore di F al 99% 
che si ricava da Tab. D.6: 

Fo.gg(l9,39) ~ 2.4, 

e maggiore del valore di F all'l %, che si ricava con la relazione (5.49): 

l l 
F0 .01 (19, 39) = F. (

39 19) ~ 27 = 0.37 . 
0.99 ' . 

Poiché 
0.37 < 1.95 < 2.4 , 

i due valori sono compatibili ad un livello del 2%. 
Potete ripetere l'esercizio con · r.~~t:2,v ' variando il livello del test. 

6.16 Stima della densità di una popolazione 

Dopo l'analisi della media e della dispersione del campione, passiamo ora 
all'analisi della struttura globale (forma) del campione, con l'obiettivo di 
ottenere informazioni sulla densità della popolazione da cui è stato estratto. 
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La media e la var.ianza campionarie non sono le sole variabili aleatorie di 
interesse. Quasi sempre il campione viene present?-to in forma di istogram
ma, suddiviso in un numero ]{ di canali, di solito di ampiezza fissa .dx, in 
ognuno dei quali cade un numero di eventi ni. Le quantità ni danno la forma 
complessiva del campione e sono di cruciale importanza se si è interessati 
a studiare la struttura della densità della popolazione da cui il campione è 
stato estratto. Queste quantità vanno considerate come variabili aleatorie Ii, 
perché variano da campionamento a campionamento. 

L'istogramma spesso viene normalizzato, nel qual caso, invece delle quan
tità ni , vengono date le frequenze o probabilità misurate fi = ni/N, dove N 
è il numero totale di eventi presenti nel campione. 

In Fig. 6.11 e nella (6.101) viene riportato, a titolo di esempio, un isto
gramma non normalizzato ottenuto simulando al calcolatore un campio
ne di N = 1000 eventi estratto da una densità gaussiana con parametri 
J.L = 70 , a = 10. Nella (6.101) Xi e ni = n(xi) sono rispettivamente il punto 
medio e il contenuto del canale, il passo vale .dx = 5: 

x n(x) x n( x) 
37.5 l 72.5 207 
42.5 4 77.5 153 
47.5 16 82.5 101 
52.5 44 87.5 42 

(6.101) 

57.5 81 92.5 7 
62.5 152 97.5 6 
67.5 186 

Se p(x) è la densità della popolazione del campione, definendo le variabili 
aleatorie I ed F associate agli eventi {Ii= ni} ed {Fi = ni/N}, dalla (2.34) 
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segue che: 

(Ii)= /.Li= Npi =N { p(x) dx ~ Np(xo) dx , 
JLlx 

(Fi) = Pi = { p(x) dx ~ p(xo) dx , 
JLlx 

(6.102) 

(6.103) 

dove dx è la larghezza del canale e x0 un punto interno ad esso. Il termine più 
a destra nelle equazioni viene dal teorema della media integrale. Se l 'ampiezza 
del canale è sufficientemente piccola e la densità è una funzione abbastanza 
regolare (funzione smooth), si può assumere che essa vari linearmente entro 
il canale; in questo caso, in base alla regola trapezoidale, x0 è il punto medio 
del canale. 

Nel caso di variabili aleatorie discrete, nelle (6.102, 6.103) all'integrale su 
dx va sostituita la sommatoria sulle probabilità vere corrispondenti ai valori 
contenuti in dx. 

Nel par. 4.7 abbiamo visto, per un campione casuale di ampiezza N, che 
la probabilità globale di ottenere un particolare istogramma a partire da pro
babilità vere Pi, (i= l, 2, .. . , k) date, tramite la (6.10~), da una densità p( x), 
segue la distribuzione multinomiale (4.87). 

Abbiamo già notato, a proposito della ( 4.87), che il numero di eventi 
Ii caduti in un generico canale i-esimo (xi, XiH) di ampiezza d x segue la 
distribuzione binomiale. Infatti: 

• se il fenomeno stocastico è stazionario nel tempo, la probabilità Pi di cadere 
nel canale resta costante; 

• la probabilità di cadere nel canale non dipende dagli eventi che sono caduti 
o che cadranno negli altri canali. 

Pertanto, possiamo dire che la variabile aleatoria Ii, numero di eventi in un 
canale dell 'istogramma, è data dal verificarsi di eventi indipendenti deter
minati da una probabilità costante. Se il numero totale di eventi N è un 
parametro predeterminato, risulta allora che la probabilità che la variabile 
aleatoria Ii assuma il valore ni sarà data dalla legge binomiale (2.30) con 
probabilità elementare Pi (si veda anche la (4.87)): 

(6.104) 

dove (l - Pi) indica la probabilità di cadere in un qualunque altro canale 
dell'istogramma diverso da quello considerato. La deviazione standard della 
binomiale considerata vale: 

(6.105) 

Questa quantità può essera stimata dai dati attraverso l'incertezza Si = 
s(ni)· Se il canale ha più di 5, 10 eventi, poichè a maggior ragione N(l-pi) = 
(N- ni) > 5, 10, si può utilizzare la (6.24), con x = ni ed n= N: 
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(6.106) 

Se l'istogramma è normalizzato, la (6.106) va divisa per N, ottenendo così 
un risultato ben noto, l'errore statistico (6.23) sulla probabilità misurata 
li = ni/N: 

(6.107) 

Le due formule appena mostrate sono di fondamentale importanza nell'analisi 
degli istogrammi e vengono dette fluttuazioni casuali (o statistiche) dei canali. 

Se l'istogramma non è ottenuto con numero totale N di eventi costante, 
ma è raccolto controllando altri parametri, ad esempio un certo intervallo 
di tempo Llt, il numero N si trasforma da costante a variabile statistica N 
poissoniana e le fluttuazioni del contenuto dei canali vanno calcolate in modo 
diverso. 

Questo è un argomento statistico abbastanza sottile e vogliamo fare su
bito un esempio per chiarirvi le idee. Se esaminiamo più istograrnmi, ognuno 
dei quali si riferisce al peso di 100 neonati, le fluttuazioni del numero dei 
neonati entro un certo intervallo di peso (percentile, come dicono i medici) 
obbediranno alle (6.106, 6.107). Se invece raccogliamo gli istogrammi del pe
so dei neonati mese per mese, alle fluttuazioni del numero dei neonati entro 
un certo intervallo di peso si aggiungeranno quelle del numero totale N dei 
neonati in un mese, che saranno poissoniane nell'intorno di un valore medio 
stabile (se si suppone, per semplificare, che le nascite siano stabili di mese in 
mese). 

Procedendo nella discussione, osserviamo che, in base alla legge delle pro
babilità composte, in questo caso la probabilità di osservare N eventi, dei 
quali {Ii = ni} nel canale i-esimo, sarà data dal prodotto della probabilità 
poissoniana (3.14) di ottenere un totale di {N = N} eventi quando la media 
è À e dalla probabilità binomiale (2.30) di avere ni eventi nel canale in esame, 
su un totale di N , quando la probabilità vera è Pi = 

P{Ii = ni, N= N} = P{Ii = niiN = N}P{N =N} 
N l - >.\N 

( N) · n;( )N- n · e A = p ni, = ·' (N _ ·) ' Pi l-Pi '-N, · 
n~ . nt . . 

Se ora definiamo mi = N - ni, ed utilizziamo le identità: 

e- >.= e- >.p; e-.>.(1-p;) ' ÀN = ÀN- n ; Àn; = Àm; Àn; 

possiamo esprimere questa probabilità nella forma: 

e- >.p'(ÀPi)n' e->.(l-v;) [À (1 - Pi)]m• 
p(ni,mi) = 1 1 , 

n·i · mi. 

la quale non è altro che il prodotto di due poissoniane, di media ÀPi e À(l -pi) 
rispettivamente. Da questo fatto, in base al teorema 4.1 di pagina 114, si 



6.16 Stima della densità di una popolazione 221 

deduce che le variabili Ii, numero di eventi nel canale i-esimo, ed (N- Ii), 
numero di eventi caduti negli altri canali dell'istogramma, sono entrambe 
variabili poissoniane indipendenti. Detto in altre parole, se N è una variabile 
poissonlana ed Ii, per {N = N} fissato, una variabile binomiale, allora Ii ed 
(N- Ii) sono variabili poissonlane indipendenti. 

Poiché sappiamo che la deviazione standard della poissoniana è pari alla 
radice quadrata della media, possiamo immediatamente modificare la (6.106) 
nella forma: 

o"[Ii] = O"i = v>:J;; ~ s(ni) = .;ni, 
dove ai valori veri si sono sostituiti quelli misurati. L'errore statistico dei 
ca.nali è dato allora da: 

(6.108) 

Riassumiamo ora in uno schema coerente i risultati ottenuti. La stima del 
numero di eventi vero f..Li (speranza matematica o valore atteso) nel cana
le i-esimo è dato dalla (6.102) ed il corrispondente intervallo di confidenza 
approssimato, di livello 68.3%, è dato da: 

(6.109) 

per istogrammi raccolti con numero di eventi N determinato e da 

(6.110) 

per istogrammi in cui il numero totale di eventi N è una variabile pois
soniana. Per gli istogrammi normalizzati, le (6.109 e 6.110) si trasformano 
rispettivamente in: 

l ± v li (l - li) _ ni 
(6.111) P i E li= N' t N ' 

P i E ~ li± ' (6.112) 

che rappresentano gli intervalli di stima per le quantità vere (6.103) . 
Queste formule sono valide per ni 2:: 5, 10, cioè per canali popolati da 

almeno una decina di eventi e in questo caso, come sappiamo, valgono i livelli 
di confidenza gaussiani. 

Per canali con meno di 10 eventi, alla (6.111) va sostituita la (6.21) (con 
N al posto di n), e alla (6.109) la (6.21) moltiplicata per N. Le formule 
poissoniane (6.110, 6.112) restano invece invariate. In questi casi, tuttavia, 
i livelli di confidenza non sono gaussiani e vanno ricavati dalle distribuzioni 
binomiale e poissoniana, a seconda che N sia fisso o variabile. 



222 Capitolo 6. Statistica di base 

::~--~~----··· 
100 l . r-r 
soi l 

o ~ 
40 50 60 x 70 80 90 100 

200 n(x) 

150 

100 

50 

+ + 
t 

~o - ·JO·~sò--6 ..... 0_ x_70--So-9o• ;~ 
Fig. 6.12. Istogramma. di 
Fig. 6.11 completato con le 
barre d'errore 

Le conclusioni cui siamo pervenuti si prestano ad una soddisfacente rap
presentazione intuitiva delle fluttuazioni del conte~mto dei canali di un isto
gramma. Se consideriamo ad esempio un istogramma a due canali, nel ca.so di 
N costante il numero di eventi n 1 ed n2 nei due canali è completamente cor
relato, dato che n1 + n2 = N. In realtà si ha a che fare con una sola variabile 
aleatoria e in questo caso gli errori statistici nei due canali sono uguali, come 
risulta evidente dalla (6.107), che è simmetrica in f e (1 - f), oppure dalla 
(6.106) dopo un minimo di algebra. In generale il fatto di avere N costante 
determina una correlazione tra i canali, data dalla covarianza ( 4.90), che sta
tisticamente, perni, nj > 10, può essere stimata con buona approssimazione 
come: 

(6.113) 

Quando invece N è una variabile poissoniana, ogni canale dell'istogramma 
si comporta come un contatore poissoniano e indipendente di eventi e le 
fluttuazioni vanno come la radice quadrata del numero degli eventi. 

La rappresentazione grafica dell 'istogramma, per essere corretta, va com
pletata con la rappresentazione degli errori statistici. Per convenzione questi 
errori, calcolati con le (6.106, 6.107) a seconda dei casi, si riportano in grafico 
come intervalli ±si centrati sui valori ni. Questi intervalli, chiamati barre 
d'errore (error bars) , definiscono una banda entro cui sono localizzati i valori 
veri f..ti o Pi delle (6.102, 6.103) . Tuttavia, come sempre, bisogna ricordarsi 
che i livelli di confidenza, se ni > 5, 10, seguono la legge 3a. Pertanto, la 
banda totale entro cui sono contenuti con ragionevole certezza questi valori è 
in realtà larga 3 volte le barre d'errore riportate nei grafici. L'istogramma di 
Fig.6.11, completato con le barre d'errore calcolate con la (6 .106), è mostrato 
in Fig. 6.12. 
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Abbiamo dimostrato che le fluttuazioni negli eventi contenuti in un cer
to canale dell'istogramma obbediscono alle leggi di probabilità binomiale o 
poissoniana; questa è una legge del tutto generale, indipendente dalla densità 
p(x) della popolazione da cui il campione proviene, che può essere qualunque. 
Come illust rato in Fig. 6.13, la densità determina invece la struttura globale 
del campione, che è data dai valori medi o centrali del contenuto dei canali. 

Come verificare se la forma del campione sia o meno in accordo con 
un modello di densità scelto per la popolazione è l'argomento del prossimo 
paragrafo. 

6.17 Verifica di compatibilità tra campione e popolazione 

In questo paragrafo completiamo lo studio del campione (6.101) . La media e 
la varianza calcolate dai dati valgono: 

Poiché N= 1000, gli intervalli di confidenza per media, varianza e deviazione 
standard si possono calcolare dalle (6.43, 6.56): 

s 
p, E m± VN = 70.1 ± 0.3 , 

(T2 E 2 2~ s ± s N_ l = 95.4 ± 4.3, 

l 
= 9.77 ± 0.22 (T E s±s 

V2(N - l ) 

e poiché i livelli di confidenza da associare a questi intervalli sono gaussiani, 
si può affermare che i risultati sono compatibili con i valori veri p, = 70 e 
(T= 10. 
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Verifichiamo ora se la popolazione del campione ha una densità gaussiana, 
assumendo che i valori della. media e della deviazione standard siano quelli 
veri, p. = 70, (J = 10. I valori veri o attesi del numero degli eventi in ogni 
canale sono allora dati dalla (6.102), dove p( x) è una gaussiana, N= 1000 e 
Llx = 5: 

/.Li = Npi =N { ~ exp r-~ (x -:)
2

] dx J Llx (Jy 21f 2 (J 

1000-1- ex [- (xi - 70)2 ] 5 . 
10v'27f p 200 

(6.114) 

È utile ora costruire la Tab. 6.4, dove nelle colonne da (l) a (7) sono riportati 

Tab e lla 6.4. Dati necessari per il confronto tra l 'istogramma. di Fig.6.12 e la densità 
gaussiana della. (6.114) 

l 2 3 4 5 6 7 
Xi ni /.Li Si (7; ti ti 

37.5 l l l. O l. O 0.00 0.00 
42.5 4 4.5 2.0 2.1 0.~5 0.24 
47.5 16 15.8 4.0 3.9 0.05 0.05 
52.5 44 43.1 6.5 6.4 . 0.14 0.14 
57.5 81 91.3 8.6 9.1 1.20 1.15 
62.5 152 150.6 11.3 11.9 0.12 0.12 
67.5 186 193.3 12.3 12.5 0.59 0.58 
72.5 207 193.3 12.8 12.5 1.10 1.10 
77.5 153 150.6 11.4 11.3 0.20 0.21 
82.5 101 91.3 9.5 9.1 1.02 1.06 
87.5 42 43.1 6.3 6.4 0.17 0.17 
92.5 7 15.8 2.6 3.9 3.38 2.26 
97.5 6 4.5 2.4 2.1 0.90 0.71 

nell 'ordine: il valore dello spettro nel punto medio del canale (1), il numero 
di ·eventi (2), il valore vero del numero di eventi calcolato con la (6.114) (3), 
l'errore statistico Si della (6.106) (4), la deviazione standard 

del numero vero di eventi (5), i valori della variabile standard 

t i= )ni- P.i ) 
Si 

del numero misurato di eventi in ogni canale calcolata con l'errore statistico 
(6) e infine i valori 
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calcolati con la deviazione standard vera (7) . In Fig. 6.14 è riportato .l'isto
gramma di Fig. 6.12 (colonne 1,2 e 5 di Tab. 6.4) con l 'aggiunta della linea 
continua, che rappresenta i valori veri (attesi) provenienti dalla gaussiana 
(6.114) e calcolati in colonna 3 di Tab. 6.4. 

Una prima valutazione dell'accordo tra dati e modello può essere fatta 
"ad occhio" : circa il 68 % dei punti sperimentali deve "toccare" , entro una 
barra d'errore, il corrispondente valore vero. Nel nostro caso, dalla colonna 
7 di Tab. 6.4 e dalla Fig. 6.14, risulta che su 13 punti si ottiene l'accordo col 
valore atteso per 9 punti (69 %) entro ±ai, 12 punti (92 %) entro ±2ai, 13 
valori (100 %) entro ±3ai· Come si vede, le fluttuazioni sembrano rispettare 
molto bene le percentuali della legge 3a (3.35), il che significa che la densità 
assunta come modello fornisce una buona rappresentazione dei dati. 

Notiamo che si arriva alle stesse conclusioni anche utilizzando gli errori 
statistici, cioè le variabili standm·d di colonna 6. L'unico canale anomalo è 
quello corrispondente al valore Xi = 92.5, che fornisce in questo caso un valore 
standard stimato di 3.38, a fronte di un valore corretto di 2.26. D disaccordo è 
originato dal basso contenuto del canale, che contiene solo 7 eventi. Per questo 
motivo, se si usano gli errori statistici, in genere si accettano discrepanze 
maggiori di 3 a nei canali con meno di l O eventi. 

Oltre a questo test qualitativo, in statistica è possibile fm·e test quanti
tativamente precisi, il più importm1te dei quali, per il confronto tra densità 
della popolazione e istograrnma, è il test x2 ( chi-square test). 

Per eseguire questo test occorre conoscere (o assumere come ipotesi nulla) 
le probabilità vere Pi di ogni canale ed eseguire la somma su tutti i ]{ canali: 

(6.115) 
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Se il numero totale N di eventi è variabile e si somma sui canali con più 
di 5, 10 eventi, la (6.115) risulta essere approssimativamente la somma del 
quadrato di K variabili gaussiane standard indipendenti (dato che per una 
distribuzione di Poisson O'f = f.L·i) e pertanto, in base al teorema di Pearson 
3.3, essa si distribuisce approssimativamente come la densità x2 (3.64) con 
K gradi di libertà. I valori integrali della corrispondente densità x2 ridotto 
(3.70) sono riportati in Tab. D.3. 

Se invece il numero totale N di eventi è costante, le variabili della somma 
(6.115) sono correlate, ma il teorema 4.5 della somma di Pearson ci assicura 
ancora che il risultato è una variabile x2

, ma questa volta con (K - l) gradi 
di libertà. Notiamo che, se N è costante, è sbagliato scrivere: 

(falso!) , 

perché la somma è sì composta dal quadrato di variabili standard, ma queste 
sono correlate. 

In conclusione, occorre sempre sommare il quadrato delle differenze tra le 
frequenze osservate e quelle vere e dividere per le frequenze vere, avendo cura 
di ricordarsi che i gradi di libertà sono pari al nun1ero dei canali se N è una 
variabile poissoniana, mentre vanno diminuiti di una unità se N è costante. 
Tutto questo deriva dal teorema 4.5 di Pearson applicato all'analisi statistica 
degli istogrammi. 

Eseguiamo ora il test x2 sui dati dell'istogramma (6.101). Nel nostro caso, 
poiché il primo canale contiene solo un evento (il contenuto non è una variabile 
gaussiana), occorre sommare tra loro i primi due canali e poi sommare gli 
altri undici canali rimanenti. ll valore x2 ridotto che si ottiene dai dati di 
Tab. 6.4 è allora: 

Xk( ll) = ...!_ [(n1 + n2- J.L1 - J.Lz)
2 +t (ni- f.Li)

2
] = 8.987 = 0_82 . 

11 J.Ll + f.L2 i=3 J.Li 11 
(6.116) 

Poiché N è costante, il numero dei gradi di libertà è uguale al numero dei 
punti della somma meno uno, cioè 11. 

' Col calcolo del x2 si raggiunge, per così dire, il massimo della sintesi, 
perché i risultati di Ta.b. 6.4 e di Fig. 6.14, relativi al confronto tra dati e 
modello, vengono condensati in un solo numero, nel nostro caso 0.82. Ovvia
mente, se rifacessimo un altro esperimento, otterremmo un numero diverso, 
perché il Xk della (6.116) è il valore assunto da una variabile aleatoria che 
ha la densità di Ta.b. D.3. 

Procediamo ora. al test x2 vero e proprio. Cerchiamo in Tab. D.3, nella 
riga corrispondente a 11 gradi di libertà, l'area corrispondente al valore di 
0.82: troviamo un valore di circa il 60 %. In termini formali, la situazione 
corrisponde all'equazione: 
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x2 
R 

b) 

P(Q> x!)<o.s 

F ig. 6.15. Livello di significa
tività osservato nel caso di test 
a due code (aree ombregrate) 
quando il valore trovato x~ cor
Yisponde a.) ad una. probabilità 
P{QR > x~J < 0.5 oppure b) 
a P{QR > XRo} > 0.5. Le zone 
ombreggiate hanno aree uguali 

P{QR 2:: 0.82} ~ 0.60 , 

dove QR è una variabile che segue la densità x2 ridotto con 11 gradi di libertà. 
Definendo il livello di signifìcatività come: 

P{Qn :S 0.82} = 1- P{QR > 0.82} ~ 1-0.60 == 0.40, 

se il modello è valido, sono possibili valori di x2 ri~otto minori di quello 
trovato in almeno il 40 % delle prove. Poiché un livello di signifìcatività del 
40% rende altamente probabile l'errore di I tipo, l'ipotesi va accettata. In 
conclusione, abbiamo generato al calcolatore un campione di 1000 eventi da 
una distribuzione gaussiana con J.L = 70 e a = 10. Successivamente, abbia
mo eseguito l'analisi del campione ed effettuato i test statistici rispetto alla 
densità vera. Questi test hanno mostrato buon accordo tra dati e modello. 

Come vedete, la logica del test x2 è esattamente uguale a quella utilizzata 
con la Tab. D.1 per le variabili gaussiane. Ciò che cambia è solo il tipo di 
variabile e la funzione di test. Non occorre quindi ridiscutere il livello di 
significatività e l'errore di I tipo in ulteriore dettaglio. 

L'unico punto su cui fare attenzione, come abbiamo già spiegato, è che la 
densità x2 , a differenza della gaussiana, non è simmetrica. Si rende pertanto 
necessario tabulare i valori integrali in tutto il campo di esistenza della fun
zione, invece che in una sola delle due metà, e questo fatto porta a probabilità 
cumulative estratte dalla tabella che possono superare il 50%. 

n test x2 può essere fatto ad una o due code. Nel test ad una coda il 
livello del test riguarda in genere la coda a destra ed il livello di signitìcatività 
osservato SL (o p-value) vale 

SL = P{QR 2:: X~(v)} . (6.117) 

Se il test è a due code, come in Fig. 6.15, allora 

SL = 2P { QR(v) > xh(v)} se P { QR(v) > xh(v)} < 0.5 

(6.118) 

SL = 2P { QR(v) < x~(v)} se P { QR(v) > xh(v)} > 0.5 , 
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Occorre fare ancora alcune ulteriori considerazioni quando i valori di x2 sono 
troppo alti o troppo bassi: in ognuno di questi due casi test indica che le 
ft,1tttuazioni dei dati intorno ai valori assunti come veri non sono di tipo 
statistico. Quando la (6.117) fornisce valori troppo piccoli: 

P{QR > Xh(v)} < 0.01, 

il valore di x2 ridotto trovato si situa nella coda a destra e risulta t roppo alto. 
In questo caso è altamente probabile che la densità della popolazione assunta 
come modello non sia quella vera. Può anche essere che gli errori assegnati ai 
canali siano stati calcolati male e risultino sottostimati. Se si è sicuri dj aver 
calcolato bene gli errori, il risultato del test è il rifiuto dell'ipotesi. 

Molto più raramente capita che il valore di x2 sia troppo piccolo: 

P{QR > Xh(v)} > 0.99. 

Questo caso si verifica quando le probabilità a priori Pi sono calcolate da una 
popolazione che, avendo un numero eccessivo di parametri, tende ad inter
polare i dati, oppure quando gli errori sono stati erroneamente sovrastimati. 
Approfondiremo meglio questi concetti nel cap. 10. 

Spesso il x2 di un istogramma viene calcolato 'C!ividendo per le frequenze 
misurate invece che per quelle vere: 

(6.119) 

In questo caso il denominatore di ogni addendo è approssimato ma è indipen
dente da ogni modello. Se si opera nell'ambito di un modello, è più corretto 
e consistente dividere per le frequenze vere. Tuttavia, se nelJa verifica di ipo
tesi si considerano solo i canali con più di 5-10 eventi, l'uso delle frequenze 
misurate porta quasi sempre a risultati equivalenti a quelli ottenuti con quel
le vere. Nei test con procedure di minimizzazione, che vedremo nei capitoli 
9 e 10, si utilizzano spesso al denominatore le frequenze misurate, perché, 
essendo indipendenti dai modelli, esse restano costanti durante la procedura 
di adattamento del modello ai dati, semplificando di molto gli algoritmi di 
calcolo. 

La nostra routine ~q~isq(n,mu:nu) , assegnati in ingresso la matrice dei 
dati n, quella dei valori attesi mu ed i gradi di libertà nu, calcola il x2 con la 
(6.115) e fornisce in uscita un vettore a tre posizioni: x2 , x2 /v, SL . . 

Esercizio 6.12 ~.,.~,.,~~~~ 
Fare l'analisi statistica completa dell'esperimento delle 10 monete di Tab . 2.2 

e Fig. 2.1, assumendo come modello che i lanci siano indipendenti e che tutte 
le monete abbiano una probabilità a priori testajcroce pari a 1/2. 

Risposta. I dati sono riportati ancor·a per comodità nella nuova Tab. 6.5, 
dove sono state anche calcolate le quantità di base che ci serviranno nella 
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Tabella 6.5. lstogramma relativo all'esperimento costituito da N = 100 prove, 
ognuna consistente nel lancio di 10 monete da 50 lire (vedi anche Tab. 2.2) . Le 
colonne contengono: il numero di teste possibili (1), il numero di volte (successi) 
in cui si è ottenuto il numero di teste riportato in prima colonna (2), le speranze 
matematiche, o numero vero di eventi, date dal numero di prove per la probabilità 
binomiale della (2.30) con n = 10, p= 1/2 (3), l'errore statistico dell'istogramma 

calcolato col numero vero di eventi ( 4) a ; = J IJ.i (l - ~) , e con q uello misurato 

(5) s; = Jni (l- ";-) , i valori del x2 per ogni punto, ottenuti utilizzando nel 

calcolo la probabilità vera (6) e la frequenza misurata (7) 

spettro sue- bino- dev. std. dev. std. x 
(n. teste) cessi mi al e ~'vera." stimata ccv ero" 

Xi n ; IJ.i a ; S ; 
(n; - JJ.i ) 

IJ.i n; 

l 2 3 4 5 6 7 
o o 0.0 0.0 0.0 0.00 0.00 
l o l. O l. O 0.0 1.00 
2 5 4.4 2.0 2.2 0.08 0.07 
3 13 11.7 3.2 3.4 0.14 0.13 
4 12 20.5 4.0 3.2 . 3.52 6.02 
5 25 24.6 4.3 4.3 0.01 0.01 
6 24 20.5 4.0 4.3 0.60 0.51 
7 14 11.7 3.2 3.5 0.45 0.38 
8 6 4.4 2.0 2.4 0.58 0.43 
9 l 1.0 l. O l. O 0.00 0.00 

10 o 0.0 0.0 0.0 0.00 0.00 

analisi. 
Per non fare confusione, occorre per prima cosa definire i parametr-i: 

- numero di lanci per prova: n= lO; 
- numero di prove: N= 100; 
- numero totale di lanci: N· n= M= 1000. 

n primo test che possiamo fare è quello sul numero totale di successi, cioè 
sul numero totale di teste. Dalle colonne 1 e 2 della tabella otteniamo: 

x = 2 · 5 + 3 · 13 + .. . = 521 successi . 

Poiché la speranza matematica è Mp = 500 e la dispersione vera, calcolata 
con la (3.5), vale (! = J500(1 - 1/2) = 15.8, otteniamo il valore standard: 

t = x - Mp = 521 - 500 = 1.33 
JMp(l- p) 15.8 ' 

al quale corrisponde in Tab. D.l un livello di significatività 
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P{[TI ;:: 1.33} = 2 · (0.5000 - .4082) = 0.1836 ~ 18.4% , 

il quale permette di affermare che, ripetendo va1-ie volte mille lanci indipen
denti con monete non truccate, in circa il18% dei casi si avranno scostamenti 
(in più o in meno) da 500 maggiori di 21. 
Nell'esercizio 2.6 abbiamo calcolato la media e la varianza dell'istogramma 
di Tab. 6.5: 

m= 5.21, s2 = 2.48' s = 1.57' 

ed i corrispondenti valori veri della binomiale con n = 10 e p= 1/2: 

M p 
N = np = f.J, = 5.00 , 2 ()" = 2.50' ()" = 1.58 . 

n test sulla media, eseguito con la (6.40}, fornisce allora: 

t = m- f.k = 5.21 - 5.00 ~ 5.21 - 5.00 = 1.34 . 
O"j.;N 0.158 0.157 

n test sulla media risulta uguale al test sul numero totale di lanci, perché vale 
l'identità 

Mp -x 

)Mp(!-p) 

Nnp- NxfN np- xfN f.J, - m 

j N2 ( ) = y'np(l- p)j.JFi = O" j.;N · 
- np l - p 
N 

Per il test sulla varianza possiamo utilizzare la formula per grandi campioni 
(6.56) e calcolare il valore standard: 

. = 2.50- 2.48 = 2.50- 2.48 = o 06 
t c:: {2 0.35 . ' 

2.voy N 

cui corr-isponde in Tab. D. l un livello di significatività 

P{ITI ~ 0.06} = 0.94 = 94% . 

Veniamo ora al test x2
, che è il test finale complessivo sulla forma del cam

pione. Raggruppando i primi e gli ultimi 3 canali, in modo da avere sempre 
un numero di eventi per canale ;:: 5, otteniamo: 

2 (6) = ~ [ (5- 5.4)
2 

(13- 11.7)
2 

. . . (7 - 5.4)
2

] = 5.18 = 0.86 . 
XR 6 5.4 + 11.7 + + 5.4 6 

n numero dei gradi di libe1·tà è uguale a 6, poiché il numero totale di eventi è 
fissato e nella somma compaiono 7 te1·mini. A questo valore di xh corrisponde 
in Tab. D.3 un livello di significatività 

P{QR > 0.86} ~ 0.52 
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Fig. 6.16 . Dati sperimentali con 
barre d'errore e previsioni della 
densità binomiale (quadrati vuo
ti) per 100 prove consistenti nel 
lancio di 10 monete da 50 lire. 
Per facilitare il confronto, i pun
ti discreti della densità binomiale 
sono stati uniti da tratti di retta 

del 50% circa: in pratica abbiamo ottenuto un evento {Q n = Xh} nell'intorno 
del valore più probabile. . 
Se nel calcolo del x2 avessimo diviso pe1· le frequenze misur·ate come nella 
(6.119), avremmo ottenuto xh = 7.42/6 = 1.24 ed un livello di significati
vità di circa il 25%. I due risultati, per quanto analoghi dal punto di vista 
statistico, differiscono sensibilmente a causa della dimensione del campione 
(N = 100) piuttosto ridotta per il test x2 • 

In tutti i test eseguiti si sono ottenuti livelli di significatività molto elevati, 
il che dimostra un buon accordo statistico tra i dati e il modello che assume 
lanci indipendenti di monete non truccate, 
I dati sperimentali con i relativi errori statistici e i valori teorici dati dalla 
distribuzione binomiale sono riportati anche in Fig. 6.16. 
Abbiamo finalmente analizzato in modo completo ed esauriente l'esperimen
to delle 1 O monete, la cui presenza ... incombeva minacciosa da tempo. Vi 
facciamo notare che non si tratta di un esperimento tanto facile da in
terpretare, se ci sono volute 291 pagine di testo per completarne l'analisi. 

6.18 Verifica di ipotesi con test non parametrici 

Abbiamo visto come applicare il test x2 nel confronto tra un istogramma e 
una densità modello dipendente da parametri. Vediamo ora come modificare 
questa procedura quando si confrontano tra loro due o più campioni, senza 
assumere per la loro popolazione una specifica funzione di densità. Questi 
test vengono detti non parametrici. 

Notiamo prima di tutto che, se il dato sperimentale consiste in una sola 
frequenza corrispondente ad un numero di successi > 10, l'uso del test x2 è 
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equivalente all 'uso ael test gaussiano a due code su una variabile standa?'d. 
Infatti, le variabili 

T =X -JJ. 
(J ' 

Q(l) - (X- ~t? 
- a2 ' 

seguono l'una la densità gaussiana, l'altra quella x2 con un grado di libertà. 
Potete facilmente controllare come, a.ssegnando a caso un valore di T ed 
eseguendo il test a due code con la Tab. D.l ed eseguendo il test ad una coda 
per la variabile Q(l) con la Tab. D.3, si ottengano risultati identici. 

Nel caso di una coppia di variabili gaussiane, la verifica di compatibilità 
può essere effettuata con la densità gaussiana o di Student, secondo il me
todo della differenza del par. 6.15. In alternativa, se l'esperimento misura la 
frequenza di realizzazione di un evento in due campionamenti indipendenti, 
spesso viene usata l'analisi delle tabelle di contingenza con il test x2 . Questo 
metodo consiste nel costruire una tabella contenente il numero di successi no. 
ed nb ottenuti con due serie di tentativi Na. ed Nb : 

SUCCESSI INSUCCESSI TOTALE: 

CAMPIONE A n a Na. -na. N a 
CAMPIONE B nb Nb -nb Nb 
TOTALE no. + nb Na. + Nl> - no. - nb Na+ Nb =N 

Supponendo che i due campioni provengano da un medesimo processo stoca
stico con probabilità vera p, si costruisce la tavola di contingenza attesa: 

SUCCESSI INSUCCESSI TOTA LE 

CAMPIONE A p N a. (1 - p)Na. N a. 
CAMPIONE B pNb (l- p)Nb Nb 
TOTALE p(Na. + Nb) (l- p)(No. + Nb) Na.+Nb=N 

Ogni r iga della tabella di contingenza sperimentale costituisce un istograrnma 
a due canali e la tabella attesa associata fornisce il corrispondente valore 
atteso del numero di successi e insuccessi. 

In base ai teoremi di Pearson 4.4, 4.5 ed al teorema 3.4 di additività del 
x2 la quantità 

(6.120) 

si può considerare come il valore a.ssunto da una variabile x2 con 2 gradi di 
libertà. 

Se p è incognita e l 'ipotesi nulla afferma solo che essa è la medesima per i 
campioni A e B , si può effettuarne una stima puntuale dai dati. Se i successi 
e gli insuccessi osservati sono tutti > 10, allora si pone 
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(6.121) 

Poiché questa assunzione introduce una ulteriore relazione di dipendenza tra 
i dati, in base alla definizione 6.3 la (6.120) rappresenta i valori presi da una 
variabile x2 con un solo grado di libertà. Notiamo che il metodo è appros
simato, perché la probabilità vera è stata stimata dalla frequenza osservata 
(6.121). La tendenza verso la densità di x2 della variabile (6.120) si ha ovvia
mente per Na, Nb -t oo. Thttavia il metodo viene accettato e fornisce buoni 
risultati quando vale la condizione N > 40, na, nb > 10, la quale assicura che 
il numero di successi sia gaussiano e che la stima della probabilità vera sia 
affidabile. Vi ricordiamo che questo punto è stato ampiamente discusso nel 
par. 6.6. 

Esercizio 6.13 fiGI!! ~a ........ ~~.,:;-~~ 
Per provare la validità di un vaccino, si sono studiati due gruppi di cavie, 

uno vaccinato, l'altro non ·vaccinato. I risultati sono riportati nella seguente 
tavola di contingenza: 

AMMALAT.E SANE TOTALE 

CAVIE VACCINATE lO 41· 51 
CAVIE NON VACCINATE 18 29 47 
TOTALE 28 70 98 

Dire se i risultati sono significativi per il test a una coda a destra ad un livello 
del 5%. 

Risposta. Se assumiamo come ipotesi nulla Ho che il vaccino non sia efficace, 
allora le differenze tra i due gruppi di cavie sono solo casuali. Sotto questa 
ipotesi la miglior stima della probabilità di contrarre la malattia sarà data 
dalla frequenza (6.121): 

p = ~: = 0.286 ~ 29% . 

Analogamente, la probabil-ità di non contrarre la malattia sarà pari a 0.714. 
Possiamo allora costruire la tavola di contingenza attesa (cioè dei valori attesi 
sotto Ho: 0.286 ·51= 14.6, ecc.): 

AMMALATE SANE TOTALE 

CAVIE VACCINATE 14.6 36.4 51 
CAVIE NON VACCINATE 13.4 33.6 47 
TOTALE 28.0 70.0 98 

Dalla formula (6. 120) abbiamo: 

2 - (10 - 14.6)2 (18- 13.4)2 (41- 36.4)2 (29 - 33.6)2 - 4 24 
x - 14.6 + 13.4 + 36.4 + 33.6 - . . 
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Dalla Tab . D.3 si vede che SL = 5% corrisponde, con un grado di libertà, ad 
un valore x2(1) = 3.84, mentre il valore trovato, x2(1) = 4.24, corrisponde 
a SL-:::= 4%. Concludiamo che il vaccino supera il test di efficacia al livello 
del 5%, perché la probabilità di sbagliare, scartando Ho ed affermando che il 
vaccino è efficace, è solo del 4%. 
Dato che qttesto problema richiede l 'uso di una tavola di contingenza a due 
entrate, possiamo usare in alternativa il metodo del par. 6.15 e la formula 
(6.94). Dalla tabella di contingenza spe1'imentale si ha in questo caso: 

1

10 181 [10(1-10) 18(1 -18)]-1/2 
t = - - - 51 51 + 47 47 = 2.074 . 
f 51 47 51 47 

(6.122) 

Notate che qui non si utilizza la tabella di contingenza attesa. n valore t} = 
4.30 corrisponde ad un x2 con un grado di libertà in accordo col valore 4.24 
trovato in precedenza con la tavola di contingenza attesa. Avremmo trovato 
due valori identici se nella (6.122) avessimo usato al denominatore, invece 
che le frequenze sperimentali, quelle della tabella di contingenza attesa. Dalla 
Tab. D.1 si ottiene, per t = 2.07, un valore di 0.4808, pari ad un livello di 
significatività, per un test a due code, di: 

SL = 2 · (0.5000 - 0.4808) = 0.0384-:::= 3.8% , 

in accordo col test x2 effettuato in precedenza. 
Va notato che entmmbi i metodi usati sono approssimati: il metodo che uti
lizza la tabella di contingenza attesa assume che le probabilità vere coincidano 
con le frequenze calcolate dai dati supponendo che il vaccino sia inefficace, 
mentre il metodo della differenza utilizza, al posto degli errori veri, gli ert·ori 
statistici calcolati dalle frequenze sperimentali. 

Mostriamo ora come il test del x2 possa essere esteso a tavole di contingen
za di qualunque dimensione. In generale, possiamo considerare la tabella di 
contingenza seguente: 

CANALE l CANALE 2 . .. CANALE c TOTALE 

CAMPIONE l nu n12 ... n le L: i n1j 
CAMPIONE 2 n21 nzz ... nzc L: i nzj 

.. . . . . . . . . . . . . . . .. 
CAMPIONE r n1·1 nr2 ... n rc 2:1 nrj 

T OTALE L:i n il L:i niz . .. L:inic L:ii nij =N 

la quale è composta da r righe (i campiom m forma di istogramma) e c 
colonne (i canali degli istogrammi). Nel caso di un solo istogramma, il test si 
riduce al caso discusso nel par. 6.17. 

Come al solito, supponiamo di voler verificare se i campioni sono omo
genei, se cioè provengono tutti dalla stessa popolazione. Se questa ipotesi 
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nulla è vera, allora ad ogni colonna della tabella potremo associare una. pro
babilità vera. (incognita) Pi, che moltiplicata. per il numero totale di elementi 
L:1 nij = Ni di ogni campione (riga), fornirà, in ogni cella, il valore vero o 
atteso PiNi del numero di eventi. Tenendo presente anche in questo caso i 
teoremi di Pearson 4.4, 4.5 ed il teorema. 3.4 di additività del x2

, possiamo 
dire che la. quantità 

(6.123) 

segue una. distribuzione di x2 . 

n valore incognito della probabilità si può stimare dai dati generalizzando 
la (6.121) e sommando per colonne: 

,. 
_'Lnii 

• i=l 
Pi = --N 

dove N è il gran totale della tabella. 

(6.124) 

Veniamo ora al calcolo dei gradi di libertà. Dal t-eorema di Pearson 4.5 
sappiamo che ogru riga contribuisce con (c- l) gradi di libertà. Thttavia 
questo numero, che vale 1·(c- 1), va diminuito di una valore pari al numero 
di relazioni (6.124) con le quali abbiamo stimato le probabilità vere. Queste 
ultime non sono pari a al numero di colonne c, ma a (c - l ), perché la. 
probabilità dell 'ultima colonna. resta determinata dalla relazione di chiusura: 

c- l 

Pc= 1- L Pi · 
j ::: l 

Abbiamo pertanto un numero di gradi di libertà che vale: 

v= r(c- l) - (c- l ) = (1·- l ) (c- l) . (6.125) 

In conclusione, per la verifica di una ipotesi Ho, con un livello di significatività 
SL =a prefissato (in genere a= 0.01-0.05), su uno o più istogrammi raccolti 
in una tabella di contingenza con (i= 1,2, . .. ,r) righe e (j = 1,2, ... ,c) 
colonne, si procede come segue: si calcola il x2 ridotto 

Xh(v) = (6.126) 

v = (r- l)(c- l) , (6.127) 

dove Ni sono i totali di riga, N è il gran totale della tabella e Pi è data dalla 
(6.124); si rifiuta Ho ad un livello di signlfìcatività a se dalla Tab. D.3 risulta 
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(6.128) 

Questo test è il pilastro della analisi statistica non parametrica delle frequen
ze. 

Si noti che, nel caso non parametrico, non si rigetta l'ipotesi quando il x2 

è piccolo ed i valori di probabilità sono alti, poiché non va preso in considera
zione il caso in cui il modello a priori di densità contenga un numero troppo 
elevato di parametri. n test è quindi sempre a una coda, quella di destra. 
Tuttavia, è bene notare che un valore di x2 troppo piccolo, corrispondente 
a valori di probabilità> 0.99 nella (6.128), indica una coincidenza sospetta 
tra la tabella di contingenza sperimentale e quella attesa, dovuta in genere a 
fluttuazioni non casuali o a correlazioni nei dati. In questi casi occorre cautela 
nell'accettare l'ipotesi nulla, specialmente se si è in presenza di un numero 
elevato di gradi di libertà. Vi raccomandiamo, a questo proposito, il problema 
6.11. 

Potremmo evitare di usare il test x2 e ricorrere sempre al test gaussiano 
delle differenze come nel caso delle tabelle di contingenza (2 x 2)? La risposta 
è negativa e vogliamo spiegarvene il motivo. 

Nel caso di tavole di contingenza con più di due dimensioni potremmo 
pensare di fare una somma di differenze di frequen·ze divise per il relativo er
rore, come nella (6.94). Se togliamo il valore assoluto della differenza, anche 
la somma di queste variabili aleatorie sarà gaussiana e potremmo eseguire il 
test di significatività con la Tab. D.l. Tuttavia, w1a somma di grandi flut
tuazioni (positive e negative) potrebbe fornire un buon valore della variabile 
standard anche nel caso di una ipotesi grossolanamente sbagliata. Se, per 
evitare questo inconveniente, mantenessimo il valore assoluto nella somma 
delle differenze, allora non avremmo più una variabile finale gaussiana e non 
potremmo pertanto eseguire il test. 

La variabile x2 , invece, essendo una somma di quadrati di fluttuazioni, 
combina sempre positivamente tutte le fluttuazioni dei dati rispetto al valore 
vero ed è pertanto più affidabile. In linguaggio tecnico, possiamo dire che il 
test x2 , rispetto a quello gaussiano delle differenze, minimizza l'errore di II 
t ipo (accettare una ipotesi sbagliata) e che pertanto, in base alla terminologia 
che introdurremo nel cap. 9, è un test più potente. 

In ambito SCILAB è possibile scrivere una routine estremamente sintetica, 
che abbiamo chiamato }fal?·c;nt(tà)>elY, per l'analisi di tabelle di contingenza 
tabel di qualsiasi dimensione: 

Il funzione SCILAB per il calcolo del chi quadrato, 
Il del chi quadrato ridotto e del livello di significativita' SL 
Il a partire da una tabella di contingenza tabel 
Il Output: [cont] = [chi2 ; chi2 ridotto; livello SL] 

function [cont]=Tabcont(tabel) 

Il rilevazione dimensioni tabella 
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[r c] = size(tabel); 

l l gran totale 
GT = sum(tabel); 

Il probabilita' vere stimate (matrice riga somma delle col onne) 
P= sum(tabel,'r').IGT; 

Il totali per riga (matrice colonna somma delle r i ghe) 
T= sum(tabel,'c'); 

Il creazione della tabella di contingenza attesa 
tabatt = T*P; 

Il calcolo del chi quadrato 
cont = Chisq(t abel, t abatt,(r-l) * (c-1)); 

endfunct ion 

La routine sfrutta la funzione SCILAB :suni.; per sommare righe e colonne della 
tabella. P è la matrice delle probabilità (6.124), T quella dei totali di riga Ni 
della (6.126). n prodotto righe per colonne T*P è la tabella di contingenza 
attesa Ni'[Jj· Il vettore di uscita cont, che contiene i valori di x2 , x2Jv, SL, 
viene ottenuto con la routine 'ch~;q descritta a pag. 228, che potete copiare 
dal nostro sito. · 

Esercizio 6.14 l"'i!rO"ò 7'-J:.W?. ~ ~·::--a-;- -A.'!!l""~~ 

In una ditta di cinghie dentate di gomma tre opemtori X, Y e Z eseguono 
un test visivo sulla bontà del prodotto. Essi possono accettare il pezzo oppu
re scartarlo per un difetto di tipo A o B. Un controllo ha fornito la tabella 
seguente: 

TIPO A TIPO B BUONO TOTALE 

OPERATORE X 10 54 26 90 
OPERATORE Y 20 50 50 120 
OPERATORE Z 30 35 35 100 
TOTALE 60 139 111 310 

StabiliTe se i criteri di controllo dei tTe operatori sono omogenei ad un livello 
dell't%. 

Risposta. Utilizzando la (6.124) otteniamo le probabilità 

60 ~ 139 • 111 
310 

= 0.193 , PB = 
310 

::::: 0.448 , Pbuono = 
310 

== 0.358 . 

Queste probabilità permettono di ottenere la tabella di contingenza attesa: 

TIPO A TIPO B BUONO TOTALE 

OPERATORE X 17.5 40.4 32.2 90 
OPERATORE Y 23.2 53.8 43.0 120 
OPERATORE Z 19.3 44.8 35.8 100 
TOTALE 60.0 139.0 111.0 310 
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Se rifate i conti, potrete trovare qualche piccola differenza rispetto ai valori 
sopra riportati a causa degli arrotondamenti. 
n valore del x2 si ottiene dalla {6.126): 

102 542 502 352 

x2 = - 7- + -o- + .. . + - 3 8 + ... + 35 8 - 310 = 18.88 . l .5 4 .4 5 . . 

In base alla {6.127), i gradi di libertà sono: 

v= (3 - 1)(3 - 1) =4 . 

n x2 ridotto (6.126) vale pertanto: 

x~(4) = 18.88 = 4.72 . 
4 

Dalla Tab . D.3 risulta che a questo valore corrisponde un livello di signi
ficatività P{QR(4) ~ x~(4)} molto piccolo, poiché al valore xk(4) = 3.71 
corrisponde già un livello di significatività del 5 per mille; il valore trovato 
di 4. 73 coN'isponde dunque ad un livello ancora minore. La routine ..:ra&cònt ; 
fornisce infatti SL = 8.310- 4 . Possiamo concludere che gli operatori seguono 
criteri diversi, poiché l 'ipotesi di omogeneità, ad un livello dell'l%, va rifiu
tata. 

6.19 Stima della correlazione 

Quando si calcola da un insieme finito di dati (xi, Yi) il coefficiente di corre
lazione campionario si ottiene generalmente un valore diverso da zero, anche 
quando le variabili sono incorrelate. n problema è quindi, avendo ottenuto 
dai dati un coefficiente di correlazione r, verificare se esso è compatibile o 
meno con un valore nullo (verifica di ipotesi), oppure stimare l'intervallo di 
confidenza entro il quale è localizzato il coefficiente di correlazione vero p 
(stima di un parametro) . 

La stima campionaria del coefficiente di correlazione ( 4.31) per un insieme 
finito di N elementi richiede prima la definizione della covarianza campio
naria S(X, Y) = Sxy. 

Senza perdere di generalità possiamo considerare una coppia di variabili 
centrate (a media vera nulla), per le quali la covarianza vera vale; 

Cov[X, Y) ={(X- JLx)(Y - JLy)) = {XY) . (6.129) 

Per individuare eventuali fattori di distorsione (bias) è necessario, analoga
mente a quanto fatto per la varianza nella (6.47), trovare il valor medio vero 
della somma campionaria: 
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che in generale avrà {Mx = mz #- 0}, {My = my #-O} anche quando i valori 
veri delle medie sono nulli. Applicando le proprietà di linearità dell 'operatore 
media e notando che 

e così via, abbiamo: 

(f;(xi- Mx)(~- Mv)) = (;; (Xi~- Mx~- My Xi + MxMy)) 

= (;; XiYi ) - ~ (~Xi 2t Yi) 
(6.130) 

L'ultimo termine di questa equazione si può scrivere come: 

Ora, Xi ed Yj sono indipendenti, perché sono valori provenienti da eventi 
diversi campionati indipendentemente (ricordiamo che la correlazione esiste 
nella coppia (Xi, Yi), relativa alla stessa prova!). Dalla (4.9) si può allora 
scrivere 

(XiYj) =(X) (Y) =O, 

poiché per ipotesi le medie vere delle due variabili sono nulle. Dato che 
(E XY} =N (XY), la (6.130) si risolve nell'equazione: 

(f;cxi- Mx)(~- My) )=(~xi~) - ~ ( y;xi~) = (N-1) (XY) , 

(6.131) 

che, ricordando la (6.129), implica: 

Cov[X,Y] = (N~ l t.(Xi- Mx)(~- My)) (6.132) 

In definitiva, la covarianza campionaria non distorta vale: 
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l N 
s(x,y) = N - l l:(xi- mx)(Yi- my) . 

i= l 

(6.133) 

Questo risultato mostra che tanto per la varianza che per la covarianza, se le 
stime sono fatte r ispetto alle medie campionarie, il fattore N al denominatore 
va sostituito con N - l. Il coefficiente di correlazione lineare campionario 
assume allora la forma compatta: 

r = Sxy = l::i(xi- mx)(Yi - my) l::i(XiYi)/N - mxmy 

SxSy JL:i (xi _ mx)2 L:j (yj _ my)2 - Sz Sy 

(6.134) 
dove nell'ultimo passaggio è stata utilizzata la (4.25). A questo valore 
corrisponde la variabile "coefficiente di correlazione campionario R". 

Per iJ calcolo di s(x, y). o di r· da un insieme di dati grezzi, potete usare 
la nostra routine ~iv~!~--;;~,flagT , dove x è la matrice r x c contenente 
c valori di r variabili diverse e il risultato è la (6.133) quando flag=O e la 
(6.134) quando flag=!. 

La densità di probabilità di R è stata trovata nel 1915 da R.A. Fisher. 
Questa distribuzione (dedotta anche in [22]), nel caso di N variabili gaussiane 
con coefficiente di correlazione vero p = O, ha densità di probabilità data da: 

r (v+l) 
c(r) = -2- (l _ r2) (v-2)/2 

r(~)r(~) ' 
(6.135) 

dove v = N - 2. Anche la stima del coefficiente di correlazione vero a partire 
dai dati campionari è un problema difficile, la cui brillante soluzione è dovuta 
sempre a R. A. Fisher, che nel 1921 dimostrò il teorema: 

Teorema 6.3 (Variabile Z di Fisher) . Se R è un coefficiente di correla
zione campionario ottenuto da N coppie di variabili normali, la variabile 

Z = ~ ln (
1 + R) 

2 1-R 
(6.136) 

possiede, per N -t oo, distribuzione normale con media e varianza date da: 

(Z} = ~ ln (
1 +P) , 

2 1 - p 
l 

Var[Z] = N_ 
3 

, 

essendo p il coefficiente di correlazione vero. 

(6.137) 

Dimostrazione. La dimostrazione completa del te01·ema è piuttosto complicata 
e generalmente i testi rimandano all'articolo originale di Fisher oppure al suo 
celebre testo [37]. 
Tuttavia, possiamo dare una parziale dimostrazione del teorema consideran
do, come in [40}, il caso in cui p = O ed applicando alla densità {6.135) la 
trasformazione inversa della ( 6.136): 
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e2Z - l 
R = e2z + 1 = tanh Z , 

dove tanh rappresenta la tangente iperbolica. Dato che: 

l 
l - tanh2 x = 2 , 

cosh x 

d tanhx l 
dx = cosh2 x ' 

indicando con A tutti i coefficienti costanti della {6.135} e tenendo presente 
che v= N- 2, dalla uguaglianza c(1·) d1· = j(z) dz, si ottiene: 

j(z) =A (1- tanh2 z)<N-4)/2 -
1
- =A 

1 

cosh2 z cosbN- 2 z 

Per il coseno iperbolico vale lo sviluppo in serie: 

l 2 4 
h ( z -z ) Z Z z2 / 2 cos z = 2 e + e = l + 

2
! + 

4
! + ... ~ e , 

dove l'ultima approssimazione vale per z dell'ordine dell'unità. A causa della 
presenza del logaritmo, i valori di z si mantengono abbastanza limitati, tmnne 
che nel caso estremo r ~ ±L Possiamo allora, con buona approssimazione, 
arrestare questo sviluppo in serie al secondo ordine e scrivere: 

f(z) ~ Ae-(N- 2)zzf2 . 

Risulta dunque che la variabile Z è approssimativamente normale, con me
dia nulla e varianza Var(Z} = 1/(N - 2). Il risultato corretto è tuttavia 
rappresentato dalle (6.137). D 

In realtà il teorema è molto potente, perché in pratica vale per N > I O e dà 
buoni risultati anche con variabili non gaussiane. 

Per mostrarvi le prodigiose proprietà della trasformazione di Fisher, ab
biamo riportato in Fig. 6.17 l'istogramma di 50 000 coefficienti di correla
zione campionari r ottenuti con 20 coppie di variabili uniformi (X, X + V) 
dell'esercizio 4.2 e il relativo istogramma della variabile Z. 

Nella stima della correlazione da un insieme di dati ({R = 1·}, {Z = 
z}) si esegue la trasformazione (6.136), si applica la teoria della stima per 
variabili gaussiane ed infine si antitrasforma applicando l'esponenziale ad 
ambo i membri della (6.136): 

2z l + r e = --
1-r 

(6.138) 

Una formula più semplice per l'intervallo di stima può essere ottenuta trovan
do l'errore su r applicando alla (6.138) la legge di propagazione degli errori 
e la (6.137) : 
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a) 

b) Fig. 6.17. Istogramma di 50 000 
coefficienti di correlazione tra 
20 coppie di variabili uniformi 
(X, X + V) a); corrispondente 
istogra.mma della variabile Z di 
Fisher e della gaussiana (curva 

1. piena) che meglio si adatta ai 
dati b) 

e sostituendo poi il valore di z deUa (6.136): 

l - r 2 

s - --=== 
r - JN- 3 da cui 

l-1·2 
pE1·± ~ CL~68%. (6.139) 

La procedura è chiarita negli esempi che seguono. 

E ser cizio 6.15 ::ii::i:lii""i 

Valutare la compatibilità tra valori veri e simulati nell'esercizio 4.2 di pagina 
121. 

Risposta. L 'esercizio si riferisce a lO 000 coppie di dati simulati, per i quali 
si sono ottenuti i valori: 

r 1 = 1.30810- 2
, r·z = 0.7050, r3 = -0.7131 , 

a fronte di valor-i veri dati da: 

P1 ==O, Pz = 0.7071 , P3 = -0.7071. 

Trasformiamo i valori sperimentali con la (6.186} e i ·ualo1'i, veri con la prima 
delle (6.197}: 

z1 = 1.308 10-2 
, zz = 0.8772 , Z3 = - 0.8935 , 

/.LI =: 0 , /1-2 = 0.8814 , /1-3 = -0.8814 . 

l valori zi sono relativi ad una variabile gaussiana di media /.Li e deviazione 
standard: 

u = J N~ 
3 

= [;[; = 0.0100 . 
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Tabella 6.6. Statura e perimetro toracico (in cm) di 1665 soldati italiani della 
prima guerra mondiale. I dati sono riportati da [lOJ 

1172 l 76 l 
PERIMETRO TORACICO 

80 l 84 l 88 l 92 96 100 Totali 
150 l 7 2 2 1 13 

s 154 7 27 39 28 6 2 109 
T 158 3 7 69 118 87 21 5 310 
A 162 9 110 190 126 46 9 2 492 
T 166 4 68 145 114 58 12 5 406 
u 170 l 22 46 69 46 12 2 198 
R 174 l 4 15 35 22 6 83 
A 178 5 8 11 16 40 

182 2 10 2 14 
Totali 3 30 312 565 482 218 46 9 1665 

Possiamo allora costruire le tre variabili standard: 

t
1 
= lz1 - J.t1 l = 1.38 , t2 == lz2 - J.t2l == 0.42 , t

3 
= lza - J.t31 = 1.21 , 

~ ~ ~ 

alle quali, come si vede dalla Tab . D.1, corrispondono elevati livelli di signi
ficatività. I dati si scostano infatti di 1.38, 0.42 o 1.21 deviazioni standard 
dalla loro media, indicando un buon accordo tra simulazione e valori attesi. 
lll:r"~~~~"'"!l.~,__~~~ 

Esercizio 6.16 """'~ '"'7:..&~ ~~~~~~,...~~ 
Determinare dai dati di Tab. 6.6 il coefficiente di correlazione altezza/torace. 

Risposta. La tabella, riprodotta anche in Fig. 6.18, rappresenta un istogram
ma bidimensionale. Dalla sua struttura si deduce facilmente l'ampiezza delle 
classi: ad esempio, i soldati con perimetro toracico tra 78 e 82 cm (valore 
centrale 80} e altezza tra 160 e 164 cm (valore centrale 162} sono in numero 
di 11 O e così via. 
Se ti ed Si sono i valori spettrali del torace e della altezza, gli istogrammi 
marginali n(ti) e n(si) hanno forma di tipo gaussiano, come si può vedere 
facilmente dai grafici (fatelo per esercizio). Le medie e le deviazioni standard 
degli istogrammi marginali sono una stima delle corrispondenti quantità vere 
delle densità marginali delle altezze e dei perimetri del torace. Esse si possono 
calcolare tramite le (2.40, 2.41}. Con ovvia notazione, si ottiene: 

l 
mt == 

1665 
(72 · 3 + 30 · 76 + ... ) = 85.71 , 

St = [ 
(72 - 85.71)2

• 3 + (76- 85.71)2
• 30 + .. ·] 112 = 4.46 

1664 ' 
l 

1665 (150. 13 + 154 . 109 + ... ) = 163.71 ' 
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15{) Fig. 6.18. Istogramma bidimensionale 
dei dati di Tab. 6.6 

Ss = [(150- 163.71)2 · 13 + (154- 163.71)2 
· 109 + .. ·] l/Z = 5_79 . 

1664 

Le due dispersioni St ed s 8 sono state calcolate dividendo per (1665- 1), 
poiché si sono utilizzate le medie empiriche. 
La stima ad la delle medie della statura e del torace è data dalla (6.40): 

f..Lt E 

f..Ls E 

7 4.46 8' 85. l ± ~~ .) .7±0.1 
v1665 

5.79 
163.71± ~ ~ 163.7±0.1. 

v1665 

Veniamo ora allo studio della correlazione. I dati dovrebbero essere correlati, 
perché l'esperienza mostra che uomini piccoli con torace enorme, o viceversa, 
sono molto rari. Calcoliamo pertanto la covarianza campionm'ia (4.23): 

l 
Sst = 

1664 
[(72- 85.71)(158 -163.71) · 3 + 

(76- 85.71)(150 -163.71) ·l + 

(76 - 85.71)(154- 163.71). 7 + ... ) == 6.876 . 

n coefficiente di correlazione campionario (6.134} vale allora: 

rst = Sst = 6.876 = 0.266 . 
S8 St 5.79 · 4.46 

Vi ricordiamo che, per il calcolo di Sst o di r 8 t potete usar·e le routine di 
SCILAB 1-Ge-tar., e ' correl . 

.. ...-l> 

Stimiamo ora, con nn CL == 95%, il coefficiente di correlazione altez-
za/torace dei soldati. Per prima cosa, calcoliamo la variabile Z corrispon
dente alla con·elazione campionaria r = 0.266: 
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z = ~ ln 
1 + 0·

266 
=O 272 . 

2 1 - 0.266 . 

Questa è una variabile approssimativamente gaussiana, di deviazione stan
dard data dalla seconda delle (6.181) . Poiché i dati si riferiscono a 1665 
soldati, abbiamo: 

~ = V N~ 3 = {;[;; = 0.024 . 

Per una variabile gaussiana, i limiti di confidenza al 95% sono dati da una 
vm'iabile standard t= 1.96: 

/J-z E 0.272 ± 1.96 · 0.024 = 0.272 ± 0.047 = (0.225, 0.319] . 

L 'intervallo che abbiamo trovato contiene con C L = 95% il valore fkz . L 'in
tervallo di confidenza per il coefficiente di correlazione vero p si trova infine 
inserendo nella seconda delle (6.138) i valori (0.225, 0.319): 

p E (0.221, 0.309] = 0.266!g:g~~ , CL= 95% . 

Come si vede, dai dati ris1tlta in modo certo la corrèlazione altezza/torace. 
Lo stesso risultato può essere ottenuto in questo caso anche con la formula 
approssimata (6.139). 
Poniamoci ora la domanda: un soldato alto sui 110 cm, che torace deve avere 
per essere considerato nella norma? Se assumiamo l'is togramma della tabella 
come campione di riferimento, possiamo rispondere alla domanda stiman
do dai dati, con le (4 .54, 4..'55), la media (sulla retta di regressione) e la 
deviazione standard del torace t condizionate dalla statura s: 

m(tls) 

s(tls) 

mt + 1'st ~ (s- m 8 ) = 85.71 + 0.204 (170- 163.71) ~ 86.9 cm 
Ss 

= [sz (1 - r;t)]
112 

= [19.89(1 - 0.071)]11
2

::: 4.3 cm. 

Sempre nell'ipotesi di un modello gaussiano, possiamo dire che il pe1'imetro 
toracico del soldato, per essere nella norma, deve essere compreso, con legge 
3~, nell'intervallo 86.9 ± 4.3 cm. 

6.20 Problemi 

6.1. Da un'urna. contenente 400 biglie rosse e nere (in proporzione sconosciuta) 
si estraggono 30 biglie, di cui 5 rosse. Trovare, ad un livello di confidenza. del 95%, 
il numero iniziale di biglie rosse R contenute nell'urna nel caso di a) estrazione 
con reinserimento utilizzando l'approssimazione per grandi campioni, b) estrazione 
con reinserimento utilizzando il codice Stipl';b ., c) estrazione senza reinserimento 
util izzando l'approssima:lione per grandi campl~ni. 
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6.2. In un esperimento si sono ottenuti 20 conteggi. Trovare il limite superiore del 
valore atteso dei conteggi, con CL = 90%. Utilizzare l'approssimazione gaussiana 
della distribuzione di Poisson. 

6.3. Lo scarto quadratico medio del peso di una popolazione adulta è u = 12 Kg. 
Trovare la media (S) e la deviazione standard o-[S) per un campione di N = 200 
individui. 

6.4. Eseguendo un numero incognito N di prove, ognuna con probabilita nota a 
priori p= 0.2, si ottengono n= 215 successi. Stimare N con CL= 90%. 

6.5. Se X; (i = l, 2, ... , N) è un campione casuale estratto da una popolazione 
normale, dimostrare che la covarianza tra la media M e lo scarto campionario 
(X;- M) è nulla. 

6.6. Vengono sommate 25 variabili gaussiane aventi tutte la stessa media J.l. ignota 
e u = l, ottenendo il valore di 245. Si trovi a) l'intervallo standard di stima di J.l. 
(CL=68%) e b) il limite superiore di J.l. con CL=95%. 

6. 7. Due macchine producono alberi di acciaio. Le medie di due campioni di lO 
alberi hanno fornito i diametri: f./>1 E 5.36 ± 0.05 e /1-2 E 5.21 ± 0.05 mm. Applicare 
il test di Student per verificare l'omogeneità dei pezzi prodotti dalle due macchine. 

6.8. Ad un gruppo di 70 ammalati è stato somministrato un farmaco, ad un altro 
gruppo di 58 ammalati del semplice zucchero (placebo). Giudicare se il farmaco è 
efficace in base alla tabella di contingenza ottenuta: 

MEDICINA PLACEBO. TOTALE 

GUARITI 40 28 68 
AMMALATI 30 30 60 
TOTALE 70 58 128 

6.9. Il conteggio X del numero di autobus arrivati ad un casello autostradale in 5 
minuti, ripetuto per N = 100 prove, ha dato il seguente istogramma, con lo spettro 
discreto di X diviso in 11 canali (da O a 10): 

n. di autobus x; O l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
n. di prove n; l 5 19 20 17 15 8 8 l O 

Dire, con un test a due code, se i dati sono compatibili con un processo 
poissoniano. 

6.10. Secondo un modello genetico un certo tipo di pianta dovrebbe fornire in 
rapporto tra piselli verdi e gialli di 3:1. In un campione di 500 piselli se ne sono 
trovati 356 verdi. Dire se il modello può essere accettato ad un livello del 5%. 

6.11. Una serie di 600 lanci con due dadi diversi ha dato luogo alla tabella di 
contingenza relativa alle 6 facce: 

l 2 3 4 5 6 TOTAI..E 

DADO l 101 105 103 95 90 106 600 
DADO 2 99 105 98 103 96 99 600 
TOTALE 200 210 201 198 186 205 1200 

Dire se a) le due serie di lanci sono tra loro compatibili e se b) i dadi e i lanci sono 
regolari. 

6.12. Un campione di 40 coppie di dati gaussiani ha coefficiente di correlazione 
r = 0.15. Fare la stima per intervallo di p con CL ~ 68%. 

6.13. Dopo l'introduzione del nuovo codice della strada le morti per incidente 
nel fine settimana sono diminuite da 60 a 33. Qual'è la probabilità di sbagliare 
a.ffermando che il calo è merito del nuovo codice'? 



7. Il metodo Monte Carlo 

7.1 Introduzione 

" Le proprietà davvero uniche del cervello 
umano mi sembrano caratterizzate proprio dal 
possente sviluppo e dall'impiego intensivo del
la funzione di simulazione. E ciò allivello più 
profondo delle funzioni conoscitive, quello su 
cui si basa il linguaggio e cbe questo, senza 
dubbio, esprime solo in parte. " 
Jacques Monod, " IL CASO E LA NECESSITÀ". 

Con il termine di "metodo Monte Carlo" oppure "metodo MC", vengono 
in generale denominate tutte quelle tecniche che fanno uso di variabili alea
torie artificiali (cioè generate al calcolatore) per la risoluzione di problemi 
matematici. 

Indubbiamente questo non è un modo molto efficiente per trovare la so
luzione di tm problema, in quanto la procedura di campionamento simulato 
porta ad un risultato che è sempre affetto dall'errore statistico. Nella pratica 
però ci si trova spesso di fronte a situazioni in cui è troppo difficile, se non 
addirittura impossibile, utilizzare i tradizionali procedimenti numerici o ana
litici ed in tutti questi ca.o:;i il metodo Monte Carlo diventa l'unica alternativa 
disponibile. 

L'applicazione di questo metodo non è ristretta solo. ai problemi di natu
ra statistica, come potrebbe forse sembrare dall'utilizzo delle distribuzioni di 
probabilità, ma include tutti quei casi in cui si riesce a trovare un collegamen
to tra il problema in esame ed il comportamento di un certo sistema aleatorio: 
il valore di un integrale definito, che non è certamente una grandezza casuale, 
può, ad esempio, essere calcolato anche usando dei numeri casuali. 

Le basi teoriche del metodo Monte Carlo (o metodo di simulazione) sono 
conosciute da molto tempo ed il primo esempio dell'impiego di numeri casuali 
per la risoluzione di integrali definiti si trova addirittura in un libro (''Essai 
d'aritmetique morale") scritto nel 1777 da Georges-Luis Ledere, conte di 
Buffon, matematico e naturalista francese, in cui è delineato un metodo per 
il calcolo approssimato del valore di 1f (si veda il problema 7.13). 

Per oltre un secolo e mezzo esso fu però usato solo sporadicamente e 
soprattutto per fini didattici. La sua prima applicazione sistematica si è avuta 
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solo nella prima metà degli anni '40 a Los Alamos, ad opera dell'équipe 
di scienziati, guidata da Enrico Fermi, che sviluppò il progetto delle prime 
bombe atomiche. 

In questo stesso periodo nasce anche il termine "Monte Carlo", che fa 
ovviamente riferimento alla città del Principato di Monaco famosa per il suo 
casinò e, più precisamente, alla roulette, uno dei mezzi meccanici più semplici 
per generare delle variabili aleatorie. La paternità del nome va in particolare 
attribuita ai matematici J. Von Neumann e S. Ulam, che lo adottarono come 
nome in codice delle loro ricerche segrete, condotte utilizzando numeri casuali, 
sui processi di diffusione ed assorbimento dei neutroni nei materiali fissili (per 
maggiori notizie storiche, potete consultare [44]). 

Dopo gli anni '50 si è avuto un decisivo impulso nell 'impiego del metodo 
con l'utilizzo dei calcolatori, grazie ai quali esso è passato in pochi anni dal 
ruolo di curiosità matematica a quello di stmroento indispensabile per la 
ricerca scientifica. Questo è avvenuto non solo perché i calcolatori permet
tono la rapida esecuzione dei lunghi calcoli che sono spesso necessari per 
ottenere un risultato significativo, ma anche, come vedremo in seguito, per 
la facilità con cui essi possono generare dei numeri casuali. Attualmente si 
hanno applicazioni nei più svariati campi di ricerca, dalla fisica nucleare alla 
chimica, dalla meccanica statistica e quantistica all'economia. 

In questo capitolo daremo una descrizione dei principi fondamentali del 
metodo e dei dettagli tecnici più importanti necessari per realizzare co
dici Monte Carlo per la risoluzione di problemi di t ipo statistico. Altre 
applicazioni significative verranno iUustrate più avanti, nel cap. 8. 

7.2 Cos'è il metodo Monte Carlo? 

Come già abbiamo accennato, in tutte le librerie di sistema dei calcolatori 
esistono da molto tempo routine di servizio che generano valori di variabili 
che possiamo considerare aleatorie, con densità uniforme in [O, 1]. La presenza 
di queste routine è dovuta al fatto che, in base al teorema 3.5 ed a quanto 
spiegheremo dettagliatamente tra poco, attraverso di esse è possibile generare 
variabili aleatorie aventi una qualsiasi altra densità di probabilità, discreta o 
continua. 

La realizzazione di questo tipo di routine, che apparentemente può sem
brare semplice, costituisce in realtà un problema matematico complesso, come 
si può vedere consultando i riferimenti [5, 17, 19, 35, 46, 57, 66]. La libreria 
di SCILAB mette a disposizione la routine -r-an,a , particolarmente semplice, 
e la routine 1kfao/L, più sofisticata, che utilizzeremo nel seguito. La chiamata 
a gr and è del t ip·o: 

x= grand (m ,n , "tipo" ,p1,p2); 

dove x è una matrice di numeri aleatori di dimensione m x n , "tipo" è il tipo 
di distribuzione da cui sono estratti i numeri e p1, p2 , .. . sono i parametri 
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della distribuzione. Ad esempio, per estrarre un numero casuale uniforme 
nell'intervallo [0, l) basta scrivere: 

x: grand(1,1,"unf",0,1); 

e per generare un vettore di 2000 numeri e farne l'istogrammaevidenziandone 
i parametri statistici bastano le due istruzioni: 

x = grand(1,2000,"unf",0,1); 
xbasc ();Histplote(20,x,errors=1,stat=1) 

in cui abbiamo fatto uso della nostra routine H!i..S~~-f~; Le numerose 
possibilità di ~r~a · sono descritte in dettaglio nella guida in linea di 
SCILAB. ~ -

Le routine che generano numeri casuali vanno inizializzate con uno o più 
numeri interi detti semi (seeds). Se i semi non vengono cambiati, ad ogni nuova 
prova del programma i risultati (pur casuali) , saranno sempre gli stessi. In 
altre parole, con gli stessi semi si genererà sempre lo stesso campione. Nel 
caso di ~~-? l 'istruzione da collocare all 'inizo del programma per avere una 
certa sequenza casuale è la seguente: 

grand("setsd",123432); 

dove il seme 123432 è arbitrario e va cambiato ogni volta che si desidera 
ottenere sequenze diverse. 

Dobbiamo a questo punto mettervi subito in guardia sulla affidabilità 
delle routine di attualmente in circolazione, diverse delle quali non superano 
molti dei test casuali standard. Per procedere a simulazioni corrette è allora 
necessario utilizzare routine ben documentate e di provata affidabilità, come 
quelle presenti in SCILAB e nelle librerie scientifiche più collaudate. 

Da ora in poi: 

• con il simbolo ç (con o senza indici) denoteremo sempre una variabile 
aleatoria uniforme nell'intervallo {0, l]; 

• con ç (con o senza indici) denoteremo i valori assunti dalla variabile ç '"" 
U(O, l) in una o più prove specifiche. In pratica questi sono i valori numerici 
forniti in uscita dalla routine grand '· 

'. 

Per simulare l'esperimento più semplice, il lancio della moneta, basta allo
ra dividere a metà l'intervallo unitario e, per ogni numero generato ç, definire 
l'evento come "testa" quando O :::; ç :::; 0.5 e come "croce" quando 0.5 < ç :::; l 
(naturalmente anche la convenzione inversa andrebbe ugualmente bene) . Le 
istruzioni SCILAB sono le seguenti: 

Il Routine MCmoneta per l a simulazione del lancio di una moneta 
Il Lo spettro e' nel vettore punti (11 posizioni) 
Il le frequenze simulate sono nel vettore monete (11 posizioni) 

punti= [O 1 2 3 4 56 7 8 9 10]; 
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28..-------------- -----, 

24 

l 3 5 7 9 11 
mean=4.83 +- 0.17 std dev. = 1.74 +- 0.12 

Fig. 7.1. Numero di teste ottenuto in 100 lanci simulati di 10 monete Si confronti 
iJ risultato con quello dell'esperimento reaJe di Fig. 6.16 a pagina 231. 

monete= [O O O O O O O O O O 0] ; 
grand("setsd",137778); Il cambiare 137778 per una frequenza diversa 
for k=1: 100, 

end; 

xi= grand(1,10,"unf",0,1) ; Il lancio delle 10 monete 
teste=O; 
for j=l :10, 

if(xi(j) < 0.5) then teste=teste+1 , end; Il conta le t este 
end; 
monete (teste+l) = monete(teste+1) + 1; Il frequenza teste 

xbasc(); Histfreqe(monete,punti,stat=l,errors=l); 
end; 

Il display 

È facile riconoscere che la routine opera secondo i seguenti passi: 

l ) genera lO numeri casuali çl, .;2, ... , 6o; 
2) conta il numero x di volte in cui çi ~ 0.5 (i= 1,2, ... , 10); 
3) ripete i due passi precedenti per N = 100 volte, mettendo in istogramma 

i valori eli x via via trovati; 

Alla fine del ciclo, se denotiamo con ni il contenuto di un generico cana
le dell'istogramma, il rapporto ndN ci dà, per ogni canale, la stima della 
probabilità cercata. L'istogramma che si ottiene è riportato in Fig. 7.1. 

Occorre a questo punto notare quanto segue: 

• mediante i passi l ) e 2), con cui simuliamo il lancio di 10 monete, non 
facciamo altro che generare una variabile aleatoria dalla distribuzione bi
nomiale (2.30) e, per N tendente all'infinito, l'istogramma di frequenza 
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che otteniamo tende quindi ad essere proprio b(x; 10, 0.5). Potete facilmen
te verificare questo fatto simulando un numero molto grande di lanci, come 
N 2: 20000; 

• poiché, per ovvie ragioni, possiamo ripetere questo algoritmo solo per un 
numero finito di volte, la simulazione ha come risultato delle frequenze 
affette da un certo errore, che è poi lo stesso che otterremmo se cercassimo 
di trovare x eseguendo dei veri lanci. Se denotiamo con li il rapporto ni/ N, 
la migliore stima che siamo in grado di dare per b(xi; 10, 0.5) risulta: 

j /i(1- li) b(xi; 10, 0.5) ~li ± N . (7.1) 

Naturalmente la precisione della nostra stima aumenta all'aumentare di N 
ma il miglioramento che otteniamo non è molto elevato: quadruplicando il 
numero di simulazioni, per esempio, dimezziamo solamente l'errore e, come 
dimostreremo tra poco, tale andamento non è legato a questo particolare 
esempio ma è una caratteristica generale di tutti i calcoli MC. 

Nel prossimo paragrafo daremo una giustificazione teorica del metodo MC, ri
scrivendo in maniera più generale e matematicamente corretta le indicazioni, 
piuttosto qualitative, che abbiamo finora. sviluppato. 

7.3 Fondame nti matematici 

Consideriamo una. variabile T associata ad un qualsiasi fenomeno aleatorio 
come funzione di k variabiU casuali (X1, Xz, . .. , Xk) : 

(7.2) 

Come abbiamo spiegato nei capitoli precedenti, l'intero processo è in ultima 
analisi caratterizzato dai valori medi e dai parametri di dispersione di T; 
questi ultimi sono a loro volta. esprimibili, in base alla (2.66), come differenza 
di valori medi. n fenomeno in esame può quindi sempre essere studiato sulla 
base di valori attesi (2.67), tramite la risoluzione di uno o più integra.U (o 
somme) del tipo: 

I = (T) = j f(x1, x2, . .. , Xk) p( xl, xz, . .. , Xk) dx1 ... dxk , (7.3) 

D 

dove p(x1 , x2, . . . , xk) è la. densità di probabilità normalizzata. delle variabili 
(Xl> X2, .. . , Xk) , definite in D E Rk, 

j p(x1,x2, ... ,xk) dx1 ... dxk =l . 

D 

(7.4) 
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Da un punto di vista strettamente formale, tuLti i calcoli MC che sono 
simulazioni di processi stocast.ici, in cui si generano casualmente degli eventi 
secondo certe distribuzioni di probabilità, sono equivalenti all 'approssimazio
ne del valore di un integrale definito o di una somma. 

Se simuliamo N prove della variabile aleatoria T utilizzando diversi in
siemi indipendenti di numeri casuali estratti dalla densità p, per le pro
prieLà della media di un campione (vedere parr. 2.11 e 6.9), sappiamo che 
la quantità: 

l N 
TN = N L f(xH, x~u, ... , Xki) . 

i= l 

una stima consistente e corretta di I. 

(7.5) 

Se supponiamo che la distribuzione della variabile aleatoria T, come è 
quasi sempre verificato in pratica, abbia una varianza finita o}, applicando 
la disuguaglianza di Tchebychcff (3.90) e la formula (6.39) della varianza della 
media, otteniamo la relazione: 

{ 
UT } l p ITN -Il < -€ > l - - € > l . - ffi - €2 . -

(7.6) 

Un'altra proprietà molto utile (sempre assumendo u} finiLa) è quella fornita 
dal teorema Limite Centrale 3.1, secondo il quale la densità di probabilità di 
TN tende "asintoticamente" ad essere una gaussiana con media I e deviazione 
standard urfVN. Come abbiamo già notato, il requisito di asintoticità viene 
in realtà soddisfatto per N abbastanza basso (N 2: 10) per cui possiamo 
quasi sempre scrivere che: 

{ 3ClT} p ITN -Il ~ ffi ~ 0.997 . (7.7) 

Le (7.6, 7.7) mostrano che i valori simulati convergono in probabilità verso 
la quantità. da stimare I come ur / ffi. Risulta pertanto che (salvo i casi in 
cui, come accenneremo più avanti, si riesce a "manipolare" T riducendone la 
varianza) l'unico modo per aumentare la precisione della stima TN è quello 
di aumentare il numero N di eventi simulati. Questa lenta convergenza degli 
stimatori MC può richiedere un notevole tempo di calcolo nella simulazione 
di sistemi complessi. 

7.4 Generazione di variabili aleatorie discrete 

Se la funzione di densità della variabile discreta che si vuole generare è nota, 
allora, tenendo presente che: 

• è possibile costruire, con la (2.28), la funzione cumulativa; 
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P t Pl +P2 Pl + P2 + · · · + Pk- t 

o l 

Fig . 7 .2 . Generazione di variabili casuali discrete. L'intervallo (0, l] viene suddiviso 
in k segmenti di lunghezza Pt ,p2, ... ,p ~c ed il sottointervallo entro cui cade un 
numero casuale ç individua l'evento generato 

• valgono le (3.85, 3.87) di pagina 98; 
• si dispone della routine ~r~n~_, 

è immediato rendersi conto che il metodo più efficiente, per simulare variabili 
discrete, consiste nell'estrarre un numero casuale O :5 ç :5 l, considerarlo 
come variabile cumulativa e determinare il valore quantile corrispondente al 
valore cumulativo estratto. 

L'uso della cumulativa è il metodo di base per tutte le simulazioni MC. 
Consideriamo un segmento di lunghezza unitaria, suddividiamolo poi in k 

intervalli ed assegniamo ad ognuno di essi tma lunghezza Pi pari alla proba
bilità che si verifichi il conispondente evento {X = xi} (Fig. 7.2) . Poiché la 
probabilità che un numero casuale uniforme O :5 ç :5 l cada in un particolare 
intervallo è esattamente pari alla lunghezza dell'intervallo: 

P{O :5 ç :5 p!} = Pt , 

P{Pt < ç :5 Pt + P2} = P2 , 
. .. .. . .. . ' 

(7.8) 

(7.9) 

(7.10) 

si dovrà considerare estratto il valore Xj corrispondente all'estremo superiore 
p 1 + P2 + .. . + Pj dell 'intervallo entro cui è contenuto il numero ç generato 
con la routine gra;ild . Tale procedimento può essere così schematizzato: 

Algoritmo 7.1 (Gen erazione di variabili discret e) . Pe1· generare una 
variabile casuale discreta X, che può assumere un insieme finito di valori 
spettrali X t, X2, .. . , Xk con probabilità Pt, P2, . .. , Pk, occorre: 

• costruire la funzione cumulativa Fj: 

j 

Fj = L Pi (j =l, 2, . .. k) 
i= l 

• generare un numero O :5 ç :5 l ; 
• trovare l'indice j (l :5 j :5 k) per cui è verificata la disuguaglianza: 

Fj-1 < ç :5 Fj 

(quando j = l , definiamo Fj- 1 =O); 

(7.11) 

(7.12) 
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Tabella 7.1. Distribuzione di probabilità p;(i = l, ... , 11) e funzione cumulativa 
F, (Fi = 2:;=1 Pi) del punteggio Si che si ottiene léiDciando una coppia di dadi 

S; p; Fi = 2:j=1 Pi 
l 2 1/36 1/36 
2 3 2/36 3/36 
3 4 3/36 6/36 
4 5 4/36 10/36 
5 6 5/36 15/36 
6 7 6/36 21/36 
7 8 5/36 26/36 
8 9 4/36 30/36 
9 lO 3/36 33/36 
10 11 2/36 35/36 
11 12 1/36 l 

Esercizio 7.1 r _, :;;;.,~ - ot~-~. ~=·--a- .-- ""'~ 

Scrive1·e un codice per simulare il lancio di una coppia di dadi {non truccati). 

Risposta. Dobbiamo, innanzitutto, trovare la probabilità puntuale e quella 
cumulativa P associate ad ogni punteggio. Se con S denotiamo la somma dei 
punti che si ottiene in un singolo lancio, queste probabilità sono r-appresentate 
dalla Tab. 7.1. 

Si possono usare due difje1·enti metodi per determinare in quale inte1·vallo 
del vettore p si collocano i numeri casuali e: 
• ricerca sequenziale: si esaminano in serie, uno dopo l'altro, tutti i sottoin

tervalli iniziando dal p1·imo (o dall'ultimo); 
• ricerca binaria (o dicotomica): si inizia l 'esame dal sottointervallo corri

spondente all'indice centr·ale del vettore; se quello cercato è maggiore {mi
nore} si elimina la prima {seconda) metà del vettore P, ci si riposiziona 
al centro della metà rimasta e si ripetono le operazioni precedenti fino a 
trovare l'indice j che soddisfa la relazione (7.12}. 

È facile dimostrare che in q?test'ultimo procedimento il numero di confronti 
necessari per individuare questo indice è pari al minimo intero m che verifica 
la disuguaglianza 2m. 2: k {se k = 1000, ad esempio, m = 10). Per questo 
motivo esso è senz'altro più vantaggioso, in termini di tempo di calcolo, ri
spetto a quello sequenziale, che necessita di un numero medio di confronti 
pari a k/2 . 

La mutine SCILAB per la ricerca dicotomica dseaxc.h(x~ val) data una 
cumulativa discreta val trova l 'indice corrispondente al numero dell'inter
vallo in cui cade un valore x . Le numerose possibilità di qttesta routine so
no descritte nella guida in linea. Altri algoritmi di ricerca dicotomica sono 
descritti in {53, 66]. 
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3600~--------------------------------~ 

3200 

2800 

2400 

2000 

1600 

1200 

800 

400 

3 5 7 

mean = 7.00 +- 0.01 

punteggio 

9 11 13 

std dev. = 2.42 +- 0.01 

F ig. 7.3. Istogramma di 20 000 lanci simulati eli una COP,pia di dadi. 

Il codice SCILAB f>~~ ~ per la simulazione del lancio di due dadi è allora 
il seguente: 

Il Routine Dadi per la simulazione del lancio di due dadi 
Il Lo spettro e' nel vettore punti 
Il le frequenze simulate sono nel vettore lanci 

cum=[O. 1136 3136 6136 10136 15136 21136 26136 30136 33136 35136 1. ]; 
punti = [2 3 4 56 7 8 9 10 11 12]; 
l anci = [0 O O O O O O O O O 0]; 

grand("setsd",678543); Il cambiare 678543 per una frequenza diversa 

for k=1 :20000, 

end; 

xi= grand(1,1,"unf",0,1); 
ind = dsearch(xi,cum); 
lanci(ind)=lanci(ind)+l; 

Il ricerca dicotomica nella cumulativa 
Il frequenza simulata 

xbasc(); Histfreqe(lanci,punti,stat=1,errors=1); Il display 
end; 

La nostra routine ~HÙtfÌoeqe- produce il risultato di Fig. 7. 3, ottenuta simu
lando 20 000 lanci. Ddll1istogramma, attraver·so la relazione (7. 7), possiamo 
stimare il valor medio (S) del punteggio che si ottiene lanciando una coppia 
di dadi come: 

(S) = 7.00 ± 0.03 , CL~ 99.7% . 
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Simulare il lancio della moneta col metodo della cttmulativa. 

Risposta. Consideriamo l'ultima colonna della Tab. 2.9 di pagina 50, che 
contiene proprio i valm·i cumulativi (7.11) relativi al numero di successi nel 
lancio di 10 monete. Se generiamo una variabile e il segmento in cui essa 
è compr·eso individua il numero di teste ottenute nella prova; ad esempio, il 
numero ç = 0.35 cade all'interno del quinto segmento: 

(7.13) 

e corrisponde perciò al valore x = x5 = 4 teste. 
Vi lasciamo come esercizio scrivere il facile codice di simulazione, che è molto 
più efficiente di quello visto nel par. 7.2. 

7.5 Generazione di variabili aleatorie continue 

Nel caso delle variabili continue basta sfruttare ancora il teorema 3.5 per 
arrivare immediatamente allo stesso tipo di procedimento che abbiamo usato 
per le variabili discrete. 

Consideriamo una generica densità di probabilità. p( x), avente cumulativa 
F(x) e definita su un intervallo qualsiasi [a, b]. Se generiamo a caso {e= ç} 
e calcoliamo il corrispondente valore: 

(7.14) 

otteniamo, in base alla relazione (3.85), una generazione casuale di X secondo 
la densità p( x) . 

Per generare variabili aleatorie di densità qualsiasi basta quindi risolvere 
un integrale ed invertire la funzione risultante mediante un algoritmo che 
possiamo così enunciare: 

Algor itmo 7.2 (Trasformazione inversa) . Per generare una variabile ca
sMle continua X, di densità p(x) e definita nea'intervallo [a, bJ, occorre: 

• generare un numero O :S ç :S l ; 
• risolvere, rispetto a x, l'equazione: 

lx p( t) dt = ç . (7 .15) 

Iniziate a prendere confidenza con questo procedimento, di fondamentale im
portanza per il metodo MC, seguendo attentamente gli esercizi che seguono. 
Vi consigliamo anche di riguardare l'esercizio 3.12 di pag. 99. 

Esercizio 7.3 m:ca::t:c::;;;; • o u w:::."-::t.'!'.'l oz."' 
Generare una variabile X uniformemente distribuita nell'intervallo [a,b}. 
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Risposta. In q1testo caso dalla (3.11} si ha: 

e l 'eq. (1.15} diventa: 

da cui il risultato: 

l 
p(x) = (b-a) 

re dx 
la (b - a) = ç ' 

x = a+ ç(b -a) . 

(7.16) 

(7.17) 

(7.18) 

Esercizio 7.4 !J!iZ9ii!&SI5''"""*""*lU<Mi!ii~ ... ~!IL\!.~ 
Generare casualmente, in un cerchio di raggio R, punti distribuiti in maniera 
uniforme con densità p (puntijcm2 ) costante. 

Risposta. È conveniente individuare un punto P qualsiasi all 'intemo di un 
cerchio mediante la coppia di coordinate polari r e <p (con O :::; r :::; R e 
o:::; <p:::; 21f}. . 

Per trovare le densità di probabilità p(<p) e q(r) di queste variabili, os
serviamo che p( <p) d <p è data dal 1·apporto tra il numero di punti contenuto 
nel settore infinitesimo tratteggiato in Fig. 1.4a) ed il numero totale di punti 
contenuti nella superficie del cerchio: 

( ) 
d _ pR2 d<p/2 _ d<p 

p<p <p- R2 --2 . p7r 7r 

Analogamente, per q(r) otteniamo (vedere Fig. 7.4b): 

p2m·dr 2r 
q(1·) dr = p1rR2 = R2 d1· . 

Le corrispondenti cumulative risultano allora: 

t ' <p 
6 =P( <p) = lo p( <p) d<p = 27r ' 

6 = Q(r) = ~o··q(r)dr = ~:. 
Applicando di nuovo l'algoritmo 1.2 otteniamo: 

{ 
<p = 2n6 
t' = RV(Z. 

(7.19) 

{7.20) 

(7.21) 

(7.22) 

(7.23) 

dove 6 e 6 sono due numeri casuali indipendenti. 
~~ ~:.ì!ll:!:~~~.~-ì!!!lillllii!ll!tm:;iilill:d::.-;"li;fòlallW:II\.l!il~~l1!itr~ 



258 Capitolo 7. Il metodo Monte Carlo 

a) b) 
y 

x 

Fig. 7.4. a) Nel caso di punti uniformemente distribuiti nel cerchio, p(r.p) dr.p è pari 
al rapporto tra l'area infinitesima. tratteggiata ed il numero totale di punti sulla 
superficie circolare. b) Come nella figura precedente, ma per q(r) dr 

Esercizio 7.5 llòi?iì&iiQIX.';;::o:=:K=ovJ• ~~~~~~ 
Generare in modo isotropo (con densità costante) punti distribuiti su una 

superficie sferica di raggio R. 

Risposta. La posizione di un generico punto P posto su una superficie sferica 
(che supponiamo, senza perdere in generalità, essere al centro di un sistema 
di assi cartesiani) viene di solito definita (come in Fig. 7.5a) mediante la 
tema di coordinate (R, <p, 19) con: 

(<p = angolo az-imutale) 
(19 = angolo polare) . 

(7.24) 

Le formule che permettono di passare nel sistema di coordinate ortogonali 
XYZ sono: 

{ 

x 
y 
z 

R se n 19 cos <p 

R sen 19 sen <p 
Rcos19 . 

(7.25) 

Poiché R rimane costante lungo la superficie della sfera, dobbiamo determi
nm·e solo le funzioni di generazione di 19 e <p. Consideriamo una superficie 
infinitesima dD attorno a P; la sua area è: 

dD = sen 19 d't? d <p . (7.26) 

Se ora denotiamo con ntot e dn il numem totale dei punti sulla sfera e stt 
dD, per la condizione di isotropia dobbiamo porre che la densità dei punti 
sulla superficie sferica sia costante: 

ntot dn 
47r = dD (7.27) 
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a) z b) 

y 

x 

Fig. 7.5. a.) n generico punto P sulla superficie sferica viene individuato mediante 
la terna. eli coordinate sferiche (R, {},<p). b) Per ottenere la stessa densità eli punti 
casuali sulle superfici S1 ed S2, non si deve generare uniformemente secondo 'I'J, ma 
secondo (l - cos 'I'J) oppure cos 't9 

La probabilità p( D) dD per un punto qualsiasi sulla superficie sferica di 
trovarsi entro dD risulta quindi: · 

p(D)dD = dn = dD= sen'!9d'!9dcp 
ntot 4r. 41T 

(7.28) 

e le probabilità p( cp) dcp e q( '!9) d'!9 che un punto si trovi nell'intervallo [cp, <p+ 

dcpJ qualunque sia '!9 e nell'intervallo ['!9,'!9 + d'!9J qualunque sia cp, sono date 
dalle rispettive densità marginali, definite nella ( 4.11): 

p( <p) dcp = l 11f l -
4 

dcp sen'!9d'!9 =- dcp, 
1T o 27T 

q(73) d'!9 = l ( 2
"' sen 73 

41i sen'!9d'!9 lo dcp = - 2-d'!9 . 

Le cumulative corrispondenti a queste densità sono: 

6 =P(cp) = 

6 = Q('l9) = 

<p 

27T ' 
l- cos'!9 

2 

e le formule per la generazione casuale di cp e '!9 risultano infine: 

{ 
cp = 2r.6 
'!9 = acos(l - 26) . 

(7.29) 

(7.30) 

(7.31) 

(7.32) 

(7.33) 

Ricordatevi quindi la seguente considerazione non proprio intuitiva: isotropia 
sulla superficie sfe7'ica significa uniformità in <p ma non in '!9. Dalle equazioni 
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precedenti ricaviamo infatti che la condizione di isotropia è soddisfatta quando 
e = (l - cos'l?) (oppure ç =cos'l?}, e non 'l?, è una variabile uniformemente di
stribuita. Questa proprietà può essere compresa qualitativamente da un punto 
di vista geometrico se consideriamo le due superfici tratteggiate sl ed s2 di 
Fig. 1.5b}, che sono rispettivamente comprese tra ['!91 , '!91 +d'l?] e ['!92 , 'l?z +d'l?] . 
Generando in maniera uniforme in 'l?, otterremmo all'incirca lo stesso nume1·o 
di punti sulle due superfici ma, essendo l 'area di S2 molto maggiore di quel
la di S1, la densità dei punti risultante sarebbe molto maggiore ai poli che 
all'equatore. La funzione (l -cos'l?) è così interpretabile come una funzione 
"di peso" da assegnare ad ogni valore di 'l9 per-ché valga la relazione {1.21} . 

Giudicando solo in base agli esercizi precedenti, l'algoritmo 7.2 sembre
rebbe risolvere tutti i nostri problemi di generazione casuale. In realtà la 
situazione non è così semplice, perché la funzione p(x) da integrare può es
sere nota solo numericamente, oppure l 'integrale che compare nel termine 
di sinistra della (7.15) può non essere risolubile o dare come risultato una 
funzione non invertibile analiticamente. 

In tutti questi casi esiste un'ampia varietà di procedimenti alternativi a 
cui fare ricorso; nei prossimi paragrafi ne presenteremo alcuni tra quelli di 
più comune impiego. 

7.6 Metodo del rigetto 

Dopo aver costruito un rettangolo (delimitato dai vertici A, B , C, D in figura 
7.6), di ba.'3e (b-a) ed altezza h, che racchiude una densità di probabilitàp(x) 
(ovviamente h deve essere maggiore o uguale al massimo Pma:c assunto da p(x) 
in [a, b]), scegliamo in modo casuale al suo interno dei punti uniformemente 
distribuiti le cui generiche coordinate (xi, Yi) risultano, per la (7.18) : 

con O$ çl,ç2 $l. 

{ 
Xi = a+ 6 (b-a) 
Yi = 6h 

(7.34) 

Consideriamo ora la probabilità che la variabile uniforme a :::; X :::; b cada 
entro l 'intervallo infinitesimo [Xi, X i + dx] : 

d x 
P{xi <X< Xi+ dx} = P{xi <a+ 6 (b - a) <Xi+ dx} = (b _a) (7.35) 

e la probabilità, condizionata da Xi, che una variabile uniforme O $ Y :::; h 
sia minore di p( xi): 

P{Y:::; p(x)l:z;i <X< Xi+ dx} P{Y:::; p(xi)} 
p( x·) = P{çz:::; p(xi)/h} =T . (7.36) 
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Fig. 7.6. Generazione di variabili ca
suali mediante il metodo del rigetto. La 
densità di probabilità p(x) viene deli
mitata entro un rettangolo (oppure en
tro una funzione f(x) ) ed un punto ge
nerato uniformemente all 'interno di es
so viene "accettato" se si trova nella re
gione definita da p( x) e dall'asse delle 
ascisse (zona tratteggiat a) 

In base al teorema 1.20 delle probabilità composte, la probabilità che si 
verifichino entrambe le condizioni precedenti vale: 

P{xi <X< Xi+ dx, Y ~ p(xi)} 

= P{Y ~ p(x)Jxi <X< Xi + dx} · P{ii <X< Xi +dx} 
p( xi) dx 

::: h(b _a) = ep(xi) dx . (7.37) 

Essa coincide, a parte il fattore costante c. = 1/[(h(b- a)], con la probabilità 
che X sia compresa in (xi, Xi+ dx). 

Queste semplici considerazioni sono alla base della tecnica del rigetto, che 
applica per tentativi la (7.37) e che possiamo così enunciare: 

Algoritmo 7.3 (Rigetto elementare). Per generare una variabile casua
le continua X, di densità di probabilità qualsiasi p( x) definita nel l 'intervallo 
finito [a, b) ed avente valore massimo Pmaz , occorre: 

• estrarre un punto x E [a, b]: x = a+ 6 (b-a )i 
• calcolar·e p(x); 
• estrarre un punto y compreso tra O ed h (h 2:: Pmaz): y = 6h; 
• Se y ~ p(x) si accetta x, altrimenti lo si scarta e si riprende il procedimento 

dall'inizio. 

È chiaro che per applicare questo procedimento basta conoscere l'espressione 
analitica di p(x) , mentre non è richiesta alcuna informazione sulla sua cumu
lativa; tale vantaggio viene però pagato in rendimento poiché sono necessari 
almeno due numeri casuali uniformi per generare una variabile di densità 
p(x) . 

La costante c, uguale alla frazione dei punti accettati rispetto alla tota
lità di quelli generati, rappresenta l'efficienza di generazione o, in maniera 
equivalente, l'inverso del numero medio di tentativi necessari per accettare 
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un punto. Essa, come è semplice dedurre anche in base a elementari consi
derazioni geometriche, dipende dal rapporto tra l'area di p(x) e quella del 
rettangolo ABCD di Fig. 7.6. 

Per ottimizzare il metodo, occorrerebbe generare i punti da accettare o 
scartare non più all'interno di un rettangolo ma entro una curva f(x) che 
contenga p(x) e che ne segua abbastanza bene l'andamento, in modo tale 
da massimizzare il rapporto tra le rispettive aree (vedere Fig. 7.6). Questa 
estensione rende il metodo del rigetto valido anche per funzioni definite in 
un intervallo non limitato in quanto basta trovare una funzione f(x) che sia 
definita nello stesso interva.llo. Per rendere agevole (e soprattutto rapida) 
l'operazione di campionamento occorre che f(x) abbia una cumulativa F(x) 
invertibile analiticamente. In tal caso, mediante le equazioni: 

(7.38) 

si genera uniformemente un punto all'interno di f(x) che, analogamente a 
quanto abbiamo appena visto, deve essere poi accettato se Yi $ p(xi)· 

Per dimostrare dal punto di vista formale questo nuovo procedimento, 
basta riscrivere le relazioni (7.35) e (7.36), che ora. d_iventano rispettivamente: 

(7.39) 

e: 

p( x·) 
P{Y $ p(x)lxi <X< Xi+ dx} ~ P{6 f(xi) $ p(xi)} = f( x:) . (7.40) 

Inserendo queste due ultime relazioni nella. (7.37), otteniamo il risultato: 

p( xi) dx 
P{xi <X< Xi+ dx, Y $ p(xi)} ~ 11 ex: p(xi) dx . 

fa f (x) dx 
(7.41) 

L'efficienza é del metodo viene ottenuta integrando la relazione precedente 
su tutti i valori di x: 

J: p(x) dx l é= b = b . 
fa f( x) dx fa f(x) dx 

(7.42) 

In questo caso, la. costante é, che nella (7.37) rappresentava l'inverso dell 'area 
h(b -a) del rettangolo ABCD, è l'inverso dell'integrale di f(x) , cioè dell'area 
sottesa da questa funzione con l'asse delle ascisse. 

L'algoritmo precedente viene così generalizzato come: 

Algoritmo 7.4 (Rigetto ottimizzato) . Per generare una variabile alea
toria X, avente una densità di probabilità qualsiasi p( x) definita nell 'inter
vallo {limitato o illimitato) [a, b] e delimitata entr-o una funzione f(x) avente 
una cumulativa F(x) invertibile analiticamente, occo1-re: 
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• estrarre un punto x E [a,b] distribuito secondo f(x): x= F-1 (6); 
• calcolare p(x); 
• estrarre dalla densità uniforme un punto y compreso tra O ed f( x) : 

y = 6f(x); 
• se y ~p( x) si accetta x, altrimenti lo si scarta e si riprende il procedimento 

dall'inizio. 

È possibile formulare anche una terza versione del metodo del rigetto 
(ideata dal matematico americano J. Von Neumann negli anni '50) quando 
la funzione p( x) da cui si intende generare la variabile X è fattorizzabile come 
il prodotto di due funzioni: 

p(x) = g(x)h(x) , (7.43) 

dove h(x) abbia una cumulativa H(x) invertibile analiticamente e g(x) sia 
limitata nell'intervallo [a, b). 

e: 

Possian10 pertanto scrivere: 

H(x) = J~ h(x) dx 
fa h(x) dx 

O~ g(x) ~G . 

(7.44) 

(7.45) 

Utilizziamo come al solito due numeri uniformi indipendenti 6 e 6 e 
definiamo le condizioni: 

{ ;: : }J-1(6) 

g(xi) 
(T 

Le relazioni (7.39) e (7.40) risultano ora: 

h( xi) dx 
P{ xi~ X< Xi+ dx} ~ b , 

fa h(x) dx 

(7.46) 

(7.47) 

P{~2 ~ g(x)/Gixi ~X< Xi+ dx} = P{6 ~ g(xi)/G} = g(xi)/G (7.48) 

e quindi: 

L'efficienza é viene ottenuta, anche in questo caso, integrando su tutti i valori 
di x: 1: h(x)g(x) dx G t h(x) dx 

é= b < ~ = 1. 
G fa h(x) dx - G fa h(x) dx 

(7.50) 
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Se p(x) è già normalizzata, allora J: h(x)g(x) dx = l e l'efficienza è sempli
cemente: 

l 
é:= b <l . 

G fa h(x) dx 
(7.51) 

La (7.43) può essere quindi riscritta come: 

p( x)= G ·1b h( x) dx · b h(x) g(x) = Ch*(x)g*(x) , 
a fc. h(x)dx G 

(7.52) 

dove h*(x) è una densità normalizzata e O ::; g*(x) ::; l. La costante C, se 
p(x) è normalizzata, è l'inverso dell 'efficienza e deve pertanto soddisfare alla 
condizione C ~ l. 

L'algoritmo diventa allora: 

Algoritmo 7.5 (Rigetto pesato). Per generare i valori di una variabile 
casuale X, avente una densità di probabilità qualsiasi p(x) definita nell'in
tervallo (finito o ·infinito) [a, b] e fattorizzabile come p(x) = Cg(x)h(x), dove 
C ~ l, O S g(x) S l e dove h(x) è una densità di probabilità avente una 
cumulativa H(x) invertibile analiticamente, occorre: 

• generare O S 6 S l; 
• generare un punto x E [a, bJ distribuito secondo h(x): x= H - 1 (çl); 
• calcolare g (x) i 
• generare O ::; 6 ::; l; 
• se {2 S g( x) si accetta x, altrimenti lo si scarta e si riprende il procedimento 

dall'inizio. 

Questo algoritmo può essere facilmente ricordato se si considera h(x) come 
densità di base degli eventi e g(x) come funzione "peso": generato un pun
to Xi = H - 1 (6), esso sarà tanto più importante (''pesante") quanto più 
g(xi) è vicino ad uno. Questa condizione viene tenuta presente nella seconda 
generazione, quando si accetta l'evento solo se 6 ::; g(xi) · 

Notiamo infine che se nella (7.52) la funzione peso vale g(x) = p(x)jh e 
h(x) = 1/(b - a) otteniamo l'algoritmo 7.3, mentre se la funzione peso vale 
g(x) = p(x)jh(x) abbiamo l'algoritmo 7.4. 

Esercizio 7.6 ~ 
Generare una variabile distribuita nell'intervallo [0, n /2] con densità di pro
babilità: 

p( x) =x senx dx . (7.53) 

Risposta. In questo caso non possiamo applicare il metodo di inversione della 
cumulativa (algoritmo 7.2) in quanto l 'equazione: 

1z xsenx = senx - xcosx = ç (7.54) 

non è invertibile analiticamente per x. Applichiamo perciò la tecnica del 
rigetto utilizzando i tre pr-ocedimenti che abbiamo appena derivato. 
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F ig. 7.7. Andamento delle funzioni 
f(x) =x e p(x) = xsen(x) nell'intervallo 
[0,'11'/2] 

• Algoritmo 7. 3 
Delimitiamo p(x) entro il quadrato di base [0, tr / 2] ed altezza 1r /2, come in 
Fig. 7. 7. 
Con riferimento alle eq. (7.34), abbiamo ora che a== O; b = 1r /2; h= 1r /2. 
La variabile richiesta viene perciò simulata, con un'efficienza di estmzione 
di cìr·ca il 40% (€ = 4/1f2 ), mediante le seguenti istr'Uzioni SGILAB: 

pig2= 1.570796; 
n = 20000; 
xv = zeros(l,n) ; 
for k=l:n; 

csi2=1; px=O.; 
while (csi2>px), 

x= pig2 * sqrt(grand(1,1,"unf",0,1)); 
px= sin(x); 
csi2= grand(l,l,"unf",O , l ); 
xv(k) = x; 

end; 
end; 
xbasc(); Histplote(20,xv,stat=l,er rors=l); //display 

• Algoritmo 1.4 
Se generiamo dei punti uniformemente distribuiti all'interno della curva 
f(x) = x (come in Fig. 7. 7), raddoppiamo l'efficienza di generazione ri
spetto all 'algoritmo precedente in quanto il rapporto tra le aree di p(x) ed 
f (x) risulta: 

r /2 / r /2 a 
e= lo p(x)dx lo f(x)dx = ( 'll'2 ):::::: 81% . (7.55) 

Per compiere tale operazione, occorre prima normalizzare f(x), calcolan
done l 'at·ea nell'intervallo [0, tr/2]: 

1
tr/2 1f2 

xdx= 
o 8 

(7.56) 
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e poi risolvere l'equazione: 

l
x 8 

o (?Tz)xdx = 6, (7.57) 

che dà come risttltato: 

x= (i)V6 . (7.58) 

In questo modo abbiamo generato l'ascissa Xi del gene1~ico punto casua
le, mentre la sua ordinata viene ricavata generando uniformemente tra 
o ed f(x) = x , condizione che fornisce l'equazione y = xçz. n ciclo di 
generazione casuale diventa così : 

while (esi>px), 
x = pig2 * sqrt(grand(1,1, "unf",0,1)); 
px= X*sin(x); 
esi= x * grand(1 , 1, "unf",0,1) ; 
xv(k) = x; 

end; 

• Algoritmo 7. 5 
Sfruttando la (7.56), è immediato fattorizzare p(x) come: 

p(x) = (~
2

) (:2 )x senx (7.59) 

ed applicare questo procedimento ponendo C= 1r
2 /8; g(x) = senx e h(x) = 

(8/n2 )x. n ciclo da eseguire diventa: 

~Thile (esi>px), 
x= pig2 * sqrt(gr and(1,1,"unf",0,1)); 
px= sin(x); 
esi= grand(1,1, "unf" ,0,1); 
xv(k) = x ; 

end; 

7. 7 M etodo di ricerca lineare 

Quando la cumulativa F(x) non è esprimibile analiticamente, possiamo 
sempre calcolare numericamente l'integrale 

(7.60) 

per N valori diversi x1. x2 , . . . , XN (con x1 = a ed XN = b) e costruire così 
per punti tale funzione (vedere Fig. 7.8) : 



F(x1) = 
F(x2) = 

F(xs) 

F(xN) = 

o 
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Fig . 7.8. Generazione di variabili casua
li mediante il metodo di ricerca lineare. Si 
costruisce per punti la funzione cumulati
va F(x) per riportarsi in un caso analogo 
a quello della generazione di una variabile 
discreta 

F(xt) + f:~::c1
2 p(x) dx , 

F(x2) + J;-e
2
s p(x) dx , {7.61) 

F(XN-1) + J:;:_
1 
p(x) QX = l . 

In questo modo ci siamo riportati al caso già discusso nel par. 7.4, relativo 
alla generazione di una variabile discreta. Infatti, attraverso la relazione: 

j-1 j 

Fj-1 = L P(Xi) < çi ~ L P(Xi) = Fj , (l ~ j ~N) (7.62) 
i=l i = l 

siamo subito in grado di determinare il particolare sottointervallo [x1_ 1 , Xj] 
in cui è compresa la variabile aleatoria che dobbiamo generare. 

Se supponiamo che F(x) vari linearmente entro ogni sottointervallo, inter
polando linearmente tra i due estremi x1_1 ed x1 del sottointervallo prescelto 
si ottiene: 

(7.63) 

Dato che la cumulativa F(x) ha, per costruzione, un andamento monotòno 
crescente ed è pertanto una funzione regolare, l'approssimazione (7.63) dà in 
generale un risultato molto buono. Tutte queste considerazioni sono riassunte 
nel seguente procedimento: 

Algoritmo -7.6 (Ricerca lineare). Per generare una variabile casuale X, 
avente una densità di probabilità qualsiasi p( x) definita nell'intervallo limitato 
o illimitato [a, b] occorre: 

• calcolare numericamente la cumulativa per N punti X1> x2, ... , XN (x1 =a; 
XN =b): 

F1 = 1z; p(x) dx l ~ j ~ N ; (7.64) 
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• generare un numero O ::; ç ::; l; 
• determinare l 'indice j tale che: F;-1 < ç::; Fj; 
• calcolare x mediante la relazione {7.63}. 

7.8 M etodi particolari di generazione casuale 

In alcuni casi nessuno degli algoritmi finora discussi riesce a generare in modo 
semplice o sufficientemente rapido valori di variabili aleatorie. 

Fortunatamente, esistono onnai da molto tempo diversi algoritmi conso
lidati per risolvere "ad hoc" e in modo efficiente molti problemi part icolari di 
generazione casuale. 

Nel seguito vi mostreremo, come esempio, solo alcuni dei metodi utilizzati 
per generare variabili da densità gaussiane e poissoniane mentre, per avere 
una rassegna completa di tutti (o quasi) i differenti algoritmi di generazione, 
vi consigliamo di consultare le referenze [38], [54], [59] e (71]. 

Ricordiamo anche che la funzione -gr-and di SCILAB permette di generare 
variabili aleatorie distribuite secondo=Ié èlffiisità più comuni. 

a) Generazione di variabili gaussiane. 
Come abbian1o visto nel par. 3.6, per ottenere una densità g(x), avente 
J.L e O" qualsiasi, basta ottenere un valore standard 

X-fJ, 
t=--

0" 

dalla densità gaussiana standard (avente J.L = O e O"= 1): 

g(t) = _ l_ e- t2/2 
V2rr 

( -oo ::; t ::; +oo) 

ed effettuare la trasformazione inversa della (7.65): 

x= tO" + fJ, . 

(7.65) 

(7.66) 

(7.67) 

A questo punto non siamo però in grado di esprimere analiticamente la 
cumulativa di g(t) e, di conseguenza, utilizzare l'algoritmo 7.2. 
Dato l'intervallo infinito di variazione di t , non è utilizzabile nemmeno 
l'algoritmo 7.3, mentre sono invece applicabili gli algoritmi 7.4 (vedere 
esercizio 7.5), 7.5 e 7.6 (vedere, ad esempio, (78]) . Ad essi vengono tut
tavia di solito preferiti altri metodi, più semplici od efficienti. Uno di 
questi, basato sul teorema Limite Centrale, utilizza la somma di variabili 
aleatorie ed è descritto nel problema 7.7. Potete anche vedere le routine 
• f~lahs,s.~ . e ' G_a1rss1 , sul nostro sito. 
11 procem mento che viene più frequentemente usato per la generazione 
gaussiana è quello ideato alla fine degli anni '50 dai matematici americani 
G.E.P. Box e M.E. Muller, i quali hanno mostrato che, contrariamente 
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quanto si potrebbe supporre intuitivamente, è più facile generare simulta
neamente non una ma due variabili gaussiane indipendenti. Consideriamo 
infatti la gaussiana standard bidimensionale in coordinate polari (r, cp) 
dell'eq. ( 4. 79): 

(7.68) 

e calcoliamo le funzioni cumulative del modulo e dell'angolo del vettore 
polare: 

{I = P(r) = far p(r) dr= l- e<-r
2

/
2) , 

{2 = Q(cp) = fa'P q(cp) dcp = ~ . 

{7.69) 

{7.70) 

A questo punto è facile immaginare il motivo della scelta compiuta: sia 
p(r) che q(cp) hanno delle cumulative che sono invertibili analiticamente. 
Applicando l'algoritmo 7.2 otteniamo facilmente: 

{ 
r = v'-2logçl (7_71) 
cp = 21f6 . 

Passando alle coordinate cartesiane (z1 , z2): 

{ 

z1 = rcoscp = y'-2log6 cos(21rç2) 

z2 = rsencp = y'-2logçlsen(27r{2), 
(7.72) 

otteniamo i valori di una coppia di variabili gaussiane standard indipen
denti partendo da due numeri casuali 6 e 6 -
Per rendere più veloce l'algoritmo si può utilizzare un ingegnoso espe
diente, descritto in [54]: se generiamo casualmente un punto di coordina
te cartesiane (vt,Vz) all'interno del cerchio unitario centrato sull'origine, 
la somma s = vi +v~ è un numero casuale uniformemente compreso tra 
O ed l (vi lasciamo come esercizio la semplice dimostrazione di questa 
affermazione) che possiamo usare al posto di 6, mentre l'angolo defini
to da questo punto e dall'asse delle ascisse rappresenta l'angolo casuale 
21r{2. In tal modo si evita il calcolo diretto delle funzioni trigonometri
che poiché il coseno ed il seno che compaiono nelle eq. (7.72) vengono 
calcolat i attraverso i rapporti v1 / vs e v2/ V$. 
Per ottenere le coordinate ( v1 , v2) si ha lo svantaggio di dover utilizza
re la tecnica del rigetto, poiché occone prima generare due numeri v1, 
v2 uniformemente distribuiti nell'intervallo [-l, l] e poi accettare solo le 
coppie che soddisfano la condizione: v~ + vi ~ l. '1\tttavia l'efficienza 
di questa operazione c~ 78%, pari al rapporto tra cerchio unitario ed il 
quadrato ad esso circoscritto) è abbastanza elevata e quest' ultimo proce
dimento è risultato, sul calcolatore da noi utilizzato, all'incirca un 20% 
più veloce del metodo "classico" descritto dalle eqq. (7.72). L'algoritmo 
di generazione gaussiana può essere quindi così schematizzato: 
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Fig. 7.9. Istog1·amma di 
un campione di 20 000 nu
meri casuali generati con 
la routine Gauss2. La cur
va continua rappresenta 
la densità gaussiana stan
dard. 

Algoritmo 7.7 (Generazione gau ssiana). Per generare due variabili 
gaussiane normalizzate indipendenti Z1 , Z2 occorre: 
• generare due numeri casuali indipendenti O :::; 6, 6 :::; l; 
• definire v1 = 26 - l; Vz = 26 - l e calcolare la somma s = vi +v~; 
• se s > l ripeter·e il procedimento dall'inizio; 
• se s :::; l generare gli eventi { Z1 = zl}, { Zz ·= z2} come: 

(7.73) 

Questo algoritmo è realizzato nella routine Gauss2, qui riportata, che dà 
come risultato l'istogramma di Fig. 7.9. 

Il routine Gauss2: generazione di due 
Il variabili gaussiane col metodo di Box & Muller 
Il iset e g2 sono variabili globali 
Il se iset = 1 si utilizza la variabile globale 
Il g2 precedentemente calcolata 

global iset g2; 
iset=O; 

function x = Gauss2(mu, sigma) 
s = 2; 
if(iset==O) then 

while (s>1), 
v1 = 2. * grand(1,1,"unf",0,1) - 1; 
v2 = 2. * grand(l,l,"unf",0,1) - 1; 
s = v1*v1 + v2*v2; 

end 
ls sqrt(- 2.*log(s)ls); 
g1 vl * ls; 
g2 v2 * ls; 
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iset=1; 
else 

iset=O; 
g1=g2; 

end; 
x = mu + sigma*gl 

endfunction; 

Il esempio di chiamata con grafico dei risul tati 

n=20000; s=40; Il si generano 20000 numeri in 40 canali 
g = zeros(l,n); 
for k=l:n, g(k) = Gauss2(0,1); end; 
dx= (max(g) - min(g))ls; 
x= [min(g)+0 .5*dx:(max(g)-min(g))ls:max(g)-0.5*dx]; 
xbascO; 
plot(x,n*dx*exp(-xA212)1sqrt(2*3 . 14159265)); Il curva gaussiana 
Histplote(s ,g,stat=l,errors=l); Il istogramma simulato 
end; 

b) Generazione di variabili poissonia.ne. 
Ogni processo stocastico in cui vengono generate, con probabilità >. co
stante nel tempo, variabili discrete e indipendenti è caratterizzato da due 
proprietà fondamentali: 
• l'intervallo di tempo tra due eventi successivi è una variabile aleatoria 

di densità esponenziale; 
• il numero di eventi che cadono entro un certo intervallo eli tempo di 

ampiezza L1t prefissata è una variabile poissoniana di media f.L = >.L1t. 
Nell'esercizio 3.12 abbiamo visto che il tempo T tra due eventi stocastici 
successivi viene simulato attraverso l'equazione 

l 
T = - - logç. 

f.L 
(7.74) 

Per ricavare il numero x di eventi che cadono entro L1t = l basta quindi 
generare una sequenza ro, T1 , ... , Tz, Tz+l di intervalli temporali (con ro = 
O) fino a quando è verificata la disuguaglianza: 

x z+l 
~T.-< l< ~r-L.J t- L.J t x:;::: 0,1, ... (7.75) 
i=O i=O 

Tenendo conto della (7.74) possiamo riscrivere questa disuguaglianza 
come: 

x x+ l 

- l:logçi:::; f.L < - l:logçi x= 0,1, ... (7.76) 
i=O i = O 

oppure, eliminando i logaritmi: 

:t :t+l 

II çi ~ e-jk > II çi x= 0,1, ... (7.77) 
i=O i=O 
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In conclusione abbiamo dedotto il seguente: 

Algoritmo 7.8 (Generazione poissoniana). Per generare una varia
bile poissoniana X di media p, occorre: 
• definire k =O; s = l; 
• generare un numero casuale O ::; f. ~e ::; l ; 
• porre s = s f.k ; 
• se s < e-J.I. porre x = k; altrimenti porre k = k + l e ripetere il 

procedimento dal secondo passo. 

È molto facile dedurre che il tempo eli calcolo eli questo algoritmo aumenta 
proporzionalmente a p,; per tale motivo, quando p, è abbastanza grande 
(p, ~ 30) conviene senz'altro sfruttare il fatto che, come rilevato nel 
par. 3.3, la poissoniana viene molto ben approssimata da una gaussiana 
avente media e varianza IL· Data una variabile gaussiana normalizzata Z, 
possiamo ottenere un'altra variabile gaussiana G con le caratteristiche 
sopra indicate attraverso la relazione: 

G = IL+ Z...ffi . (7.78) 

Per ottenere i valori di X, che è una variabile intera~ O, dobbiamo però 
arrotondare G, variabile reale compresa nell'irìtervallo ( -oo, +oo), al più 
vicino intero non negativo: 

X= max{ O, [G + 0.5]} = max{ O, [IL+ Z...ffi + 0.5]} . (7. 79) 

La routine R~ili_ , dato come ingresso IL = mu, genera una variabile pois
soniana sfruttando, per IL< 30, l'algoritmo 7.8 e, per IL~ 30, la relazione 
(7. 79) e la subroutine _Gaus!>j- che abbiamo appena presentato: 

Il routine Poiss: generazione del numero di eventi 
Il osservati x da una poissoniana di media mu 

function x = Poiss(mu) 
if(mu<30) then 

s=l; x=O; 
while (s>exp(-mu)), s = s*grand(1,1,"unf",0,1); x=x+1; end; 
x= x-1; 
if(x<O) then x=O; end; 

else Il approssimazione gaussiana 
x= int(Gauss2(mu,sqrt(mu)) + 0 .5); 
if(x<O) then x=O; end; 

end; 
endfunction ; 

Un utile esercizio da fare con la routine "Pp±ss , è la verifica della Tab. 6.2 
del par. 6.7. Ponendo p,= 2.3 e generando campioru sempre più grandi, 
osserverete che il numero di volte in cui vi sono zero eventi estratti tenderà 
al 10%, che ponendo p,= 4.74 il numero di successi x::; l tenderà al 5% 
e così via. Per questa ed altre prove potete copiare dal nostro sito la 
routine Simpéiss , che elabora istogrammi poissoniaru. 

;->:·~- -~ 
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Per simulare variabili aleatorie aventi distribuzioni qui non considerate, 
basta riconere alle definizioni ed ai teoremi del calcolo delle probabilità; ad 
esempio, per simulare una variabile Q(v) "'x2 (v) basta ricordare il teorema 
3.3 e sommare i quadrati di v variabili gaussiane standard gaussiane. Seguen
do le definizioni standard si ottengono senz'altro algoritmi corretti, anche se 
non sempre particolarmente rapidi ed efficienti. 

7.9 Studio Monte Carlo di distribuzioni 

Una delle applicazioni più interessanti e spettacolari del metodo MC è proba
bilmente la determinazione di distribuzioni statistiche comunque complicate. 
Come abbiamo visto nel cap. 5, lo studio delle distribuzioni di variabili aleato
rie funzioni di altre variabili aleatorie richiede tecniche matematiche alquanto 
laboriose, tanto che la soluzione analitica, nella maggior parte dei casi, può 
essere alla portata solo di abili matematici o non essere nemmeno ottenibile 
in pratica. 

Il metodo Monte Carlo ha rivoluzionato questo ramo della statistica ap
plicata, in quanto consente di ottenere, con procedure elementari, la soluzione 
richiesta, anche se nella forma approssimata di istogrammi e non nella forma 
analitica corretta. Dall'istogramma simulato si possono poi estrarre i parame
tri che servono (come media, varianza, area delle code) con errore statistico 
trascurabile rispetto al problema che si sta trattando. 

La procedura è schematizzata in Fig. 7 .lO: si generano le va.riabili aleatorie 
(X1, Xz , Xs, . .. ) secondo le rispettive densità e si calcola, ad ogni estrazione, 
la variabile Z = j(X1 , X2 , X3 , ... ); alla fine del ciclo si presenta il risultato 
come istogramma della variabile Z. Il passo di istogramrnazione può esse
re variato a piacere e reso congruo col problema in esame. Dall'istogramma 
simulato si calcolano infine le quantità statistiche fondamentali che carat
terizzano la distribuzione. Si può anche eseguire il best fit dell'istograrnma 
(con i metodi che vi illustreremo nel par. 9.7) utilizzando funzioni empiriche 
come esponenziali, polinomi, somme di gaussiane, ottenendo così una forma 
analitica, indipendente dal passo dell'istogramma, che interpola la soluzione 
vera con il grado di accuratezza desiderato. Se si dispone di un calcolatore, il 
metodo è talmente semplice da poter essere illustrato in modo completo con 
un facile esempio. 

Si supponga di voler trovare la distribuzione della variabile aleatoria 

Z _ senX 
- senY ' 

(7.80) 

dove X e Y sono angoli gaussiani di media e deviazione standard pari a: 

Bx = 20°, 
By= 13° , 

(7.81) 

Utilizzando le formule approssimate (5.63, 5.66) del par. 5.4, possiamo 
stimare media e varianza della distribuzione incognita come: 
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(7.82) 

a[Z] = [ 
2 2 ]112 

(
cosBx) (~)2 a2 + (senBx cosBy) (~) 2 a2 =0.4l , 
senB11 180 x sen2 B11 180 11 

(7.83) 
dove la varianza è stata trasformata in radianti, dato che z è un numero reale 
espresso nel sistema decimale. 

Come illustrato nel par. 5.4, queste due formule sono approssimate: la 
(7.82) vale solo se la relazione t ra Z e (X, Y) è lineare, mentre la (7.83) richie
de sia la validità della dipendenza lineare sia la presenza di errori percentuali 
piccoli. 

Poiché queste condizioni sono violate in modo drastico dalle (7.80, 7.81), 
in questo caso non siamo affatto certi né della bontà delle (7.82, 7.83) né del 
tipo di distribuzione della variabile Z. Anzi, le nostre conoscenze di calcolo 
delle probabilità ci autorizzano a supporre una distribuzione non gaussiana 
per Z. Vediamo come la simulazione sia in grado di risolvere agevolmente 
tutti questi problemi. 

Utilizzando la routine ig_Fand abbiamo generato, con la routine Ri frai: 

qui riportata, 20 000 variahlÙ gaussiane (7.81) e ne abbiamo fatto il rapport~ 
dei seni come nella (7.80): il risultato è l'istogramma di Fig. 7.lla). 

Il routine Rifraz: simulazione della misura 
Il di un indice di rifrazione 

n=20000; 
g = zeros(l,n); 
rad=57.296; Il conversione gradi radianti 
for k=l:n, 

a1=20irad; a2=31rad; a3=13lrad; t=lOO; Il valori in radianti 
while (t>4. 5), Il esclusione dei valori piu' alti (trascurabili) 

t= sin(grand(1,1,'nor',a1,a2))1sin(grand(1,1,'nor',a3,a2)); 
end; 
g(k) = t ; 
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F ig. 7.11. Istogramma di 20 000 variabili Z della (7.80), dove X e Y sono variabili 
gaw;siane date a) dalle (7.81); b) dalla (7.84) 

end; 
xbasc(); Histplote(40,g,stat=1,errors=1); // ·istogramma simulato 
end; 

Come si vede, i parametri J.L e q, stimati dall 'istogramma: 

(Z) ~ 1.61 , q(Z] ~ 0.49, 

hanno valori abbastanza differenti dalle predizioni delle (7.82, 7.83). L'er
rore statistico su queste due quantità, stimato dalle formule fondamentali di 
Tab. 6.3 di pagina 202, risulta dell'ordine di 0.002-0.003 e può essere pertanto 
trascurato nelle considerazioni che seguono. Esso comunque può essere reso 
piccolo a piacere aumentando il numero di variabili simulate. 

La simulazione li vela anche che la forma della densità si discosta in modo 
sensibile dalla curva normale o gaussiana. Dall'istogramma risulta che gli 
eventi nell'intervallo 

J.L ±q~ m± s = 1.61 ± 0.49 = (1.12, 2.10] 

sono pari a 14895, corrispondenti a una percentuale del 75%. 
Come si vede, a parte la non conoscenza della forma analitica esatta della 

densità istogrammata in Fig. 7.lla), tutte le altre informazioni sono facilmen
te accessibili con la simulazione. È anche interessante diminuire la dispersio
ne di X e Y e vedere quello che succede. L'intuizione ci dice che dovremmo 
eliminare la coda lunga della densità, che è dovuta alla non linearità del
la funzione seno. Operiamo allora come in precedenza, sostituendo però alle 
(7.81) le condizioni: 
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Ox = 20° , 
B11 = 13° . 

C!:r; = 0.5° ' 
C!y = 0.5° . 

(7.84) 

La (7.82) rimane invariata, mentre la (7.83) predice in questo caso il valore: 

a[ZJ ~ 0.068 . 

n risultato della simulazione è mostrato in Fig. 7.llb). Ora la densità è 
diventata "quasi" normale, con media e deviazione standa.rd praticamente 
coincidenti con le previsioni delle (7.82, 7.83). Nell'intervallo m ±s si trovano 
13 723 eventi, pari al 68.6%, un valore in pieno accordo con la legge 3a. 

7 .lO Determinazione degli intervalli di confidenza 

Le tecniche MC hanno un ruolo fondamentale anche nella determinazione de
gli intervalli di confidenza, perché consentono di risolvere in modo approssi
mato gli integrali (6.7) di pagina 176 anche quando è complicato o impossibile 
trovare la forma funzionale della densità pz(z; B), dove Z = f(Xl> X2, .. . ) è 
una variabile aleatoria funzione di altre variabili primarie di distribuzione 
nota. Il parametro (o i parametri) e sono in generè relativi alle distribuzioni 
delle variabili X1.X2, . . .. 

Supponendo di dover effettuare la stima di un parametro B E e, il metodo 
segue la definizione 6.1: se Zmis è il valore misurato (spesso uno stimatore 
di o ricavato da un campione di dimensione n) , pe?· ogni valore eli e si deve 
ottenere, con i metodi descritti nel paragrafo precedente, un istograrnma rap
presentativo della densità pz(z; B). Le condizioni espresse dagli integrali (6.7) 
vengono approssimate contando, per ogni istogramma generato, la frazione f 
(frequenza) di eventi per cui z ~ Zmis· Gli estremi dell'intervalJo di confidenza 
[81 , B2] si trovano quando 

(7.85) 

Se il parametro è continuo, si considera una griglia discreta di valori di passo 
110 tale da consentire la precisione desiderata. 

Nella (7.85) l'uguaglianza è stata sostituita col simbolo ~, che va inteso 
come circa uguale entro l'errore statistico. Se vogliamo fissare la precisione 
attraverso la deviazione standard, dalla (6.18) segue che dobbiamo simulare 
un numero n di osservazioni tale che gli errori 

(7.86) 

assumano il valore desiderato. Supponiamo ad esempio di voler determina
re l'intervallo staudard simmetrico con CL = 0.683; in questo caso, come 
sappiamo, (1- CL)/2 = c1 = c2 = 0.158. Se generiamo un istogramma con 
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100 000 eventi, nelle code da ricercare ve ne saranno circa 15 800 e dalla (7.86) 
risulta che l'errore statistico da associare ad f vale circa 0.001. 

Quando la densità pz(z, O) dipende da un insieme di parametri (J E E>, si 
costruisce una griglia multidimensionale per tutti i parametri e si registrano 
gli insiemi di valori per i quali, come nelle (7.85), vengono soddisfatti i livelli 
corrispondenti agli insiemi di confidenza scelti. 

Se sono coinvolte densità. congiunte p z(z ; 0), le regioni di confidenza ed i 
relativi livelli possono essere molto complicati e variano a seconda del proble
ma in esame [48). ll caso più semplice si ha quando le variabili sono gaussiane 
ed i parametri O sono i valori medi veri incognit i. Se Zimis e Zisim sono rispet
tivamente i valori misurati e simulati e Bi i valori di griglia dei parametri, si 
includono nell'insieme di confidenza di livello CL i punti O della griglia mul
tidimensionale per i quali sia approssimativamente CL la frequenza relativa 
j con la quale si è verificata la condizione 

(7.87) 

Spesso il CL richiesto corrisponde alla regione Llx2 :::; l , i cui estremi defini
scono, come mostrato nella Fig. 4.8 di pagina 140, le ·deviazioni standard di 
ogni variabile. Questa tecnica si chiama, come vedremo più avanti nel cap. 11, 
propagazione degli errori. 

n metodo basato sulle (7.85-7.87), detto metodo della griglia, è del tutto 
generale, ma risulta spesso laborioso. In alcuni casi è però possibile, se la 
densità di Z è invariar1te rispetto ai parametri O, procedere in modo molto 
più facile e diretto. 

Ci rifacciamo qui ai r isultati del par. 6.2 di pagina 173. Se vale la (6.10), 
la seconda delle (7.85) diviene 

!
Zmis 

cz = p(z; Bz) dz = F(zrnlsi Bz) = l - F(Bz; Zmis) , 
- oo 

equazione che, quando F è invertibile, viene immediatamente risolta rispetto 
a B2 ponendo 

B2 = p-l (1 - cz; Zmis) . (7.88) 

Analogamente, si ottiene per B1: 

B1 = p - 1
(cl;Zmis) · (7.89) 

In altre parole, si tratta di t rovare i quantili di ordine 1- c2 e c1 della distribu
zione F con parametro Zmis · Quando non è possibile procedere all'inversione 
analitica di F, B1 e B2 sono facilmente ricavabili simulando un istogramma di 
questa dìstrìbuzione. 

Nel caso gaussiano valgono le (6.9, 6.10) di pagina 177 e quindi, se Z ha 
media e (ad esempio è lo stimatore della media campionaria) la (6.10) diventa 
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Fig. 7.12. R icerca dell'in
tervallo di confidenza, quan
do vale la (6.10), nel caso di 
simmetria ed invarianza di 
forma della densità rispetto 
ai parametri considerati (in 
questo caso lt). Col metodo 
della griglia (curva in alto) , 
si trova il valore di p per il 
quale l'area ombreggiata ha 
il valore consistente col CL 
assegnato (in genere l-CL 
o (1 - CL)/2). Gol meto
do bootstrap (curva in bas
so), si ottiene un istogram
ma dalla densità che ha co
me parametro il valore mi
surato x e si trova l 'interval
lo di confidenza di p come 
se fosse un intervallo di pro
babilità. L'area delle code 
ombreggiate è uguale 

F(Zmis- B)= l- F(B- Zmis) 

dove F rappresenta la funzione di ripartizione della gaussiana di media nulla 
(la varianza non interessa), simmetrica rispetto allo zero. Se CL = l- a e 
c1 = c2 = aj2, la (7.88) e la (7.89) danno 

81- Zmis = p-l(a/2), 82 - Zmis = p-1(1 - aj2) 

cioè 
81 = Zmis + ta/2> 82 = Zmis + t l -a/2 · 

(Si guardi anche la Fig. 7.12, con IL = el e x = Zmis) · In sostanza, per 
risolvere il problema con il Monte Carlo, ci si centra sul valore misurato e si 
trova la localizzazione di 82 dalla coda della densità, simulando un campione 
dalla densità gaussiana g(z; Zmis) e valutando e2 attraverso l'istogramma. Si 
procede in modo simile per el . 

Questa tecnica [13, 25, 68], che in pratica sostituisce ai parametri ve
ri quelli stimati, fa parte di una classe di algoritmi Monte Carlo detti di 
bootstrap1 , di cui parleremo più diffusamente nel prossimo paragrafo 

Applichiamo ora questi principi generaU al caso concreto della (7.80). 
Se le (7.81) rappresentano una misura, alle quantità vere Bx e By vanno so
stituiti i valori sperimentali tx e ty. Supporremo che la quantità z = nmis = 
(sen tx/ sen ty) = 1.52 sia la misura dell'indice di rifrazione n ottenuto con 
un goniometro ottico misurando le direzioni dei raggi luminosi con errori di 
±3° oppure di ±0.5°. n risultato, come avviene in genere per le misure di 

1 In italiano si dovrebbe dire, ma è poco usato, algoritmi a laccio. 
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laboratorio, va dato ad un livello di confidenza del 68.3% centrato sul valore 
misurato nmjs = 1.52. 

Consideriamo, per cominciare, il caso di errori grandi (<T = 3°). Per ap
plicare il metodo della griglia, essendo gli angoli misurati delle variabili gaus
siane indipendenti, occorre calcolare la distribuzione ·di sen x/ seny dove X 
e Y sono variabili gaussiane di media B:c e By e deviazione standard pari al
l'errore di misura di 3°, e determinare i due indici di rifrazione per i quali 
il valore misurato n = 1.52 è rispettivamente il quantile di valore a e l - a 
con a = 0.1585. n calcolo va eseguito per tutti i possibili valori di Bx e 811 • 

D risultato, ottenuto con la routine dr Ì d;r:if e mostrato anche in Fig. 7.13, 
fornisce l' intervallo: 

n E [1.10, 1.95] = 1.52:!:~:!~ , CL -::::68.3%. (7.90) 

Applichiamo ora il metodo bootstrap ed utilizzian10 le (7.88, 7.89) sostitu
endo ai valori Bx e By delle (7.81) i valori t:c e t11 degli angoli misurati ed 
accumulando un istogramma di Z = senX/ sen Y generando X e Y secondo 
le densità normali g(x ; t:c, <Tz) e g(y; ty, a11 ) . Questo istogramma non è altro 
che quello di Fig. 7.lla), il quale va ora considerato come proveniente da 
una popolazione di densità p( n; tx, t 11 ). Con 100 000 eventi simulati, si sono 
ottenuti con la routine ~6o"!!if 1 15 850 eventi negli intervalli ( - oo, 1.17] e 
[2.03, +oo), cioè 

n E [1.17, 2.03] = 1.52:!:g:~~ , CL -::::68.3%, (7.91) 

che è un risultato differente rispetto al risultato corretto della (7.90). La 
ragione della discrepanza è la forte asimmetria della distribuzione, come si 
vede dalla Fig. 7.13. 

Nel caso rappresentato in Fig.7.11 b) e relativo ad un errore di ±0.5°, la 
densità delle misure ha una forma all'incirca invariante entro i valori degli 
angoli considerati e l'intervallo di confidenza diventa simmetrico rispetto al 
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valore misurato. In questo caso, entrambi i metodi discussi precedentemente, 
bootstrap e griglia, danno lo stesso risultato: 

n E (1.45, 1.59) = 1.52 ± 0.07 , CL~ 68.3% , 

dove l'errore degli estremi, che è di qualche per mille, non è riportato. La 
simulazione mostra che, per ottenere una misura affidabile, è opprtuno avere 
errori di misura dell'ordine del mezzo grado. Questa è peraltro l'accuratezza 
tipica dei goniometri ottici ordinari. 

Nel par. 11.6 applicheremo le tecniche di simulazione al caso estremamente 
importante della propagazione degli errori di misura . 

7.11 Bootstrap non parametrico 

Nel paragrafo precedente abbiamo visto come ricavare nwnericamente le pro
prietà di una variabile aleatoria generandone un campione casuale mediante 
un modello parametrico della sua densità di probabilità. 

Questo metodo, detto bootstrap, è in realtà ancora più generale e si può 
spesso applicare anche quando non si ha alcuna jnformazione sulla densità 
di probabilità della variabile aleatoria da esaminare [25, 27, 29, 30, 31, 66). 
Riprendiamo, ad esempio, l'esercizio 6.16 nel quale abbiamo determinato un 
intervallo di confidenza per il coefficiente di conelazione vero delle coppie 
dati di altezza/torace riportati nella Tab. 6.6, supponendo che la densità di 
probabilità bivariata p(x,y) delle coppie di dati fosse data dalla funzione 
gaussiana bidimensionale. 

Cerchiamo ora di determinare un intervallo di confidenza per il coefficien
te di correlazione torace/altezza senza supporre una densità gaussiana per 
queste due variabili e non utilizzando pertanto la trasformazione di Fisher. 

Con il metodo bootstrap, si assume che il campione ottenuto rappresenti la 
vera densità di probabilità dei dati da cui poi vengono estratti dei campioni 
casuali per la stima dei parametri da determinare. Un numero pari a n = 1665 
coppie correlate (si, ti) di valori torace/altezza viene quindi estratto (con 
reimmissione) dal campione sperimentale fino ad ottenere un nuovo campione 
"virtuale" di 1665 elementi. Alcuni dei dati originali così saranno presenti 
più di una volta all'interno di questo campione simulato, mentre alcuni altri 
non saranno considerati. Da esso, con le stesse operazioni dell'esericizio 6.16 
ricaviamo tramite la (6.134) un valore r;t . 

Ripetendo per un numero sufficientemente grande di volte questa opera
zione otteniamo un campione abbastanza numeroso di coefficienti r;t da cui 
ricavare l'intervallo di confidenza per il coefficiente di correlazione. 

L' istogramma ottenuto con 10 000 di versi valori simulati di r;t con la 
nostra routine ~Qo~~or è mostrato nella Fig. 7.14. Da esso abbiamo ricavato 
l'intervallo di confidenza 

r-;t E (0.221,0.309) = 0.266:8:8!~ (CL~ 95.4%) 



4000 ,------------, 

3000 

2000 

1000 

01 = 0.266 

s= 0.022 

r • 
$l 

7.11 Bootstrap non parametrico 281 

Fig. 7.14. Istogramma. di boostrap 
ottenuto con 10 000 campioni per r·;t · 

che è esattamente coincidente con quello trovato nell'esercizio 6.16! 
L'essenza del metodo si può sintetizzare come segue: attraverso l'estrazio

ne con reimmissione, generare da un unico campione reale un insieme di cam
pioni fittizi di pari dimensione e determinare da questo insieme l 'intervallo 
d'i confidenza pe1' il parametr·o desiderato. 

La generazione di campioni fittizi o artificiali a partire dal campione reale 
(e aventi la stessa dimensione n) corrisponde a sostituire la densità di proba
bilità incognita p( x) con una distribuzione di probabilità discreta p~(x) ad 
n componenti, la quale assegna ad ogni valore osservato la stessa probabili
tà Ijn. Dal campione fittizio (x~, ... , x~) , generato da questa distribuzione, 
si ricava un valore t*; questa operazione, ripetuta per r volte, fornisce un 
campione di valori t!, ti, ... , t; da cui si stimano le proprietà della statistica 
T= t(X 1 , ... , X n) che si vuole utilizzare per stimare il parametro e. 

Conside1iamo ora la funzione cumulativa F; (x) di p:1 (x) che assume i 
valori (0, 1/n, 2/n, ... , njn) e che, in maniera formale, viene scritta come: 

F~(x) = N(xi <x) 
n 

(7.92) 

dove con il simbolo N(A) abbiamo denotato quante volte si verifica l'evento A. 
Dalla (7.92) è facile convincersi che F* segue una distribuzione binomiale di 
probabilit à p = F( x) , dove F è la cumulat iva della densità vera ma incognita 
p(x). Da questa osservazione segue direttamente che: 

E[F*(x )] 

Var[F~(x)] 

nF(x) = np 

~{F(x) [l- F(x)]} = p(1 - p) 
n n 

Dal teorema Limite Centrale e dalla legge dei grandi numeri è facile ri
cavare che, per n grande, F,~(x) tende ad avere distribuzione gaussiana e 
ad approssimru·e sempre meglio la vera cumulativa F(x). Da questa sempli-



282 Capitolo 7. Il metodo Monte Carlo 

ce proprietà dipende la bontà del metodo bootstrap, che a prima vista può 
apparire quasi miracolosa!2 

Poiché nel bootstrap si sostituisce, come abbiamo visto, F:(x) a F(x), gli 
errori di questo tipo di approssimazione sono dovuti alla differenza (i- fJ) 
tra il valore vero fJ del parametro e la su stima statistica corretta t ed alla 
differenza (t- t*) , dove t* è ricavato dal campione simulato di bootstrap. 

Quest'ultima differenza è dovuta sia alle dimensioni finite del campione 
sperimentale e di quelli di bootstrap (rispettivamente n ed r) sia al particolare 
stimatore T utilizzato. Ad esempio, se T non è una funzione lineare, non è di 
solito vero che asintoticamente f• = i e questo porta ad un errore sistematico 
(bias) nella stima bootstrap. 

Mentre è possibile ridurre Perrore statistico aumentando il numero r dei 
campioni bootstrap (mentre n è di solito fissato), più difficile risulta stimare 
quanto è importante l'errore sistematico per il particolare caso considerato. 
Occorrerebbe quindi trovare stimatori che siano il più possibile pivotali (che 
abbiano cioè la stessa distribuzione sia rispetto a F: (x) che a F(x)), ma 
non sempre questo è fattibile. In [25] trovate un elenco dei vari metodi che 
vengono applicati con successo in questi casi. 

In generale, t uttavia, il metodo boostrap funz~ona abbastanza bene per 
diverse classi di stimatori <mche quando non si hanno valori molto elevati sia 
di r che di n, come capita spesso nei casi reali. 

Supponiamo, ad esempio, di conoscere statura e perimetro toracico solo 
per un gruppo casuale di n = 20 soldati estratto a caso dal campione com
pleto di Tab. 6.6. Da questo campione, ottenuto con la routine Bootcor20 e 
riportato nella parte a) di Fig. 7.15, abbiamo ricavato l'intervallo di confiden
za di Fisher per il coefficiente di correlazione vero p ripetendo il procedimento 
dell'esercizio 6.16: 

P E [0.06, o.507J = o.3o'l!g:~~~ , CL =68%. (7.93) 

Data la ridotta numerosità del campione, questa stima è necessariamente più 
rozza di quella ricavata in precedenza dato che, per la (6.137), l'ampiezza 
degli intervalli di confidenza varia proporzionalmente a oc 1/ Jn - 3. 

Supponiamo ora di non conoscere la teoria di Fisher, che ha portato alla 
(7.93). Possiamo procedere comunque applkando il metodo boostrap. Utiliz
zando ancora la routine Bootcor20 , si possono generare 1000 replicazioni del 
campione, ognuna con 20 elementi, e calcolare l'intervallo di stima di r-*. Se 
utilizzate la routine, noterete che i due intervalli, quello eli F isher e quello 
ottenuto con i mille campioni bootstrap, sono molto simili. 

Per verificare la stabilità ciel metodo, abbiamo ripetuto 1000 volte questa 
procedura ricavando il valor medio (r*) e gli estremi di minimo (r0.16) e mas
simo (1·ò.84) dell'intervallo di confidenza con CL= 68%3. Abbiamo riportato 

2 In effetti, a causa della sua "oltraggiosa" semplicità, il metodo, dopo i famo
si lavori di Efron [29, 30] , ha impiegato un certo tempo ad affermarsi tra gli 
statistici. 

3 Per ridurre i tempi di calcolo, qui abbiamo utilizzato un codice FORTRAN 
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Fig. 7.15. a) Istogra.m
ma bidimensionale sta
tura/torace per un sot
togruppo di 20 soldati 
estratto dalla Tab. 6.6. 
b) istogramma con me
dia e limiti dell' intervallo 
eli confidenza al 68% dei 
campioni di bootstrap 

i diversi valori via via ottenuti nella parte b) di Fig. 7.15. 
Nonostante il basso valore n = 20 che abbiamo scelto, i valori medi delle 

quantità in istogramma differiscono solo di qualche % dai corrispondenti va
lori della (7.93) , approssimazione questa senz'altro accettabile per quasi tutti 
i problemi concreti. Inoltre, già con r = 1000, la dispersione di (r*), r0.16 e 
r0_84 è abbastanza contenuta; la maggior parte dei campioni bootstrap fornisce 
valori per l'intervallo di confidenza uguali, entro il 5%, a quelli della (7.93); 
solo una piccola percentuale dei campioni si discosta (anche se di poco) di 
oltre il 10%. 

Generalizzando, possiamo dire che, tutte le volte che non sono note le pro
prietà statistiche di una certa quantità che si vuole stimare da un campione, 
l'intervallo di confidenza p·uò essere stimato col metodo bootstrap. 

Va tuttavia tenuto presente che non si può sapere in anticipo quali sia
no i "cattivi" campioni bootstrap, quelli cioè che portano ad un grande er
rore sistematico, e questa rimane in definitiva la limitazione principale del 
procedimento. Questi problemi di applicabilità sono discussi in dett aglio in 
[25]. 

7.12 Problemi 

7.1. Simulare il comportamento di un giocatore che punta sui numeri del lotto 
che ritardano da. più di 90 settimane su una certa ruota, Questa strategia aumenta 
le probabilità. di vincita? 

7.2. Risolvere con un codice di simulazione il problema di Monty 1.1 di pag. 33. 
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7.3. Risolvere con un codice di simulazione il problema dell 'incontro 1.7 di pag. 34. 

7.4. Scrivere un codice di simulazione che calcoli la probabilità che la distanza tra 
due punti estratti a caso in modo uniforme all'interno di un cerchio sia maggiore 
del raggio. 

7.5. Generare, mediante l'algori~mo 7.3, variabili casuali x elisLribuiLe secondo la 
densiLà di probabilità semi-gaussiana: 

p(x) = j"fe-'"212 Vx ~O 
utilizzando la funzione f(x ) = ke- '". Trovare il valore di k che dà la massima 
efficienza eli generazione. Con il valore eli x così ottenuto, generare una variabile 
Z"' N(O , 1). 
7.6. Determinare, con un codice di simulazione, i livelli di confidenza dell'eq. (6.21) 

di pag. 181 nel caso n = 5, p= 0.25 e t = l, 2, 3. 

7.7. Utilizzando il teorema Limite Centrale trovare un algoritmo di generazione 
di variabili gaussiane standard. 

7.8. Generare una coppia di variabili normali staudard X c Y aventi coefficiente 
eli correlazione lineare p. 

7.9. Come si può utilizzare l'algoritmo del rigetto per estrarre a caso uniforme
mente dei punti all'interno di un cerchio di raggio R? . 

7.10. Generare l' istogramma della variabile Z = Y /X dove X e Y sono variabili 
gaussiane standard. 

7.11. In una popolazione la statura è una variabile gaussiana pari a (X) ±cr(X] = 
175 ± 8 cm per gli uomini e (Y} ±cr[Y] = 165 ± 6 cm per le donne. Sapendo che tra la 
statw·a del marito e della moglie esiste una correlazione positiva p = 0.5 (le coppie 
tendono ad avere statura omogenea), trovare, mediante un codice di simulazione, 
la percentuale eli coppie con uomo e donna più alti di 180 e 170 cm rispettivamente 
(si vedano anche i problemi 4.6, 4.7 di pagina 142). 

7.12. Risolvere con un codice di simulazione il problema 5.9 di pagina 170. 

7.13. Un piano infinito è diviso da linee parallele a distanza unitaria. Un ago di 
lw1ghezza unitaria è gettato in modo casuale sul piano. Si può mostrare che la pro
babilità che l'ago cada a cavallo di una linea è p = 2/?r (problema di Buffon {42]). 
Stimare il valore eli r. con un codice Monte Carlo. 

7.14. Nel problema di a.simmteria destra-sinistra (o alto-basso) gli eventi possono 
realizzarsi "a sinistra" con probabilità P oppure "a destra" con probabilità l - P. 
Simulare 5000 esperimenti destra-sinistra, e contare il numero di volte in cui, su 
N = 50 prove, si hanno n, eventi a sinistra ed na = N - n~ eventi a destra. 
Fare l'istogramma della asimme~ria A= (n. - nd)/N, e confrontare la deviazione 
standard dei dati con quella vera discussa nel problema 11.7 di pagina 457. 

7.15. Le quotazioni medie (in$) delle azioni (a) e delle obbligazion i (o) della borsa 
di New York negli anni 1950-1959 sono riportati nella tabella (dati da (76]): 

1950 1951 1952 1953 1954 1955 1956 1957 19588 1959 
a 35.2 39.9 41.9 43.2 40.1 53.3 54.1 49.1 40.7 55.2 
o 102.4 100.9 97.4 97.8 98.3 100.1 97.1 91.6 94.85 94.65 

Una teoria economica prevede una correlazione negativa tra le quotazioni delle azio
ni e delle obbligazioni. Utilizzare il metodo bootstrap non paramet.rico per verificare 
il modello ad un livello del 5%. 



8. Applicazioni del metodo Monte Carlo 

8.1 Introduzione 

" PRIMO POSTULATO DI THUMB 
È meglio risolvere un problema con forte ap
prossimazione e sapere la verità più o meno al 
10 per cento, cbe esigere una soluzione esatta 
e non sapere fa verità per cliente" 
Artbur Blocb, "IL SECONDO LIBRO DI 
MURPHY". 

I campi di applicazione del metodo Monte Carlo (nel seguito abbreviato spes
so come MC) sono praticamente illimitati, ed è veramente difficile affì·ontare 
in modo organico un problema di questo genere entro un ambito ristretto 
come quello eli un capitolo. Thttavia, abbiamo pensato che fosse utile presen
tarvi qui almeno la risoluzione di alcuni problemi, partendo dall'impostazione 
generale fino all'estremo dettaglio del codice di simulazione. In questo mo
do potrete acquisire una completa padronanza della tecnica, così da essere 
in grado di applicare e adattare con successo il metodo ai vostri problemi 
specifici. 

Gli esempi trattati in questo capitolo sono volutamente scelti in modo ar
bitrario e disomogeneo: la diffusione di particelle nei materiali (tipico proble
ma di fisica sperimentale, chimica o ingegneria), il calcolo del numero ottimale 
di addetti ad un impianto (una istruttiva applicazione alla gestione industria
le), alcune applicazioni dell'algoritmo di Metropolis (studio dei sistemi aventi 
un gran numero di componenti identici, che sono studiati in economia, inge
gneria, fisica e chimica), ed infine il calcolo del valore di un integrale definito 
(qui siamo soprattutto nella fisica teorica e nella matematica). 

8.2 Studio dei fenomeni di diffusione 

La propagazione di un insieme di particelle in un dato materiale, neutroni in 
un reattore nucleare, elettroni in un metallo o in un semiconduttore, fotoni 
nell'atmosfera, viene di solito denominata con il termine di diffusione. 

In questo tipo di processi ciascuna particella, partendo da uno stato inizia
le, percorre durante un certo intervallo di tempo una traiettoria predetermi
nata fino ad un istante casuale in cui essa subisce un u1·to, cioè un'interazione 
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cammino ~corso dal io ne 

~truua di volo 

\. 

assorbimento 

Fig. 8.1. Rappresentazione sche
matica della traiettoria percorsa 
da un neutrone termico durante il 
p rocesso di diffusione. 

con il mezzo attraversato (con la possibile produzione, in alcuni casi, di par
ticelle secondarie), per effett.o del quale cambia, sempre in maniera aleatoria, 
direzione e modulo della velocità e prosegue il P.roprio cammino fino alla 
successiva collisione. Lo schema generale è quello di Fig. 8.1. 

In linea di principio, questo sistema può essere descritto mediante l'equa
zione di Boltzmaun (o del trasporto), la cui trattazione è riportata in molti 
testi avanzati di fisica, chimica o ingeneria, come [55J. 

Sfortunatamente, come ha giustamente commentato J.Lamarsh [551, "è 
molto più facile ricavare l'eq·uazione di Boltzmann che risolver·la", poiché 
essa ha una complessa forma integro-differenziale, dove compaiono parametri 
che, per la complicata configurazione dei sistemi reali , sono estremamente 
variabili in funzione sia dello spazio sia dell'energia delle particelle. 

TI metodo MC resta così quasi sempre l'unico approccio disponibile per 
risolvere questi problemi e, nonostante la grande varietà dei processi di dif
fusione, è anche possibile delineare uno schema di simulazione "a blocchi" di 
validità quasi universale. 

Consideriamo, come esempio significativo, il caso della diffusione di neu
troni all'interno di un materiale. Qui, analogamente a quanto avviene per i 
raggi 'Y e per le altre particelle elettricamente neutre, il calcolo delle traiet
torie si presenta molto semplice poiché i neutroni seguono, tra due collisioni 
successive con i nuclei atomici del mezzo attraversato, percorsi in linea retta. 

Consideriamo, come in Fig. 8.1, una sorgente puntiforme che emette in 
modo isotropo neutroni di energia cinetica fissa e pari a 0.0038 elettron
volts 1 (essi fanno parte della categoria dei neutroni "termici'', così chiamati 

1 L'elettron-volt, o più brevemente e V, è un'unità di lavoro molto usata nella fisica 
atomica e nucleare ed è, per definizione, uguale all'energia cinetica acquisita da 
un elettrone quando passa tra due punti fra cui vi è una differenza di potenziale 
di l Volt. È facile mostrare che vale la relazione: l eV = 1.60210- 12 erg. 
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perché in equilibrio termico con la materia alla temperatura ambiente di 
27° C), situata al centro di una sfera omogenea di raggio infinito, costituita 
dal materiale diffusore. 

ll procedimento MC che vi presentiamo può essere suddiviso in vari passi, 
che sono comuni a tutti i calcoli diffusivi (vedere anche [67)): 

a) geometria, materiali ed interazioni: 
poiché il mezzo in cui si propagano i neutroni è infinito ed omogeneo, 
il nostro sistema risulta molto semplificato e non è quindi necessario 
introdurre alcun dato geometrico. 
Abbiamo invece bisogno di conoscere i parametri che definiscono le iute
razioni dei neutroni con i nuclei atomici. Esse (al pari di quanto avviene 
per tutte le altre particelle) vengono descritte mediante una grandez.
za, denominata "sezione d'urto macroscopica totale" (o, più in breve, 
Er), che dà la probabilità, per unità di lunghezza percorsa, di avere un 
qualsiasi tipo di reazione. 
Er è una proprietà intrinseca di ogni materiale, rimane costante in mezzi 
omogenei, dipende dalla velocità ma non dal cammino precedente della 
particella considerata. In caso di una sorgente non rnouoenergetica, oc
corre perciò conoscere con sufficiente precisione-l'andamento di Er nel
l'intervallo di energia considerato. Supponiamo, come è ragionevole fare 
per i neutroni termici, che le interazioni possibili siano di due tipi: assor
bimento oppure diffusione elastica (cambio di direzione senza perdita di 
energia); con questa ipotesi la sezione d'urto macroscopica totale viene 
ovviamente decomposta come: 

(8.1) 

dove Ea e Eet sono le sezioni d'urto macroscopiche dei due processi con
siderati. Dato che i neutroni che consideriamo sono monoenergetici, ab
biamo bisogno di soli due numeri, che leggeremo come parametri iniziali, 
per definire le loro interazioni. 
Altri dati di cui avremo bisogno (e che leggeremo sempre all 'inizio del 
programma) sono il numero di massa del nucleo diffusore (necessario per 
il calcolo delle traiettorie) e la velocità dei neutroni, in quanto siamo 
interessati anche a sapere il tempo necessario per il loro assorbimento. 

b) cinematica: 
il punto di emissione è prefìssato e, per comodità, lo porremo al centro 
del sistema di coordinate, mentre invece la direzione di volo dei neutroni 
uscenti dalla sorgente viene determinata, in base alla (7.33), generando 
a caso gli angoli cp e {) attraverso le relazioni: 

{ 
<p = 21r{t 
{) = arccos(l - 2{2) . 

(8.2) 

Si calcolano poi i coseni direttori: 
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{ 

a == sen 19cos <p 
{3 == sen 19sen <p 

'Y = COS1? 

(8.3) 

che, con la conoscenza del punto di partenza, permettono di definire 
univocamente i parametri che descrivono la traiettoria iniziale di ogni 
particella. 

c) tracciamento: 
in base allo schema. di Fig. 8.1, poiché tra due collisioni successive il neu
trone non subisce altre interazioni, un passo del tracciamento coincide in 
questo caso con la distanza di volo. Essa può venire calcolata notando 
che, in base alla definizione stessa di sezione d'urto macroscopica, l'inte
razione del neutrone in uno qualunque dei modi permessi è un processo 
stocastico avente le stesse caratteristiche di quelli che abbiamo tratta
to nel par. 3.8. Il neutrone, infatti, durante il suo percorso nel mezzo 
attraversato, subisce urti (cioè "genera" eventi) non correlati, discreti 
e con probabitità Er costante; per questo, analogamente alla (3.48), la 
probabilità di avere una distanza x tra un urto e l'altro risulta: 

(8.4) 

Questa distribuzione (la cui media 1/ Er rappresenta il libero cammino 
medio tra 2 urti successivi), attraverso la relazione (3.89), che in questo 
caso diventa: 

l 
d=- Er log6, (8.5) 

permette di associare ad ogni neutrone una distanza d, pari alla lunghez
za del "passo" della simulazione, tra il punto di partenza e quello dove 
avviene la collisione successiva. 
Ora, conoscendo gli angoli di emissione e la distanza percorsa, siamo 
in grado di calcolare le coordinate del punto in cui avviene la reazio
ne del neutrone con un nucleo del materiale diffusore. A questo punto 
dobbiamo valutare gli effetti di questa interazione sulla traiettoria della 
particella, sapendo che la probabilità che essa sia assorbita è data da 
(E a/ Er ), mentre quella di essere diffusa è (E et/ Er ). La scelta tra que
ste due alternative viene compiuta estraendo un nuovo numero casuale 
ç4: se O :::; ç4 :S (E a/ Er) il neutrone è assorbito e l'evento generato ba 
termine; se invece (E a/ Er) < ç4 :::; l si ha una diffusione elastica ed 
occorre generare una nuova direzione di volo, come mostrato in Fig. 8.1. 
Per i neutroni termici il processo di ur to, rispetto alla direzione incidente, 
è isotropo nel sistema del centro di massa neutrone-nucleo2; si devono 
perciò generare in tale sistema gli angoli azimutale (<fJcm) e polare (19cm) 
di emissione: 

2 Consideriamo un insieme di N particelle eli massa m 1 , m2 , ••. , m N aventi ri
spettivamente una velocità, v1, v2, ... , v N rispetto ad un sistema dì riferimento 
predeterminato. Il punto definito mediante l'equazione: 
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{ 

COS {}cm 

l.{) cm 
(8.7) 

ed effettuare la trasformazione nel sistema del laboratorio, che risulta 
essere (55]: 

<{)cm 

(8.8) 

J A2 + 2Acos{}cm +l 
dove con A si è indicato il numero di 1nassa dei nuclei bersaglio. 
I coseni direttori della nuova direzione di volo del neutrone (o:', /3' , ry') 
vengono quindi calcolati mediante le formule: 

dove: 

{ 

o/ 
/3' 
ry' 

1u:x + a( o:ry sen <p + /3 cos t.p) 

!-L/3 + a(/31 sen t.p- o: cos <p) 

/-LI - a(l - 1 2
) sen <p 

a=Jl-!-L2 
1-(2 

1-L = cos{} hl i- l . 

Se lrl = l si ha invece: 

{ 

o/ 
[3' 
ì' 

ryb cos t.p 

= bsen cp 
= 11-L 

(8.9) 

(8.10) 

(8.11) . 

con b = Jl - f-L2 . Nella Fig. 8.2 è rappresentata la geometria del processo 
di urto nel sistema del laboratorio. Per la dimostrazione di queste formule 
potete consultare le nostre pagine web (64). 

d) memorizzazione dell'evento: 
nel caso di diffusione elastica, prima di ritornare al punto precedente per 
continuare a seguire il cammino della particella considerata, si aggiornano 
le quantità più rilevanti della traiettoria: 

"2:~1 mi ·ri 
T crn = N 

L i=l m• 
(dove Ti è la distanza dell'i-esima particella dal centro del sistema di coordinate) 
è detto centro di massa dell'insieme. In modo analogo si può definire la sua 
velocità come: 

(8.6) 

Un sistema di riferimento in cui V cm = O viene chiamato sistema del centro di 
massa dell 'insieme di particelle. Esso è spesso usato nella fisica poiché permette 
di trattare in maniera semplice, come avviene nel nostro caso, molte reazioni 
nucleari. 
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y 

Fig. 8.2. Le terne di coseni di
rettori (a:, f3, 'Y) e (a:', /3' , 71

) rap
presentano rispettivamente la di
rezione di volo del neutrone pri
ma e dopo l'urto che avviene nel 
punto O' mentre con fJ è indica
to l'angolo polare di diffusione del 
neutrone rispetto alla dù·ezione 
incidente. 

• la distanza percorsa totale di tra la sorgente ed il punto in cui avviene 
l'ultima colJisione (che supponiamo essere l'i-esima) considerata; 

• le proiezioni di di sugli assi cartesiani: · 

Xi = Xi- 1 + ~CK 
Yi Yi-1 + dif3 

Zi Zi- 1 + di"f 

(ovviamente :c:o = yo = zo =O); 

(8.12) 

(8.13) 

(8.14) 

• il tempo di volo ~/v (v è il modulo della velocità. dei neutroni 
considerati; nel nostro caso v= 2.2 · 105 cm/s); 

• il numero delle collisioni subite. 

Quando invece il neutrone è assorbito, dopo un numero k di urti, si calcola 
la quantità: 

r=)x%+Yt+z~ (8.15) 

che rappresenta la distanza tra la sorgente ed il punto finale di arresto (vedere 
la Fig. 8.2). 

Il procedimento ha termine quando è stato generato il numero prefissato 
di particelle. Nel nostro sito web [64] è riportato il codice N·eu~oni ' che ese
gue questa simulazione. 

I risultati forniti dal programma generando lO 000 eventi, nel caso in cui il 
nucleo diffusore è il carbonio (A= 12, Eet = 0.3851 cm-1 , Ea = 2.728 · 10- 4 

cm- 1 ), sono riportati negli istogrammi di Fig. 8.3. Dalla analisi di questi 
dati, oltre a ricavare, dai valori medi degli istogrammi, i principali parametri 
che caratterizzano la diffusione dei neutroni nel carbonio, possiamo ottenere 
diverse alt re utili indicazioni su questo processo. 
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Prendiamo in esame l'istogramma (a.) di Fig. 8.3 (distanza a zig-zag per
corsa dai neutroni): l'errore sulla media m dell'istogramma è s/v10 000 ~ 36 
(s è la deviazione standard dell'istogramma). Entro l'errore statistico, c'è 
coincidenza tra media e deviazione standard e l'istogramma proviene perciò 
da una densità di probabilità esponenziale negativa (vedere par. 3.3). È facile 
capire questa caratteristica se osserviamo che l'unica quantità che influenza 
il cammino percorso è E0 ; richiamando le stesse considerazioni che ci hanno 
portato alla (8.4), la densità di probabilità iniziale deve quindi essere: 

ed infatti, sempre entro gli errori statistici, è verificata la relazione: 

l 
f.l-li = O'H = - · E o 

(8.16) 

(8.17) 

Simili considerazioni valgono anche per l'istogramma (b), che rappresenta il 
tempo intercorso tra emissione cd assorbimento. Tale grandezza non è altro 
che il rapporto tra la distanza percorsa x e la velocità v dei neutroni, per cui 
questa distribuzione ha le stesse caratteristiche della precedente. Per ricavare 
esplicitamente formula della densità p(t) (con t = xfv) associata a questo 
istogramma basta perciò applicare la legge di trasformazione (5.7) : 

p(t) = p(x(t)) dx = v Eoe- tvE,. . 
d t 

(8.18) 
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Passiamo ora a considerare la distribuzione del numero di urti subiti da ogni 
particella prima di essere assorbita (istogramma (c)). A prima vista, tenendo 
conto che ogni interazione può essere considerata un evento raro, uniforme e 
stazionario, ci si potrebbe aspettare, per tale istogramma, una distribuzione 
poissoniana ma, anche in questo caso, c'è coincidenza tra media e deviazione 
standard, caratteristica indicazione di una distribuzione esponenziale negati
va. Contrariamente a quanto avviene, per esempio, nel lancio di una moneta, 
in cui la probabilità di avere testa o croce non è influenzata dai lanci prece
denti, l'alternativa diffusione elastica-assorbimento ha effetto sulle interazioni 
successive poiché, se si verifica il secondo processo, ha termine il cammino 
del neutrone e viene così esclusa la possibilità di avere altri urti. In base a 
queste considerazioni è facile convincersi che risulta poissoniano solo il nu
mero di urti subito da ogni particella per unità di lunghezza percorsa: questa 
grandezza viene influenzata solo dalla diffusione elastica ed in tale processo 
ogni collisione è sicuramente indipendente da quella precedente. 

La distribuzione del numero di urti segue invece la legge geometrica (3. 7) 
di pagina 69 con probabilità di successo, cio è di assorbimento, p= Ea/ Er. 
Come abbiamo notato nel par. 3.8, questa distribuzione, quando p «: l (come 
nel nostro caso), è praticamente indistinguibile dall'esponenziale con para
metro p (3.50); per questo motivo, sempre entro gli errori statistici, media e 
varianza dell 'istogramma sono pari a Er/ Ea. 

Per interpretare l'istogramma (d), notiamo che la distanza di volo (8.15) 
è il modulo di un vettore le cui componenti Xk, yk, zk sono realizzazioni di 
una somma di variabili casuali indipendenti e provenienti da popolazioni con 
varianza finita: 

Nv.rti Nurti Nurti 

Xk = L d;CXii Yk = L d i/3iiZk = L difi. (8.19) 
~l ~l ~l 

Per il teorema Limite Centrale già tante volte richiamato, se x~ç, Yk e z~ç fossero 
variabili gaussiane, per il teorema 3.3 di Pearson, la densità di probabilità 
p(r) della distanza di volo 1· sarebbe una distribuzione maxwelliana. In questo 
caso specifico non è però verificata una delle condizioni di applicazione del 
teorema Limite Centrale: è vero che c4.ai, di/Ji e d if'i sono indipendenti e 
provengono da popolazioni con varianza finita, ma nelle sommatorie (8.19) il 
numero Nurti di collisioni per evento non è fisso ma è anch'esso una variabile 
casuale. Variabili di questo tipo vengono denominate somme aleatorie; per 
derivarne la distribuzioni di probabilità sono necessari metodi matematici 
abbstanza sofisticati, che sono sono sviluppati in alcuni testi come [63] e che 
noi tralasciamo, scrivendo solo il risultato finale [55]: 

p(r) = {2 e-rfL ' (8.20) 

in cui il parametro caratteristico L (nel nostro caso L = 56.3 cm) viene deno
minato, con ovvio significato, lunghezza di diffusione. È facile verificare che 
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la media e la deviazione standard della distribuzione risultano rispettivamen
te J.L = 2L = 112.6 e a == ..fiL = 79.4, valori in accordo, entro gli errori 
statistici, con quelli che abbiamo ricavato dall'istogramma simulato (d). In 
questo grafico abbiamo anche riportato la funzione di best fit spiegata nel 
cap . 9 calcolata prendendo la formula (8.20) come modello della popolazione 
statistica dell'istogramma. L'accordo migliore con la distribuzione simulata 
è stato ottenuto per L = 56.8 ± 0.4 ed iJ valore del x2 risultante dal pro
gramma di fit è stato x2 == 1.0, indicazione che il modello assunto interpreta 
correttamente la forma dell'istogramma. 

8.3 Simulazione dei processi stocastici 

Con il metodo MC diventa molto conveniente anche lo studio dell'evoluzione 
temporale di un qualsiasi processo stocastico. Come esempio, prenderemo in 
esame un classico argomento di ricerca operativa3: lo studio dei fenomeni di 
attesa. 

Le code di persone davanti ad uno sportello sono il caso più noto e fa
miliare dei sistemi che stiamo per prendere in esame: da esse la teoria dei 
fenomeni di attesa ha preso il nome e gran parte della terminologia, ma le 
classi di processi che si possono così analizzare sono assai numerose e molte di 
esse riguardano da vicino anche diversi altri momenti della nostra vita quo
tidiana. La regolazione del traffico automobilistico urbano o di una stazione 
ferroviaria, la programmazione dei voli di una compagnia aerea o del numero 
di casse in un supermercato, il funzionamento di un magazzino o del sistema 
di manutenzione di uno stabilimento, sono solo alcuni dei problemi che posso
no essere interpretati e risolti mediante la teoria delle code, la cui conoscenza 
è perciò indispensabile quando ci si deve occupare delle metodologie legate 
alla gestione industriale, economica o sociale. 

La struttura di un fenomeno di attesa comprende, in maniera schematica, 
un cerLo numero di ''stazioni di servizio" o "canali" (che possono essere im
piegati oppure operai addetti ad una certa mansione, linee di comunicazione, 
posti in un parcheggio, ecc.) che svolgono il lavoro richiesto dai "clienti" (per
sone in attesa di un servizio, macchine da riparare, merci da spedire, ecc.). n 
sistema servente, quando arriva un nuovo cliente, può trovarsi in due diverse 
configurazioni: 

a) vi è almeno una stazione libera: la domanda del cliente viene subito ese
guita e questa operazione occupa una o più stazioni per wl certo periodo 
di tempo; 

b) tutte le stazioni sono impegnate: il cliente in attesa di essere "servito" 
viene messo in una "coda", le cui caratteristiche variano di molto al 
variare del sistema considerato. 

3 La ricerca operativa è quel settore delle scienza economiche che si occupa 
dell'analisi dei sistemi produttivi al fine di fornire soluzioni adatte per una 
organizzazione ottimaJe. 
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Lo scopo di questo studio è ovviamente quello di valutare qual è il rendimento 
complessivo del processo tenendo conto dei costi legati sia ai tempi di attesa 
dei clienti sia al numero o ai periodi di inattività delle stazioni serventi (per 
trattazione più completa, si può consultare (21)). 

La parte più difficile per la simulazione di questo tipo di processi con
siste nel definire in modo corretto un "orologio" che riproduca la sequenza 
temporale continua degli eventi. Tale problema può essere risolto in due mo
di diversi, che nella letteratura vengono denominati simulazione sincrona e 
simulazione asincrona (11]. 

Nella simulazione sincrona il problema dell'orologio viene risolto in modo 
estremamente semplice: si definisce una unità di tempo (il secondo, il.minuto, 
l'ora ... ) arbitraria purché piccola rispetto ai tempi caratteristici del sistema e 
ad ogni ciclo di scansione si fa avanzare l 'orologio di una unità. La simulazione 
è così discreta, ma si può anche arrivare alla simulazione di un processo 
continuo quanto più l'unità di avanzamento temporale in un ciclo è piccola 
rispetto ai tempi di transizione di stato del sistema. 

Conoscendo allora le probabilità temporali O < >.i « l (nell'unità di 
misura scelta) di ogni possibile evento o cambiamento di stato del sistema, 
si esegue un'estrazione casuale di un insieme di variabili aleatorie uniformi 
O ~~i ~ l e si fa accadere l'evento se çi < >.i, altrimenti si lascia invariato il 
sistema. Per ogni intervallo di tempo prefissato Llt si calcolano quindi le medie 
temporali e le deviazioni standard delle grandezze caratteristiche del sistema 
e se ne fanno eventualmente grafici ed istogrammi alla fine della simulazione. 
La Fig. 8.4 mostra come fare per simulare il guasto di una macchina che in 
media fa registrare 5 guasti all'ora, scegliendo come unità di tempo il secondo. 

Poniamoci ora la domanda fondamentale: la simulazione sincrona è in 
accordo con la legge generale dei fenomeni stocastici indipendenti, che preve
de un numero di eventi poissoniano ed eventi contigui separati da intervalli 
di tempo esponenziali? La risposta è sì purché valga la condizione Ài « l. 
Infatti, in questo caso la probabilità di un numero n di istanti di tempo 
elementari tra eventi contigui è data dalla densità geometrica (3.50), che, co
me ripetutamente notato, quando p« l, diventa un'ottima approssimazione 
della densità esponenziale (3.50) con parametro p. 
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Fig. 8.5 . lstogrammi del numero medio di eventi all'ora e dei tempi tra due even
ti successivi generati con la simulazione sincrona di Fig. 8.4. La linea continua 
riportata nell'istogra.mma dei tempi è il fit dei dati con la legge esponenziale negativa 

A conforto di questa asserzione, riportiamo in Fig. 8.5 gli istogrammi re
lativi alla simulazione, per lO 000 ore, del numero di richieste di interventi 
all'ora e del numero di secondi tra due eventi contigui per il caso illustrato 
in Fig. 8.4, dove À = 5/3600 s-1 : come potete vedere, la soluzione e prati
camente indistinguibile dal caso continuo sia per il numero di eventi all'ora 
(poissoniana) sia per gli intertempi (esponenziale). Notate che, pu.r con un 
tempo medio tra due eventi di circa 3600/5 = 720 secondi (12 minuti), si 
possono avere attese lunghe quasi due ore! Questo è uno dei motivi delle 
grandi fluttuazioni nelle medie temporali che spesso si hanno nei fenomeni 
stocastici, che la simulazione è in grado di riprodurre accuratamente. 

Veniamo ora all'altro tipo di simulazione discreta, quella asincrona (14, 
70] _ In questo caso si sfrutta il fatto che il sistema cambia il proprio stato 
solo in corrispondenza di eventi ben precisi (ad esempio, arrivo di un nuovo 
cliente o fine del servizio di una stazione) rimanendo, in caso contrario, so
stanzialmente invariato. Così il tempo dell'orologio simulato non avanza in 
modo costante ma per intervalli vatiabili, ottenuti tramite la (3.12), che scan
discono l'arrivo di un nuovo evento ed in corrispondenza dei quali vengono 
aggiornati tutti gli indicatori che descrivono lo stato del sistema da studia
re (supponiamo di nuovo per semplicità che ogni cambiamento avvenga con 
durata nulla) . L'istante in cui avviene un nuovo evento è ricavato facendo 
riferimento ad una "lista" in cui devono essere riportati tutti i possibili tipi 
di eventi che possono avvenire nel sistema e l'istante in cui essi accadranno. 

In genere la simulazione sincrona dà luogo a codici di calcolo molto più 
semplici di quelli che utilizzano la simulazione asincrona, poiché quest'ultima 
deve garantire l'ordinamento corretto dei tempi eli arrivo, il che risulta spesso 
difficile, specialmente se il sistema è complicato. Tuttavia, la scelta della 
simulazione asincrona risulta a volte assolutamente preferibile, in quanto i 
tempi richiesti dalla simulazione sincrona, che esegue un ciclo fisso anche 
nei casi (e sono la maggioranza!) in cui il sistema rimane invariato, possono 
risultare inaccettabili. 
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Sù\1l.JLAZIONE SINCRONA 

F~g. 8.6. Diagrammi di flusso per la simulazione sincrona e asincrona dei fenomeni 
di attesa 

I diagrammi di flusso tipici della simulazione sincrona e asincrona sono 
riportati in Fig. 8.6. 

L'obiettivo della simulazione di questo tipo di sistemi è in genere la de
terminazione del valore di alcune grandezze caratteristiche mediate entro in
tervalli di tempo prefissati. Per fissare le idee, potremmo essere interessati al 
numero X di clienti in attesa ad una stazione di servizio o in fila alla cassa 
di un supermercato, mediato entro un'ora (assunta come unità di tempo) . 
Per ricavare queste grandezze mediate è necessario registrare i tempi t i del
le variazioni (ad esempio quando si aggiunge un nuovo cliente alla coda) e 
calcolare ad ogni variazione la grandezza 

(8.21) 

dove X i è il valore della variabile (discreta o continua) prima che avvenga 
la variazione a t i . Se osserviamo il fenomeno per un tempo lungo t ore (ad 
esempio un giorno), possiamo definire la grandezza mediata come: 

Ei XiLlti 
mt = t . (8.22) 

Se dividiamo il tempo in intervalli Llti := ot abbastanza piccoli, in modo da 
contenere non più di un cambiamento di stato, e tutti uguali tra loro (come 
nella Simulazione SinCrona) e assegniamo ad ogni Ot il valore X i dell'ultimO 
cambiamento di stato, questa formula non è altro che la normale media di 
un campione di n= tjot eventi. 

La media e la varianza di X si possono ottenere mediante un campiona
mento simulato su N cicli di durata pari a t (ad esempio per molti giorni, 
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una settimana o un mese), applicando le formule standard della statistica: 

(x) 
N 

(x2
) = ~ :L)mt)t , 

i= l 

(8.23) 

(8.24) 

In questi casi la. stima della varianza di X va sempre fatta secondo la (8.24), 
accumulando via via le medie parziali, dato che il valore finale della media 
sarà noto solo alla fine della simulazione. 

In questo tipo di problemi occorre tener conto che le fluttuazioni sul risul
tato finale dipendono, oltre che dall'errore statistico, anche dalla variabilità 
nel tempo dei parametri che descrivono lo stato del processo da studiare. Qua
si sempre, tuttavia, i sistemi che interessano raggiungono, dopo un periodo 
più o meno lungo dall'inizio del loro funzionamento, uno stato stazionario a 
partire dal quale le quantità (8.23, 8.24) non hanno più variazioni apprezzabi
li. Determinare quando viene raggiunto lo stato stazionario non è un problema 
risolubile in generale per via analitica poiché vengono coinvolte le particolari 
caratteristiche di ogni singolo processo come la intensità del traffico dei clienti 
o la forma delle densità dei tempi di arrivo e di servizio. Per tale motivo, di 
solito si stampano i risultati ad intervalli regolari di tempo simulato in modo 
tale da poter osservare empiricamente le variazioni e la convergenza al valore 
di equilibrio delle variabili di stato del sistema in esame. 

Anche la valutazione dell'errore statistico risulta abbastanza complica
ta poiché tutti gli eventi sono correlati tra di loro (il tempo di attesa di 
un generico cliente dipende, per esempio, da quello dei clienti immediata
mente precedenti) e l'uso delle formule relative ad osservazioni indipendenti 
porterebbe così a dare una valutazione sbagliata di questa grandezza. 

Un risultato generale della statistica, che comunque resta sempre valido, è 
quello relativo all'errore della media (X) che, nel caso di regime stazionario, 
diminuirà come la radice quadrata del numero dei cicli di campionamento, i 
quali ovviamente sono proporzionali al tempo totale simulato Tsim = 

l 
U M C CX: p;=;-- · 

v Tsim 
(8.25) 

Uno degli algoritmi più utilizzati per il calcolo dell'errore statistico è il 
metodo delle batch means (medie a lotti) che tratteremo tra poco nel par. 8.6. 
In alternativa, possono essere applicati due semplici procedimenti: 

• una volta determinato l'intervallo di tempo simulato entro cui si vuole 
studiare un certo processo, si ripete l'intero programma, con diversi insiemi 
di numeri casuali, un numero di volte (almeno 15 o 20) abbastanza grande 
da poter applicare il teorema Limite Centrale per il caJcolo dell'errore sulla 
media di differenti risultati; 
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• se si vuole invece trovare l'intervallo minimo di tempo simulato necessario 
per ottenere una precisione prefìssata sui risultati finali, occorre effettuare 
un breve test preliminare per ricavare l'errore sul risultato in corrispon
denza di un piccolo valore di Tsim· Sfruttando la legge di proporzioualità 
(8.25) sull 'errore statistico, si ricava quindi facilmente il valore cercato. 

8.4 Il numero di addetti ad un impianto: simulazione 
sincrona 

Per esemplificare e chiarire meglio le considerazioni precedenti risolviamo, 
mediante la simulazione sincrona, il problema di determinare il numero otti
male di addetti da adibire alla sorveglianza ed alla manutenzione di un certo 
numero di macchine utensili. 

Supponiamo che le caratteristiche principali del sistema da studiare, 
dedotte in base alle osservazioni compiute, risult ino essere le seguenti: 

• nell 'impianto vi sono 10 macchine, per ognuna di esse si hanno in media 3 
richieste dì intervento in un'ora sia per la riparazione di eventuali guasti 
sia durante la normale fase operativa di lavoro;· 

• la durata di ogni intervento (che richiede l'attività di una sola persona), 
qualunque sia l'addetto che la compie e la macchina che lo richiede, segue 
anch'essa una legge esponenziale negativa con una media di 2 interventi 
condotti a termine in un'ora da ciascun addetto; 

• il costo orario legato all'inattività di un addetto (c1) è valutato in 70 euro, 
mentre quello legato all'inattività di una macchina (c2 ) è di 20 euro. 

Per prima cosa occorre procedere ad una descrizione sintetica (ma completa!) 
del sistema. Ricordiamo che mediamente si hanno 3 richieste di intervento 
per ora per macchina e che ogni addetto ripara mediamente due macchine 
all'ora. Obiettivo della ottimizzazione è minimizzare il costo dell'impianto, 
sapendo che una macchina in attesa di intervento costa 20 euro/ora e un 
operatore inattivo costa 70 euro/ora. La simulazione dovrà quindi determi
nare il numero medio di operatori inattivi (Noi) e di macchine in attesa (N mi) 
e minimizzare il costo orario medio 

(8.26) 

La descrizione sintetica del sistema è riportata in Tab. 8.1. 
n secondo passo da fare consiste nella scrittura di un codice di simula

zione come quello riportato qui sotto. L'unità eli misura scelta è il secondo 
e quindi le probabilità di richiesta di intervento e di fine riparazione sono 
rispettivamente 3/3600 e 2/3600. n programma, ad ogni secondo, esamina 
lo stato delle macchine (inizialmente poste tutte funzionanti, Ms [k] =0). Se 
la macchina funziona, richiede tm intervento se la variabile casuale uniforme 
e ~ 3/3600; se invece la macchina è servita da un meccanico, avviene una 
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Tabella 8.1. Descrizione logica utilizzata per la simulazione del sistema "numero 
di addetti ad un impianto". La variabile di stato di una macchina può assumere tre 
valori: macchina in funzione (0), in riparazione (1), in attesa di riparazione (2) 

stato variazione addetti variazione stato 
macchina di stato inattivi addetti in. macchina 
funzionante fw1ziona invariati O 

richiede intervento se > O - l l 
se= O 2 

in riparazione continua invariat i l 
fine intervento aumenta + l O 

in attesa se> O - 1 1 
se = O 2 

fine servizio se ~ :5 2/3600. Questa scelta casuale è operata dalla routine 
evento (À). Infine, se la macchina è in attesa di intervento e vi sono mecca
nici llberi essa viene servita (Ms[k]=1), altrimenti resta in attesa (Ms[k] = 
2). Questa è la fase di cambiamento di stato, indicata nella seconda colonna 
di Tab. 8.1 ed anche nello schema a blocchi di Fig. 8.6. 

l codice SCILAB Optsinc: simulazione sincronà per la 
Il ottimizzazione del numero di addetti ad un impianto 
Il 
Il Routine SCILAB utilizzate: 
Il grand(l,l,'def') (chiamata di default) 
Il per estrarre· un valore dalla distr. uniforme U(O,l) 
Il plot2d, Histplote (utente) per il display dei risultati 
Il 

Il valori iniziali e azzeramenti 
Mn=10; 
H = 12000; 
grand('setsd',5876756); 
Dn=O; 01=0; med=O; minh=O; oinh=O; 
enne=O; med2=0; olib=O; olib2=0; 
memac=O; simac=O; meope=O; sigad=O; 

Il 10 macchine 
Il 12000 ore di simulazione 
Il seme dei numeri casuali 
l l azzeramenti 

l l Ms (r1n) = O, 1, 2 e' il vettore di stato macchina 
l l azzera ~ls e gli indicatori orari Oih e Mih 

Ms=zeros(l,Mn); Oih=zeros(1,H); Mih=zeros(l,H); Ore=zeros(l,H); 
Oihl=zeros(l,H); Mihl =zeros(l,H); 

Il input da terminale 
On input ("numero degli operatori:") ; 

Hour = 60; Il Unita' di misura : minuto. 1 ora= 60 minuti 
Mp 3/Hour; // 3 interventi/ora 
Op = 2/Hour; // 2 fine interventi/ora 

Ol=On; 
Oi=O; 

Il 01 
Il Di 

numero istantaneo di operatori inattivi 
numero cumulato di operatori inattivi 
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Hi=O; Il Mi = contano le macchine in attesa di intervento 

Il simula per H ore in passi di 3600/Hour secondi 

for n=l:Hour*H, 
for k=l:Mn, 

select f1s (k) , 
case O then 

end; 

if(grand(1,1,'def')<Mp) then 
if(Ol>O) then Hs(k)=l; 01=01-1; 
else Hs(k)z2; 
end; 

e.nd; 
case 1 then 

if(grand(1,1,'def')<Op) then 
Ms(k)=O; 01=01+1; 

end; 
case 2 then 

if (Ol-=0) then, 
Ms(k) =l; 01=01-1; 

end; 
end; 

for k=l:Mn, if(Hs(k)==2) then Mi=Mi+1; end; end; 
Oi = Oi + Ol; 

if(modulo(n,Hour• 24)==0 k n-=0) then 
enne=enne+l; 
Ore(enne) = 24*enne; 
minh= Mi/ (Hour*24); 
med = med + minh; 
med2 = mi nh*minh + med2; 
oinh = Oi/(Hour• 24); 
olib = olib + oinh; 
olib2 oinh*oinh + olib2; 
memac med/enne; 
simac sqrt(med2/enne- memac*memac); 
meope olib/enne; 
sigad sqrt(olib2/enne- meope•meope); 

Il plot delle curve 
Oihl(enne) = oinh; // operatori inattivi/ora 
Mihl(enne) = minh; //macchine in attesa/ora 
Oih(enne) = meope; Il media operatori inattivi/ora 
Mih(enne) = memac; // media macchine in attesa/ora 
x=zeros(1,enne); 
y = zeros(l,enne); z = zeros(l,enne); 
yl= zeros(l,enne); zls zeros(1,enne); 
for j=l:enne, x(j)=Ore(j); y(j) =Oih(j); z(j) =Mih(j); 

yl(j)=Oihl(j); z1(j)=Hih1(j); end; 
if(enne>3) then 

xbascO; 
subplot(2,2,1) 
plot2d(x,y); xtitle('addetti inattivi'); 
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subplot(2,2,2) 

Fig. 8. 7. Le figure in basso 
mostrano l'andamento gior
naliero del numero di macchi
ne in attesa di riparazione e 
del numero di addetti inat
tivi per ora per il problema 
"numero ottimale di addetti 
ad un impianto" nel caso di 
5 addetti; la proiezione sulle 
ordinate dei valori giornalie
ri è riportata negli istogram
mi in alto. La media m e i 
valori m ±s degli istogrammi 
in alto sono le linee continue 
e tratteggiate dei diagrammi 
in basso 

plot2d(x,z); xtitle('macchine inattive') ; 
subplot(2,2,3) 
Histplote(30,y1,stat=1); 
subplot(2,2 ,4) 
Histplote(30,zl,stat=1); 

end; 
Oi=O ; Mi = O; Il azzera gli indicatori giornalieri 

end; 
end; 

Ad ogni secondo viene sommato il numero di operatori inattivi Oi e quello 
delle macchine in attesa di intervento Mi, che sono le variabili che si vogliono 
studiare. Ogni 24 ore queste grandezze sono mediate secondo la (8.22) e 
le corrispondenti medie e varianze sono calcolate progressivamente con le 
(8.23, 8.24) . La Fig. 8.7 mostra l'andamento di Di e Mi per un periodo di 
osservazione di 500 giorni. 

Le medie e le varianze finali di queste quantità sono riportate in Tab. 8.2 
con la valutazione del costo globale tramite la (8.26). Dall'esame della figura 
e della tabella si vede che le fluttuazioni intorno ai valori medi sono notevoli. 
In effetti, l'impianto non è molto efficiente, perché avendo 10 macchine con 
una media di 3 richieste di intervento l'ora ed un tempo medio di servizio 
di mezz'ora, si avrà sempre un gran numero di macchine ferme (circa 5 o 6) 
anche con 10 addetti, uno per macchina. Data la legge esponenziale assunta 
per i tempi di richiesta sia di intervento sia di servizio, che sono pure tra 
loro confrontabili, è naturale attendersi ampie fluttuazioni nelle grandezze 
giornaliere osservate. Essendo però il tipo di macchina un dato assegnato 
a priori, la simulazione risolve comunque il problema di minimizzazione dei 
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T a b ella 8 .2. Variazione del costo globale dello stabilimento al variare del numero 
degli operatori utilizzati. Gli errori indicano la deviazione standard dei dati, non 
l'errore sulla media 

Numero Ore di inattività Ore di attesa Costo Globale 
addetti addetti/ora macchine/ora orario 

((Noi) ± Soi ) ((Nmi) ± Smi) 

3 1.5 . 10 3 ± 3 . 10 3 5.00 ± 0.21 100, 10 

4 2.21 . 10- 2 ± 1.84 . 10- 2 3.38 ± 0.26 69, 10 

5 0.148 ± 0.055 1.91 ± 0.23 48, 60 
6 0.53 ± 0.12 0.87 ± 0.15 52,40 

costi, mostrando che il numero ottimale di addetti è 5, come mostrato in 
Tab. 8.2. 

Nella Fig. 8.8 abbiamo invece riportato, nel caso di 6 operai, l'andamen
to al variare del tempo di simulazione del numero medio di ore di addetti 
inattivi e della frazione di macchine in attesa di riparazione per ogni ora di 
funzionamento dell'impianto. Le fluttuazioni presenti all'inizio della simula
zione sono dovute sia alle particolari condizioni iniziali assunte per il sistema, 
lontane da quelle stazionarie, sia alla quantità insufficiente di dat i. Dai due 
riquadri in basso della Fig. 8. 7 si può comunque dedurre che la condizione di 
stazionarietà viene raggiunta abbastanza rapidamente. 

Va anche notato che le medie e deviazioni standard di Tab. 8.2 sono 
ricavate da tma osservazione di 500 giorni. Considerando come esempio il caso 
ottimale di 5 operatori, dalle formule statistiche della Tab. 6.3 di pag. 202, 
in accordo anche con la (8.25), possiamo stimare gli errori su queste quantità 
come: 

1.
91 = 0.08 

v'500 ' 
0.148 = 0.007 
v'500 

a [s(Nmi)] ~ ~ = 0.007 
vlOOO 

a [s(Noi)] ::::::: ~ = 0.004 . 
vlOOO 

8.5 Il numero di addetti ad un impianto: simulazione 
asincrona 

La simulazione sincrona ha lo svantaggio di compiere numerosi cicli inuti
li, nei quali il sistema non cambia di stato. Per rendere il programma del 
paragrafo precedente più veloce abbiamo cambiato l'unità di tempo dal se
condo al minuto, ottenendo risultati differenti di qualche per cento da quelli 
di Tab. 8.2. In questo schema non è inoltre possibile usare distribuzioni dei 
tempi di richieste di intervento e di fine servizio diversi dall'esponenziale. Un 
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F ig. 8 .8. Variazione, in funzione del tempo della simulazione, del numero medio 
di addetti inattivi (a) e della frazione di macchine in attesa di riparazione (b) per 
ogni ora di funzionamento dell'impianto e nel caso di 6 addetti. La linea continua 
rappresenta il valore asintotico di tali quantità. calcolato analiticamente come in [23] 

metodo più generale e veloce per descrivere il sistema è quello di utilizzare la 
simulazione asincrona. · 

In questo caso il tempo non scorre ad intervalli regolari ma a salti, scan
dito dall'accadere degli eventi. Nel caso del problema trattato in precedenza, 
gli eventi sono di due tipi, richiesta di intervento e fine intervento. Si è reso 
quindi necessario, nel codice di simulazione Opta~i~c , che troverete nelle no
stre pagine web [64], introdurre i vettori Tmac [k] e Top [k] che contengono 
rispettivamente, per ogni macchina, i tempi di richiesta dj intervento e di 
fine servizio, determinati dalla legge esponenziale attraverso la routine texp. 
In fase di inizializzazione, vengono estratti una serie di tempi di richieste di 
intervento mentre i tempi di intervento vengono "congelati" con un tempo 
"infinito" BIG. L'orologio della simulazione avanza ricercando il minimo dei 
tempi contenuti in questi due vettori, utilizzando la routine mini. Nel caso 
una macchina sia in attesa di riparazione o un operatore sia inattivo biso
gna avere l'avvertenza di "fermare" il tempo di richiesta o di -fine intervento 
introducendo nei vettori Tmac e Top il tempo BIG. 

Supponiamo ora di aver già considerato un certo numero di eventi; quello 
successivo sarà o una nuova richiesta di intervento oppure la fine del servi
zio .di un addetto. Se l'evento è una richiesta di intervento della macchina 
kmac, si aggiorna il tempo simulato, si impegna un operatore (se disponibi
le), si "congela" la macchina (Tmac [kmac] =BIG) e si simula il tempo di fine 
intervento (Top[kmac] = t + texp(Op) ); se non vi sono operatori liberi, si 
pone la macchina nello stato 2 (Ms [kmac] =2). Se invece l'evento è la fine del
l'intervento dell'operatore sulla macchina kop, si genera un tempo di nuova 
richiesta di intervento Tmac [kop] = t + texp(Hp) , si congela il tempo di 
riparazione della macchina (Top [kop] = BIG) e si aggiornano i vettori e gli 
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indici di stato, come commentato nel programma. Se vi sono altre macchine 
in coda, il meccanico che ha appena terminato il proprio lavoro si occupa 
subito di una macchina in attesa (la numero n), con un intervento che avrà 
termine all'istante Top[n]= t + texp(Op). 

n numero di macchine in attesa Mi e il numero di operatori Uberi Ol ven
gono moltiplicati per il tempo tra due eventi ( t-tprec), ottenendo le nuove 
variabili oin e min. Qui va notato un punto importante: questo intervallo di 
tempo moltiplica Ol e Mi calcolati al tempo tprec, in quanto tra tprec e 
t la situazione rimane quella del cambiamento di stato avvenuto in tprec. 
Questo passo del codice è equivalente a quello della simulazione sincrona in 
cui, ad ogni secondo, si sommavano le stesse quantità, anche se rimanevano 
invariate. Le medie giornaliere della (8.22) vengono poi ottenute dividendo 
oin e min per l'intervallo (t - tprint) che, a meno di fluttuazioni di qual
che decina di minuti dovute alla selezione discreta dei tempi, vale circa 24 
ore. Le medie progressive e le relative varianze vengono poi calcolate come nel 
caso della simulazione sincrona. La simulazione ha termine quando 11 tempo 
t raggiunge un valore prefissato TIME. 

Come si vede, la logica e la struttura del codice risultano più complicate 
che nel caso della simulazione sincrona; tuttavia, il tempo di esecuzione è ri
sultato circa 15 volte più breve, perché in questo caso si calcola la transizione 
di stato del sistema solo quando avviene effettivamente un evento. n pro
gramma ha ovviamente fornito gli stessi risultati della simulazione sincrona, 
che abbiamo già riportato in Tab. 8.2 e Fig. 8.7. 

Per programmi semplici come questi il guadagno di tempo non è impor
tante, ma per modelli complessi, in cui il tempo di esecuzione dei progt·am
mi può essere anche di qualche ora, un guadagno di questa entità risulta 
determinante. 

Potete ora riprendere dalle pagine web [64] il programma appena descrit
to e complicarne la struttura cercando di descrivere un modello più realistico 
sperimentando direttamente come sia possibile studiare sistemi complessi in 
modo tutto sommato semplice. Ad esempio, si possono introdw·re tipi diversi 
di richieste di servizio (guasto, manutenzione, ... ) con tempi diversi di in
tervento, considerare la disponibilità dei pezzi di ricambio, oppure assegnare 
ad ogni addetto tempi di riparazione personalizzati e così via. L'inserimento 
di questi dettagli in un modello analitico rende rapidamente intrattabile il 
problema, mentre, con un programma di simulazione, è possibile aggiungere 
in modo modulare nuovi pezzi di codice senza complicare eccessivamente sia 
la struttura sia la gestione del modello. 

8.6 Algoritmo di Metropolis 

L'algoritmo di Metropolis è un metodo sofisticato per riuscire a produrre un 
campione da distribuzioni per le quali non sia facilmente utilizzabile una delle 
tecniche spiegate nel capitolo 7. 
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Le distribuzioni alle quali meglio si applica sono quelle specificate da 
densità scritte come 

( ) 
_ h(x) 

p x - z ' 
dove x è un vettore aleatorio d-dimensionale. A causa della condizione di nor
malizzazione, si deve avere Z ="Ex h(x) nel caso discreto e Z = J h( x) dx 
in quello continuo. La costante di normalizzazione Z è indispensabile per ri
cavare qualsiasi quantità legata a p(x) (come media, varianza e percentili), 
tuttavia in alcuni casi il calcolo può rivelarsi in pratica impossibile. Que
sto avviene, ad esempio, nell'ambito della fisica o della chimica quando si 
studiano sistemi composti da un gran numero d di identici componenti ele
mentari come le molecole in un gas o in un solido cristallino (tipicamente 
"' 1023 , numero che rappresenta grosso modo il numero di atomi contenuti in 
un cm3 di materia). Supponiamo che ciascun componente elementare possa 
assumere k stati. Se g(x) esprime un parametro macroscopico del sistema (co
me temperatura, pressione, momento magnetico), il calcolo della sua media, 
"Ex g(x)p(x), richiederebbe di valutare h( x) per ognuna delle kd possibili 
configurazioni del sistema, un numero che può essere enorme rispetto alle 
nostre risorse di calcolo. 

L'algoritmo di Metropolis è molto potente per risolvere questi problemi, 
in quanto non è necessar io conoscere Z, né valutare h(x) per tutti i valori di 
x . L'idea è quella di generare una sequenza di numeri la cui distribuzione di 
frequenza asintotica tenda a p(x). 

Immaginiamo quindi un sistema in cui gli eventi "nascono" assumendo un 
valore x in accordo con la densità p(x) e poi possano "migrare" ad un altro 
valore y secondo una probabilità di transizione arbitraria t( x....-+ y ). I sistemi 
in cul queste probabilità dipendono solo dal valore di partenza e di arrivo 
sono detti catene di M arkov, e sono di importanza fondamentale nello studio 
di molti processi stocastici [69]. Una condizione sufficiente affinché la catena 
converga ad una popolazione distribuita come p( x) è che essa si stabilizzi io 
una situazione di equilibrio in cui ogni transizione avviene con probabilità 
uguale a quella inversa. Una delle condizioni sotto cui questo si verifica è 
data dall 'equazione detta del bilancio dettagliato: 

p(x) t(x ....-+ y ) = p(y) t(y - >x) , (8.27) 

in cui il termine di destra (sinistra) esprime la probabilità che il sistema 
evolva da x a y (da y a x ). La funzione arbitraria t( x....-+ y ) viene in genere 
scritta come 

t( x ....-+ y ) =q( x, y ) a( x, y ) . (8.28) 

Alla distribuzione ausiliaria q( x , y) si richiede che, per ogni fissato valore x 
appartenente allo spettro di X , essa sia una distribuzione di probabilità sullo 
spettro di X. In altre parole, per ogni x fissato, q( x, y) ;:: O per ogni valore 
di y e "L:y q( x, y ) =l nel caso discreto e J q(x, y ) dy =l nel caso continuo. 
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Un'altra condizione necessaria è che sia possibile generare velocemente dalla 
distribuzione q( x, ·). 

La probabilità a( x , y) di accettare il valore proposto dalla distribuzio
ne ausiliaria è invece definita dall 'algoritmo di Metropolis in modo tale da 
"guidare" l'evoluzione del sistema verso stati sempre più probabili (in cui, 
ad esempio, sia minima l'energia totale o la temperatura o la pressione) . In 
questo modo si arriva in una situazione stazionaria in cui i parametri macro
scopici del sistema non variano con il tempo ed in cui viene soddisfatta anche 
la (8.27) . 

L'algoritmo prevede N passi; se x Ci) è il valore generato al passo i, per 
ottenere il valore successivo si procede come segue: 

Algoritmo 8 .1 (Algoritmo di Metropolis). 

1) generare tm valore y dalla distribuzione ausiliaria q(x(i), ·) 
2) generare tm valore ç dalla distribuzione uniforme su (O, l) 
3) calcolare la probabilità di accettazione 

(i) ) - . { h(y )q(y , x (il) } 
a(x , y -mm l , h(x(il) q(:z;Cil, y) (8.29) . 

dove il rapporto che vi compar·e si dice rapporto <li accettazione 
4) se ç :=:; a(x(il,y), allora porre x Ci+l) = y , altrimenti porre x (i+I) = x <il . 

Se i < N tornare al passo 1. 

È facile mostrare che i valori ottenuti con la (8.29) seguono una densità che 
soddisfa al bilancio dettagliato. Infatti, poiché dalle (8.27, 8.28) segue: 

p(x)q(x, y )a(x,y) = p(y)q(y, x)a(y , x) , 

tenendo conto che dalla (8.29), se p(y) q(y , x)j[p(x) q( x , y )] < l , segue asin
toticamente a(x, y ) = p(y)q(y,x)j[p(x)q(x,y)] e a(y,x) = l , si ott iene 
l'identità 

p(y) q(y, x) 
p( x ) q( x , y ) p( x ) q( x , y ) = p(y) q(y , x) . 

Fissato dunque un valore iniziale x <0l, e ripetendo N volte i passi 1-4 si 
ottiene un campione (x (l), ... , x <Nl) senza bisogno di conoscere Z, in quanto 
il passo 3 <lipende dal rapporto p(y)/p(x (il) = h(y)/h(xCil) . 

Ma che genere di campione abbiamo ottenuto? Evidentemente non un 
campione casuale, perché la variabili generate sono <lipendenti, essendo la 
generazione di x (i+l) dipendente da xCi) . Inoltre il valore iniziale x C0l ha 
poco a che fare con p(·) perché viene <li solito scelto in modo arbitrario. 
Thttavia, sotto semplici ipotesi, si può mostrare [69] la validità del seguente 

Teorema 8.1. Se q(x, y ) > O per ogni x e per· ogni y appartenenti alto 
spettro di X , allora la proprietà 
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N (i) Ex g(x)p(x ), 
liro L:i=l g(x ) == (g(X )) = 

N--100 N 

caso discreto; 
{8.30) 

J g(x )p(x ) dx, caso cont inuo. 

è valida per ogni punto iniziale x (o). La validità della {8. 90) si mantiene 
anche se la condizione q(x, y ) > O non è soddisfatta per tutte le coppie (x, y ), 
a condizione che, per ogni insieme A dello spettro con p(A) >O, q(x ,y ) sia 
tale che A è raggiungibile con probabilità positiva a partire da ogni x. 

Nella sua. formulazione più semplice, l'algoritmo viene utilizzato con q( x , y ) = 
q(y , x ), nel qual caso a dipende solo dal rapporto p(y) /p( x ). Spesso si estrae 
X dalla disttibuzione uniforme, entro l'intervallo di esistenza di p(x ). Potete 
a quesLo punto fare qualche test con la nostra routine Metrop , e risolvere il 
problema 8.7. 

L'esecuzione dell'algoritmo di Metropolis ci fornisce dunque lo stìmatore 

N (i) 
I:i- t g(X ) = M 

N -

per (g(X )) . La varianza di a non è 2::~1 Var[g{X(i~)]/N2 , in quanto le va
riabili aleatorie simulate non sono indipendenti. Un modo per allentare la 
dipendenza è suddividere la successione simulata (x <1>, ... , x< N}) in k blocchi 
consecutivi di b elementi ciascuno (con b e k tali che kb = N) 

(x (J> , ... , x {b}, x <b H), ... , x (2b} , ... , x W•-l)Hl), ... , x<kt>)) 

e calcolare la media campionaria di g in ciascun blocco: 

All'aumentare della dimensione dei blocchi, i blocchi non consecutivi sono 
sempre piu distanti (in termini di iterazioni) e perciò sempre meno correlat i. 
Si può mostrare che anche la correlazione t ra blocchi consecutivi tende ad 
annullarsi al crescere di b, perciò ci si avvicina a una situazione di incor
rela.zione ed è naturale utilizzare la stima della varianza campionaria della 
successione delle medie dei blocchi per stimare l'errore di (g(x))(i). Questo 
errore è associato a tma media campionaria di b termini, pertanto, per ot
tenere l'errore associato a m= (g(x)), che è una media di N = kb termini, 
dobbiamo dividere ancora per k, trovando infine la stima delle batch means 
(con un CL del 95.4%): 

(g(X )) E (g(:z:)) ± 2 
l k 

-:--:-:----. l:::[(g(x ))(i)- (g(x))J2 
k(k- l ) i=l . 

(8.31) 

Questa espressione sottointende la validità del Teorema Centrale Limite per 
la distribuzione di a ed è dimostrabile, sotto le ipotesi del teorema 8.1, per 
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Fig. 8.9. Un reticolo di 4 x 4 atomi di 
un solido cristallino con i relativi momenti 
magnetici di spin (-1 colore scuro e l co
lore chiaro) e l'interazione tra primi vicini, 
rappresentata dalla croce 

gli algoritmi di Metropolis aperiodici, cioè quando non esiste una partizione 
dello spazio degli stati i cui insiemi vengono visitati secondo una sequenza 
sempre uguale durante la simulazione. 

Per calcolare la stima delle batch means, tma volta fissato il numero di 
iter azioni N, bisogna scegliere b. Questo è un problema molto complesso e a 
tutt'oggi non è possibile dare una regola pratica di uso immediato. 

8. 7 Il modello di lsing 

Vediamo ora un'applicazione dell'algoritmo di Metropolis al noto modeLlo di 
Ising, utilizzato dal fisico tedesco per spiegare alcuni comportamenti osservati 
nella magnetizzazione dei materiali.4 

L'immagine binaria formata da 4 x 4 pixel5 di figura 8.9, rappresenta una 
porzione bidimensionale di un solido cristallino, dove su ogni pixel risiede un 
atomo del solido con il suo campo magnetico di spin: al colore scuro associamo 
spin -l, mentre al colore chiaro associamo spin +l. Quando la temperatma lo 
consente, l'interazione esistente tra gli spin nucleari a livello microscopico de
termina il comportamento del materiale a livello macroscopico, conferendogli 
proprietà ferromagnetiche o a.ntiferromagnetiche. In figura 8.9 è stato eviden
ziato il più semplice modello di interazione microscopica, nel quale l'atomo 
al centro della croce ivi tracciata interagisce solo con i vicini più prossimi in 
senso orizzontale e verticale. n modello di Ising, con interazione diretta solo 

4 Questo modello ha importanti applicazioni anche in ambiti completamente di
ve1·si dalla fisica, perché descrive bene la evoluzione di sistemi in cui vi sono 
cambiamenti di stato a seguito di inter azioni di contatto tra gli individui. Ad 
esempio, esso è utilizzato per studiare l'impatto sociale di nuove idee e la dina
mica delle opionioni in società complesse (49] e per prevedere il comportamento 
dei mercati finanziari (81]. 

5 Il termine pixel nasce dalla contrazione delle parole inglesi pict'Ure element ed 
indica la più piccola unità omogenea che compone una immagine artificiale. 



8.7 Il modello di lsing 309 

tra primi vicini, definisce l'energia di un materiale ferromagnetico con n x n 
atomi nel modo seguente: 

dove x= (x1 , ... ,Xn2) , Xi indica lo spio dell'atomo indicizzato da i e la 
somma è estesa ai soli primi vicini (i,....., j). 

In assenza di un campo magnetico esterno, a ciascuna configurazione 
viene associata una probabilità che dipende dall'energia del sistema e dalla 
temperatura T: 

exp {- Hi~)} _ h(x) 
p(x) = _ _____..:'--;----~ - -

Lx exp {- H~1:) } z 
La formula evidenzia che le configurazioni a bassa energia, cioè quelle con 
atomi vicini con lo stesso spio, hanno probabilità più elevata. 

L.Onsager nell944 ha risolto il problema della trattazione analitica esat
ta del modello di Ising in due dimensioni, come ad esempio quello del calcolo 
del numero atteso di atomi con spin l a una data ~emperatura, utile per 
determinare il momento magnetico totale del materiale. Tuttavia il più rea
listico moèlello in tre dimensioni non è stato risolto e bisogna ricorrere alla 
simulazione, che per semplicità illustriamo nel caso bidimensionale. 

Le configurazioni ammissibili di tutti gli spio nel caso bidimensionale sono 
2n

2
, quindi non è possibile, se non per n molto ridotto, calcolare tutte le 

p(x) e procedere alla simulazione diretta come nella sezione 7.4. Ricorriamo 
pertanto ali 'algoritmo di Metropolis nel quale scegliamo una distribuzione 
ausiliaria che ad ogni passo scelga un atomo a caso e che ne proponga il 
cambio di spin. È abbastanza facile convincersi che la formula per questa 
distribuzione è la seguente: 

l 
q( x, y) = n2 

se x e y differiscono per lo spin di un solo atomo, mentre q(x, y ) = O in tutti 
gli altri casi. Per calcolare facilmente il rapporto di accettazione, possiamo 
osservare che l'energia del sistema è esprimibile così: 

dove n+ ed n- indicano rispettivamente il numero di coppie di atomi primi 
vicini con segno concorde e discorde. Allora, essendo q(x,y) = q(y,x), il 
rapporto di accettazione è semplicemente 

Ora, se la distribuzione ausiliaria ha scelto l'atomo i, le differenze all'espo
nente dipendono esclusivamente dai segni dei primi vicini di quell'atomo. 
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Fig . 8.10. 'Iì·accia
to della simulazione di 
Metropolis per il mo
dello di Ising: sono rap
presentati il numero di 
spin l (linea tratteggia
ta) e la media campio
naria di tale numero al 
crescere delle iterazioni 
(linea continua) 

Indicando rispettivamente con n+ (xi) e con n- (xi) il numero di primi vi
cini con lo stesso segno di Xi e con segno opposto, e tenendo conto che 
n-(xi) = 4- n+(xi), il rapporto di accettazione diviene semplicemente 

Fissata dunque una configurazione iniziale qualunque (per esempio scegliendo 
a caso lo spin di ciascun atomo), per procedere con l'algoritmo basta con-· 
trollare i segru dell'atomo interessato dal cambiamento e dei suoi vicini. Se 
g(x(i)) è il numero di atomi con spin l al passo i dell'algoritmo, il termine 
successivo g(x(i+l )) per il calcolo della media (8.30) è invariato se l'atomo 
prescelto non cambia spin o si ottiene facilmente aggiungendo l o -l in caso 
contrario. 

Dal punto di vista algoritmico, l'indice dell'atomo da cambiare si ottiene 
generando una variabile uniforme 6 in (0, l) e prendendo il più piccolo intero 
i che supera 6n2 . Dato i, se una seconda variabile uniforme 6 risulta minore 
della probabilità di accettazione 

a(x, y) = min {l, exp{2,8[4- 2n+(xi)]/T}} 

si procede al cambio di spin. n programma r.J::si~g esegue questo algoritmo. 
Abbiamo eseguito una simulazione del modello di lsing con N = 100 000 

iterazioni, ,8 = 0.3 e T = l , partendo dalla configurazione di tutti spin -1 in 
un reticolo n x n con n= 20. Supponiamo che ci interessi il numero atteso di 
atomi con spin l , quindi g(x) sarà questo numero nella configurazione x. In 
figura 8.10 abbiamo riportato in linea tratteggiata il tracciato della successio
ne {g(x(i))} . In linea continua compare il tracciato della media campionaria 
(g(x)) calcolata con un numero crescente di iterazioni. 

Possiamo notare alcune cose: 

l) Dopo qualche migliaio di iterazioni il tracciato {g(x(i))} si stabilizza e 
inizia ad oscillare attorno al suo presumibile valore atteso. 
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2) n tracciato della media campionaria tende invece a convergere a un valore 
costante, che secondo il teorema 8.1 è (g (X )). 

3) TI fatto di essere partiti da una zona di evidente bassa. probabilità (in 
quanto viene rapidamente abbandonata dall'algoritmo), induce una di
storsione nella stima della media, poiché durante una simulazione di lun
ghezza finita la configurazione dj tutti spin -1 non verrà mai raggiunta 
spontaneamente. L'averla inclusa significa averle assegnato un peso supe
riore a quello che le compete. Possiamo allora scartare un numero iniziale 
di iterazioni (per esempio le prime 10 000) per raggiungere una zona. di al
ta probabilità e iniziare ad accumulare dati da questo punto per il calcolo 
di (g(x)). 

4) La quantità di dati da accumula-re può essere decisa attraverso il t rac
ciato della media campionaria, fermandosi quando quest'ult imo presenta 
oscillazioni di ampiezza infe1iore a una certa soglia (che è soggettiva e 
dipende dalla precisione che desideriamo raggiungere). 

5) La dimensione b dei gruppi per il metodo delle batch means va incre
mentata sino a quando la autocorrelazione della serie {(g(x) (i)h2:1 non 
diventi trascurabile. (Per la rappresentazione grafica della autocorrela
zione si veda un libro sulle serie storiche, come [4}) . Questo può a sua 
volta richledere di aumentare il numero di iterazion.i per non avere un nu-

. mero di gruppi troppo piccolo. n nostro esempio possiede proprio queste 
caratteristiche. 

Nel caso della figura 8.10, scartando le prime 10 000 iterazioni e tenendo le 
successive 90000 la stima intervallare (8.31), con b = 4500 (cioè 20 gruppi), è 

197.5 ± 2 x 4.1 = (189.3, 205.7) . 

Concludiamo con un'importante avvertenza. Potete provare, usando il 
codice ·'Is,i:Ug a fare nuove simulazioni con temperature T inferiori a l. 'I\·o
verete Che qu~ndo la temperatura è tale che (3 /T > 0.44 il tracciato di g( x ) 
andrà abbastanza rapidamente verso una delle due mode della sua distribu
zione (cioè g(x) = O o g(x) = 400), senza riuscire a passare dall'una all'altra. 
L1 situazioni di questo tipo, sebbene il teorema 8.1 continui a valere, non è 
praticamente possibile effettuare il numero di iterazioni necessarie per visi
tare le zone ili maggior probabilità dello spazio degli stati, e quindi la media 
campionaria del tracciato non è affatto una buona stima di quella vera. 

8.8 Calcolo di integrali definiti 

n calcolo numerico del valore di un integrale definito, oltre ad essere una delle 
applicazioni più note e diffuse del metodo MC, è anche un tipico esempio di 
uso delle tecniche di simulazione per problemi che a prima vista sembrereb
bero non ammettere un approccio statistico. Come vedremo t ra poco, con il 
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• "perdi" ' 

a 

D 

Fig. 8.11. Rappresentazione grafica 
del metodo "vinci o perdi": per valuta
re l'integrale (8.32) si conta quante vol
te è "colpita" la zona tratteggiata ge
nerando a caso punti distribuiti unifor
memente nel rettangolo ABCD di base 
(b-a) e altezza h 2: al valore massimo 
assunto da f(x) 

metodo MC è conveniente risolvere integrali multidimensionali, dove gli al· 
tri metodi numerici presentano &versi problemi di applicazione. Nel seguito, 
tuttavia, per snellire e semplificare la notazione, considereremo solo le funzio
ni di una sola variabile, tenendo presente che tutta la trattazione può venire 
molto facilmente estesa al caso m funzioni multidì'mensionali. 

Vi sono due diversi approcci fondamentali che possono essere utilizzati 
per calcolare l'integrale definito I: 

I= ib f(x)dx (8.32) 

utilizzando numeri casuali. 
Il primo metodo, detto "vinci o perdi" (in inglese hit or miss), si basa 

sull'interpretazione geometrica del valore di un integrale definito come misura 
dell'area sottesa da f(x) e dall'asse delle ascisse nell'intervallo di integrazione 
[a, b] (zona tratteggiata di Fig. 8.11). 

Sfruttando da un diverso punto di vista le proprietà che stanno alla base 
del metodo del rigetto, possiamo infatti determinare I moltiplicando l'area di 
un rettangolo che racchiude f(x) per la probabilità che un punto P qualsiasi 
all'interno del rettangolo si trovi anche all'interno dell'area sottesa da f(x) 
Ricordando la relazione (7.37) abbiamo: 

area tratteggiata p= ____ _.::~-=-=-

area rettangolo ABCD 
I 

(8.33) 
h· (b-a) 

da cui: 
I = pA , con A = h· (b - a) . (8.34) 

Se generiamo all'interno del rettangolo ABCD N punti casuali uniformemen
te distribuiti (xl,Yl), (x2,y2), ... , (xN,YN), e contiamo il numero Ns di 
"successi", vale a dire il numero m volte in cui Yi ~ f(x.), attraverso il rap
porto Ns/N otteniamo una. valutazione approssimata di p (vedere Fig. 8.11) 
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e la stima dell'integrale (8.32) diventa: 

1 - pA~p A-ANs -IVP - -N- N=N. 
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(8.35) 

Questo valore va considerato come la realizzazione di nuova variabile statisti
ca I JG P. Per ricavare l'errore a.d essa. associato, basta osservare che N s segue 
una. distribuzione binomiale di media. N p = N I/ A e va.ria.nza. N p(1 - p); 
otteniamo quindi: 

V [I v P]= A
2 

V [N ) = l(A- I) "'J~P(A- J~P) 
ar N NZ ar s N - N (8.36) 

n secondo metodo di integrazione MC, detto metodo della media. o meto
do grezzo (in inglese crude Monte Carlo) , considera. invece x come una varia
bile aleatoria uniformemente distribuita nell'intervallo di integrazione [a, b]. 
Sfruttando la definizione (2.67) di valore atteso di una funzione di variabile 
aleatoria, possiamo scrivere l'identità: 

{b l 
I= (b - a) la (b _ a/(x) dx =(!(x)) (b-a), (8.37) 

con (!(x)) pari alla media. dei valori che la. funzione ·da. integrare assume in 
[a,b] . 

Uno dei modi per valutare approssimativamente (!(x)) è quello di cal
colare la media di N valori f(x!),J(x2 ), .•. , f(xN ), con x1 , x2 , ... , XN scelti 
casualmente ed in maniera uniforme entro [a, b] : 

(b-a)~ _ M 
!::::: ~ wf(xi) =IN. 

i= l 

(8.38) 

La. varianza della. variabile statistica Ip;f viene facilmente ricavata. sfruttando 
le proprietà dell'operatore varia.nza. introdotte nel par. 2.9: 

M_ z _ (b-a) 2 -[~ J _ (b-a) 2 

Va.r[I N ] = fJ1r; - N 2 Va.t w f(Xi) - N Var(f(Xi)]. (8.39) 
i=l 

Poiché f(Xi) ora. è vista come una funzione della variabile casuale X i, tenendo 
presente la (8.37) e la. (2.48) di pagina. 56 otteniamo: 

Vax[Jt'] = ~ [(b-a) l f 2 (x) dx - (t f(x)dx )'] 

(b-a)2 [ N 2 1(N . )2] 
N(N _ 1) ~~(xi)- N ~!(xi) . (8.40) 

n termine all 'interno delle parentesi quadrate è una. misura di quanto f(x) 
si discosta. dal suo valor medio nella. regione di integrazione, per cui Var[I_p;f] 
dipende fortemente dalla lru·ghezza. del codominio eli f(x ). 
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Calcolare con il metodo MC l'integrale 

I = 1~ v'senx dx, (8.41) 

Risposta. Nonostante l'apparente semplicità, questo integrale non è risolubile 
analiticamente. La soluzione, ricavabile per via numerica, vale: 

I = hf .Jsenxdx = 1.19814 .. . (8.42) 

Applichiamo i due metodi di integrazione MC presentati in precedenza 
utilizzando la routine J:!Ci!l~eg ·, reperibile nelle nostre pagine web {64]. 

a) metodo della media secondo le equazioni (8.38, 8.40) 
Generando l 000 p•unti casuali abbiamo ottenuto il1'isultato I= 1.199 ± 
1.2 · 10-2 , riportato anche nella p1'ima riga della t ab. 8.3. · 
Come abbiamo già notato in precedenza, se si vuole ottenere una soluzio
ne molto precisa (per esempio entro qualche per mille) occorre generare 
un grande nume1·o di punti, data la bassa v~locità di convergenza del 
risultato MC ad I. 

b) metodo "vinci o perdi" (eqq. 8.35,8.36) 
In questo caso abbiamo h = l , (b - a) = 1r /2 e generando sempre 1000 
punti, abbiamo ottenuto I = 1.202 ± 2.1 · 10- 2, risultato con un err·ore 
quasi doppio f'ispetto a quello precedente. 

Nella terminologia del metodo MC, si definisce come efficienza rJ di un 
programma di simulazione la quantità: 

(8.43) 

in cui SN è la stima fornita dal programma e tN il tempo necessario per 
calcolarla. Nel nostro esempio, dato che il tN dei due algodtmi utilizzati è 

Tabella 8.3. Confronto tra le stime dell'integrale (8.41) ottenute generando l 000 
punti casuali col codice -MCinteg · ed utilizzando i diversi algoritmi MC spiegati 
nel testo 

Algoritmo IN U!N 

Metodo della media 1.199 1.2 ·10-2 

Metodo "vinci o perdi" 1.202 2.1 · 10- 2 

Ca.mpion. importanza 1.1987 2.5 ·10- 3 

Camp. stratifìcato 

a)proporzionale 1.1981 1.0-10- 3 

b)ottimale 1.19785 6.8 ·10-4 
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all'incirca uguale , con il metodo "vinci o perdi" abbiamo quindi diminuito 
di circa 4 volte l'efficienza del programma di integrazione numerica. 

Tale differenza dipende ovviamente dal particolare integrale considerato, 
ma è facile dimostrare (si veda, ad esempio, [45}) che con l'algoritmo "vinci 
o perdi" si ottiene sempre un risultato meno preciso rispetto a quello della 
media. Questo fatto può essere compreso intuitivamente osservando che, con 
il metodo "vinci o perdi" per ogni punto generato Xi, invece di addizionare il 
corrispondente valore f(xi) , viene sommato il valore l con probabilità f(xi)· 
Si sostituisce così ·una stima a quello che è il valore esatto e, per questo, si 
introduce un errore supplementare. 
~..:JX"'"'~;aoli:oì~~ 

8. 9 Campionamento ad importanza 

n metodo della media vieme denominato "grezzo"' in contrapposizione a 
tecniche più raffinate, attraverso le quali si riesce a migliorare, a parità di N, 
la precisione del risultato, in accordo con la (7.7) , riducendo la varianza O'T 

associata alla distribuzione della vaJ:iabile casuale simulata Ti . 
Nel caso dell 'integrazione, questa operazione viene"relativamente facilitata 

in quanto O'T coincide con la deviazione standard della funzione da integrru·e 
(vedere eq. 8.39) ed ogni sua manipolazione è in genere abbastanza semplice. 

Ad esempio, commentando la (8.40) abbiamo notato che quanto più gran
de è la variazione di f(x ) nella regione di integrazione, tanto più elevato sarà 
anche l'errore sul risultato mentre, al contrario, esso diventa più preciso quan
do i valori generati eli f (x) non sono troppo dissimili tra loro. Si può quindi 
rendere più precisa la stima di MC di I quando si riesce a trovare una funzione 
g(x) integrabile tale che g(x) := f(x) , in modo tale da riscrivere I come: 

(8.44) 

con 

G(x) = j g(x) dx . (8.45) 

Se supponiamo che g(x) sia anche normalizzata entro [a, b}, è facile concludere 
che l'eq. (8.44) non rappresenta altro che la media della funzione di variabi
le casuale f(X)/g(X), dove X è una vru·iabile aleatoria di densità g(x), in 
accordo con la (2.67). Possiamo quindi scrivere I come 

I= j f(X)) 
\g(X) 

(8.46) 

Denotando con X 1 , X 2 , . . . , XN una campione generato casualmente se
condo la densità di probabilità g(x) otteniamo: 



316 Capitolo 8. Applicazioni del metodo Monte Carlo 

N 
I""' _.!_" f(Xi) = I CI X ""' g(x) . 
-N~ g(Xi) N ) 

(8.47) 

Invece di generare uniformemente x per integrare f(x), si genera una va
riabile aleatoria distribuita come g(x) per integrare f(x)f g(x), dando cosl più 
peso a quelle parti più "importanti" di f(x), da cui il nome di campionamento 
per importanza, dato a questo algoritmo. 

La varianza finale dipende ora dal rapporto f (x)/g(x) e, richiamando la 
(8.40), essa risulta: 

var[I~1] = _.!_ [1b !:(x) dG(x)- I 2] = _.!_ [1b JZ(x) dx - [ 2] (8.48) 
N a. g (x) N a g(x) 

oppure, in maniera approssimata, come nella (8.40) 

cr l f (xi) l f(x.;) 
{ 

N 2 [ N ]2} 
var[I N J ~ N(N -l) ~ g2(xi) -N ~ g(xi) (8.49) 

Ricordiamo che in queste formule x è campionato. dalla densità g(x) . 
Dalla (8.48) si nota immediatamente come la varianza diventi nulla se 

g(x) = f(x)/ I. Sfortunatamente, nei problemi reali, non potremo però mai 
utilizzare tale equazione poichè occorre conoscere I, che è esattamente il pro
blema da cui eravamo partit i. Tuttavia la (8.48) dimostra quantitativamente 
come g(x) debba essere scelta il più possibile uguale ad f(x), per fare in 
modo che il rapporto tra le due funzioni vari in maniera molto limitata nel
la regione di integrazione e per massimizzare così il guadagno in precisione 
raggiungibile. 

8.10 Campionamento stratificato 

L'idea che sta alla base del campionamento stratificato (stratified sampling), 
tecnica molto nota ed usata in statistica, è simile a quella che abbiamo appena 
descritto: si concentra un maggior numero di punti in quelle zone che sono 
più importanti dal punto di vista del calcolo, ma con la differenza che, invece 
di cambiare la funzione da integrare, si suddivide la regione di integrazione in 
vari sottointervalli, generando poi punti in maniera uniforme ma con densità 
differenti a seconda del sottointervallo considerato. 

Dividiamo l 'intervallo [a, b] in k segmenti definiti dai punti a = cr0 < cr1 < 
cr2 < ... < cr~o; = b e denotiamo con L1i = (cri - cri-l) ed Ni la larghezza 
ed il numero di punti da generare nel generico j -esimo sottointervallo. Per le 
note proprietà di somma dell'integrale, possiamo inoltre scrivere: 

1
b k ("'; k 

I = f (x) dx = L l n f (x) dx = L Ij . 
a. j=l ex; - • j :=l 

(8.50) 
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Nel campionamento stratificato, ciascuno degli integrali l j che compaiono nel 
termine di destra dell'equazione precedente viene approssimato con il metodo 
della media: 

l
a · Ll N; Ll N; 

Ii== ' f(x) dx ~ N~ L J(ai-1 + Lljçij) = Ni LJ(Xij) 
a;- 1 l J i = l J i==l 

(8.51) 

(xii rappresenta l'i-esimo punto generato dalla distribuzione uniforme nel 
j-esimo sottointervallo) e la stima di I diventa così : 

(8.52) 

in cui con il simbolo (Ji(X)} abbiamo rappresentato il valor medio di f(X) 
nel j-esimo sottointervallo. 

La varianza globale, che non è altro che la somma delle varianze dei singoli 
Ii presi separatamente, risulta in base alla (8.40): 

k ,12 k l { a· · [ a· l 2 } var[I~8] = {; ~ aJ = {; Ni Llj li~' /2
(x) dx- 1;~1 f(x) dx 

(8.53) 
(a] rappresenta la varianza di f(x) nel j-esimo sottointervallo), oppure, in 
maniera approssimata: 

(8.54) 

L'errore sul risultato finale dipende ora, oltre che dall'andamento di f(x), 
sia dal modo in cui si suddivide il dominio di integra.zione sia da come si 
distribuiscono i punti all'interno di ogni sottointervallo. 

Una volta fissati i vari sottointervalli Lli , dalla (8.53) con un procedimento 
non molto complicato ma noioso, si può dedurre che la migliore scelta per Nj 
si ha quando [18]: 

N· _ NLliai 
J- N 

L:Llj<Jj 
j=l 

(8.55) 

Questa equazione indica, come era logico attendersi, di concentrare la gene
razione casuale nei sottointervalli più larghi ed in quelli in cui f(x) presenta 
le maggiori variazioni. Anche in questo caso però tale r isultato non è diretta
mente applicabile in quanto i valori ai non sono ovviamente noti a priori. Per 
utilizzare la formula precedente, si effettua di solito un breve test preliminare 
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per ottenere una stima abbastanza corretta di O"j da cui ricavare poi un valore 
opportuno per Nj. Nel fare questo occorre operare un ragionevole compro
messo t ra il maggior tempo di calcolo necessario e l'aumento in precisione 
che si riesce ad ottenere sul risultato finale. 

Quando è troppo lungo o complicato utilizzare questo procedimento, è 
possibile dimostare (vedere di nuovo (18]) che il miglior modo di procedere è 
quello di generare un numero di punti proporzionale alla lunghezza di ciascun 
sottointervallo: 

(8.56) 

Questa proprietà può essere compresa intuitivarnente se osserviamo che 
con il campionamento strati.ficato proporzionale si migliora, rispetto al me
todo della media, l'uniformità di generazione dei punti casuali riducendo 
così le fluttuazioni statistiche dovute a loro addensamenti in zone particolari 
dell'intervallo di integrazione. . 

La lunghezza dei sottointervalli può invece essere ottimizzata solo quando 
i punti Nj vengono scelti in base all'eq. (8.55) e iJ dominio di integrazione 
è contemporanemente suddiviso in un gran numero di strati (vedere sempre 
(18]), condizioni che non sempre sono in pratica soddisfatte. In caso contrario 
non ci sono regole precise di comportamento; di solito, per semplificare i 
programmi, i sottointervalli L1j vengono presi tutti della stessa lunghezza: 

L1j = (b-a) 
k 

Vj=1, ... ,k. (8.57) 

Esercizio 8.2 ..,.rrn .... ~ * ,..,...-=....,.è -~ 

Calcolare l'integrate 8.41 utilizzando il campionamento per importanza e 
quello stratificato. 

Risposta. a) campionamento per importanza. 
Dato che in un ·intorno dello zero della funzione sen x si ha: 

(8.58) 

· possiamo tentar·e di approssimare la funzione da integrare ( Jsen x) con 
h(x) = JX e di scegliere quindi questa forma per g(x) , come mostr·ato in 
Fig. 8.12. Abbiamo quindi la densità normalizzata 

3vg g(x) =- -.JX ' 
7r 7r 

(8.59) 

cui corrisponde la funzione cumulativa: 

(~x) 3/2 
G(x) = 1x g(x) dx = " (8.60) 
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Fig. 8. 12. confronto tra. le funzio
ni f(x) = Jsenx e h(x) = ..jX 
nell'intervallo [0, 1r /2J. 

e l'eq. (7.14) di pagina 256 dà come risultato: 

(8.61) 

Le variabili x generate con questa formula sono util·izzate per il calcolo 
dell'integrale secondo la (8.47). n calcolo è eseguito dalla nostra routine 
'Mcli:.t-:~g : . . ~~ ~ 

Dal risultato ottenuto con N = l 000, riportato nella terza riga della 
tab. 8.3, si nota chiaramente un miglioramento di quasi un ordine di 
grandezza della precisione rispetto al metodo della media. Dato che, pure 
in questo caso, il tempo di calcolo è all'incirca uguale per i due algoritmi, 
il corr·ispondente guadagno in efficienza risulta essere di un fattore quasi 
100! Per applicm·e questo metodo, g(x) deve avere una forma abbastan
za semplice (è necessario conoscere analiticamente la sua primitiva), pur 
dovendo riprodurre abbastanza bene l'andamento, che può essere mol
to complicato, di f(x). Nel caso multidimensionale, per minimizzare il 
tempo di calcolo, è decisamente preferibile che G(x1 , x2, .. . , Xn) sia una 
funzione separabile: 

Le classi di funzioni che soddisfano a queste condizioni sono poche: essen
zialmente, le trigonometriche, le esponenziali, i polinomi di ordine non 
molto elevato e qualche lom combinazione. 

b) campionamento stratificato. Effettuiamo questo calcolo utilizzando la te
cnica di campionamento stratificato uniforme, prendendo sottointervalli 
uguali e generando in ogn'uno di essi lo stesso nume1·o di punti. 
Suddividendo il dominio di integrazione in 20 sottointervalli e generando 
l 000 punti abbiamo ottenuto il valore riportato nella quarta riga della 
tab. 8.38. Rispetto al metodo della media, notiamo un miglioramento 
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nella deviazione standard di un fattore :::: 12, il che, tenendo conto di 
circa un 30% di tempo di calcolo in più, si traduce pur sempre in un 
aumento di efficienza di oltre 2 ordini di grandezza. 
Con lO 000 punti e 100 strati abbiamo ottenuto un risultato notevolmente 
accurato: 

I = 1.198154 ± 0.000023 . 

A parità di punti e di strati, la pTecisione p'uÒ e,~seTe ulteriormente incre
mentata se il numem di punti in ogni sottointeTVallo viene determinato 
con il metodo ottimale (eq. (8.55}}, come è mostrato nell'ttltima riga della 
tab. 8.38. Anche questo algoritmo è presente nella routine Mcl11;teg . 

r 
t:ilm!!l~~·"~~~~,.....,.,~ 

Oltre a quelli che vi abbiamo appena presentato, vi sono diversi altri 
metodi con cui si riesce ad ottenere una riduzione della varianza; chi fosse 
interessato può consultare [50J, (51], [71] , [68]) . 

8.11 Integrali multidimensionali 

Abbiamo mostrato come attraverso l'uso delle tecniche di r iduzione della va
riauza, si riesce a migliorare, anche in maniera notevole, la precisione sulla 
stima MC del valore di un integrale definito. Però, nonostante questi pro
gTessi, per funzioni ad una dimensione questo metodo risulta sempre meno 
efficiente degli altri procedimenti di approssimazione numerica la cui velocità 
di convergenza va come N - k con k 2: 2 

La situazione però cambia quando passiamo al caso multidimensionale, 
poiché l'errore del metodo MC è indipendente dalla dimensionalità d de!J ' in
tegrale mentre la precisione delle altre tecniche numeriche varia come N - k/d 
con k 2: 2 (un procedimento che richiede N punti in una dimensione, ne ri
chiederà, a parità di precisione, N 2 in due dimensioni, N 3 in t re dimensioni 
e così via) . Inoltre tutti gli alt ri metodi assumono un andamento polinomiale 
della funzione da integrare per cui presentano problemi di applicazione in 
caso di discontinuità. Per tutte queste ragioni, il metodo MC inizia ad es
sere conveniente per integrali a 5 dimensioni, diventando l'unico in concreto 
utilizzabile a 10 o più dimensioni. 

Nel caso in cui dobbiate affrontare per la prima volta il problema di 
calcolare l'integrale multidimensionale: 

(8.62) 

mediante il metodo MC, vi consigliamo innanzitutto di utilizzare dei pro
grammi già pronti piuttosto che iniziare a scrivere un vostro codice perso
nale. Sul mercato sono disponibili diversi codici affidabili che sfruttano le 
tecniche di riduzione della varianza precedentemente introdotte (vedere, ad 
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esempio, [66]). In questi codici, per semplificare e rendere più affidabile l 'al
goritmo di calcolo, l'integrazione viene effettuata su un dominio avente limiti 
di integrazione indipendenti (un ipercubo o un iper-rettangolo) ottenuto ef
fettuando un opportuno cambiamento di coordinate. Se la trasformazione 
di coordinate risulta troppo complessa, è preferibile considerare geometrica
mente l'integrale (8.62) come il volume di un solido W nello spazio a d+ l 
dimensioni ( x1 , . . . , x d, y) ed applicare il metodo "vinci o perdi" che abbiamo 
introdotto nel pa.r.8.8. 

8.12 Problemi 

8.1. Spesso nei controlli di qualità si usa lo scarto massimo: si sceglie un parametro 
caratteristico X, lo si considera come variabile aleatoria normale e si fa la differenza 
tra i valori massimi e minimi di X riscontrati in un lotto di controllo di n pezzi. 
Sapendo che lo scarto quadratico medio della produzione di X è a = 0.5, scrivere 
un codice di simulazione per trovare il valore L1 = Xma.x- Xmin al di sopra del quale 
scartare la produzione con CL= 99% per un lotto di controllo di n= 100 pezzi. 

8.2. Una macclùna si compone di cinque pezzi, secondo lo schema di flusso in 
figura. 

Il sistema funziona se il "flusso di funzionamento" passa da A aB, cioè se funzionano 
almeno i pezzi (1,3,5), (2,3,4), (1,4) e (2,5). Sapendo che ogni pezzo può guastarsi 
con tempi dati dalla legge esponenziale negativa con valori medi rispettivamente di 
(lt) , (t2), (t4), (ts) = 3 giorni e (t3) = 5 giorni, determinare con una simulazione il 
tempo di funzionamento medio dell'apparecchio. 

8 .3. Modificare la routine di integrazione MCinteg (utilizzata negli esercizi 8.1 e 

8.2) adattandola al calcolo dell'integrale della gaussiana standard 

e confrontare i dati con quelli di tab. D.l per vari valori di x. Escludere il 
campionamento ad importanza. 

8.4. Utilizzando tutti i metodi di risoluzione discussi nel testo, calcolare con il 
metodo MC, eventualmente modificando la routine Mcinteg r, l'integrale 

I= fo1

log(l +x)dx 

8.5. Calcolare con il metodo MC l'integrale: t 1 f~1 f~1 (xi+xhx~) dx1 dx2 dx3 . 
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8.6. Calcolare, col metodo vinci o perdi, l'area dell'ellisse 

8. 7. Costruite un algoritmo di Metropolis per stimare la media e la varianza eli una 
elistribuzione gaussiana standard, usando una simulazione di lunghezza N. Usate 
come distribuzione ausiliaria una U( -a, a) . Estraete poi un camp_ione di dimensione 
N da una gaussiana standard con la routine ,g~aliq. di SCILAB. Confrontate le 
traiettorie degli stimatori al crescere dì N con a = 2. Ripetete gli esperimenti 
cambiando il valore di a : la velocità di convergenza delle traiettorie degli stimatori 
di media e varianza è influenzata da a? È ragjonevole usare a> 3? 

8.8. Calcolare l'efficienza geometrica del rivelatore in fìgura, avente una finestra eli 
ingresso di raggio Ha = 3 cm, considerando una sorgente piana di lati ( x2 - XJ) = 4 
cm e (y2 - Yl ) = 6 cm, posta ad una distanza h = 5 cm dal rivelatore. La sorgente è 
radioattiva ed emette particelle in modo isotropo secondo gli angoli (B, rj;) da pu.nti 
(x , y) distribuiti in modo uniforme. Utilizzare la geometria suggerita in figura. 

8.9. La distribuzione di von Mises ha densità: 

p(x) = __ l_ec cos(:t )' - 1T::::; x::::; 1T ' 
27rlo(c) 

dove J0 (c) è la funzione di Besse! modificata del primo tipo e eli oreline zero. Uti
lizzare l'algoritmo di Metropolis per generare un campione da questa distribuzione 
senza calcolare Io(c). 

8.10. Generare diversi campioni dal modello eli Ising con (3 = 0.3 e T = l, accre
scendo eli volta in volta. la dimensione n x n del reticolo. Sulla base del tracciato 
del numero eli atomi con spin l e tenendo fisso a 100 000 il numero N di iterazio
ni, qual è a vostro parere il massimo valore di n per il quale l'algoritmo può dirsi 
"funzionante"? 



9. Inferenza statistica e verosimiglianza 

9.1 Introduzione 

" Parlando della conseguenza più probabile, 
bisogna tener presente che, in realtà, la proba
bilità di passaggio in stati con entropia mag
giore è talmen te più grande rispetto alla pro
babilità di una. sua diminuzione più o meno 
percettibile, che questa ultima no11 può prati
camente essere osservata in natura .. " 
L.D. Landa.u, E.M. Lifchitz e L.P. Pitaevskij 
"FISICA STATISTICA". 

Nel capitolo 6 vi abbiamo presentato la teoria della stima e la verifica delle 
ipotesi nell'ambito della statistica elementare: da un insieme di dati si effettua 
la stima di una quantità (media, probabilità o coefficiente di correlazione) 
con il relativo errore e il relativo intervallo di confidenza. Successivamente, 
se necessario, si verifica, attraverso il test x2 o altri test, la compatibilità di 
questa stima con un modello, denominato generalmente ipotesi nulla Ho . 

In questo schema, che potremmo definire "statico", il modello da verificare 
è dato a priori e non è modificato dalle informazioni provenient.i dal campione 
raccolto per effettuare la st.ima. 

Si può però adottare un approccio più "dinamico" ed efficiente, che con
siste nel determinare, in base ai dati raccolti, il modello di popolazione più 
verosimile, nel modificare conseguentemente gli intervalli di stima (che, come 
sappiamo, possono dipendere dal modello di popolazione assunta) e nell'ese
guire quindi il test dl compatibilità tra dati e modello. Lo schema è quello di 
Fig. 9.1, dove la frecce in grassetto indicano le differenze rispetto al modello 
statico, considerato finora. I meLodi che consentono di determinare da un 
insieme di dati il modello di popolazione più verosimile migliorando la stima 
dei parametri si chiamano metodi di adattamento ottimale, oppure, secondo 
la denominazione inglese, metodi di best fit. Nel seguito useremo liberamente 
questo termine inglese, che è dl uso corrente. 

L'ottimizzazione del modello sulla base dei dati avviene in pratica quasi 
sempre assumendo nota la forma della funzione densità (binomiale, gaussiana, 
poissoniana, uniforme o altro) e considerando i parametri caratteristici della 
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l stima l 
EJ\· / t ~ vorifico di ipore.i t / (tost diX'ooltto) 

r-~------------~ 
modello piu' verosimile 

(ipotesi H 0 ) 

Fig. 9.1. Stima di para
metri e verifica di ipotesi. 
Le frecce in grassetto in
dicano le fasi di ottimiz
zazione del modello 

distribuzione quali la media, la va.rianza o i limiti di esistenza, come parametri 
liberi. 

Nel corso del capitolo useremo la notazione seguente: se X è un vett ore 
di variabili aleatorie, ognuna di esse può dare luogo ad un campione, secondo 
la def. 2.12 di pagina 61. Diremo quindi che 

(9.1) 

sono i valori osservati di X = (X1 , X2 , . .. , X m) in· una prova e che 

sono i valori assunti da X nell'i-esima prova. Introdurremo inoltre una nuova 
notazione, che distingue tra la variabile X ed un campione di dimensione n: 

(9.2) 

I valori assunti dal campione dopo l'esperimento (dato da n prove) saranno: 

~ = (xl, Xz, .. . , X n) . (9 .3) 

Considereremo dunque uno spazio di probabilità (S, :F,Po) dipendente da 
uno o più parametri, secondo la (6.1) di pagina 172. La densità da otti
mizzare è pertanto del tipo p( x; 0), dove O= (Br, 82 , ... , Bv) è un parametro 
p-dimensionale. Ottimizzare la densità significa allora determinare i valori del 
parametri O che, fissata a priori una forma funzionale, meglio sì adattano al 
campione di dati raccolto. 

Consideriamo per cominciare una sola variabile aleatoria X e siano 
~ = (x1, X2, ... , Xn) i valori osservati in n prove indipendenti. Se JJ(x; 8 ) è 
la densità di X (dipendente da un parametro 0), applicando la legge delle 
probabilità composte al caso di n prove indipendenti effettuate sulla stessa 
variabile ed il teorema 4.1 di pagina 114, possiamo associare all'osservazione 
la densità di probabilità: 

n 

L( O;~) = p(x1; O)p(x2; O) ··· p(xn; O)= IJ p( xi;(}) . (9.4) 
i = l 
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Questo prodotto, visto come funzione di () , viene detto funzione di verosimi
glianza ( likelihood function) e, per ogni () fissato, rappresenta la probabilità, 
a meno dei fattori differenziali sui quali eventualmente integrare, di ottenere 
i valori ;f. 

Nel caso di m variabili, la funzione di verosimigUanza si generalizza in 
modo ovvio tramite le (9.1-9.3) : 

L( O; -'!2) = p(xu , X21, • .. , Xmli O) p(x12, X22, .. . , Xm2i O) . . . 
n 

X p(Xtn, Xzn, ... , Xmnì O) = II p(Xiì O) , (9.5) 
i= l 

dove la produttoria si intende estesa a tutti gli n valori sperimentali otte
nuti per ognuna delle m variabili X. La definizione generale della funzione 
di verosimiglianza comprende anche il caso dì prove non indipendenti, tutta
via non viene riportata, visto che non prenderemo in considerazione questa 
eventualità. 

Come vedremo, le proprietà matematiche della funzione dl verosimiglianza 
che interessano in statistica sono le stesse del suo logaritmo. È allora possibile 
eliminare la produttoria nelle (9.4, 9.5) definendo la. nuova funzione 

n 

L= - ln(L(O; -'!2)) =-I: tn(p(xi; O)) , (9.6) 
i = l 

dove va notato il segno - davanti al logaritmo. Se si adotta questa conven
zione, ad un massimo di L corrisponde un minimo di L . Nel seguito, per sem
plificare i calcoli, utilizzeremo spesso, invece della funzione di verosimiglianza 
L , il suo logaritmo negativo L 

9.2 Il metodo della massima verosimiglianza 

Il metodo della massima verosimiglianza per la stima di () , che nel seguito 
verrà abbreviato con la notazione inglese ML (da Maa;imum Likelihood), fu 
introdotto da R.A. Fisher nel 1912. Esso può essere enunciato nel modo 
seguente: 

Definizione 9.1 (Metodo della massima verosimiglian za (ML)). Da
to un insieme di valori osservati -'!2 = x 1 , xz, . . . , x,. da un campione casuale 
X = (X 1, X z, . .. ,X ,.) di densità ipotizzata p(x; O), dove () è un parame
tm che varia in un insieme e, la stima di massima verosimiglianza {J di 
() è il punto di massimo (se esiste) della funzione di verosimiglianza (9.5}. 
Sinteticamente: 

maxe [L( O; -'!2)] = maxe [g p( x i; O)] = L( O; -'!2) . (9.7) 
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In alternativa, il principio richiede di minimizzare la funzione logaritmica 
L della (9.6). In questo caso, il punto di estremo della funzione si ottiene 
facilmente risolvendo rispetto a 9 le equazioni di verosimiglianza: 

f:JC = ~ [ l. _ op(xi; 9) ] = O ' ( ) J::le ~ ( D) J:l k = 1, 2, ... , P . 
u k i = l p Xi, u uek 

(9.8) 

Affinché il principio risuJti chiaro, vanno dette subito tre cose: 

• prima della prova, la funzione di verosimiglianza L( 9; X ) è proporzionale 
alla densità di probabilità di (X 1 , X 2, ... X n)· Si ha in generale propor
zionalità e non coincidenza perché nella massimizzazione della funzione 
di verosimiglianza vengono talvolta omessi fattori costanti ininfluenti sul 
punto di massimo O; 

• nella massimizzazione della verosimiglianza dopo la prova, si utilizza-no i 
valori osservati ~ delle variabili X . Le ~ sono pertanto pru·ametri fissati 
e non più variabili; 

• dopo la prova la funzione di verosimiglianza dipende allora solo dai valori 
9 che rappresentano le variabili rispetto alle quali massimizzare (o mini
mizzare). n punto di massimo (o di minimo) i'J .rappresenta la stima ML 
del parametro che si può effettuare dai dati. 

Vediamo ora come funziona il principio. 

Esercizio 9.1 T.Cltl&" ~ ·~-· .... -:<111'!'4'~.; ~~;;"'1!-~.,..~.z,~ ··~-~ 

In n tentativi si sono ottenuti x successi. Trovare la stima ML della proba
bilità p. 

Risposta. Assegniamo alla popolazione la densità binomiale (2.80), che per 
comodità riscriviamo: 

b( . ) _ n! x ( )n-x 
n, p, x - ·'( _ ·)'p 1- p . x . n x . 

Poiché in questo caso abbiamo un solo valore, la funzione di verosimiglianza 
coincide con la binomiale, che va massimizzata rispetto a p, essendo noti e 
fissati dalla p1·ova effettuata i valori di x ed n . Poiché il te1·mine contenente i 
fattoriali non contiene p, esso può essere tmscurato nella fase di massimizza
zione. Minimizziamo per semplicità la verosimiglianza logaritmica (9.6), che 
in questo caso diventa: 

L= -xln(p) - (n- x) ln(l- p). 

n minimo rispetto a p si trova annullando la derivata: 

dC = _ ~ + n - x = 0 
dp p 1- p ' 

da cui risulta, utilizzando la notazione della {9. 7}: 
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p = '!.. = f . (9.9) 
n 

È anche facile vedere, dalla derivata seconda, che questo è il valore di minimo 
della funzione. 

n risultato mostra che la stima ML della probabilità coincide con la frequenza 
osservata. All'inizio del libro abbiamo postulato l'esistenza della probabilità 
e la convergenza ad essa della frequenza empirica, come indicato nella (1.3) . 
Alternativamente, avremmo potuto assumere come punto di partenza la sti
ma ML e da questa dedurre la (1.3) . In effetti, la (9.9) è un caso particolare di 
questo principio: gli stimatori fondamentali della statistica possono essere de
dotti assumendo come punto di partenza il metodo ML. Jel seguito vedremo 
presto altri esempi di questo fatto . 

I due esempi che seguono vi mostreranno una funzione di verosimiglianza 
prodotto di densità. 

Esercizio 9.2 rm.~~~~~...,...:!41'2!!~ <~'! 

Due esperimenti hanno fornito rispettivamente x1 successi su n1 tentativi e 
xz successi su nz tentativi. Trovare la stima ML di p. 

Risposta. Operando come nell'esercizio precedente, possiamo scrivere, a me
no di fattori costanti inessenziali, la funzione ML come il prodotto di due 
binomiali aventi la stessa probabilità p: 

Operando con i logaritmi otteniamo: 

da cui: 

d.C = _ Xt + xz + (n1 + nz) - x1 - xz = 0 ~ p= Xt + xz 
dp p l - p n1 + nz 

La stima ML non è altro che la somma dei successi sul numero totale di 
tentativi. 

E sercizio 9.3 iC.!~..tiiir..~~ .. -.~....MI'8U.I 
Dati gli n valori Xi di una variabile gaussianlJ. monodimensionale, trovare la 

stima ML di media e varianza. 

Risposta. Dato che abbiamo a che far·e con n misure, la funzione di vero
simiglianza è il prodotto di n gaussiane aventi tutte gli stessi parametri Jt e 
u : 
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L( ) l - 6 L: -(x; - 1-1)2 /-L,a = e 2" • 
(v'21fa)n 

La verosimiglianza logaritmica (9.6) è pertanto: 

la quale fornisce, tramite l'annullamento delle derivate, le stime richieste: 

dove nella stima della varianza si è dovuta sostituire alla media 1-L la soluzio
ne del sistema fl =m. 
È interessante notare che la stima ML della media coincide con la media m 
usata in statistica, mentre la stima ML di a 2 fornisce lo stimatore (6.49) che 
è corretto solo asintoticamente. · 

Quando la funzione di verosimiglianza è derivabile rispetto alle componenti 
di B, il metodo ML si riduce ad un problema di analisi differenziale. Tuttavia, 
le componenti di B possono essere discrete oppure, pur essendo continue, 
possono non ammettere derivate continue. Bisogna allora ricorrere a metodi 
alle differenze finite o a considerazioni di estremo che dipendono dal tipo di 
problema. L'esercizio seguente ne è un esempio 

Esercizio 9.4 ~~ · ~ -~~ 
Il campionamento di una variabile estratta da un popolazione di densità 

uniforme {3. 77): 

u(x) = { 

ha dato gli n valori 

l 

b-a 
o 

per a~x~b, 

per x<a ,x>b. 

;f.= X1 < X2 · .. < Xn - 1 < Xrt . 

Trovare la stima ML degli estremi a e b. 

Risposta. Avendo ordinato i valori in ordine crescente, deve vale1·e la condi
zione: 

a~ X1, b ~ Xn . 

La funzione di verosirn.iglianza {9.5) ha l'espressione: 
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ipotesi li osservazione 

L= flif(xD 

· ------- ----- ------ -- -- -- --.. 

"--- -- - - - .. ,#---- - -- -- _, 
osservazione x 

Fig. 9.2. Giustificazio
ne intuitiva del meto
do della massima ve
rosimiglianza: la den
sità migliore è quella in 
gra.c.;setto, rispetto alla 
quale il prodotto delle 
ordinate è massimo 

l 
L( a, b; .;ç_) = (b _ a)n a S X1 , b ~ Xn . 

In questo caso, pur avendo a che fare con pammetri continui, il massimo della 
funzione non 1mò essere trovato per differenziazione. Dato che la funzione di 
verosimiglianza in questo caso è massima quando è minimo il denominatore, 
la stima ML di a e b coincide rispettivamente col più. piccolo e col più grande 
dei valori osservati: 

b = Xn . 

È importante notare che la parte rimanente dei valori osservati: 

X2, Xg, · · · Xn-1 

non fornisce alcuna informazione alla stima di a e b. Dato che gli estremi x1 e 
Xn contengono tutta l 'informazione per la stima, essi formano una statistica 
sufficiente per (a, b). 
n concetto di statistica sufficiente sar·à svihtppato in maggior·e dettaglio nel 
prossimo paragrafo. 
~;;:tbilitWI(Illi!Z;.~~~_m'"''. ~~ 

Abbiamo mostrato in cosa consiste il metodo ML e quali risultati fornisce. 
Riteniamo però utile suggerirvi un argomento intuitivo che spiega, come ri
sulta dagli esercizi precedenti, penhé il metodo funziona, cioè come mai esso 
fornisce delle stime ragionevoli dei parametri . Osservate la Fig. 9.2, dove il 
processo di massirnizzazione della funzione di verosimiglianza viene scherna
tizzato come uno scorrimento della densità sull 'asse delle ascisse (variazione 
dei parametri legati alla media) e come un suo allargamento o restringirnen
to (variazione dei parametri di dispersione). I valori osservati sono sull'asse 
delle ascisse, rappresentati dai punti in grassetto; essi si addenseranno in una 
o più regioni, con qualche valore disperso nelle altre zone. La funzione di 
verosirniglianza è data dal prodotto delle ordinate dei dati osservati calcolate 
attraverso la funzione di densità. Come si vede dalla figura, il massimo di 
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verosimiglianza si ottiene quando la densità è "aggiustata al meglio" sui dati. 
A questo massimo corrisponde la stima ML dei parametri. 

È ora arrivato il momento di compiere un piccolo sforzo di astrazione 
e studiare i risultati fondamentali della teoria degli stimatori. Dopo questo 
passaggio, che faremo nei prossimi due paragrafi, la teoria della stima vi 
apparirà più chiara e probabilmente anche più interessante. 

9.3 Proprietà degli stimatori 

In questa sezione, le definizioni sono date per e scalare, ma la 9.2, la 9.3 e la 
9.4 valgono senza modifiche anche per parametri multidimensionali. 

Per cominciare, torniamo alla definizione di stimatore, cui avevamo ac
cennato brevemente nel par. 2.11. 

D efinizione 9.2 (Stimatore) . Dato un campione X di dimensione n da 
una variabile aleatoria m-dimensionale X con densità p(X ; B), e E e, si dice 
stimat01·e del parametro () una statistica (secondo la definizione di pag. 62}: 

(9.10) 

con valori in e . 
Lo stimatore è quindi definito come una funzione T : S --7 e che porta dallo 
spazio campionario s allo spazio e dei parametri, utilizzata per stimare e. 
Come sappiamo, la media M e la varianza S2 di tm can1pione sono stimatori 
dei parametri f..L e a 2 . Le convenzioni che useremo per stimatori e statistiche 
sono le seguenti: Tn (oppure T) è una variabile aleatoria data dalla (9.10), 
tn(· . . ) è la forma funzionale in esame, t,. (oppure t ) è un valore assunto da 
T n (o T) dopo una prova. 

Uno stimatore ragionevole dovrebbe avvicinarsi sempre più al vero valore 
del parametro con l'aumentare delle osservazioni. Una proprietà desiderabile 
in questo senso è la consistenza: 

D efinizione 9.3 (Stimator e consistente). Uno stimatore T,. del para
metro () è detto COnsistente se Converge in probabilità Ve1'SO () secondo la 
{2. 72): 

lim P { ITn - BI< é} =l, V é >O . 
n-+oo 

(9.11) 

Come si vede, la consistenza dello stimatore richiede solo la convergenza in 
probabilità, anche se, per i casi considerati in questo testo, vale anche la 
convergenza quasi certa della (2.73) . 

L'insieme delle soluzioni delle equazioni di verosimiglianza (se si ha un 
massimo), che abbiamo indicato come O, costituisce una famiglia di stimatori 
del parametro O. 

Utilizzando il valore atteso di uno stimatore (si veda il par. 2.11 per 
questo importante concetto), dalla disuguaglianza di Tchebycbev (3.90) è 
facile mostrare che una condizione sufficiente perché valga la (9.11) è 



lim (T1~) = B 
n -too 
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(9.12) 

(9.13) 

Se n rimane finito, è lecito attendersi che anche la media vera della distribu
zione degli stimatori Tn sia pari a O. Thttavia, non sempre questa condizione si 
verifica: un esempio che abbiamo &ià discusso più volte è quello della varianza 
campionaria non corretta (6.49) . E quindi necessario introdurre la 

Definizione 9.4 (St imatore corretto o non distort o (un biased) ). U
no stimatore Tn di un parametro B è corretto quando 

(Tn) = B, \;/n. (9.14) 

In caso contrario lo stimatore è detto distorto (biased) e si ha 

(Tn} = B + bn, (9.15) 

dove bn viene detto errore sistematico (bias). 
Qualora non valga la (9.14) ma la (9.12) resti valida, allora 

e lo stimatore si dice asintoticamente corretto. 

La varianza (6.49) è uno stimatore consistente, distorto e asintoticamente 
corretto. 

Dopo la consistenza e la correttezza, la terza proprietà importante di uno 
stirnatore è l'efficienza. 

D efinizione 9.5 (Stimat ore più efficient e). Dati due stimatori corretti 
Tn e Qn di uno stesso parametro B, si dice che T,l è più efficiente di Qn se 
vale la relazione: 

Var(Tn] < Var(Qn), \:1 () E e . (9.16) 

Chiaramente, dovendo scegliere tra due stimatori, a parità di altre condizioni 
quello più efficiente è preferibile, perché permette di ottenere intervalli di 
confidenza più piccoli nella stima di () . 

Un'importante proprietà che riguarda le statistiche è la sufficienza, intro
dotta da R.A. Fisher nel 1925. Riportiamo la formulazione più semplice di 
questa proprietà, che fa uso della funzione di verosimiglianza: 

D efinizione 9 .6 (Stat istica sufficiente) . La statistica Sn si dice suf
ficiente se la funzione di verosimiglianza (9.5} può essere fattorizzata nel 
prodotto di due funzioni h ed g tali che: 
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(9.17) 

dove la funzione h(~ non dipende da B. 

Nel caso di un parametro multidimensionale, la funzione g si scrive 
come g (sn( l!<.), qn( l!<.), . . . , O) e si dice che le statistiche Sn, Q n, ... sono 
congiuntamente sufficienti per O. 

Su alcuni testi, la 9.17 è riportata come teorema di fattorizzazione. Infatti, la 
definizione di sufficienza viene talvolta espressa in termini molto generali e 
successivamente la (9.17) viene dimostrata essere una condizione necessaria 
e sufficiente per la validità della sufficienza. In questo testo noi adottiamo il 
teorema di fattorizzazione come definizione di sufficienza. 

In pratica, la statistica sufficiente contiene tutte le informazioni sul pa
rametro che si vuole stimare. Infatti, derivando la (9.17) rispetto a B per 
ottenere il massimo di verosimiglianza, la funzione h(~ gioca il ruolo di una 
semplice costante, ed è pertanto ininfluente nella stima di B. Risulta altresì 
chiaro che, se S è una statistica sufficiente, una statistica Q = f(S), dove f 
è una funzione invertibile di S, è anch'essa sufficiente, poiché la funzione di 
verosimiglianza può essere scritta nella forma 

L(B; l!<.)= g(r1 (q), B) h(:.&) . (9.18) 

Un buon esempio di statistica sufficiente, discusso nell'esercizio 9.4, è dato 
dai valori estremi di un campione estratto dalla densità uniforme. 

Un esempio di statistiche congiuntamente sufficienti è dato invece dagli 
stimatori di media e varianza per campionamenti gaussiani: 

Infatti, dall 'esercizio 9.3 si ha: 

L(f.L, O' i!!!.) = 

da cui: 

L(f.L, O'j ±.) = ln e-~ (tn( ;:) -2Mn (~)+n~2) h= g (tn( !!!.), qn ( ±.), f.L, O') h ' 
(7 

con h che in questo caso è una costante. Questa trattazione formale corrispon
de al fatto pratico, ormai a voi ben noto, che per stimare media e varianza di 
un campione basta calcolare la media dei quadrati e il quadrato della media. 
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9.4 Teoremi sugli stimatori 

In questo paragrafo abbiamo raccolto tutti i risultati importanti della teoria 
degli stimatori ML ed il teorema sul limite inferiore di Cramér-Rao, valido 
anche per altri stimatori. Considereremo per semplicità popolazioni con den
sità di probabilità p( x; O) dipendente da un parametro scalare e. Tuttavia le 
formule restano valide anche nel caso di un vettore di parametri, se si so
stituisce a B il vettore 8 e alla derivata parziale 8 l 8e quella 8 l 8ek rispetto 
a un qualunque elemento k-esimo del vettore O. La generalizzazione a più 
parametri sarà discussa solo nei casi in cui essa non è del tutto ovvia. 

n primo teorema collega gli stimatori ML alle statistiche sufficienti, mo
strando che la statistica sufficiente è quella che condensa nel modo migliore 
le informazioni su e contenute nei dati. 

Teorema 9.1 (Statistiche sufficienti) . Se Sn = sn( X ) è una statistica 
sufficiente per e, lo stimatore ML e, se esiste, è sempre funzione di Sn . 

Dimostrazione. Dalla (9.11) risulta che L( e;~) ha il massimo B nel punto in 
cui g ( sn (~),B) ha il suo massimo e questo punto evidentemente può dipen
dere da ~ solo attraverso Sn. Il teorema si estende facilmente ad un insieme 
di statistiche congiuntamente sufficienti. D 

Teorema 9.2 (Riparametrizzazioni). Se 17 E H è un parametro funzione 
di un altro parametro e attraverso una funzione biunivoca g : 8 -+ H 

1J = g(e) , (9.19) 

la stima ML di 17 è data da: 
(9.20) 

dove e è la stima ML di O. 

Dimostrazione. Dimostriamo innanzi tutto che 17 e e hanno la stessa funzione 
di verosimiglianza. Infatti, dato che g è invertibile abbiamo: 

(9.21) 

dove si è evidenziato il fatto che l 'uguaglianza si realizza attraverso due forme 
funzionali diverse, Lo ed L11 • Ad esempio, se 17 = In e e B è la media di una 
gaussiana, si ha: 

L11 oc exp [-~(x ~:11)2 J . 

Notiamo pure che questa trasformazione non dà luogo alle complicazioni viste 
nel caso delle variabili aleatorie, dove occorreva anche cambiare gli elementi 
differenziali attraverso i determinanti jacobiani, perché ciò che si trasforma 
sono i parametri, non le variabili. 
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Poiché, peT definizione: 

Le(B; ~) ~ Le(O; ~) per ogni () , 

e e è in corrispondenza biunivoca con H tramite g, applicando la (9.21} ad 
entrambi i membri della disuguaglianza, si ha: 

e quindi 
D 

Questo teorema è molto utile: ad esempio, tutte le quantità funzioni della 
media campionaria possono essere considerate come risultato di stime ML. 

Supporremo ora che valgano le seguenti proprietà, dette di regolarità: 

• () è un punto interno di e; 
• la funzione p( x;()) è una densità di probabilità per ogni 0 E 8; 
• l'insieme {x : p(x; O) > 0}, (il supporto della densità) non dipende da 8; 
• se 81 i- 82 , allora esiste almeno un insieme B E F per il quale f B p( x; O 1) dx :j:. 

JB p( x; B2) dx; 
• p( x;()) è derivabile per ogni () E 8; 
• le operazioni di integrazione o somma in x e di derivazione rispetto a () 

possono essere scambiate due volte. 

Trattando in termini dl verosimiglianza, per mantenere le idee chiare oc
corre sempre chiedersi se il ragionamento è svolto considerando L( O; X) come 
funzione aleatoria di X essendo fJ fisso o come funzione del parametro fJ per 
una osservazione particolare ~· 

Se utilizzerete questo accorgimento, fa.cendo attenzione alla notazione ma
iuscola o minuscola, la lettura di ciò che segue vi risulterà più facile. Ad 
esempio, tutte le medie del tipo 

si riferiscono alle funzioni delle variabili aleatorie ln L(fJ ; X ) con un certo fJ 
fissato, mentre il metodo ML si applica all'insieme di valori osservati ;f. e 
considera la verosimiglianza funzione di fJ . 

n teorema più importante sulla varianza di uno stimatore è quello for
mulato dagli statistici Cramér e Rao negli anni 1944-45 , che ne stabilisce 
un limite inferiore. n teorema non è difficile, se si tengono presenti alcune 
relazioni fondamentali. 

La prima relazione utile si basa sul fatto che, se valgono le condizioni di 
regolarità, la densità di probabilità è normalizzata indipendentemente da 0: 

j p( x;()) dx = l , 
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e qtùndi: 

J 8p(x;B) 8 j 
80 

dx=
8

B p(x;B)dx=O. (9.22) 

Da questa relazione si può poi dimostrare che: 

(9.23) 

Infatti: 

J 8p(x;B) d 
8B x J l op(x;B) 

= p( x; B) 80 p( x; B) dx 

= j oln~~x;B) p(x;B)dx =(:o lnp(X;B)) =O . 

Ovviamente vale anche la relazione: 

~~ 8p(x;B) d = j 8
2
p(x;B) d 

oB 8e x oB2 x 

J l 82p(x;B) jl 82p) = p( x; B) 802 p( x; B) dx = \p 802 =O . (9.24) 

La (9.23) mostra che la derivata rispetto a B del logaritmo di una densità, 
detta score junction, è sempre una funzione di X a media nulla. La varianza 
della "score function", che viene chiamata informazione attesa di Fisher per 
() contenuta nella distribuzione di X , e viene generalmente indicata con I( B), 
in base alla (2.66) di pagina 59, è data da: 

Var[!lnp(X;B)] = ( (:8 Jnp(X ;B)-(:elnp(X;B)))) 

= ((:e lnp(X ;B)r; := I(B). (9.25) 

Si noti che vale la relazione notevole: 

Infatti: 

l!}__ In ) =l~ 8lnp) = (-_!_ (8p)
2 

~ 82p~ = _ ( (8lnp)
2

) 
\ 802 P \ 8B 8B p2 8B + P 8B2 8B 

dove si è usata la (9.24) . 
Va ben tenuto presente che le fondamentali relazioni (9.22 - 9.26) , sono 

valide per qualtmque densità che soddisfa le condizioni di regolarità indicate 



336 Capitolo 9. Inferenza statistica e verosimiglianza 

a pag. 334. Vi consigliamo di fare qualche esercizio e verificarle per alcune 
delle densità note, come la binomiale e la gaussiana. 

Fatto pure importante, queste relazioni valgono anche per la funzione di 
verosimiglianza, che, come sappiamo, a parte un fattore costante, è la densità 
di probabilità di un campione di dimensione n di una o più variabili aleatorie. 
Per esempio, l'informazione di Fisher su B contenuta nella verosimiglianza è 
legata a quella contenuta in p( Xi; B) dalla cruciale relazione, analoga alla 
(9.25): 

\(:e In L)')=\ (:e ~lnp(X,;O)) ')=n\ (:0 lnp )') = nl(O), 
(9.27) 

dove si sono utilizzate le (5.81, 9.5, 9.25) e si è tenuto conto che il campione 
consiste di n realizzazioni indipendenti della variabile X. 

Un'ultima relazione utile riguarda un qualunque stimatore (corretto o 
distorto) Tn di B: 

l T olnL(B; .K)) =_l T oC(B; K)) = or( B) (9_28) 
\ n aB \ n aB . aB ' 

dove r(8) = (Tn) e r(B) si suppone derivabile rispetto a 8. Osservate che 
r(8) = B se lo stimatore è corretto e che l'ultimo membro della (9.28) in 
questo caso vale l. Dall'equivalenza tra funzione di densità del campione e 
funzione di verosimiglianza e dalle condizioni di regolarità, si ha: 

or(B) = !..._(T ) 
aB aB n -Jx aL(();~) d _x 

- n 08 

= / ,.,., 1 oL(B; x) L(B· ·)d =/ ,., olnL(B; ~) L(B· . ·)d 
.L n L( 8; g;_) aB ' ~ ~ .L n aB ' ~ ~ 

= (rn:
0

lnL(8; x)) . 
Siamo ora in grado di dimostrare il 

Teorema 9.3 (Limite di Cramér-Rao). Sia p( x; 8) la densità di probabi
lità di X e sia Tn uno stimatore di B di varianza finita basato sul campione 
X. Se r(B) = (Tn) è derivabile e l'informazione I (B) (9.25} della densità p 
resta finita per ogni 8, la varianza dello stimatore non può mai essere minore 
di r' ( B)2 / {n!( B)}: 

r '(8)2 r'(B) 2 

Var[Tn] > l 2 ) = - . 
- n \ (t

0 
l n p( X ; B)) n! (B) 

(9.29) 
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Dimostrazione. Dalle (9.23, 9.28) risulta: 

Elevando al quadrato questa esp1·essione ed applicando la disuguaglianza (4.2) 
di Cauchy-Schwarz, si ottiene: 

Dalla (9.27} si ottiene allora: 

2 - r'(B)z 
((Tn - B) ) = Var[Tn] 2: ni(B) . o 

Se Tn è uno stimatore corretto di() , il limite inferiore di Cramér-Rao diventa 
1/{nl(B)}. TI teorema di Cramér-Rao, stabilendo un limite inferiore alla va
rianza di uno stimatore, permette di valutarne l'efficienza in modo quantita
tivamente preciso. Infatti lo stimatore corretto ideale, in base alla definizione 
9.5, sarà quello a varianza minima, ovvero lo stimatore per il quale vale la 
relazione: 

Var[Tn) = ( (a~~ L) 'f =-c~~ L r' = nl~B) . (9.32) 

Questo stimatore, tra quelli corretti, viene considerato come il più efficiente 
o come il miglior stimatore. È anche ovvio definire l'efficienza di un generico 
stimatore corretto come: 

c(T) = Var(Tn] nl(B) . (9.33) 

Per il miglior stimatore corretto vale Ja condizione c(T) = l. 
Uno stirnatore che non sia il più efficiente viene anche detto non ammis

sibile. 
Se l 'informazione è grande, allora la varianza dello stimatore più efficiente, 

ovvero l'intervallo di confidenza ottimale di B, ris1ùta piccolo. Questo spiega 
la denominazione di informazione data ad I. 

Nel caso di un parametro p-dimensionale fJ , stimato da T n( X ) in modo 
corretto, la generalizzazione della (9.32) fornisce la matrice delle varianze e 
covarianze di Tn, il cui elemento (i,j) è dato da: 

(9.34) 

dove Ti, i = l, ... ,p, è la i-esima componente di T n· 
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Esercizio 9.5 ec::::=- - ·;& 

1rovare L'informazione sulla probabilità contenuta nella distribuzione bino
miale e quella sulla media nel caso delle distribuzioni di Poisson e di Gauss. 
Che considerazioni vi suggeriscono i risultati ottenuti? 

Rispos~a. Indicando con b(x;p), p(x;J-L) e g(x;J-L,u) rispettivamente le den
sità binomiale, poissoniana e gaussiana, dalle (2.30, 3.14, 3.28) si ottiene 
facilmente: 

In b(X;p) 

lup(X;JJ.) 

In g(X; J.L, a) 

= lnn! - ln(n- X)! - In X!+ X In p + (n - X)ln(l - p), 

X In J.t -ln X!- J-L , 

ln ( 1 ) 1 (x_ JJ.) 
2 

V'f;iu - 2 -u-

Notate che qtteste funzioni sono variabili aleatorie, perché funzioni di X (in
dicato con lettera maiuscola). Derivando rispetto ai parametri di interesse si 
ottiene: 

8 x n-X X-np 
op lub(X;p) = -- -- = 

.P(l- p) ' p l -p 

8 X X-J.t 
(9.35) 

0
J.tlnp(X;J.t) = - -1= - -

J1. J1. 
a X-J-L( l)_X -J.L 

OJ-L lng(X;J.t,a) = - -a- --;; - ~ . 

Poiché al numeratore di tutte queste der-ivate compare la differenza X - J.t, 
esse hanno media mtlla, in accordo con la (9.23). 
L'informazione può ora essere calcolata applicando la {9.26) alle (9.35), uti
lizzando il quadrato della derivata prima o la derivata seconda, come è più 
conveniente: 

I (p) 

f (J.t) (9.36) 

l(J.t) 

dove si è usata la solita relazione a 2 = ((X- J-L)2 ) e l 'espressione esplici
ta della varianza per le tre di,stribuzioni considerate {si veda ad esempio la 
Tab. 9.1 di pagina 103). 
Quali considerazioni suggeriscono om questi 1-isultati? 
Per· prima cosa, vediamo che in genere l'informazione è proporzionale all'in

verso della varianza: una densità "stretta", con valori poco dispersi intorno 
alla media, avrà informazione elevata, come è intuitivo. 
Inoltre, se introduciamo lo stimatore "frequenza" 
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x 
T1 :=F=-, 

n 

che stima la probabilità sulla base di un solo valore del numero di successi X 
e lo stimatore "media campionaria" 

"x Tn= M= 6 -• , 
. n • 

che stima la media f.L sulla base di di n valori X, vediamo che per questi 
stimatori il limite di Cramér-Rao coincide con l'errore statistico ricavato per 
questi stimatori nel cap. 6: 

Var[F] = 
l p(l - p) 

--= 
I (p) n 

Var[M] 
l 0'2 

= --=-
nl(f.L) n 

Qttesto errore viene valutato, per grandi campioni, con l'approssimazione 
p ::::: f e 0'2 ::::: s2 , la quale dà luogo agli intervalli di stima (6.29, 6.40), 
ormai a voi ben noti. 
Ne deduciamo che la frequenza è lo stimatore migliore della probabilità che 
compare come parametro nella densità binomiale e che la m edia campionaria 
è lo stimatore migliore della media delle distribuzioni poissoniana e gaussia
na. 

Veniamo ora al teorema cardine, quello che assegna al metodo ML il ruolo 
fondamentale nella stima dei parametri. 

Teorema 9.4 (Stimatore più efficiente). Se Tn è uno stimatore non di
storto di -r(O) a varianza minima (il miglior stimatore), esso coincide con lo 
stimatore di massima verosimiglianza, se questo esiste: 

Dimostrazione. Per il miglior stimatore vale il limite di Cramér-Rao, che è 
dato dal limite inferiore della (9.29 }: 

(9.37) 

Questa relazione è soddisfatta se e solo se 

8 ln L = n!( O) [T. _ (B)] ae -r'(O) n T . 
(9.38) 
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Infatti, elevando al quadrato la {9.98}, passando al valore atteso e ricor
rendo alla {9.27) si ottiene facilmente La {9.97). 
Viceversa, se vale la {9.37), vale anche la disuguaglianza di Cauchy-Schwm·z 
{9.91} come uguaglianza stretta, per cui a ln L/88 =c [Tn- r(B)] per qualche 
costante c. Tenendo conto anche della (9.90) possiamo scr·ive1·e: 

ni(B) l ((8lnL) 2
) j l 8lnL) 

r'(B) =r'(B) ---aB = c\[Tn-r(B)]r'(B)aB =c, 

da cui c= nl(B)jr'(B) e la {9.38}. 
Se ora fissiamo le x e consideriamo (} variabile, la stima ML si ottiene 
annullando la {9.98): 

8lnL ni~e) [7: -r{O)]= O 
ae- = [r'(B)J2 n ' 

(J] 

Passiamo ora alle proprietà. asintotiche degli stimatori ML, la prima delle 
quali è la consistenza. MosLrlamo che questa sussiste con un'argomentazione 
euristica; una dimostrazione rigorosa può essere trovata in [22) o anche in 
[1, 28). . 

Le {9.23 , 9.26) mostrano che, per la legge dei grandi numeri (si veda a 
pagina 203), 

converge in probabilità (e anche quasi certamente) a 

e che 

converge in probabilità (e anche quasi certamente) a 

se e è il vero valore del parametro. Questo indica che, al crescere di n, la 
derivata prima della funzione di verosimiglianza nel punto 8 tende in pro
babilità a zero e che la derivata seconda è negativa in probabilità. Siamo 
quindi indotti a pensare che la distanza tra 8 e il punto di massimo della 
logverosimiglianza {) tenda in probabiliLà a zero, il che corrisponde appunto 
alla consistenza dello stimatorc ML. 



9.4 Teoremi sugli stimatori 341 

Consideliamo ora una serie di esperimenti, in ognuno dei quali si ottiene 
un valore x e si massimizza la funzione di verosimiglianza rispetto a B. L'in
sieme delle stime Bi così ottenute forma un campione della variabile aleatoria 
B. Se esegujamo una serie infinita di esperimenti, otterremo La distribuzione 
di B. Avrà una densità gaussiana? n teorema di normalità asintotica, assicura 
che, se la dimensione n del campione è sufficientemente grande, la risposta è 
affermativa. Della dimostrazione diamo solo un accenno, evitando in partico
lare di trattare con precisione i termini trascurabili (secondo la convergenza 
in probabilità) negli sviluppi in serie di Taylor. 

Sviluppiamo la derivata del logaritmo di L nell'intorno del valore vero B, 
considerando per semplicità una sola variabile aleatoria. X: 

a1nLI = a1nLj o2 lnLI ce-B) ~ o3 lnLI ce-B)2 c9.39) 
aB - aB + aB2 + 2 aB3 + · · · o o o () 

Se n è la dimensione del campione, possiamo scrivere: 

(9.40) 

Poiché vale l'ipotesi di consistenza dello stimatore ML, per n sufficientemente 
grande (B- B) diventerà piccolo e nella (9.40), se i valori medi delle derivate 
restano limitati (condizione di regolarità), si possono trascurare i termini di 
ordine superiore al primo. Inoltre, considerando che per (} = O la derivata 
prima di ln L si annulla, la (9.40) diventa: 

.!. t a lnp(xi; B) l ~_.!. t o2 lnp~xi; B) l (O_ B) . 
n i=l oB 0 n i=l 88 8 

La precedente relazione può essere riscritta come segue: 

L:~=l 8Jn~(;;;O) lo l ~ L:~l 82lnlo(i';;8) lo A 

Jnf(é) I (B) ~ jni(B) (8- B) 

Per il teorema Limite Centrale, il numeratore al primo membro converge 
in distribuzione ad una gaussiana standard, mentre, per la legge dei grandi 
numeri, il denominatore converge quasi certamente a l. Si può poi mostrare 
che da ciò discende la convergenza in distribuzione ad una gaussiana per 
l'intero rapporto al primo membro, e quindi ciò vale anche per il secondo 
membro, che consideriamo identico a meno di termini trascurabili. Scriveremo 
dunque che, per n grande, si ha approssimativamente 

(9.41) 
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Possiamo enunciare finalmente l'importante 

Teorem a 9.5 (N ormalità asintotica) . Se valgono le condizioni di regola
rità enunciate a pag. 334, gli stimatori ML sono asintoticamente normali con 
valore atteso pari al vero valore del parametro e hanno efficienza asintotica 
pari a 1. 

Dimostrazione. La (9.41) mostra che lo stimatore B, per n grande, si distri
buisce in modo normale, con media B e varianza data dal limite di Cramér
Rao (9.29). D 

In pratica, i valori di n per cui vale l'approssimazione gaussiana della distri
buzione di iJ dipendono dal tipo di densità can1pionaria p( x; B) e dal tipo di 
stimatore. Nel caso della media campionaria la normalità viene raggiunta, 
come sappiamo, molto rapidamente (n > 10). Per altri stimatori, come la 
varianza campionaria, la convergenza verso la normale è molto più lenta. 

Gli argomenti appena visti mostrano che il metodo ML fornisce stimatori 
consistenti, asintoticamente corretti (con un fattore di distorsione O (l J n), 
come nell'esercizio 9.3) , asintoticamente normali con varianza data dal limite 
di Cramér -Rao. Stimatori di questo tipo sono dett~ BAN (Best Asimptotically 
Norma0. 

Queste proprietà fanno della massima verosimiglianza il metodo più usato 
in statistica per la stima puntuale dei parametri, in tutti quei casi in cui è 
nota a priori la densità p(x; 0). 

9.5 Intervalli di confidenza 

La stima puntuale dei parametri attraverso la massimizzazione della vero
simiglianza fornisce anche gli elementi per effettuare la stima per intervalli. 
Infatti, come abbiamo visto: 

a) dal teorema 9.5, (B - B) è asintoticamente normale con media nulla e 
varianza 1/[nl(B)]; 

b) nel dimostrare il teorema 9.5, si è visto che (8lnLj8B) ha media nul
la, varianza nl(B) e distribuzione approssimativamente normale per n 
grande. 

Questi due metodi danno in pratica gli stessi risultati. Se si utilizza l'in
formazione stimata I(B) invece di quella attesa (che corrisponde a porre, in 
statistica elementare, s ~o-), si trovano in genere gli intervalli eli confidenza 
già visti nel cap. 6. La distorsione del l 'intervallo introdotta da questa ap
prossimazione è studiata in dettaglio in [28) ed è dell'ordine di 1/n. Potete 
approfondire un po' questi aspetti risolvendo il problema 9.8. 

Vedian1o ora in dettaglio un terzo metodo per la determinazione degli 
intervalli di confidenza, che è di fondamentale importanza nei casi multidi
mensionali. Vi anticipiamo la conclusione, che è: 
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c) la variabile 2[lnL( O) -lnL(8)] si distribuisce asintoticamente come x2 (p), 
dove p è la dimensione di 8. 

Per semplicità, consideriamo un'approssimazione asintotica di 2[1n L( B)
In L( O)] nel caso monodimensionale, espandendo il logari tmo negativo di L( O) 
attorno a O, quando O è il vero valore del parametro, fino al secondo ordine. 
Evitando ancora di trattare dettagliatamente i termini trascurabili secondo 
la convergenza in probabiliLà, si ha: 

.C(O) .C(B) + .C'(O)(O - B)+~ .C"(B)(O- 0)2 

.C(B) + i .c'~O) (O- B)z -::: .C(B) + nJ~O) (O- 0)2 

n termine d 'errore nella prima riga, che è o( o - fJ)2 
> viene trascurato grazie 

alla consistenza di o, la quale giustifica anche la sostituzione di e con () nel
l 'argomento di .C"; per l'ult imo passaggio si è invece utilizzata la legge dei 
grandi numeri. Possiamo quindi scrivere 

2[1n L( B) - In L(B)]-::: ni(B) (O- ~)2 (9.42) 

Operiamo ora una riparametrizzazione tramite una funzione invertibile 
17(0) tale che si abbian/11(17) = l ; la funzione 17(·) che possiede questo requisito 
è una qualunque primitiva di jni(B). La (9.42), riformulata in termini di 17 
diventa: 

(9.43) 

In virtù del teorema 9.5 e della riparametrizzazione effettuata, sappiamo che, 
approssimativamente, r,"' N(17, 1), perciò, gli intervalli di confidenza per 17 di 
semi ampiezza pari a una o due deviazioni standard sono rispettivamente r,± l 
ed r, ± 2, con un livello di confidenza (approssimato) del 68.3% e del 95.4%. 
Grazie alla (9.43), gli estremi di intervalli con Io stesso live!Jo di confidenza 
si trovano risolvendo rispetto a 1J le equazioni 

lnL'1(iJ)-lnL 11 (17) == 0.5 

In L 11 (iJ) - In L 11 (17) = 2 

Il medesimo risultato si ricava osservando che (fì - 17)2 "' x2 (1), poiché 
(i! - 17) ha distribuzione gaussiana standard. Allora, se l - a= CL è il livello 
di confidenza, gli estremi dell'intervallo corrispondente saranno dati da quei 
valori 17 tali che: 

2 (ln L 11 (iJ) - ln L11 (17)) = ;G(l ) , (9.44) 

dove x~(l) è il quantile di ordine a della distribuzione x2 con un grado di 
libertà. Se a = 0.683, x~(l) = 1.00, il che ci riporta a risolvere rispetto a 17 
l'equazione [ln L 11 (iJ) -In L,1(17)] = 0.5. 
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tn L(e) 

Fig. 9.3. Determinazione de
gli intervaJJj di confidenza nella 
stima ML di un parametro 

Abbiamo dunque trovato una riparametrizzazione che produce intervalli 
simmetrici attorno a fj con livelli di confidenza propri della distribuzione 
gaussiana. 

Ora però viene il bello del ragionamento: non è necessario effettuare la 
riparametrizzazione, basta sapere che esiste. Infatti, grazie al teorema 9.2, 
sappiamo che numericamente le verosimiglianze Lo ed LT/ sono uguali; basta 
allora utilizzare la verosimiglianza originale Lo e trovare i valori 81 e Bz per 
i quali 

2L\UnL] = 2 (mL(è) - JnL(B) ) = x!(l), (9.45) 

ed ottenere così l'intervallo di stima di e 
CL= 1- a. (9.46) 

Per determinare ad esempio gli intervalli con CL = 68.3% e CL = 95.4%, 
si trovano gli estremi che danno 2L\[ln L] = l oppme 2L\[ln L] = 4. Per una 
applicazione di questo metodo, si veda il problema 9.8. 

È quindi possibile, se la funzione di verosimiglianza è sufficientemente 
regolare, trovare gli intervalli ed i relativi livelli di confidenza. I livelli di con
fidenza sono gaussiani ma non cor-rispondono ad intervalli gaussiani, poiché 
in generale risultano asimmetrici rispetto alla stima puntuale è. Gli intervalli 
che si avvicinano maggiormente a quelli gaussiani sono quelli del parametro 
trasformato 77 della (9.19), della cui esistenza sappiamo e di cui ci siamo ser
viti per determinare la variazione della verosimiglianza in funzione dei livelli 
di confidenza. La situazione è schematizzata in Fig. 9.3. 

La consistenza di è assicura comunque che, aumentando n, anche l'inter
vallo di stima (9.46) tende ad essere simmetrico rispetto a e. 

Nel caso di un parametro p-dimensionale 8, la frontiera dell'insieme di 
confidenza si trova utilizzando la condizione equivalente alla (9.45) : 

(9.47) 

dove x~ è il quantile corrispondente al livello di confidenza CL assegnato 
e la distribuzione asintotica 2L\[lnL] è x2 (p). I valori x~, in funzione dei 
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gradi di libertà, si leggono in Tab. D.4 di pagina 484. Dalla tabella si vede 
ad esempio che, con due gradi di libertà, le regioni racchiuse dai contorni 
2Ll(ln L] ~ 2.4 ed 2Ll(lnL]:::: 6.0, corrispondenti rispettivamente a CL~ 68% 
e CL:::: 95%, sono equivalenti ai valori di 2Ll~n L] :::: l e 2Ll[ln L] :::: 4 per il 
caso monodimensionale. 

La (9.47) richiede la esplorazione numerica delle ipersuperfici x2 ed è in 
genere di difficile applicazione. In pratica, quasi sempre si determinano p 
intervalli di confidenza monodimensionali, ciascuno eli livello a, sempre per 
via numerica, facendo variare, secondo una griglia di valori , un parametro 
fh alla volta e massimizzando la verosirniglianza rispetto agli altri parametri 
per ogni valore di (h L'intervallo (O il, Oi2) si ottiene risolvendo un'equazione 
analoga alla (9.45) rispetto a Bi: 

2(1nL(Ò) - lnL(Oi, B(Oi))] = x~(l) (9.48) 

dove L( (h, B( O i)) è la verosimiglianza massimizzata rispetto a tutte le al
tre componenti di () avendo fissato Bi e L(B) è il valore di best fit ottenu
to massimizzando con tutti i parametri liberi. La procedura è giustificata 
considerando la seguente eguaglianza: 

In L(B) -ln L(B) = [In L( B) -ln L(Bi, B(Bi))] +[In L(Bi, Ò(Bi)) - lnL(B)] . 

n primo membro ha distribuzione asintotica x2 (p)> mentre il secondo addendo 
del secondo membro ba distribuzione asintotica x2(p- l), essendo di fatto 
2Ll[ln L] quando Bi è noto. Questo suggerisce, per analogia col teorema 3.4 di 
additività del x2 discusso nell'appendice B, che il primo termine al secondo 
membro abbia distribuzione asintotica x2 (l ). 

Gli errori trovati con la (9.47) e la (9.48) hanno un significato diverso, 
come mostrato a suo tempo nella Fig. 4.8 di pagina 140, la cui corrispondente 
interpretazione statistica, nel caso di due parametri, è mostrata in Fig. 9.4. 
ll contorno della regione più scura corrisponde alla (9.47) per una variazione 
di una unità del x2 : in base alla Tab. D.4, con due gradi di libertà, questo 
contorno ha un livello di confidenza di quasi il 40% (il valore preciso è 39.3%, 
come si vede dalla (4.81) di pagina 138). La (9.48) corrisponde invece allivello 
di confidenza gaussiano in una dimensione per e2 , dato dalla regione chiara 
della figura. 

Gli errori forniti dai programmi di minirnizzazione, se non vengono ri
chiesti i contorni delle regioni x2 , sono calcolati con la (9.48) co x;(l) e si 
riferiscono a un CL = 0.68 per ogni singolo parametro, indipendentemente 
dagli altri. 

9.6 Il metodo dei minimi quadrati e la massima 
verosimiglianza 

Consideriamo l'osservazione di n variabili gaussiane indipendenti, provenienti 
da n distribuzioni gaussiane differenti. La funzione di verosimiglianza è in 
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questo caso: 

2 ax =l 

Fig. 9.4. Forme assunte dalle regio
ni di confidenza risultanti dalla (9.47) 
(regione più scura) e dalla (9.45) 
(fascia più chiara). La regione scu
ra va associata all'intervallo aleatorio 
che contiene il valore vero della cop
pia (81,82) con una probabilità del 
39.3%; la fascia chiara, ottenuta pro
iettando la regione scura sull'asse del
le ascisse, è la realizzazione dell'inter
vallo aleatorio che ha una probabilità 
del 68.3% di contenere il valore vero 
di 82 (o di e. ' se si proietta sull'altro 
asse) 

(9.49) 

dove in generale i parametri p, e u possono dipendere a loro volta da un 
parametro multidimensionale 8. Si noti che qui è stata generalizzata la (9.4), 
dove le n misure provenivano dalla stessa popolazione. Nella (9.49), infatti, le 
n popolazioni sono diverse, pur avendo tutte la medesima densità gaussiana. 
Poiché anche in questo caso la verosimiglianza rappresenta la densità di pro
babilità del campione, ad essa si può senz'altro applicare tutta la teoria svolta 
fino a questo punto. 

ll metodo ML permette allora la determinazione dei parametri u e p, at
traverso la massimizzazione della (9.49) o la minimizzazione del suo logaritmo 
negativo: 

(9 .50) 

Poiché 
n (l) ln l n 

- ~ln $O"i = 2 ~ln(211) + 2 ~ln(O"l) 

e il primo termine è inessenziale perché costante, trascurando anche il fattore 
moltiplicativo comune 1/2, la (9.50) equivale alla ricerca del minimo della 
funzione: 

(9.51) 

Se supponiamo che le deviazioni standard O"i siano note, oppure approssima
bili con le Si stimate in precedenti esperimenti, il primo termine della (9.50) 
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è costante, ed il metodo ML si riduce alla ricerca del minimo della funzione 
x2: 

x2 =t (xi- ~i(0))2 ' (9.52) 
ì=l si 

attraverso l'annullamento delle derivate: 

(j = l, 2, ... , k) . (9.53) 

La (9.53) rappresenta il metodo dei minimi quadrati, detto anche metodo 
LS (dall'inglese Least Squares), che sarà discusso in dettaglio nel cap. 10. 
Qui il principio appare come una conseguenza del metodo ML quando i dati 
provengono da popolazioni aventi densità gaussiane di varianza nota e media 
incognita da dete1minare. 

La caratteristica importante del metodo LS è che esso, per venire impie
gato, richiede soltanto la conoscenza del valore atteso e della varianza delle 
variabili osservate. Inoltre, dopo il processo di minimizzazione, è comunque 
possibile calcolare il x2 utilizzando i dati di minimo (bes t fit) J.L( 8): 

(9.54) 

e procedere, in alcuni casi, al test x2, in modo simile a quanto già discusso 
nei parr. 6.17, 6.18. 

Sebbene le quant ità Bi sono delle stime e non i valori veri, sotto certe 
ipotesi, cui accenneremo nel cap. 10, quando la dimensione n del campione 
è grande la variabile (9.54) tende effettivamente alla densità x2 con (n- p) 
gradi di libertà, dove p è sempre la dimensione di O (75). 

È possibile in questo modo verificare se le forme funzionali assunte per 
le medie Jl.i, sono compatibili con i dati. È importante notare che, mentre 
la parte matematica di minimizzazione o massimizzazione può essere sempre 
eseguita, la verifica delle ipotesi tramite il test del x2 è significativa solo se 
le variabili coinvolte sono gaussiane. 

li metodo LS, ricavato ancora una volta come conseguenza del m~todo 
ML, trova una importante applicazione nello studio degli istogrammi, come 
vi mostriamo subito nel prossimo paragrafo. 

9.7 Adattamento di densità (best fit) ad istogrammi 

Qui riprendiamo e completiamo gli argomenti che abbiamo già trattato nei 
parr. 6.16 e 6.17, ovvero la stima della densità della popolazione attraver
so l'istogramma e la verifica di compatibilità tra campione e modello di 
popolazione. 
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In questo caso la variabile aleatoria definita nella (9.51) è il numero I;. di 
eventi caduti nel canale i-esimo di ampiezza L\ i dell'istogramma (che viene 
osservato come I;. = ni), mentre f.li è il numero atteso o teorico di eventi, che 
in base alla (6.103) è dato da: 

J..L;.(O) =N { p(x; O) dx ~ Np(xo;.; O)L\;. =: Np;.(O) , 
J .1; 

(9.55) 

dove la densità ipotizzata p;.(x0;., O) è calcolata nel punto centrale Xoi del 
canale e N è la dimensione del campione. Qui la variabile x della (9.55), a 
differenza del paragrafo precedente, rappresenta i valori dello spettro di X, 
cioè la variabile lungo l'ascissa dell'istogramma. 

La funzione di verosimiglianza è proporzionale alla probabilità multino
miale (4.87) di avere, dati k canali, n;. eventi nel canale i-esimo. Omettendo 
i fattori indipendenti da e abbiamo: 

k 

L( O; '!l) = II [p;. (O) r-· ' 
i=l 

k 

C=-lnL(O;rr) = - 'l: n;.ln[p;.(O)]. 
i= l 

(9.56) 

(9.57) 

Per effettuare la stima ML del parametro p-dimensionale O, possiamo 
massimizzare la (9.56) oppure minimizzare la (9.57). In genere, poiché si 
usano codici di minimizzazione, considereremo solo la minimizzazione delle 
verosimiglianze logaritmiche. 

È interessante vedere che la minimizzazione della (9.56) contiene in sé il 
metodo dei minimi quadrati che è quello usato più comunemente. Deriviamo 
infatti la (9.57) rispetto alla componente j-esima di O, e i . Cambiando segno, 
si ottiene 

t~ op;.(O) =t n;.- Np;.(O) op;.(O) 
i = l p;.( O) aoj i=l p;.(O) aej 

dove l'uguaglianza deriva dal vincolo L,;.p;.(O) = l , che comporta l'armulla
mento della somma delle derivate parziali. È facile accorgersi che il secondo 
membro dell'uguaglianza coincide, a meno di una costante moltiplicati va, con 
la derivata parziale del termine: 

(9.58) 

quando il denominatore viene consider·ato costante: 
I parametri di best fit {) possono essere dunque trovati minimizzando la 

(9.58) rispetto al numeratore. Si riconosce facilmente che questa procedura 
non è altro che una applicazione del metodo LS dei minimi quadrati rappre
sentato dalla (9.54). Poiché in questa approssimazione il denominatore del 
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x2 deve essere considerato costante, nel processo di minimizzazione a volte 
si utilizza il x2 modificato: 

(9.59) 

dove gli errori statistici sono stati stimati con la approssimazione a} = N Pi ~ 
ni . Abbiamo quindi a disposizione, per la stima di fJ , la (9.57 e la (9.59). I 
due metodi danno risultati equivalenti, se il campione è grande. 

Tuttavia, la (9.57) è la piì:t generale, perché vale sempre, anche per cam
pioni piccoli. La (9.59), invece, vale a rigore se tutti i canali hanno più di una 
decina di eventi. In pratica spesso si è meno restrittivi, e si considera grande 
un campione che ha più di 5 eventi per canale. Se ciò non si verifica, i canali 
con pochi eventi si possono raggruppare in un solo canale con quelli adiacenti 
prima di effettuare la minimizzazione del x2 • 

Una volta effettuata la minimizzazione, si può procedere al test del x2 

calcolato con la (9.58) . 
n numero di gradi di libertà è pari a (v- p), dove v vale k oppure k - l 

a seconda che la dimensione del campione N sia rispettivamente variabile o 
costante. 

Con questa procedura si realizza in pieno lo schema di Fig. 9.1: si formula 
un modello di popolazione di densità p( x; O) e dai dati si determina la densità 
più verosimile, data dal valore O del parametro di best fit con relativo errore; 
si esegue poi il test x2 per verificare l 'ipotesi sulla forma funzionale scelta per 
la densità. 

Vediamo ora come vanno in pratica le cose riprendendo alcuni casi già 
trattati nell'ambito della statistica di base. 

Esercizio 9.6 ~~~ ~=~....r::r~~~A 

Eseguire il best fit dell'istogmmma (6.101) ottenuto artificialmente al calco
latore simulando l'estrazione di 1000 dati da una gaussiana di parametri veri 
J1. = 70, a= lO: 

Xi n i Xi n i 
37.5 l 72.5 207 
42.5 4 77.5 153 
47.5 16 82.5 101 
52.5 44 87.5 42 
57.5 81 92.5 7 
62.5 152 97.5 6 
67.5 186 

Risposta. Supponendo che l 'istogramma provenga da una gaussiana di para
metri incogniti (come succederebbe per dati reali e non simulati), eseguiamo 
il best fit dei dati con una gaussiana. La (9.55) diventa allora: 
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(9.60) 

poiché N= 1000 e Lli = 5. 
Per eseguire il best fìt abbiamo usato la nostra routine "Gaussf.iv,, che utiliz
za la funzione di rninimizzazìone Nlfniii ·, di cui troverete, nel nostro sito, 
la descrizione del codice e dei metodi statistici utilizzati nella stima e nella 
determinazione degli errori sui parametri. 
n programma esegue la minimizzazione di una funzione data dall'utente, sup
ponendo che essa rappresenti una funzione x2 dipendente da p parametri. Se 
si utilizza la verosimiglianza della {9.57), si minimizza la funzione - 2lnL. 
Alla fine della minimizzazione, si calcola il x2 finale {9.58} ed l'utente può 
eseguire il test x2 • 

Poiché per la funzione x2 (sia in fase di minirnizzazione che in fase di test) 
si richiede un contenuto di eventi per canale superiore a 5, nell'applicazione 
delle formule (9.59, 9.58) si calcola il x2 raggruppando i p1'imi due canali. 
Ad esempio, la {9.58) diventa {n1 = l , nz = 4}: 

z (n1 +nz- Npl(J.t-,(J)- Npz(J.t-,e7))2 (n3- Np3(J.t-,e7))2 

X = Np1 (J.t-, e7) + Np-2(1", e7) + Np3(J.t-, e7) + .... 

I risultati sono riportati nella Tab. (9.61}, che contiene nell'ordine: la formu
la usata nella rninimizzazione, il valore dei parametri di best fit con errore, 
il valore di ~e, ottenuto dalla {9.58}, utilizzato nel test ed il livello di signifi
catività SL osservato (p-value} (6.117) per il test ad una coda, ottenuto dalla 
Tab. D.fJ con (v- k) gradi di libertà. Poiché N è costante e si sono raggrup
pati i primi due canali, v = (13 - l - l) = 11; dato che si è minimizzato 
rispetto a due parametri, k = 2 e quindi (v- k) = 9. 

Equazione p, (j ,2 x SL 
(9.57) 70.09 ± 0.31 9.73 ± 0.22 8.67 ~48% (9.61) 
(9.59) 69.97 ± 0.31 9.59 ± 0.22 10.1 ~35% 

La tabella mostm che i due metodi usati hanno portato a risultati equivalenti, 
anche se il campione utilizzato non era particolarmente numeToso. La stima 
con la formula approssimata {9.59) sembra tuttavia sottostirnare leggermente 
il valore di e7. 
Si può notare anche un buon accordo dei dati col modello vero utilizzato nella 
simulazione (J.t- = 70, e7 = 10) e una differenza trascurabile tra i valori di best 
fìt e quelli ca.lcolati direttamente dai dati nel par. 6.16. 

Riprendiamo ora una nostra vecchia conoscenza, l'esperimento delle 10 mo
nete, che avevamo trattato per l'ultima volta nell'esercizio 6.12 a pagina 
228. 
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Esercizio 9.7 g. m~~~~-~=-lii:!l!l-=~-. 

Determinare la probabilità p di ottenere testa con il lancio di una moneta 
eseguendo il best fit, con una densità binomiale, dell'istogramma dell'esperi
mento delle 10 monete di Tab. 2.2 (che per comodità riportiamo): 

l Xi l 0 l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 l 
ni O O 5 13 12 25 24 14 6 l O 

Risposta. In questo caso la popolazione di riferimento ha densità binomiale 
(2.30} e la (9.55) si scrive: 

N Pi(O) - N Pi(p) =N b(xi; l O, p) 

= N 10! p Xi (l _ p)lO-x; 
Xi!(lO- Xi)! 

(9.62) 

dove N = 100 è il numero delle prove e manca l'intervallo Lli perché qui 
siamo in presenza di una variabile discreta. La probabilità p è il parametro 
incognito da determinare attraverso il best fit. 
La procednra da ntilizzare è la stessa dell'esercizio precedente. La sola diffe
renza è che, nel calcolo del x2 , si devono raggruppare i primi e gli ultimi tre 
canali (n1 = O, nz = l, n3 = 5) e (ns = 6, n 10 = 1·, n11 = O) per avere un 
numero di eventi > 5. n numeratore della funzione x2 diventa allora: 

(O+ O+ 5 - Nb(10, p; O) - Nb( l O,p; l) - Nb(lO,p; 2))2 

+ [13 - Nb(lO,p; 3))2 + .... 

I canali dell 'istogramma sono pertanto pari a 7 ed i gradi di libertà della sud
divisione sono v= 7 -l= 6 perché il numero totale N di prove è fissato . Un 
ulterio1·e grado di libertà viene perso perché la probabilità p viene determinata 
dai dati (k = 1). I gradi di libertà effettivi sono pe1ianto (v - k) = 5. 
I risultati ottenuti con il nostro codicé Mon~t'ah t. sono ripo1iati in Tab. 9. 63, 
che è analoga a quella descritta nell'esercizio precedente. 

Equazione p xz SL 
(9.57) 0.522 ± 0.015 4.34 :::::50% (9.63) 
(9.59) 0.528 ± 0.017 4.84 :::::45% 

Anche in questo caso, i due metodi fomiscono risultati simili. Tuttavia, nel 
caso di piccoli campioni come questo vi consigliamo, come regola generale, di 
usare la (9.57). 
L 'ultima volta che ci siamo occupati delle 1 O monete nell'ambito della sta
tistica elementare, nell'esercizio 6.12, abbiamo stimato la probabilità diret
tamente dai dati, notando che l'espetimento fomiva complessivamente 521 
teste su 1000 lanci. Dalla (6.23) avevamo ottenuto: 

p E 0.521 ± 
0 ·521 (:0~0° ·521) = 0.521 ± 0.016 . 
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Fig. 9.5. Dati sperimentali con barra 
d 'errore e curve di best fit a) per una 
densità binomiale (esercizio 9.7) e b) 
gaussiana (esercizio 9.6). Per facilitare 
il confronto, i punti discreti (quadrati 
vuoti) della binomiale di Fig. a) sono 
stati uniti da tratti di retta 

In questo caso l'ottimizzazione del parametro non ha portato a risultati diversi 
da quelli della stima diretta della probabilità p dai dati. 

I dati sperimentali e le curve di best fit ottenute negli ultimi due esercizi sono 
rappresentati in Fig. 9.5. 

9.8 l a media pesata 

Un'importante applicazione del metodo dei minimi quadrati consiste nel tro
vare la media di variabili gaussiane aventi tutte la stessa media vera J.L ma 
varianza diversa. 

Questo è un caso comune nell'attività di laboratorio, dove spesso è neces
sario combinare tra loro i risultati di misure di una stessa grandezza (stessa 
media vera) eseguite con apparati diversi (diverso errore di misura). 

Come nel paragrafo precedente, derivian1o il risultato a partire dalla stima 
di massima verosimiglianza sotto l'ipotesi di osservazioni gaussiane, per poi 
verificare questo è ottenibile più generalmente come conseguenza del metodo 
dei minimi quadrati. 

Per farvi capire meglio il problema, vi proponiamo prima un quesito in
teressante. Supponete di avere un campione di n osservazioni indipendenti 
e con la stessa media J.L e deviazione standard a; raggruppateli ora in due 
campioni rispettivamente di k e n - k osservazioni. Dato che per le medie 
vere vale la relazione J.L = (J.L1 + J.L2) /2, intuit ivamente siamo portati a pensare 
che la media delle n osservazioni dovrebbe essere equivalente alla metà della 
somma delle due medie parziali, m= (m1 + m2)/2. 

Questa è però una conclusione sbagliata. Infatti,come è facile verificare, 
si ha: 
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L'uguaglianza è valida solo se k =n - k, cioè se i due sottocarnpioni banno lo 
stesso numero di eventi. La spiegazione di questo paradosso è sottile e concet
tualmente importante: è sbagtiato mediare le due medie parziali, perché, se i 
due sottocampioni sono diversi, esse hanno varianze a 2 / k e a 2 / (n- k) diffe
renti. Possiamo pensare allora di "pesare" le due medie in modo da avere co
munque il risultato corretto. Se definiamo come peso l 'inverso della varianza, 
allora P1 = (a2 /k)- 1 e P2 = (a 2 /(n - k)t1 e si avrà 

ln l [l k l n l 
m = - L Xi = P1 k L Xi + P2 - -k L Xi . 

n i=l Pl + P2 , i=l n- . i:=k+l 

Questa è la soluzione giusta, come vi mostreremo ora in modo generale, 
derivando la formula della media pesata. 

Specializziamo la (9.50) al caso di n osservazioni gaussiane indipendenti 
suddivise in k sottogruppi di dimensione ni ciascuno o=~=l ni = n), aventi 
tutte media JJ, ma varianza af secondo il sottogruppo. D logaritmo negativo 
della funzione di verosimiglianza è 

k ( l ) l k n, ( )2 x·· - JJ, 
C = - lnL(JJ,, CT; ;&.) = - L niln m= + 2 LL tJ 2 . (9.64) 

i= l v 2rrai i=l i=l ai 

dove Xij è l'osservazione j-esima nel sottogruppo i-esimo. Considerando le ai 
note, il primo termine di questa espressione non dipende da alcun parametro 
e può pertanto essere trascurato nella ricerca del minimo di C, che diviene 
una funzione dipendente dal solo parametro M· La condizione di minimo, 
indicando con mi la media del sottogruppo i-esimo, è data allora da: 

(9.65) 

ovvero: 

(9.66) 

che è la famosa formula della media pesata. Con questa formula si trova il 
"baricentro" dei dati, pesando ognuno di essi con un fattore pari a: 

(9.67) 

Se i dati sono t utti estratti dalla stessa popolazione, allora ai= a, e la (9.66) 
si trasforma nella solita formula della media campionaria: 
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Per trovare l'errore statistico della media pesata basta applicare alla (9.66), 
come nel caso della media camp1onaria, la legge di trasformazione (5.74) per 
variabili indipendenti: 

Poiché Var[Mi] = O't /ni, si ottiene: 

(9.68) 

La formula completa ad una dev1azione standard della media pesata è data 
allora da: 

(9.69) 

Se tutti i dati provengono dalla stessa popolazione, allora O' i =O' e la formula 
si trasforma nella (6.40). I livelli di confidenza da assegnare all'intervallo 
di errore sono gaussiani (cioè seguono la legge 30'), perché si riferiscono a 
variabili gaussiane combinate linearmente. Se le variabili non sono gaussiane, 
anche in questo caso il teorema Limite Centrale assicura che la normalità 
verrà raggiunta per n maggiore di una decina. 

In pratica spesso le varia.nze non sono note e vengono stimate dai dati 
sperimentali ponendo O'i ~Si· È possibile mostrare che anche in questo caso 
i livelli di confidenza attribuibili all'intervallo (9.69) sono gaussiani quando n 
è elevato. La dimostrazione fa leva sulla consistenza delle Si come stimatori 
delle O'i, sul teorema Limite Centrale per la convergenza in distribuzione 
delle Mi e sull'indipendenza tra le osservazioni. Un'ipotesi necessaria alla 
dimostrazione è che il peso di ciascun sottogruppo di osservazioni non diventi 
trascurabile rispetto agli altri, il che si esprime richiedendo che ndn tenda a 
una costante per n-+ oo. 

Possiamo ora mettere a frutto la nostra conoscenza sulla teoria degli sti
matori chiedendoci se la media pesata è uno stimatore efficiente. Dato che 
essa è uno stimatore ML, sulla base del teorema 9.4 deduciamo che o essa è 
lo stimatore più efficiente oppure non esiste lo stimatore ottimale di Cramér
Rao per le somme pesate di dati. Applicando la (9.27) alla (9.65) è immediato 
vedere però che la media pesata è lo stimatore più efficiente, perché soddisfa 
al limite di Cramér-Rao del teorema 9.3: 

~ ·T( ) = \- d
2

1nL) =(-i_ ~~ (xii- J.L)) = ~ . L.- n~ ~ J.L d 2 d L.- L.- 2 L.- P' ' 
i J.L J.L i j ()'i i 

(9.70) 
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che è proprio l'inverso della varianza della (9.69). (Qui Ii(J..L) indica l'infor
mazione di Fisher per f..L contenuta nella distribuzione di. Xij)· 

Esercizio 9.8 ~&:N'Ai'''"V"«'~-~~~ 
Utilizzando la routine random di un calcolatore, sono stati estratti dalla 

densità uniforme 20 numeri O ::; Xi ::; l. Essi sono 1'iportati nella tabella 
seguente: 

0.198 0.530 0.005 0.147 
0.898 0.445 0.573 0.943 
0.127 0.870 0.859 0.608 
0.605 0.729 0.160 0.555 
0.202 0.313 0.782 0.112 

Eseguire la media dell'intero campione, la media pesata delle medie parziali 
dei primi 15 e degli ultimi 5 dati (le prime 3 colonne e l 'ultima colonna della 
tabella} e confrontare i risultati. 

Risposta. La media e deviazione standar·d dei tre campioni richiesti sono 
date, con ovvia notazione, da: 

m2o 0.485, 

m15 0.489, 

ms = 0.473, 

820 = 0.302 

Sl5 = 0.298 

ss = 0.347 

Questi dati, in base alle (3.80}, sono i valori assunti da una variabile unifor
me di media vera f..L = 0.5 e deviazione standard vera CJ = li..JI2 = 0.289. 
Applicando la (6.40} ai tre campioni otteniamo: 

0.302 
E 0.485 ± /()() = 0.485 ± 0.068 

v20 
0.298 

E 0.489 ± tu = 0.489 ± 0.077 
v15 

0.347 
E 0.473 ± .J5 = 0.47 ± 0.15 

La media pesata delle due medie parziali, che sono indipendenti poiché 
provengono da campioni che non hanno dati in comune, è data dalla (9.69): 

0.489 . 168.7 + 0.473. 41.6 ± l = 0.486 ± 0.069 
f..L E 168.7 + 41.6 )168.7 + 41.6 ' 

dove P1s = 15 l si5 = 168.7 e Ps = 5 l sg = 41.6 sono i pesi. Come si vede, il 
risultato è praticamente identico a quello della grande media m2o. 
Se non sapessimo la formula della media pesata, avremmo potuto applicare 
uno stimatore diverso, e precisamente quello dato dalla media aritmetica delle 
due medie parziali col relativo errore ottenuto dalla legge (5.61, 5. 14): 
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+ l 2 2 
m15 ms ± S15 s5 

J.L E 2 2 15 + 5 
0.489 + 0.4

73 ± 0.5)0.0772 + 0.1552 = 0.481 ± 0.086 . 
2 

È accettabile questo stimatore? 
Se indichiamo con Mv ed Ms la media pesata e la media aritmetica possiamo 
verificare che questi stimatori sono non distorti. Infatti, applicando la (9. 14} 
otteniamo: 

La differenza cr·uciale sta nel fatto che Mp, essendo uno stimatore ML, è il 
più efficiente. Si vede infatti che l'errore statistico di M 8 è maggim·e di circa il 
20% di quello di Mp. Lo stimatore Ms è pettanto non ammissibile. In parole 
povere, anche Ms stima un intervallo che contiene la media vera (in senso 
frequentista}, ma la larghezza di questo intervallo è maggiore di quella di Mp . 

~~~~~~~ma.m~~~a.~~~~mm~.~~ 

9.9 Verifica delle ipotesi 

In questo e nei prossimi paragrafi completiamo l'importante argomento della 
verifica (o test) delle ipotesi, che abbiamo introdotto per la prima volta a 
livello un po' intuitivo negli esercizi 3.13-3.17 (pagine 104-108) e nel par. 6.14 
a pagina 210, senza specificare esattamente le alternative rispetto alla quale 
l'ipotesi nulla veniva verificata. 

A vendo definito la funzione di verosimiglianza, sian10 ora in grado dj 
affrontare l'argomento con maggior precisione, specificando una ipotesi nulla 
e una ipotesi alternativa e introducendo un criterio di ottimalità per la scelta 
tra le due ipotesi. L'argomento è però molto più vasto, perché si riescono 
a trattare casi in cui sia l'ipotesi nulla sia quella alternativa sono in realtà 
insiemi di ipotesi. Noi qui ci limiteremo a dare le idee di base, che però 
consentono già di definire una serie di metodi che sono applicabili in modo 
semplice e diretto a molti casi concreti. 

Supporremo d'ora in poi che la funzione di verosirniglianza L(B; x) non sia 
semplicemente proporzionale, ma sia coincidente con la funzione di densità. 
Se l'osservazione consiste di una sola misura, allora L (B; x) =p( x; B) , dove p 
è la densità della variabile aleatoria X. Di solito l 'ipotesi viene verificata con
trollando se il valore di uno stimatore di B (spesso funzione di una statistica 
sufficiente per B) appartiene ad un "insieme critico". La funzione di verosi
miglianza considerata sarà allora la densità di probabilità della distribuzione 
campionaria dello stirnatore. 
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F ig. 9.6 . Rappresenta
zione grafica delle quan
tità coinvolte nel test tra 
due ipotesi 

Sia data una osservazione x e si formulino due ipotesi Ho (la principale, 
detta ipotesi nulla) ed H 1 , che rappresenta una possibile alternativa ad Ho. 
Se le due ipotesi hanno come unico effetto un valore diverso dei parametri 
nella funzione di densità, in corrispondenza a queste due ipotesi si possono 
costruire, con notazione ovvia, due funzioni di verosimiglianza: L(eo;x) re
lativamente ad Ho: e= 8o e L(81 ;x) relativamente ad H1: e= e1. Per non 
appesantire il formalismo, considereremo qui solo il ·caso monodimensionale, 
ma tutte le conclusioni che trarremo valgono anche per una osservazione x 
ejo un insieme di parametri O. 

Nella verifica di più ipotesi, la situazione è quella di Fig. 9.6 ed il linguag
gio quello delle Tabb. 9.1 e 9.2, dove compaiono, oltre ai termini a voi già 
noti, alcuni termini nuovi. 

Se p(x!Ho) è la densità dello stimatore corrispondente all'ipotesi nulla, si 
accetta questa ipotesi se c1 :::; x :::; c-2, la si rifiuta se x è nella regione critica, 
definita da x < c1, x > c2 . L'area sottesa dalla regione critica è il livello 
di significatività SL, corrispondente alla probabilità di sbagliare rifiutando 
l 'ipotesi Ho quando è vera (errore di I t ipo). Nel caso del test a due code il 
livello di signifìcatività è la somma delle due aree delle code indicate con a1 e 
a2 in Fig. 9.6. Se invece Ho è sbagliata e l'ipotesi giusta è data dalla densità 
p(xiH1), l'area della coda, indicata come {3 sempre in Fig. 9.6, corrisponde 
alla probabilità di rifiutare l 'ipotesi giusta, perché in questo caso l'ipotesi 
nulla Ho viene accettata (errore di II tipo). L'area 1r = l - {3 viene detta 
potenza del test, e corrisponde alla probabilità di scartare Ho se è vera .H1. 
La densità p(x!H2 ) di Fig. 9.6 indica la situazione simmetrica ad H1 quando 
il massimo della densità relativa alla ipotesi alternativa si trova a destra del 
massimo dell'ipotesi nulla. 

Se si fissa a priori un livello di signifìcatività a, detto livello del test, 
relativo a due valori di coda c1 e c2, si accetta l'ipotesi nulla Ho quando 
x E [c1,c2] con probabilità pari a: 

1
C2 

P{c1:::; X:::; c2!Ho} = P{X E A!Ho} = L(Oo;x)dx = 1- a, 
C1 

(9.71) 
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Tab ella 9.1. La terminologia dei test statistici 

Nome 
ipotesi nulla Ho 
ipotesi alternativa H1 
errore del I tipo a 
errore del n t ipo (3 
livello di significatività SL 
area (3 
livello del test a 
regione critica o di rifiuto 
potenza del test 1r = l - (3 
test più potente 
test a una coda 
test a due code 

Significato 
modello di riferimento 
modello alternativo 
scartare Ho quando è vera 
accettare Ho quando è vera I·h 
probabilità dell'errore del I t ipo 
probabilità dell'errore del II tipo 
valore SL fissato a priori 
intervallo (x < c1 o x > c2) di Fig. 9.6 
scartare Ho quando è vera Flt 
quello che, fissato a, ha l - (3 massimo 
una sola coda a sinistra o a destra 
due code a destra e sinistra 

dove A indica l 'intervallo di accettazione [c1 , cz) nel caso monodimensionale e 
un sottoinsieme del supporto della densità di X nel caso multidimensionale. 

La potenza del test è la probabilità di scartare Ho essendo vera H1 , cioè 
la probabilità di ottenere valori nella regione critica quando è vera H1 : 

/_
cl 1+oo 

1 -P{XEAIH!} = L(01 ;x)dx+ L(01;x) dx = l - .8, (9.72) 
- oo C2 

dove .8 è la probabilità dell 'errore del li tipo, ovvero accettare Ho quando è 
vera Ilr: 

1
C2 

P{X E AIH!} = L(01 ;x) dx == .8 . 
C t 

(9. 73) 

Per un test ideale, in cui le densità corrispondenti ad Ho ed H1 hanno 
supporto disgiunto, .8 = O e la potenza l - .8 = l è massima. 

Tabella 9.2. Verifica tra due ipotesi: terminologia e corrispondenti livelli di pro
babilità 

Ipotesi Decisione 
vera ~o H1 
Ho Decisione corretta Errore di I specie 

1-a Q 

}ft Errore di II specie Decisione corretta 
(3 1 -(3 

Queste sono le definizioni legate alla verifica delle ipotesi nel caso più 
generale di un test a due code, essendo ovvia la modifica necessaria per il test 
ad una coda, dove la regione di rifiuto ha forma ( -oo, c) oppure (c, +oo). 
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9.10 Test di potenza massima 

Quando si effettuano test statistici, in genere si fissa a priori il livello di signi
ficatività a: richiesto dal problema, si costruisce uno stimatore T= Tn(X) (la 
media, la varianza, il chi-quadrato, ecc.), si trova la distribuzione campiona
ria dello stimatore e si determinano da questa i valori quantili t 01 o h-a dello 
stimatore corrispondenti alla probabilità a. Cambiando lo stimatore, per uno 
stesso valore di a:, e fissata una ipotesi alternativa H1 , la potenza del test 
?'isulta dipendere dallo stimatore prescelto. Poniamoci allora la fondamentale 
domanda: data una osservazione di una variabile X, quale è il test di potenza 
massima, cioè quello che ha la migliore regione critica? 

La questione può avere in alcuni casi notevole interesse pratico, perché i 
test statistici spesso hanno un costo economico e/o gestionale elevato (si pensi 
ai test di controllo di qualità in ambito industriale) ed è quindi importante 
scegliere, dato un campione di dimensione fissata, il test più potente, per il 
quale l'errore di II tipo risulta minimo e di conseguenza il criterio di decisione 
più affidabile. 

Una risposta alla domanda è data dal teorema di Neyman-Pearson: 

Teorema 9. 6 (di N eyman-Pearson ) . Si consideri, sui par·ametri e di una 
funzione di verosimiglianza, l'ipotesi nulla 110 e l'ipotesi alternativa H 1 : 

Ho: e= Bo, 

n rapporto di verosimiglianza: 

R(X) = L(e0 ; X) , 
L( el ; X) 

(9.74) 

assume valori grandi se è vera Ho e valori piccoli se è vera H1 . n test di 
potenza massima tra tutti quelli di livello a è allora dato da: 

{ 
L(Bo;X) } 

si rigetta Ho se R(X) = L( 
81

; X) ~ r a , (9.75) 

dove r 01 è il valore di R(X) di Fig. 9. 7, tale che P{R(X) ~ ra iHo} =a. 

Dimostrazione. Chiamiamo [2 (di livello a} la regione di rifiuto del test NP e 
[2' (di livello a:'} una regione di rifiuto di Ho attraverso un qualsiasi altro test 
diverso da quello NP. n teo1'ema vale se si dimostra che, a parità di livello, 
la probabilità dell'errore di II tipo è minima per il test NP: 

a: = a:' :=::} /3' > /3 . (9.76) 

Per ipotesi si ha : 

a:= f L(80 ;x)dx=a' = { L (8o;x)dx, ln Jn, 
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P{R(X) l H0 } 

Fig. 9. 7. Utilizzando il rappor
to R di verosin1iglianza, l'ipote
si nulla viene rifiutata se il valo
re del rapporto risulta minore del 
limite rc:r, che determina il livel
lo di signilìcatività dato dall'area 

r ombreggiata 

Se {3' i {3 possiamo sc1'ivere (si veda la Fig. 9.6): 

{3'- {3=. 11{3 = 1 - l.L(fh;x)dx- [1 - lL((h;x)dx] 

{ L(81;x)dx- { L((h;x)dx. (9.77) ln ln· 
Se x E n, allora la {9. 75) vale sempre: 

L(Oo;x) < r L(O ) > l L(O ) 
L(BI ;x) - a ~ tiX - ra o;x , 

mentre, se x E (D'- D): 

L(Oo,x) l 
L(Bt;X) > r·a ~ L(Ol;x) < Ta L(Oo;x)' x (j n. 

Sostituendo queste due ultime relazioni nella {9. 77} e considerando che gli 
integrali SU [l n [l' coincidono, otteniamo la (9. 76}: 

11{3 > _!_ [ { L(80 ; x) dx- { L(80 ; x) dx] =_!_[a - a']= O , 
Ta Jn Jn, ra 

dimostrando così il teorema. [] 

Applichiamo il teorema alla verifica dell'ipotesi di due medie diverse Ho : 
J.L = J.lo contro H1 : J.l = J.ll con campioni estratti da popolazioni di densità 
gaussiane di uguale varianza CJ2 • In questo caso si ottiene facilmente: 

e quindi, passando ai logaritmi: 

2(J.lo- J.ll) L: Xi ~ 2CJ2 ln ra- + n(J.l~ - J.ln . (9.78) 
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Dividendo per 2n(t.to - p,1), se (p,0 - p,1 ) > O si ottiene: 

l "" r:J2 
P,o + IJ-1 

mn == - ~Xi :::; ( ) l n r a + 
2 

= mo . 
n i n P-o - /J-1 

(9.79) 

In questo caso il test di Neyman-Pearson col calcolo esplicito di ra è equiva
lente al test sulla media campionaria: si scarta Ho se {M n < m 0 } . n valore 
mo è determinato dalla condizione sull 'errore di I tipo sotto H0 : 

{ 
Mn - P,o mo - P,o } 

Q= P{Mn < mo} =P 0'/Vn < r:J/Vn , 

che è soddisfatta quando m 0 verifica l'eguaglianza 

(! 

ma = P,o + Vn ta 

con ta pari al quantile di ordine Q della gaussiana standard. 
Se p,0 < /J-1, occorre cambiare segno alla disuguaglianza (9.78) e si scarta 

Ho se {Mn > mo = P.o + (r:J/Vn) tt- a} · 
È facile vedere che il test sulla media campionaria è il più potente anche 

nel caso di test su medie di distribuzioni esponenziali e poissoniane [40]. 

E ser cizio 9.9 &a:S"~,.~~-m:~~~ ....:zn z:&n:rt«Z"~~~ 
Si assume come ipotesi nulla Ho che una variabile X sia gaussiana di m edia 

P,o = 10 e deviazione standard u == 10. Trovar·e la dimensione del campione e 
la regione critica ottimali per accettare Ho con a= 0.05 e potenza l-{3 = 0.95 
rispetto all'ipotesi alternativa H1 che la gaussiana sia di parametri p,1 = 20 
e stessa r:J = 10. 

Risposta. Dalla (9. 79) sappiamo che il t est sulla media è quello di potenza 
massima, che ottimizza la regione critica. Se a == 0.05 e f3 = 0.05, dalla 
Tab. D.1 otteniamo: 

ma- p,o 
0'/Vn =t1- a= l.645, 

mo - P-1 
u/vn =t.e = -1.645. 

Il valore mo è l'estremo della regione critica. Risolvendo nelle incognite m0 

ed n otteniamo: 

mo = P. t tl-0' - P.ot8 = 15 . 
h - a - t,e 

n test richiesto deve quindi campionare n = 11 valori di X, calcolare la m edia 
campionaria 1\II, accettare Ho se {M :::; 15}, accettare H1 .se {M > 15}. 
s~~~~'t,.~~~.-:.....-,;~~~ 

E sercizio 9.10 ~~~·i:l!ft~"'~~ 
Una variabile S di distribuzione binomiale con p piccola ed n grande si 
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può approssimare con una variabile di distribuzione normale N (J.k, a 2 ) 

N(np,np). Si assume come ipotesi nulla Ho che p= 0.01. Trovare la dimen
sione del campione e la regione critica ottimali per accettare Ho con a = 0.05 
e potenza l- /3 = 0.80 rispetto all'ipotesi alternativa H 1 che p= 0.02. 

Risposta. Ripetendo il procedimento dell'esercizio precedente abbiamo: 

s- O.Oln 
~ = to.9s = 1.645 , 

yv.v.Ln 

s- 0.02n 
f7l7'i"lL = to.zo = -0.842 , 

VV.VL;n 

dove i valori 1.645 e 0.842 si ricavano interpolando da Tab. D.l. Sottraendo 
la prima equazione dalla seconda si trova facilmente n : 

O.Ol n = vn(O.l191 + 0.1645) , da cui n= 804 

e quindi s = 13. Occorre un campione di dimensione 800 circa; se s :::; 13 si 
accetta Ho, altrimenti si sceglie H1 . 

9.11 Funzioni test 

n test di Neyman-Pearson richiede la conoscenza della densità p(r) del rap
porto di verosimiglianza R, il che, pur essendo sempre possibile in linea 
di principio con le tecniche sviluppate nel cap. 5 sulle funzioni di variabi
li aleatorie, in pratica si 1ivela quasi sempre un'impresa piuttosto difficile e 
laboriosa.. 

Fortunatamente, come avete appena visto nella (9.79), il problema si 
semplifica drasticamente se R può essere espresso nella forma 

(9.80) 

dove T è una statistica di distribuzione nota. Infatti, un test attraverso l'o
peratore T determina i limiti ta corrispondenti al livello di signifìcatività 
prescelto; tramite la (9.80) si può quindi determinare il limite 7'a ed applicare 
il teorema 9.6. Thttavia, questa operazione non deve necessariamente essere 
fatta in pratica: basta sapere che, se vale la (9.80), il test R(X) può essere 
sostituito da un test T(X). Anche questo test gode della proprietà di avere 
potenza massima. 

Attraverso la (9.80) il test ad tma coda della (9.75) R(X) :5 ra può 
trasformarsi in un test ad una coda a destra o a sinistra, in un test a due 
code, oppure in un test con una regione critica più complicata a seconda 
del legame funzionale tra R e T, come mostrato in Fig. 9.8. Ad esempio, 
dalla (9.79) si vede che R è funzione della media campionaria. Ne segue che 
lo stimatore della media T = I:: X;Jn, è la funzione test della media più 
potente per campioni estratti da popolazioni aventi densità gaussiane, cioè 
quello che massimizza l - fJ una volta scelto il livello del test a:. 
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a) b) 

'· ··~ 
... 

c) d) 

'•~ 

Fig. 9.8. Quando il rap
porto di verosimiglinza è 
esprimibile come funzione di 
un'altra statistica, all'inter
vallo R S r01 relativo a.d R 
può corrispondere un inter
vallo T S ta a), T ;::: t"' 
b), ta S T S t~ c), T S 

l Il ) t"', t a S T S t01 d , che di-
pende dal tipo di funzione 
R == 7/J(T) 

Esercizio 9.11 m.'Z!JW:.•!J':,..dlil21lDI:r~.c~~~~ 

Una ditta vince una gara d'appalto per la fornitura di un componente elet
tronico affermando che la percentuale di pezzi difettosi all'origine è minore 
dell't%. Trovar·e il limite al di sotto del quale deve restat'e il numero di pezzi 
difettosi riscontrati in un lotto di controllo di 1000 ·pezzi perché si possa af
fermare, ad un livello a del 5%, che la dichiarazione della ditta è C07Tetta. 
Trovare inoltre la potenza di questo test rispetto alle ipotesi alternative di una 
probabilità di difetto del 2% e del 3% e dire se il test è di potenza massima. 

Risposta. Se l'affidabilità è dell'l%, il numero di scarti su un lotto di 1000 
pezzi è una variabile binomiale di valore atteso (media vera) pari a 10. Dato 
che la probabilità è piccola {1 %) ed il valore della media è grande, è lecito 
utilizzare l 'approssimazione gaussiana della distribuzione di Poisson. Siamo 
ricondotti al caso dell'esercizio 9.1 O, con la differenza che qui n è fisso e {3 
incognito. Poiché il pmblema 1'ichiede un livello di significatività del 5%, dalla 
tabella D.J e dalle (3.43,3.44) vediamo che il test a una coda 

P{T ~ tl-a} = l- P(tl- a) = 0.05 

è soddisfatto per un valore delta va1'iabile standard T= t1-a ~ 1.645. Se S è 
il numero degli scarti, dalla (3.37) abbiamo: 

S ~ J.-L = S ~O ~ 1.645 , da cui : S ~ 15.2 . 

Dato che la variabile considerata è discreta, non esiste un valore critico che 
coincide col valore SL assegnato. Potremmo a questo punto randomizzare ìl 
test ponendo nella {6.92) aL = 0.05 e 

SL2 = P{S ~ 15} = 1 - P ( 1~0) = 0.057 , 

SL1 = P{S ~ 16} = 1 - P c~O) = 0.029 , 
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dove si è utilizzata la Tab. D.t. Come mostrato nel problema 9.15, il test 
randomizzato accetta il lotto l volta su 4 quando S = 16. Qui preferiamo 
procedere in modo più semplice (anche se approssimato), adottando come 
r·egola di decisione la accettazione del lotto se S ~ 15 ecl il rifiuto se si trovano 
più di 15 pezzi difettosi. 
La potenza del test è data dalla probabilità l - {3 d·i scartare Il 0 (affidabilità 
dell'l%) quando è vera l'ipotesi alternativa H1 . Ricordiamo che anche qui, 
come al solito, f3 è l'area di Fig. 9.6, che indica la probabilità dell'errore di 
Il tipo. Considerando come H1 un'affidabilità del 2%, dalla (9.49} e dalla 
Tab. D.J otteniamo: 

1-/3 l - P{S< l6;H!}=P{S~l6;Ht} 

= l - <P ( 
1~0) ~ 0.81 . (9.81) 

La potenza del test è di circa l 'BO% e la JJrobabilità di accettare Ho essendo 
·uem H1 è di circa il 20%. 
Ripetendo il conto considerando Ht corTispondente ad un'affidabilità del 3% 
otteniamo: 

(
16- 30) l - ,8 = l - rp v'30 ~ 0.995 ' (9.82) 

da cui si vede che le ipotesi Ho : l% e H1 : 3% danno luogo a distribuzioni 
con supporto praticamente disgiunto. In pratica, l'errore di II tipo viene com
messo con probabilità apprezzabile per l'ipotesi alternativa di una affidabilità 
dell'or·dine del 2%. 
Qttesto test è di potenza massima, in base alla (9. 79). Verifichiamolo anche 
considemndo come funzione di verosimiglianza la distribuzione di Poisson, 
in approssimazione alla distribuzione binomiale, (3.14} e come ipotesi alter
nativa Ht una affidabilità del 2%, troviamo il rapporto di ·uerosimiglianza 
(9.74): 

1QSe IO (l)S 
R (S) = 205 e 20 = elo 2 := 1/l(S) ' (9.83) 

da cui si vede che vale la (9.80}. Poiché il fattore esponenziale è costante, il 
legame traR ed S è di tipo monotono decr·escente, come in Fig. 9.8 b). La 
funzione inversa S = ,p-1 (R) vale: 

S = 10 - lnR 
ln2 · (9.84) 

Ai livello del test prescelto corrisponde un intervallo S ~ 15.5 (valore inter
medio tra i valori limite discreti trovati su S) ed un intervallo su R all'incirca 
pari a 

R ~ r 0 ~ e10(0.5) 15
·
5 = 0.47 , 

J'er il rigetto dell'ipotesi nulla. 
Il test in esame è pertanto quello di potenza massima tra tutti i test possibili 
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al livello del 5%. 

Fino a questo momento abbiamo considerato ipotesi alternative del tipo 
H1 : {) = B1 , dette puntuali o semplici. Consideriamo ora il caso di ipote
si alternative, dette composte, che considerano un insieme di valori, come 
H1 : B > lh. In questi casi occorre esplorare la potenza del test per tutto 
l'insieme dei valori dei parametri dell 'ipotesi alternativa, in modo da trovare 
il test uniformemente più potente . Non affrontiamo l'argomento, alquanto 
complesso, ma ci limitiamo ad osservare che il test del rapporto di verosimi
glianza di solito si comporta bene da questo punto di vista. Nei casi (in verità 
non molti) in cui la potenza è calcolabile esplicitamente, si può comunque de
terminare per quali ipotesi alternative un test scelto risulta sufficientemente 
potente esaminando la funzione di potenza, definita, in funzione dei parametri 
della ipotesi alternativa, come: 

1r(B) = 1- {3(B) = 1 - P{X E A;HI} , (9.85) 

dove A è la regione di accettazione di H0 , cioè l'insieme complementare della 
regione critica. 

Esercizio 9.12 
Trovare la funzione di potenza nel caso dell 'esercizio 9.11. 

Risposta. n criterio di decisione ottenuto consisteva nel rifiuto dell'ipotesi 
Ho per un numero di difetti S ~ 16 su un lotto di 1000. Utilizzando l'appros
simazione di Gauss (9.81) della densità di Poisson, la funzione di potenza 
(9.85) risulta: 

7r(f.L) = l - p c6\l~t) , (9.86) 

dove f.L è il valore atteso del numero di pezzi difettosi. La funzione, ripo1·ta
ta in Fig. 9.9, mostra che il supporto della distribuzione campionaria sotto 
Ho {l % di difetti) diventa disgiunto da quello sotto H 1 quando si richiede 
in alternativa una percentuale di difetti superiore al ~ 3%. Alla stessa con
clusione eravamo già arrivati, in modo più intuitivo, già nell'esercizio 9.11. 

9.12 Test sequenziali 

La difficoltà nel trovare la distribuzione della variabile R di Neyman-Pearson 
può essere superata, oltre che con la trasformazione (9.80), anche in un altro 
modo, molto elegante ma approssimato. 

Siano date due ipotesi Ho ed H1 e le corrispondenti funzioni di verosimi
glianzaL(Bo;x) = L0 (x) e L({)1 ;x) = L1(x). n rapporto: 
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r 
j-
1 

0o!:---<?.--~2o--..,30!.-----!.40:.-----}50 Fig. 9.9. Funzione di potenza nel caso 
difetti attesi J.l dell'esercizio 9.11 

(9.87) 

tende ad assumere valori grandi se è vera H0 , valori piccoli se è vera H1 . 
Definiamo allora il test delle due ipotesi come segu.e: 

si accetta Ho se (Lo/L!)> rH 
si accetta. H1 se (Lo/ L1) <rh 
non si decide se rh< (Lo /LI)< rH 

=? Lo> rHL1 
=> Lo< rhLl (9.88) 

Le aree corrispondenti alle probabilità dell'errore di I e II tipo a e (3 sono 
mostrate in Fig. 9.10. 

Per una osservazione data di dimensione n, lo spettro della variabile R 
viene quindi suddiviso in tre regioni disgiunte, Ro, R1 ed Re, corrispondenti 
rispettivamente alle decisione di accettare Ho, accettare H1 e di non prendere 
nessuna decisione. L'intervallo Ro corrisponde allora alla condizione R > rH 

mentre R1 è l'intervallo R < rh. Dall'esame della Fig. 9.10 e dalle (9.88) 
risulta chiaro che le probabilità di prendere decisioni corrette sono date da: 

l - a r Lo (x) d x ::::: rH r L l (x) d x ::::: f3 rH , 
}Ro }Ro 

(9.89) 

1-(3 = ( L1 (x)dx;:::: _!_ ( L0(x)dx=_!_a, 
j R 1 rh } R 1 1'h. 

(9.90) 

dove, come al solito, a e (3 sono le probabilità assegnate di compiere errori 
di I e di II specie. Da queste disuguaglianze è immediato ricavare il limite 
inferiore di rh e quello superiore di rH: 

l-a 
rH ::; p. (9.91) 

In conclusione, possiamo enunciare la (9.88) come segue: in un test tra due 
ipotesi alternative Ho ed H1, fissati a priori i livelli a e (3, se 
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Fig. 9.10. In un test tra due 
ipotesi tramite il rapporto di 
verosirniglianza r, si accetta 
Ho se R > ru; si accetta H1 
se R < n .. ; si rimane indecisi 
se rh< R <rH 

a 
R < -- < 1'h si accetta Ht , -1 -{3-

(9.92) 

1 -a 
<-{3 

non si prende alcuna decisione, (9.93) 

1 -a 
R ;::: -{3-;::: r11 si accetta Ho . (9.94) 

Questo test è approssimato, ma prescinde dalla conoscenza della distribuzione 
di probabilità del rapporto di verosimiglianza (9. 14). 

Quali errori <li primo e secondo tipo a' e {3' sono effettivamente associati 
al test (9.92-9.94)? A questo quesito si può rispondere facilmente, anche se in 
modo parziale, poiché si dimostra che si ha sempre a' + {3' :::=; a + {3. Infatti, 
dalle (9.89-9.91) si ha facilmente: 

da cui: 

e quindi: 

1- a 
l - a' ;::: {3' r·H ;::: {3' -{3- , 

l - {3' ;::: a' ;::: a' l - {3 ' 
rh a 

a' a 
--<--
1 - {3' - l - {3 ' 

1-a' 1-a -->--/3' - /3 

a' (l - /3) + /3' (l - a) :$ a( l - {3') + {3(1 - a') ::::} a' + /3' :::=; a+ /3 . (9.95) 

E sercizio 9.13 
Eseguire il test appr·ossimato del rapporto di verosimiglianza sui dati dell'e

sercizio 9.11, assumendo un errore di I specie del 5% ed un erTore di II specie 
del 20%. 

Risposta. Nell'esercizio 9.11 avevamo trovato, studiando la funzione di pro
babilità della variabile somma, collegata alla variabile R di Neyman-Pearson 
dalla (9.84}, che l'ipotesi Ho di affidabilità all'l% andava scartata, ad un 
livello di significatività a del 5%, per un numero di pezzi difettosi maggiore 
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di 15 su un lotto di 1000 pezzi. Avevamo anche trovato una probabilità {3 di 
circa il 20% per l'errore di II specie rispetto all'ipotesi H 1 di una affidabilità 
del 2%. 
Anche in questo caso si chiede a = 0.05 e {3 = 0.20. Dalle (9.92-9.94} 
otteniamo: 

si accetta Ho se 
non si decide se 
si accetta H1 se 

R 2: 4.75 
0.0625 < R < 4.75 

R :S 0.0625 

Dalla (9.84) risulta che ai valori rH = 4.75 ed rh = 0.0625 corrispondono 
rispettivamente i valori: 

sh = 18.4, SH = 12.2 . 

L 'ipotesi nulla di una affidabilità minore dell'l% (Ho) va quindi mantenuta 
se il numer·o dei pezzi difettosi resta al di sotto di 12, m entre se questo valor·e 
supera 18 va accettata l'ipotesi H1, relativa ad una affidabilità maggiore del 
2%. Valori tra 12 e 18 si riferiscono ad una affidabilità stimata tra l'l e il 
2% e rappresentano pertanto una zona di incertezza nella quale è bene non 
prendere alcuna decisione. 

ll fatto che i limiti nelle (9.92-9.94) non dipendano dalla dimensione n del 
campione suggerisce una applicazione del metodo del rapporto di verosimi
glianza da effettuarsi ripetutamente nel corso di un esperimento, man mano 
che n aumenta, finché ci si trova nella zona di indecisione. Più precisamente, 
si continua a campionare finché 

(9.96) 

e ci si ferma la prima volta che la (9.96) non è verificata. I limiti dell'intervallo 
di indecisione sono da specificare in funzione del livello del test e dell 'errore 
di II t ipo. Si noti che sia la dimensione del campione N sia il valore finale del 
rapporto di verosimiglianza 

(9.97) 

al momento in cui si esce dalla zona di indecisione, sono ora variabili aleatorie. 
Questi test sono detti sequenziali. 
Se supponiamo di aver determinato rh ed ?'H in modo che le probabilità di 

errore di I e II tipo siano a e {3, anche in questo caso valgono le (9.91), perciò 
un test sequenziale di livello approssimato, che è quello che si è in grado di 
condurre in pratica, avrà come zona di indecisione 

a 1- a 
l- {3 <Rn <P' n2: l . (9.98) 
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Anche in questo caso per i livelli effettivi del test vale la (9.95): o:'+ /3' ::; o:+ /3. 
n test sequenziale è dunque approssimato ma, a parità di potenza richie

sta, richiede in media, rispetto ai test con dimensione n fissa, una dimensione 
minore, consentendo un risparmio medio notevole nelle operazioni di cam
pionamento, anche del 50%. Intuitivamente, questo accade perché spesso si 
hanno sequenze di casi favorevoli (o sfavorevoli) che fanno assumere rapida
mente ad RN valori al di fuori dell'intervallo di indecisione (9.98) e consentono 
quindi di scegliere subito l'ipotesi Ho (od H1 ). Sotto condizioni molto genera
li, è possibile dare w1a dimostrazione di questa proprietà molto utile dei test 
sequenziali [58, 65), che noi omettiamo. Vi presenteremo invece, nel prossimo 
esercizio, un approccio diverso che fa uso di tecniche di simulazione. 

Esercizio 9.14 """""N"'ZV"!W'P'V-~-G:;t.d!l'"'.._.,z" ~~~~ 
Applicare il test sequenziale pe7' o: = 0.05 e /3 = 0.20, con N variabile, al 

caso dell'esercizio 9.11, assumendo che i pezzi difettosi siano l 'l% (ipotesi 
Ho) o il 2% (ipotesi alternativa H1). Stimare, con metodi di simulazione, le 
distribuzioni dei difetti Tilevati S N e dei pezzi campionati N. 

Risposta. Se N è variabile, possiamo scrivere la (9.83) come: 

R = (~) sN eNftoo 
N 2 ' 

dove SN è il numero di pezzi difettosi. Passando ai logaritmi otteniamo: 

N SN N 
lnRN = -SN ln2 + lOO ~ -1.44 + lOO 

e la (9.98) diventa: 

( 
0: ) 1.44 1.44 (l - 0: ) 

1.44 In l_ (3 - lOO N :S - SN :S - lOO N+ 1.44ln -
13

-

Cambiando i segni ed inserendo i valori o: = 0.05 e (3 = 0.20 l 'inteTVallo di 
indecisione, entm il quale continuare a campionare, diventa: 

-2.25 + 0.0144 N< SN < 3.99 + 0.0144N. (9 .99) 

Per valori di SN a sinistra di questo intervallo si accetta H0 , per valori a 
destra si accetta H 1 . 

Nella {9.99} compaiono le due variabili aleatorie discrete SN ed N, la cui 
distribuzione è molto difficile da determinare con metodi analitici. Possiamo 
però aiutarci con una simulazione, procedendo come segue: si considera un 
numero O ::; ç ::; l fomito dalla routìne rnd.m e si incrementa N di uno; se 
ç $ 0.01 (ipotesi Ho) si incrementa di uno anche SN; se SN ed N soddisfano 
la (9.99} si procede ad un ulteriore passo, se SN ~ 3.99 + 0.0144N si sce
glie H1, se SN ::; -2.25 + 0.0144 N si accetta Ho. La stesso test può essere 



370 Capitolo 9. Inferenza statistica e verosimiglianza 

20000 

15000 

10000 

5000 

m=4. 
s=5.1 

20 40 
SN (ipotesi H0) 

s=423 

3000 

F ig. 9.11. Risultati della 
simulazione di 100 000 te
st sequenziali dell'eserci
zio 9.14. Istogramma del 
numero N di pezzi da 
campionare se la proba
bilità di difetto è dell'l% 
(ipotesi Ho) a); lo stesso 
se la probabilità di difet
to è del 2% (ipotesi Ht) 
b); istogramma del nu
mero degli scarti S N sot
to Ho c); punti nel pi~ 
no (N, SN) corrisponden
ti all'accettazione delle 
due ipotesi d) 

simulato sotto l'ipotesi alternativa H1 , incrementando SN se ç ~ 0.02. Il ri
sultato, ottenuto ripetendo il test al calcolatore per 100 000 volte, col nost1·o 
codice "sce~n è riportato in Fig. 9.11. La simulazione mostm, in Fig. 9.11a) 
e b), eh~ it'numero medio di pezzi campionati è 451 ±l sotto Ho e 570 ±l 
sotto H1 , circa la metà di quelli necessa1'i per il test a campione fisso, che, 
come mostrato nell'esercizio 9.10, è di circa 800, a parità dei livelli <:t= 0.05 
e (3 = 0.20. Si vede inoltre che N ha una distribuzione con una coda di tipo 
esponenziale a destra, con un piccolo (ma non trascur·abile) numero di test 
in cui si raggiungono valori superiori a quello del test a N fisso. La den
sità di SN sotto H0 , riportata in Fig. 9.11 c), è di tipo esponenziale, con 
un valor medio di circa 5 pezzi. Sopra gli istogrammi di Fig. a) e b) è ri
portata anche una stima dei valori dei livelli l -a' e l - {3' "sperimentali'1 , 

cioè il numero di test in cui si è accettata Ho quando è vera (Fig. a)) e H1 
quando è vera (Fig. 9.11 b). Dai dati si ricavano i valori c/ E (3.8 ± 0.3)% e 
(3' E (19.3±0.3)% (verificate l'errore statistico come esercizio). Essi non coin
cidono con i valori fissati a priori perchè il test coinvolge variabili discrete. La 
somma a' +(3' E (23.1±0.4)% è minore del valore a+f3 = 25%, in accordo con 
la (9.95) . In Fig. 9.11 d} sono riportati, nel piano (N, SN) i valori ottenuti 
nei 100 000 test, sotto le due ipotesi. I punti si dispongono appena al di sopra 
o al di sotto delle due rette limite della (9.99}. Questa curva permette la de
terminazione per via grafica dell'inter·vallo di indecisione; ad esempio, quando 
N= 500, se SN < 5 si sceglie Ho , se SN > 11 si sceglie H1. Va anche notato 
come in ogni istogmmma compaia evidente la struttura discreta del problema. 
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9.13 Problemi 

9.1. Un'urna contiene biglie bianche e nere in proporzione di 2: l o di l : 2 (non 
si sa a favore di quale colore) . Se in un esperimento si fanno 4 estrazioni con reim
missione, trovare la stima ML della proporzione in funzione dei risultati possibili 
di biglie nere estratte (x= O, l, 2, 3, 4). 

9.2. Utilizzando il metodo del problema precedente, trovare la stima ML della 
probabilità p in funzione dei successi x ottenuti in n = 3 tentativi, considerando i 
9 valol"i possibili: p= 0.1, 0.2, 0.3, ... , 0.9. 

9.3. Se P, eu sono stime ML di p, e o-, trovare la stima ML del quantile F(xa) = a. 

9.4. Avendo osservato n tempi t i da una popolazione avente densità esponenziale 
Àexp[- >.t), fare la stima ML di>.. 

9.5. Un metodo per stimare il numero N di elementi di una popolazione finita 
consiste nell 'estrarre un campione casuale di n elementi, marchiarli e reimmettE>.rli 
nella popolazione. Si estrae poi un secondo campione di n elementi e si determina 
il numero x di elementi marchiati. Se in un esperimento si fissa n = 150 e si trova 
x= 37, fare la stima ML di N, a.) in modo esatto e b) nell'approssimazione N» n. 
Suggerimento: utilizzare la legge ipergeometrica (1.32) di pagina 25. 
Che metoeli si potrebbero usare per determinare in modo approssimato la stima 
pe1· intervallo di N, cioè N E N± o-[NJ? 

9.6. Se X è una variabile di Bernoulli di densità b(x) = p"'(l- p) 1-"', verificare 
se le statistiche s =xl + x2 e p = x1x2 sono sufficienti. 

9 .7 . Si ottiene da un campione di dimensione n la somma w = l:i xl. Sapendo 
che la variabile ha distribuzione normale N(O, o-2), con meelia nulla nota e varianza 
da determinare, applicate i metoeli a) e b) del par. 9.5 per determinare l'intervallo 
di confidenza eli o- 2

. 

9.8. Campionando da una popolazione normale N(J.J. = O, o-2) si sono ottenuti i 
valori: x;= 1.499, 5.087, 0.983, 2.289, 1.045, -1.886. Trovare la stima ML puntuale 
e per intervallo della varianza o-2 , per CL= 95.4%. 
Fate ora la stima con la (6.66) di pagina 201. Questo risultato è più corretto del 
precedente? 

9.9. Da 100 valot·i simulati di X ~ N(O, o- 2
) si è ottenuto w = I:, x~ = 1044. 

Stimate la varianza con i metodi dei due problemi precedenti. 

9.10. Due campioni dei diametri (in cm) di cuscinetti a sfere prodotti dalla stessa 
macchina in due settimane elifferenti hanno numero di eventi, media e deviazione 
sta.ndard rispettivamente pari a n1 = 100, m1 = 2.08, s1 = 0.16 e nz = 200, m 2 = 
2.05, sz::::: 0.15. Fare la stima ML e per intervallo del diametro medio. 

9.11. Un monitor eli raelioattività. rileva o meno la presenza di particelle nucleari 
senza contarne il numero. Esaminando 50 campioni casuali omogenei della stessa 
quantità. eli sostanza nella stessa unità di tempo, 45 sono risultati positivi al monitor. 
Fare la stima ML del numero medio di particelle emesse dalla quantità di sostanza 
nel! 'unità di tempo. 
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9.12. La registrazione di N = 1000 tempi di arrivo ha fornito l'istogramma: 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 
472 276 132 51 36 12 11 7 l 2 

da cui risulta che tra O e 2 secondi si sono registrati 472 intertempi, tra 2 e 4 secondi 
276 intertempi e così via. Eseguire il best fit utilizzando la densità esponenziale 
e( t) = >. exp( ->.t) determinando la stima ML di >.. Verificare la bontà dell 'ipotesi 
col test x2

-

9.13. Secondo l'ipotesi nulla Ho , una variabile binaria X assume i valori O e l con 
probabilità l- é ed é rispettivamente: P{X =O, l; Ho} =(l- é), é. Sia O < é ~ l 
una quantità piccola e positiva. Si consideri l'ipotesi alternativa P{X =O, l; H t} = 
é, (1-g ). Si calcoli il livello di significatività e la potenza del test seguente: si accetta 
Ho se in una prova {X = 0}, si accetta H1 se {X= 1}. 

9.14. Nella situazione del problema precedente, si consideri il risultato di due 
prove indipendenti ed il test seguente: si accetta Ho se {X1 = O,X 2 = O}; si sceglie 
}/t se {X1 = l ,X2:::: l}; si lancia una moneta per scegliere a caso tra Ho ed H1 
quando {Xl + Xz = 1}. Trovare il livello di significatività e la potenza di questo 
test e confrontare il risultato con quello del problema precedente. 

9 .15. Come si esegue il test ra.ndomizzato nel caso dell'esercizio 9.11? 

9.16. Una ditta di automobili utilizza delle sospensioni che resistono in media.lOO 
ore ad un test estremo di fatica (ipotesi Ho) . Un fornitore propone un tipo di so
spensione che a suo dire t·esiste in media 110 ore (ipotesi alternativa H 1). Sapendo 
che la distribuzione dei tempi è esponenziale negativa, progettare un test sul nuovo 
tipo di sospensione. a) Tenere la dimensione del campione fissa, utilizzare l'appros
simazione normale per la media, e fare in modo che la. probabilità di sbagliarsi se 
le nuove sospensioni sono uguali alle vecchie sia l'l% e la probabilità di accettare 
sospensioni buone sia il 95%. b) Risolvere ora il problema con un test sequenziale 
e valutare, con un codice di simulazione, le distribuzioni della media dei tempi e 
del numero di pezzi necessari al test. Conviene utilizzare il cantpione a dimensione 
fissa o il test sequenziale? Quale strategia adottereste? 

9 .17. Trovare la funzione di potenza nel caso del problema 9.16. Suggerimento: 
confi:ontare la (3.55) di pagina 88 con la (3.65) di pagina 92. 

9 .18. Si vuole verificare l'ipotesi nulla che la probabilità di avere testa nel lancio 
di una certa moneta sia. p= 0.5 contro l'ipotesi alternativa p = 0.3. Qual è il numero 
n di lanci necessario per decidere tra queste due ipotesi, supponendo un livello del 
10% e una potenza del 90%, cioè a= 0.10 e /3 = 0.10 ? Si utilizzi l'approssimazione 
normale. 

9.19. Con gli stessi valori di a e /3 del problema precedente, trovare il numero di 
successi x in funzione del numero dei lanci n che permetta di scegliere tra le due 
ipotesi con un test sequenziale. Determinare, lanciando una moneta o con un codice 
di simulazione, il numero medio di lanci n necessario per decidere tra le due ipotesi. 
Si confronti il risultato con quello del problema precedente. 

9.20. Se X ha densità p( x) = (l+ B)x 11 , O ::; x ::=; l, si trovi, con un campione di 
n = 100 eventi, la miglior regione critica per il test di 8 = 80 = l contro 8 = fh = 2 
ad un livello a = 0.05. Determinare la potenza del test e la funzione di potenza . 



10. Minimi quadrati 

10.1 Introduzione 

"È infine necessario, dopo che t utte le con
dizioni del problema sono espresse in modo 
opportuno, determinare i coefficien ti in modo 
da rendere gli errori il più possibile piccoli. 
A tal fìne, il metodo che mi è parso più sem
plice e più generale consiste nel minimizzare 
la somma dei quadrati degli errori." 
Adrian Legendre, "NUOVI METODI P ER 
LA DETER.MINAZIONE DELI, E ORBI'rE DELLE 
COMETE". 

Nel par. 9.6 abbiamo mostrato che il metodo dei minimi quadrati (metodo 
LS, Least Squares) discende dal principio di massima verosimiglianza (metodo 
ML, Maximum Likelihoocl) quando le variabili sono gaussiane. 

Storicamente le cose sono andate però in modo diverso. Infatti, mentre 
la massima verosimiglianza fu introdotta da Fisher agli inizi del 1900, il me
todo dei minimi quadrati fu applicato per la prima volta dal matematico 
francese Legendre fin dal 1803, come indicato nell'epigrafe di questo capito
lo. Successivamente Laplace, nel suo famoso trattato "Théorie Analitique des 
Probabilités" del1812, dimostrò che il metodo LS produce stime non distorte 
anche nel caso di variabili non gaussiane. n passo decisivo per la collocazione 
corretta del metodo LS nell'ambito della statistica fu poi compiuto da Gauss 
nel 1821, con la dimostrazione che gli stimatori LS, quando i valori attesi del
le variabili aleatorie sono funzioni lineari dei parametri da determinare, sono 
stimatori non distorti ed efficienti (a varianza minima). Questo fondament ale 
teorema fu esteso e meglio formalizzato da Markov nel 1912, ed è oggi noto 
come teorema di Gauss-Markov. 

In base a questi risultati possiamo dire che, quando non sono note a 
priori le densità delle popolazioni campionarie, in alternativa al metodo della 
massima verosimiglianza può essere usato il metodo dei minimi quadrati in 
tutti quei casi in cui si possono esprimere i valori attesi come combinazioni 
lineari dei parametri. n principio LS non è solo quindi una conseguenza, ma 
anche un complemento al metodo ML, relativamente alla classe degli stimatori 
non distorti a va.rianza mirùma. Se i valori attesi sono una combinazione non 
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lineare dei parametri, il metodo LS è ancora utilizzabile, ma a prezzo della 
perdita delle proprietà di non distorsione e minima varianza. Accenneremo 
brevemente, nel corso di questo capitolo, anche al caso non lineare. 

n metodo LS, come illustrato nel par. 9.6, consiste nel trovare il minimo di 
una espressione di t ipo x2 , come la (9.52) . Generalizzando, possiamo definire 
il metodo come: 

Definizione 10.1 (Metodo dei Minimi Quadrati (LS)). Siano Y1,y2, 
... , Yn i valori osservati una variabile aleatoria Y (detta "variabile risposta") 
tali che (Yi) = Ili (Xi' O) = Ili (O) . N ella funzione Ili (Xi' o)' o E e è un vettore 
di parametri di dimensione p + l e x 1 , .. . , Xn sono gli n valori osservati di 
una variabile X detta "predittore". Le varianze Var[li] = at sono note. La 
stima {J dei minimi quadrati di O è quella che rende minima la quantità: 

(10.1) 

Il predittore può essere anche un vettore X . In tal caso scriveremo Ili (Xi , O), 
in corrispondenza dell'i -esimo valore osservato di X . 

Dalla defì1ùzione si comprende che le funzioni fJ-i(O), al variare di O, costitui
scono una classe di modelli che mettono in relazione la variabile (aleatoria o 
deterministica) X con (Y); in virtù di tale relazione, che permette di valuta
re (li) senza aver osservato Yi, la X viene chiamata predittore, mentre la Y 
viene chiamata risposta. 

La minirnizzazione della (10.1) rispetto a O ha lo scopo di identificare il 
miglior modello in questa classe. Notiamo che, a differenza del metodo ML, 
qui non è necessario conoscere la distribuzione delle variabili per stimare O, 
ma solo il loro valore atteso e la varianza. Un'altra caratteristica del metodo 
è che le varianze ar non dipendono da o. 

Dopo aver stimato e, se non si è sicuri del modello, è opportuno eseguire 
un test di adattamento ai dati. Se le varianze af sono note, è lecito utilizzare 
il test x2 di adattamento, in modo simile a quanto fatto nei paragrafi 6.17 e 
6.18. Per evitare equivoci, ricordiamo che: 

• il procedimento di minirnizzazione è puramente matematico e non statisti
co, e consiste nel trovare il minimo della quantità "tipo x2" (10.1); 

• la quantità 

(10.2) 

ha distribuzione x2(n- p - l ) se le li sono gaussiane indipendenti con 
valore atteso lt·i (O), a sua volta funzione lineare di O. 
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Con questa precisazione, pensiamo che indicare sempre come x2 la quantità 
da minimizzare, anche se essa può non avere distribuzione x2 (n - p - l), 
non porti a confusione1 . 

Se il test di adattamento non rifiuta l 'ipotesi nulla o se si è già sicuri del 
modello adottato, può essere utile dare degli intervalli di confidenza per O 
oppure per J..L(O). Vedremo come effettuare tale operazione nel caso lineare 
gaussiano. Gli intervalli di confidenza per ~-t(O) servono a prevedere (Yi) in 
corrispondenza di valori di Xi per i quali non sono stati fatti esperimenti. 

Nel par. 9.7 abbiamo presentato un esempio del metodo LS per l'adatta
mento di funzioni di densità ad istogrammi, come conseguenza del principio 
della massima verosimiglianza. Tuttavia l'applicazione più importante, che è 
l'oggetto di questo capitolo, riguarda la ricerca di forme funzionali, contenute 
nelle funzioni 11-i(O). L'obiettivo che ci proponiamo è quello di darvi un meto
do (anche se non necessariamente il migliore in tutti i casi) per la stima e la 
verifica dell'adattamento utilizzabile in ogni situazione e di mettervi in gra
do, per ogni tipo di problema, di scegliere l 'algoritmo giusto e di utilizzare in 
modo appropriato i codici di minimizzazione, interpretandone correttamente 
i risultati dal punto di vista statistico. 

Non descriveremo in dettaglio gli algoritmi di questi codici, perché que
sto un aspetto essenzialmente di calcolo numerico, più che di statistica. Per 
maggiori dettagli, si possono consultare i testi [8J, [66], oppure direttamente 
i manuali d'uso dei codici di minimizzazione, come [47). Nelle nostre pa
gine web [64] troverete anche le routine 'L-infit ; e 1 NlififitÌ per eseguire 
minimi quadrati lineari e non lineari ed ulteriori informazioni di caratterre 
tecnico-numerico. 

Nel seguito del capitolo useremo qualche volta, oltre ai termini italiani 
corretti, anche i termini inglesi fit e best fit che fanno parte ormai del ger
go comune a molti ricercatori. Per evitare equivoci, riportiamo qui sotto la 
corrispondenza tra i termini utilizzati: 

adattamento 
miglior adattamento 

stime LS dei parametri e 
cuTva di regressione o curva dei 
minimi quadrati 

= 
= 
= 

fit 
best fit 
parametri di best fit e 
curva di best fit 

Cominciamo ora col discutere due dei tipi di dipendenza tra variabili che 
si possono presentare e sui quali ci concentreremo per la maggior part e di 
questo capitolo. 

1 I gradi di libertà ora sono n-p-l e non n-p perché nella def. lO. l la dimensione 
diBèp +l 
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b) 

10.2 Predittori osservati senza errore 

x 

Fig. 10.1. Campiona
mento di una variabile 
aleatoria y funzione di 
una variabile non alea
toria x; campionamen
ti ripetuti a) e rappre
sentazione convenziona
le nel caso di un solo 
campionamento b). 

In statistica un caso molto frequente è dato da una variabile aleatoria Y 
espressa come: 

Y = f(x) + Z, f (x) = f(x , O) , (10.3) 

dove f(x) è una funzione nota (a meno del parametro O) del predittore non 
aleatorio x. Osservate che si può sempre porre (Y} = j(x) e (Z} =O, perché 
se fosse (Z} = zo basterebbe ridefinire f come !(x) + zo e si ricadrebbe 
ancora nella (10.3). Questo accorgimento permette di rappresentare Y come 
somma di una componente deterministica (il suo valore atteso), che coglie la 
parte essenziale della relazione col predittore x, e di una parte aleatoria, che 
rappresenta le fluttuazioni attorno alla media. 

Nel caso di un insieme di valori Xi fissati e osservabili senza errore, un 
campionamento della Y ripetuto più volte per ciascun valore Xi fornisce un 
grafico come quello di Fig. 10.1 a), con le Xi fisse e le Yi che fluttuano intorno 
ai loro valori medi; se si effettua una sola prova e la deviazione standard delle 
Zi è nota, il grafico si disegna come in Fig. 10.1 b) , con le barre d'ermre, 
calcolate a partire dalle deviazioni standard O'i delle zi, ' centrate sui valori 
misurati Yi · 

n compito del metodo dei minimi quadrati è determinare la forma funzio
nale!(~;) che lega (Y} alla valiabile deterministica x . In altre parole, occorre 
determinare, per ogni x, la media f(x, O) come la curva rispetto alla quale le 
fluttuazioni di Y sono casuali, dove "casuali" significa che la dipendenza tra 
(Y) e x è interamente compresa in f, e che quanto rimane è un puro termine 
d'errore. Se nella (10.1) J.Li(O) = f(xi, 0), il x2 è dato da: 

x2(0) =L [Yi- f(:i· 0))
2 

, 

i a i 
(10.4) 

dove al denominatore compare la varianza di Y che, in base alla (10.3), è 
data da: 



y a) 

. . .. . . : ·:·. . .· . . . . . . . .. 

.. 

x 

10.2 Predittori osservat i senza errore 377 

y b) 

x 

al = Var[Yi] = Var[Zi] 

Fig. 10.2. Campiona
mento di coppie di va
riabili aleatorie correla
te a) e rappresentazione 
della densità congiunta 
corrispondente b). 

Se la relazione è lineare, si ha ad esempio f(x, O) = fh + fJzx. 
La ricerca di una densità a partire da un istogramma, ottenuta mlnimiz

zando la (9.59), è riconducibile al caso del predittore non aleatorio. Infatti, la 
funzione f (Xi, O) = N P i (O) coincide con il valore atteso di Yi = I,, le varia
bili x sono i valori predeterminati dello spettro nel caso di spettro discreto, 
o il punto medio dello spet tro entro il canale predeterminato Llx nel caso 
di spettro continuo e non vi è errore su x. L'errore è solo su Y ed è quello 
statistico, dato dalle fluttuazioni nel numero di osservazioni cadute durante 
il campionamento nei diversi canali dell'istogramma. 

Un'altra situazione molto frequente viene dalle misure di grandezze fisiche, 
una misurata con errore trascurabile e sostanzialmente sotto il controllo dello 
sperimentatore (la x), l'altra determinata con meno precisione (la Y) . In 
questo caso la funzione y = f(x, O) rappresenta la legge fisica che lega le due 
variabili. 

Veniamo ora al secondo caso di dipendenza tra variabili: 

Y = f(X) + Z, f(X) =: f(X, O) , (10.5) 

dove X e Z sono variabili aleatorie e (Z) =O. Poiché a differenza della (10.3), 
X è ora una variabile aleatoria, tra X ed Y esiste una correlazione statistica in 
generale non nulla. In un campionamento ripetuto con n prove indipendenti, 
noi osserviamo altrettanti valori del vettore aleatorio (Xi, Yi), che indichiamo 
con le coppie (xi, Yi), i = l , .. . , n. Ponendole su un grafico, si ottiene una 
nuvola di punti come quella di Fig. 10.2 a). La densità congiunta di (X, Y), la 
cui forma è quella della (4.3), è rappresentabile come in Fig. 10.2 b), indicando 
con sfumature di colore diverso i valori degli integrali della densità nelle varie 
regioni del piano. 

Come nella (10.3), assumiamo che l'argomento di f nella relazione fun
zionale che definisce Y venga osservato esattamente. Se s.iamo interessati 
non tanto al meccanismo aleatorio che genera X quanto alla relazione tra 
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X e Y, possiamo ricondurci alla (10.4) fissando un valore x e utilizzando la 
distribuzione di Y condizionata a {X = x} per il calcolo del x2: 

(10.6) 

dove abbiamo sostituito le (J; con le varianze condizionate Va:r [l'il xi] e il valo
re atteso delle Yi con i rispettivi valori attesi condizionati f(xi,(J) = (Yilxi). 
Dunque, avendo fissato x1 , . .. , Xn, otteniamo O minimizzando la (10.6). 

Per come è stato costruito il modello, (Yix) è dato da f(x) qualunque 
sia la distribuzione di (X, Z). Al contrario, quest'ultima influenza Var [Yjx], 
essendo 

Var[YixJ = Var[f(X)Ix] + Var[Zix] = Var[Zix] . 

Se X e Z sono indipendenti, allora 

Var[Yix] = Var(ZixJ = Var[Z), e Var[Y] = Var[f(X)J + Var[Z] (10.7) 

e il denominatore della (10.6) diventa costante, mentre se X e Z non sono 
indipendenti non si può garantire che Var[Zix] = Var[ZJ. 

n legan1e della (10.5) è molto comune ed il caso di Tab. 6.6 è uno di 
questi. Infatti, il perimetro toracico di un certo soldato sarà conelato non al 
valore medio della statura, ma alla statura di quello stesso soldato. Possiamo 
anche pensare ad uno studio finanziario che cerchi di correlare l'andamento 
dell'indice di borsa di Milano con quello della borsa eli New York: l'indice di 
Milano sarà correlato al valore corrente della borsa di New York; a questa 
correlazione si aggiungeranno altre variabili casuali e che conterranno le altre 
fonti di variazione dell'indice di Milano. 

Le formule (10.3) e (10.5) sono formalmente le stesse, tuttavia, il signifi
cato della funzione f è diverso: nel primo caso x è una variabile non aleatoria 
e f(x) rappresenta una relazione funzionale analitica tra x e (Y), mentre 
nel secondo caso f(X) induce la correlazione statistica tra di esse. In questo 
senso, facendo riferimento aiJa (10.5), possiamo chiamare f(X) funzione di 
correlazione tra X e Y . 

Per chiarire meglio il concetto, quando X e Z sono indipendenti, Var[Z] = 
Var[ZJxJ, e dalla (10.7) abbiamo: 

(J~ ::: Var[Y] = Var[f(X)] + Var[Zjx] . (10.8) 

Siccome Var[Yjx] = Var[Z ixJ, la (10.8) può essere riscritta come 

Var[Yix] = (J; (l- Var~~(X)]) . (10.9) 

Confrontiamo questa equazione con la (4.55) di pag. 130, che rappresenta la 
vaxianza di Y condizionatamente a X =x nel caso in cui (X, Y) sia gaussiana 
bivariata e che per comodità riportiamo: 
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Per analogia tra questa espressione e la (10.9), siamo portati a definire una 
forma più generale del coefficiente di correlazione tra X e Y: 

P
= ± o-[f(X)] 

o-[Y] ' 
(10.10) 

dove il segno è quello della covarianza tra X e Y, Cov[X, Y] . Si noti che dalla 
(10 .7) e dalla (10.10) segue che p = ± l quando Var[Z] = O e che p = O 
quando /(X) è costante. È anche facile mostrare (si veda il problema 10.1) 
che, se j(X) = a+ bX, il coefficiente di correlazione è pari alla covarianza 
tra X e Y diviso il prodotto tra le deviazioni standard: 

p =± o-[j(X)] = O"xy 

o-[Y] O" x O"y 
(10.11) 

Riassumendo, se si impone che due variabili abbiano distribuzione congiunta
mente gaussiana, allora nel cap. 4 abbiamo mostrato che la funzione di corre
lazione tra di esse non può che essere di tipo lineare. Vale infatti l'equazione 
(4.54) della retta di regressione per (Yix): · 

f(x) == (Yix) = /1-y +p O"y (x- Il-x) 
O" x 

Questa situazione qui appare come un caso particolare della (10.5) per il quale 
la funzione di correlazione f (X) può essere qualunque, ed il coefficiente di 
correlazione viene definito in generale secondo la (10.10). 

10.3 Rette dei minimi quadrati 

In questa sezione esaminiamo un caso particolarmente semplice della rela
zione (10.3), alla quale riconduciamo anche la (10.5), considerando X e Z 
indipendenti e condizionandoci ai valori osservati di X. Perciò scriveremo 
sempre la x in minuscolo. 

Quando la funzione che lega (Yix) a x è una retta, cioè f(x, O)= a+ bx, 
con (} = (a, b), la relazione tra x e Y di viene 

Y=a+bx+Z , (10.12) 

dove assumiamo anche che Var[Y] = Var[Z] == Var[Zix} = o-; indipendente
mente dal valore di x. La varianza o-; raramente è nota. A vendo osservato il 
campione casuale (xl,Yl), ... ,(xn,Yn), il x2 da minimizzare si può scrivere 
come: 

(10.13) 
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La minimizzazione della (10.13) non dipende da O'; e richiede l'annulla
mento delle derivate parziali: 

-2 [ ~ Yi -n a - b ~Xi] = O , 

-2 [~ XiYi- a l: xi- b ~x;] =O. 
t • • 

Per semplificare la notazione, poniamo 

n 

Sx = ì:xi, 
i = l 

b 

Sxx = ì: x?, 
i=l 

n 

Sxy = L XiYi 
i = l 

(10.14) 

(10.15) 

Usando questa convenzione, le (10.14) danno allora luogo al sistema di 
equazioni: 

an+ bSx 

aSx + bSxx 

ovvero, in forma matriciale 

Sy 

Sxy, 

( 
n Sx ) ( a ) _ ( Sy ) 
Sx Sxx b - Sxy ' 

(10.16) 

(10.17) 

(10.18) 

dove i parametri a e b rappresentano le incognite le medie campionarie sono 
coefficienti numerici noti. Con i metodi dell'analisi matriciale si ottiene subito 
la stima dei minimi quadrati dei parametri: 

a = 

b = 
dove 

(10.19) 

(10.20) 

D= nS.-ex- s;, (10.21) 

rappresenta il determinante del sistema (10.18). I parametri ottenuti sono 
sopra.ssegnati dal simbolo "'" per indicare che si tratta di valori stimati dai 
dati, non dei valori veri a e b. 

Utilizzando la relazione (4.23), dopo un po' di algebra, la (10.20) può 
essere scritta come: 

(10.22) 

dover è la stima sperimentale (6.134) del coefficiente di correla:tione lineare 
p della (10.11). Dalla (10.16) ricaviamo a= (y)- b (x). Con i coefficienti così 
riespressi, la retta dei minimi quadrati stimata, y(x) =a+ bx, risulta essere 
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una stima della retta. di regressione ( 4.54), che abbiamo riportato alla fine 
della sezione precedente: 

y(x)=(y}+r
8
Y(x - (x}). 

Sx 
{10.23) 

Dunque concludiamo che la retta di regressione rappresenta il luogo dei punti 
della media delta distribuzione condizionata per variabili gaussiane oppure la 
retta dei minimi quadrati per variabili anche non gaussiane. 

L'errore sulle stime dei parametri, che verrà indicato come al solito col 
simbolo s, si ottiene applicando la legge (5.65) sulla varianza di funzioni di 
variabili aleatorie, la quale permette di valutare l'effetto di propagazione delle 
fluttuazioni delle variabili Y (cioè della parte casuale e) sui parametri a e b 
attraverso le (10.19, 10.20): 

(10.24) 

La covarianza Cov(Yi, Yj] non compare perché si SUP,pone che le osservazioni 
Yi siano tra loro indipendenti. 

Tenendo presente che 

si ottiene: 

8S11 ~= l e 
uyi 

(10.25) 

Applicando la (10.24) e tenendo presente la (10.21) è ora facile vedere che: 

Var[a] (10.26) 

Var[b] = (10.27) 

Queste sono espressioni esatte delle varianze degli stimatori, perché a e b di
pendono linearmente dalle Yi · Ci domandiamo se questi errori si comportano 
come 1/ fo, cioè come l'errore della stima della media dì un campione casua
le. Indicata con .s; la valianza campionaria di (x1 , ... , Xn) con denominatore 
n anziché n- 1: 

_z Sxx s; 
s = ---' x n n2 

con qualche passaggio algebrico si trova che è effettivamente così: 

(10.28) 
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Var[a} u_; (l+ <:)2) 
n s~ 

Var(b] 
(}2 l 
_!._ 

n si · 
Se (x1 , ... , Xn) si comporta come un campione casuale, .s; e (x)2 convergono 
quasi certamente a valori costanti e dunque gli errori convergono a zero con 
velocità l i ,fii. Abbiamo già avuto modo di notare più volte come questo sia 
un comportamento comune a moltissimi stirnatori statistici. 

Per quanto riguarda il calcolo degli errori, questo non è possibile se u; è 
incognita. Per stimare u~, riscriviamo la (10.12): Z = Y- (a+ bx). Dunque, 
essendo u; = Var[Z], una sua stima è ricavabile dalla varianza campionaria 
dei residui dalla retta dei mirlirni quadrati, 

(10.29) 

La media dei residui è zero: infatti abbiamo (z) = (y) -a- b (x). Ma la 
(10.23) mostra che la retta dei minimi quadrati passa per il punto ((x) , (y)), 
dunque (y) = a+ b (x) e (z) = O. Allora la varianza campionaria dei residui è 

l n l n 2 

s2 = -- " .z2 = -- "'"' [y· - a-bx·] z n-2 L..; 1 n-2 L..; t ~ · 
i~l i=l 

(10.30) 

dove il denominatore (n - 2) fa sì che lo stimatore della varianza sia non 
distorto. Le stime della varianza di a e b sono perciò 

s2(a) s;(l+(x)2) 
n Si 

(10.31) 

s2 (b) 
s; l 

(10.32) n s2 . 
x 

Ora abbiamo gli elementi per calcolare degli intervalli di confidenza per 
i parametri della retta di regressione, quando le }i sono assunte gaussiane 
indipendenti con media (a+ bxi) e varianza u;. Partiamo dal fatto che se 
sapessirno che b =O, il problema dei minimi quadrati coinciderebbe con quel
lo della stima della media del campione (y1 , ... , Yn). Questo è stato risolto 
nella sezione 6.11, mostrando che M (cioè a) e S2 lu2 sono indipendenti e 
hanno rispettivamente distribuzione gaussiana e x2 ridotto con n - l gradi di 
libertà. Perciò ,jii(M- J.L) l S aveva distribuzione t di Student con n -l gradi 
di libertà. Un simile risultato continua a valere quando dobbiamo stimare 
anche b: infatti sia a sia b sono combinazioni lineari di variabili gaussiane in
dipendenti, mentre s2(a)lu2(a) e s2 (b)/u2 (b) hanno distribuzione x2 ridotto 
con n - 2 gradi di libertà. Allora, si dimostra che (a - a) l s( a) e (b - b) l s(b) 
hanno entrambe distribuzione t di Student con n-2 gradi di libertà e dunque, 
gli intervalli di confidenza per a e b con CL= l - a sono: 
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a± tl-a./2 s(a) , (10.33) 

L'unico modo non tedioso di dimostrare per bene questi risultati è quello che 
fa uso del teorema di Cochran e delle proprietà dei proiettori ortogonali su 
spazi lineari. Rimandiamo gli interessati a [2). 

Una volta stimato il modello, questo può essere utilizzato per valutare 
(Y Jx) in corrispondenza di un punto x (anche non incluso tra i punti speri
mentali) (x1 , ... , x n), oppure per prevedere il valore che osserveremmo per 
Y in corrispondenza di x . 

Per prevedere (YJx) è naturale utilizzare la stima y(x) = ii+b(x). L'errore 
ad essa associato dipende dalla covarianza tra a e b. Infatti applicando la 
(5 .65) e le (10.26, 10.27) otteniamo la stima: 

(10.34) 

dove compare appunto la stima della covarianza s( a, b). Con la solita nota
zione LlX =X- (X), applicando la (5.83) e sviluppando al primo ordine a 
e b nelle variabili Yi> possiamo calcolare la covarianza Cov[a, b]: 

, A 1 A A) "" aa aò "" aa ob Cov[a,b] = \LlaLlb = LJ ~ ~ ((Ll~)2 ) = LJ ~ ~ Var[~], 
i Yt Yt i Yt Yt 

dove alle derivate non si applica il valore atteso perché sono costanti nei valori 
misurati Yi · Con l'aiuto delle 10.25) e con la notazione (10.15) si ottiene in 
defìni ti va.: 

Cov[&,b) 

2 
;~ [nSxxS~: - nSxxSx - nSxSx;r; + S~S;r;] 

_ 2 S [nSx:c - s;] _ _ 2 S:c 
= Uz z D2 - Uz D (10.35) 

da cui, con la (10.28), la stima 

s(a b) = - s2 S:c = - s; (x) 
' zD n§i· 

Sostituendo questa stima e le (10.31, 10.32) nella (10.34) troviamo infine: 

2 ( " ) _ s; [l (x- (x))
2

] s y - + -2 . 
n sx 

(10.36) 

Poiché y(x) è combinazione lineare di gaussiane indipendenti e s2 (Y) è un 
multiplo di s2 , è di nuovo possibile dimostrare che 
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F ig. 10.3. Fascia eli confidenza i) ± 
tl-o/2s(fi) della retta dei minimi qua
drati. s(i)) è stimato con la (10.36) per 
(x) = (y) = l, s., = l e sfn = 0.5 

f)(x)- (a+ bx) 
s(f)(x)) 

è distribuita come una variabile di Student con n- 2 gradi di libertà e quindi 
un intervallo di confidenza con un CL= l- a per y(x) = a+ bx è dato da 

y(x) E y(x) ± tl-or/2s(y(x)) . (10.37) 

La (10.36) è piuttosto istruttiva, perché segnala il pericolo eli fare estra
polazioni: l'errore di previsione infatti cresce all'incirca come (x- (x)) man 
mano che x si allontana dal baricentro dei punti sperimentali, rappresentato 
da (x). E questo assumendo che al di fuori dello spettro sperimentale la rela
zione tra x e (Yix) continui a essere lineare, cosa che non possiamo affermare 
o smentire basandoci solo sul campione osservato. Se non lo è, la (10.36) non 
è neppure più una stima appropriata della varianza. Di questa osservazione si 
trova conferma disegnando gli intervalli (10.37) al variare di x, ed utilizzando 
come ordinata y(x) . n risultato è una. fascia attorno alla retta dei minimi 
quadrati come mostrato in Fig. 10.3. Ricordate però che questa non è un 
insieme di confidenza simultaneo con CL= l - a , ma solo l' unione di tanti 
intervalli univariati. 

Una nuova osservazione Y per un dato valore X = x ha sempre valore 
atteso a+ bx; useremo perciò y(x) come stimatore di Y. Thttavia, nella 
previsione, si deve tener conto anche della varianza della parte casuale e 
di Y, oltre a quella di f)(x). Pertanto, l'errore associato alla stima è questa 
volta dato da 

Var [y(x) + Zlx} = Var (Y(x)] + Var [Zix] = Var (Y(x)] + CT~ (10.38) 

dove abbiamo potuto sommare le varianze perché la nuova e è indipendente 
dalle fluttuazioni da cui dipendono gli stimatori a e b. 

Sostituendo nella (10.38) lo stimatore ottenuto nella (10.36) e inserendo 
s; al posto di cr; abbiamo che l'errore è 
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(10.39) 

In definitiva., l'intervallo di stima di Y in corrispondenza di un x fissato e 
per un certo livello di confidenza l - a, diventa: 

Y(x) E éì + bx ± tl- a/2 Sz 
l + ]:_ (l+ (x- (x} )2) 

n si (10.40) 

dove, come per la stima di a+ bx, t1 _ 01; 2 è il quantile della. distdbuzione di 
Student con n - 2 gradi di libertà. 

Esercizio 10.1 ~~~~~~ ~ 
Riprendere l 'esercizio 6.16 di pagina 243 e ricalcolare l 'intervallo di stima 

per il perimetro toracico di un soldato alto 170 cm. 

Risposta.. La soluzione trovata a suo tempo non teneva conto dell'incertezza 
dovuta al fatto di aver usato medie, varianze e coefficiente di correlazione 
campionari invece di quelli ve1·i. Se ora ricordiamo il Tisultato dell'esercizio 
6.16, 

t E m(tls) ± s(tls) = 86.9 ± 4.3 ·cm 

e facciamo uso della {10.40}, possiamo tenere conto di questo fatto ed eseguire 
la stima corretta: 

l-_l_ (l (170 -163.7)2) 
t E 86·9 ± 4·3 !- 1665 + 5.792 

= 86.9 ± 4.3 . 1.0006 ~ 86.9 ± 4.3 . 

n risultato, anche dopo la correzione, resta praticamente invariato. I livelli 
di confidenza si calcolano con la densità di Student con (1665 - 2) gradi 
di libertà e si possono considerare a tutti gli effetti gaussiani. Pertanto, il 
68% dei soldati alti 170 cm ha il perimetro toracico compreso tra 82.6 e 91.2 
cm. L'intervallo di confidenza {10.36} che contiene la media vera {in senso 
frequentista) con CL~ 68% per x= 170 cm, vale invece: 

86.9 ± 0.1 cm . 

10.4 Minimi quadrati lineari: caso generale 

In questo paragrafo generalizziamo al caso multidimensionale la discussione 
fatta nella sezione 10.3. 

Un problema. più generale di minimizzazione lineare si ha quando abbiamo 
p predittori raccolti in un vettore x e l'equazione corrispondente alla (10.12) 
è espressa da 
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p 

Y = JL(x, O) + Z = f(x, O) + Z =Bo+ L Bixi + Z, (10.41) 
j=l 

dove xi è l'elemento j-esimo dl x. Come nella sezione 10.3, poniamo (Zix ) =O 
e Var[Zix] = <7;. Perciò 

p 

(Yix) = Bo + L OjXj , Var[Yix] = <7; . 
i = l 

Le componenti di x possono essere variabili differenti o funzioni della stessa 
variabile, o un insieme delle due cose, secondo la convenienza. Per esempio 
potremmo avere che la risposta dipende da un solo predittore tramite un 
polinomio di grado p 

p 

j(x, O) = 00 + L Oixi , (10.42) 
j=l 

t - ( 2 P) . ' . al · con x - x, x , ... , x , oppure, pm m gener e. 

p . 

f(x, O) = Oo + L Bj/j (x) , {10.43) 
j = l 

con xf = (!l(x),h(x), ... ,/p(x)). Se p= l nella (10.42), ricadiamo nel caso 
particolare della retta dei minimi quadrati. n problema di partenza è ancora 
quello di stimare O a partire da un campione casuale (x 1, yl), ... , (X n, Yn), 
con p+ l< n . 

A vendo a che fare con un problema mult idirnensionale sarà conveniente 
passare alla notazione matriciale. Per facilitarvi la lettura, vi ricordiamo bre
vemente alcune regole del calcolo matriciale con due generiche matrici A e B. 
Indicando con t la trasposizione, ovvero lo scambio delle righe con le colonne, 
valgono le proprietà 

{10.44) 

se le dimensioni delle matrici sono compatibili. 
Se A è una matrice quadrata, la matrice inversa è quella maLrice A- 1 tale 

che AA - l = I , dove I è la matrice identità. Se esiste la matrice inversa, si 
dice che A ha rango pari al numero delle sue righe, o anche che ha "rango 
pieno". Se B è una matrice quadrata a sua volta inverti bile, valgono inoltre 
le proprietà: 

(10.45) 

Se A è una matrice con m righe e k colonne, con k $ m c di rango k , la 
matrice k x k 

(10.46) 
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è una matrice simmetrica e definita positiva. Cioè, dato un qualunque vettore 
c non nullo e di dimensioni compatibili: et A tAc> O . 

Oltre a ricordare queste formule, vale la pena di rileggere il par. 4.5. 
Torniamo ora al nostro problema. Indicando con Xij il valore del j-esimo 

elemento di Xi, definiamo la matrice dei predittori: 

x~ c: xu X12 ... .,. ) 
X21 X22 . .. :: (10.47) . . . 
X n! Xn2 ... 

Indichiamo poi con y il vettore colonna delle risposte (y1, ... , Yn) e con () il 
vettore colonna dei parametri (Bo, B1 , .. . , Bp)· La colonna di uni nella matrice 
X serve a tener conto della parte costante del modello, che è bene includere 
sempre, a meno che non si sia certi che Bo = O. In questo modo possiamo 
esprimere la (10.41) per tutti i punti sperimentali con una sola equazione 
matriciale: 

(10.48) 

dove Z è il vettore colonna (Z1, ... , Zn) delle fluttuazioni casuali a media 
nulla, in correlate, con varianze marginali costanti: Var[ Zi] = lr~. 

Il x2 da minimizzare per stimare () , che ricaviamo dalla (10.1), è 

(10.49) 

e il suo punto di minimo dipende solo dal numeratore, che possiamo riscrivere 
in forma matriciale 

(10.50) 

È facile vedere che la condizione di minimo della (10.49) 

ox2 

aek =o , k =o, ... ,p 

implica le cosiddette equazioni normali: 

t [ (Yi- Bo -t BjXij) xu,] = 0 , k = 0, l , ... ,p , 
t~l J=l 

(10.51) 

avendo l'accortezza di porre XiO = l per l'equazione con k = O. La condizio
ne di minimo espressa dalle equazioni normali (10.51) assume ora la forma 
compatta: 

x t y == (Xt X) () oppure {3 = a:() , (10.52) 
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dove abbiamo introdotto le matrici {3 = x t y e 0: = x t x, secondo una nota
zione abbastanza diffusa [8, 66] . Questa equazione, risolta nelle incognite 8, 
invertendo x t X, che assumiamo di rango p+ l, fornisce le stime LS dei para
metri e rappresenta finalmente la soluzione del problema dei minimi quadrati 
lineari con più predittori (o dei minimi quadrati generali o della regressione 
multipla): 

(10.53) 

Potete vedere queste equazioni fondamentali codificate in SCILAB con la 
nostra routine tin:t:.t !.. . 

Nel caso (Yix) = a+ bx è facile vedere che le equazioni normali (10.52) 
corrispondono proprio alle (10.18). 

Veniamo ora allo studio degli errori sulle stime ottenute. usando il formali
smo matriciale e tenendo presente che la (10.53) non è che un caso particolare 
della (5.75). Infatti possiamo scrivere la (10.53) come 

dove ogni funzione fi è una combinazione lineare degli elementi di y , e appli
care quindi la t rasformazione delle varianze (5.77) .. In questa trasformazione, 
l'elemento di posizione ji della matrice del trasporto, dato da ofifayi, non è 
altro che l'elemento di posto ji della matrice (Xt X)-1 x t . Applicando questa 
legge alla (10.53) si ottiene dunque la matrice delle covarianze di {}: 

V( O) = (xtx)- 1 XTV(Y )X[(Xtx)- 1]t 
= cxtx)-1 xt a;r x rcxtx)-1Jt 

a; ((xtx) - 1]t =a; cxtx) - 1 ' (10.54) 

dove si sono utilizzate le (10.44, 10.45), la simmetria di (Xt X) e il fatto che 
V(Y ) =a'; I, cioè la matrice diagonale con elementi diagonali tutti pari a a;. 

Questa importante relazione mostra che l 'inverso della matrice a = x t X 
contiene tutte le informazioni sugli errori nelle stime dei parametri. Infat
ti in questa matrice, detta matrice degli errori, è una matrice quadrata di 
dimensione (p+ l) x (p + 1), data dal numero di parametri liberi del fit, 
ed è simmetrica e definita positiva. Gli elementi diagonali sono le varianze 
delle stime LS dei parametri O, gli elementi non diagonali rappresentano le 
covarianze tra tutte le coppie di stime (ei, ej)· 

Un'utile verifica di questa affermazione si può fare applicando la (10.54) 
al caso bidimensionale (retta dei minimi quadrati); si ottiene infatti: 

in accordo con le (10.18, 10.26, 10.27, 10.35). 
La valutazione di (Yix) in corrispondenza di un punto x, come nella 

sezione 10.3, avviene tramite la trasformazione lineare i)(x) = xt fJ , dove 



10.4 Minimi quadrati lineari: caso generale 389 

possiamo pensare a x t come a una riga della matrice X o a un nuovo insieme 
di valori dei predittori. Applicando ancora la (5.75) e la (5.77) a questo nuovo 
caso particolare di trasformazione di variabili, si ottiene immediatamente la 
varianza di y(x): 

Var[Y(x)] =x tv( O)x , (10.55) 

che rappresenta la generalizzazione della (10.34). 
La stima corretta dell'errore CTz, analogamente alla (10.30) si ricava da: 

2 (X O-y)t(X O - y ) 
s = . 

z n-p-1 
(10.56) 

Osservate che i gradi di libertà al denominatore sono sempre dati dal n meno 
il numero di parametri stimati. 

Nel caso in cui le Yi siano gaussiane indipendenti possiamo ricavare gli 
intervalli di confidenza per ogni ()j analoghi a quelli che compaiono nelle 
(10.33): 

()j E ej ± tl-a/2 s(Bj) ' (10.57) 

dove s(Oj) è ricavabile dalla (10.54), sostituendo Sz. a CJz : 

s(Oj) = szj(xtxr;/ . (10.58) 

Questa formula è utilizzata nella nostra routine Linfit . 

L'intervallo di confidenza di livello l -a per y(x) (Yix) assume la 
forma (analoga alla (10.37)) 

y(x) E y(x) ± t1- a;2 Szjx t(XtX) - 1x (10.59) 

dove t1- a;2 è il percentile della variabile di Student con n - p - l gradi 
di libertà. Per quanto riguarda l'intervallo di confidenza per Y (simile alla 
(10.40)) in corrispondenza di un dato valore x, esso è identico a quello della 
(10.59) dopo aver sommato l al termine sotto radice quadrata: 

(10.60) 

Spesso la procedura di fit è resa complicata e di difficile interpretazione dalle 
correlazioni tra le stime LS dei parametri, i cui valori can1biano da un fit al
l'altro se decidiamo di aggiungere altri predittori a quelli usati nel primo fit, 
aumentando p nella (10.41) . Per ottenere stime incorrelate si deve diagonaliz
zare la matrice (Xt x)-1 ricorrendo a sofisticate tecniche di calcolo matriciale 
oppure ortogonalizzando la matrice X in modo che soddisfi la condizione 

(10.61) 
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In questo modo x t X è diagonale e anche la matrice degli errori, che ne è l'in
versa, risulta diagonale, le covarianze sono tutte nulle e i parametri risultano 
tra loro incorrelati. Anche se importanti nella pratica, non discuteremo qui 
i metodi di diagonalizzazione, che sono piuttosto laboriosi e che si possono 
trovare sui testi dedicati alle tecniche di calcolo numerico, come [66]. 

Eser cizio 10.2 ..... 
Ricavare le equazioni normali nel caso di una relazione quadratica 

Y = f (X;a,b,c) =a+ bX + cX2 

Risposta. Con la notazione {10.15) la {10.52) diventa: 

ll confronto di queste equazioni con le {10.18) vi suggerisce immediatamen
te la generalizzazione delle equazioni normali ad un polinomio di qualunque 
grado. 

10.5 Minimi quadrati lineari pesati 

Nelle sezioni 10.3 e 10.4 abbiamo considerato le diverse osservazioni del
la variabiJe risposta come incorrelate e con varianza costante. Una prima 
deviazione da questa ipoLesi è che le varianze non siano costanti, cioè che 

( 

a2 

V=V(Y) ~ .f. 
o 
a~ 

o 
.~. ) ' 
a2 

n 

(10.62) 

ovvero Var[Yi] = al per ogni i e Cov(Yi, 1':;] = O, per i ::P j. Più in genera
le, anche le covarianze potrebbero essere non nulle, con una matrice V non 
diagonale. 

Se tutti gli elementi di V fossero ignoti, si porrebbe un difficile problema 
di stima. Per il caso della (10.62), assumiamo di conoscere i rapporti ai/aj, 
cioè quanto la risposta della prova i è più (o meno) variabile rispetto a quella 
della prova j. Allora potremo scrivere la matrice delle covarianze come V = 
a2W-1 dove 

z ' 

(

..L 

w-'~ ~· 
o 

· ~· ) . 
W n 

(10.63) 

o 
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I pesi (w1 , ... , wn) sono tutti noti: in tal modo O"l == O";/wi e anche i rapporti 
O" i/ O"j sono tutti noti e pari a Wj fwi. 

Se vale la (10.63), allora il x2 da minimizzare, che scriviamo direttamente 
per il problema della regressione multipla con x! = (1 , Xil , . .. , Xip), è 

l n 2 

2 L: [;w; Yi - ..,fWi x! o] 
O"z i=l 

l n 2 

2 L: [vi - x! o] , (10.64) 
O"z i=l 

dove abbiamo posto Yi = ..jWi Yi e Xi = ,jWi Xi· Passando alla notazione 
matriciale, indichiamo con W! la matrice diagonale con le radici quadrate 
dei pesi sulla diagonale e poniamo fJ = w!y e x= w!x. n modello lineare 
che stiamo considerando nelle variabili trasformate è perciò 

(10.65) 

dove Z è lo stesso del modello (10.48). Risulta immediatamente che minimiz
zare il x2 della (10.64) equivale a minimizzare 

(10.66) 

Questo x2 è formalmente identico a quello della (10.50) , perciò abbiamo, 
tenendo conto che w! w~ = W, della simmetria di W e delle (10.44): 

(10.67) 

dove le matrici definite nella (10.52) ora diventano a = (Xt W X) e fJ = 
xt Wy. 

Per quanto riguarda gli errori delle stime, si ha subito, dalla (10.54), 

(10.68) 

mentre la stima di O"; , guardando la (10.56), risulta 

2 (X O- y)t(XO-fJ) (X O- y)tw(XO-y) s - - -'-----=--'---'------''-'-
z - n-p-1 - n-p-1 (10.69) 

Se le osservazioni Yi della risposta sono gaussiane indipendenti, per trovare 
gli intervalli di confidenza per le Bj, basterà dunque applicare la (10.57) con 

l'errore della (10.58) sostituito da szJ(xt W X)j/ = sz.,;;;;f. Nella routine 

tb-~ij troverete codificate le equazioni (10.64-10.69) per i minimi quadrati 
pesati. 

La "preyjsione" di jj(x) in corrispondenza di tm valore x non è proba
bilmente di molto interesse, dunque non conviene applicare direttamente la 
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{10.59) a y. Basta osservare che continua a valere y(x) = xt O per la va
riabile risposta non trasformata e dunque la stima della varianza di y(x) 
è s~xt(xtw X)-1x, come nella {10.55). L'intervallo di confidenza di livello 
l -a è perciò come quello della {10.59): 

y(x) E y(x) ± tJ-a/2 Sz Jxt(XtW X)- lx . (10.70) 

L'intervallo di previsione per Y(x) si ricava da questo aggiungendo alla sti
ma della varianza. di y(x) quella della parte casuale del modello per Y in 
corrispondenza di x: 

Y(x) =x t o+ Jw 
cioè Var[z/.JWJ = s~jw. Qui w è o un nuovo peso, se x non è un punto 
spcrimenLale, o uno dei vecchi pesi in caso contrario. Risulta infine, come per 
la (10.60), 

Y(x) E y(x) ± tt- a/2 S:: J ~ + xt(XtW X)-1x . (10. 71) 

Quanto detto fin qui è valido se W è una matrice diagonale. Ma osservia
mo la trasformazione y = vt:' ~ y assieme alla ovvia fattorizzazione di V, cioè 
V= u;w-1 = u;w-2 w-~. Se V non è diagonale e poniamo V= u;w-1, 
con W matrice nota, riusciamo ad ottenere una fattorizzazione analoga ap
plicando la (4.69): w-1 ==H Ht. Qui H gioca lo stesso ruolo di w-~. Rileg
gendo la sezione 4.5, si comprende che la trasformazione Y = H-1 Y rende 
Y un vettore gaussiano con matrice delle covarianze pari a a'; I e vettore del
le medie X O = H - 1 X O, riconducendocl alle ipotesi utilizz.;te nella sezione 
precedente per ricavare tutti gli intervalli di confidenza. Dunque i risultati 
dalla {10.66) alla {10. 70) valgono per una qualunque matrice delle covarian
ze u;w-1 senza modifiche. Anche la {10.71) continua a valere inserendo al 
posto di 1/w l'elemento di posto i sulla diagonale di w-1 se si prende in con
siderazione un punto sperimentale Xi, oppure un nuovo coefficiente in caso 
contrario. 

10.6 Proprietà delle stime dei minimi quadrati 

Qui vi illustriamo i due teoremi fondamentali (tra cui quello di Gauss
Markov) su cui si basano le stime dei minimi quadrati li neari. Se non vi 

piacciono le gioie della matematica, potete leggere solo l'enunciato dei teoremi 
(e le loro conseguenze!) e passare al prossimo paragrafo. 

Teorema 10.1 (Stime corrette). Nel caso di dipendenza lineare dai para
metri, le stime dei minimi quadrati (LS) sono non distorte ("unbiased"). 
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Dimostrazione. Applicando l'operat01·e media alla {10.53) e tenendo presente 
la (10.48) si ha immediatamente: 

\o) == (Xt X)-1 xt (Y ) = (Xt X)- 1 xt X 8 = 9 , 

in accordo con la (9.14). o 

Teorema 10.2 (di Gauss-Markov). Con riferimento al modello {10.48), 
tra tutti gli stimatori di 8 lineari in Y e non distorti lo stimatore LS è quello 
a varianza minima, ovvero lo stimatore più efficiente. 

Dimostrazione. Dobbiamo dimostmre che, se 9* è una stima lineare in Y e 
non distorta dei parametd, si ha; 

(10.72) 

dove a è un qualsiasi vettore di dimensione p. In particolare, se a contiene 
tutti zed e 1 nella posizione i-esima, la {10. 72} comprende anche i casi 

(10.73) 

Considedamo pertanto una gene1'ica stima lineare in Y e non distorta dei 
parametd () : 

9* = UY . 

Nel caso dello stimatore dei minimi quadrati, U = (Xt X) - 1 xt . Dato che la 
stima è per ipotesi non distorta, dalla (10.48) si ha: 

(9*) = U (Y ) = UXO = 9 , 

da cui: 
UX = I, (UX)t =I . (10.74) 

È cruciale notare che questa prop?"ietà non implica affatto U = x - 1 , perché 
U ed X non sono matrici quadrate. In base alla (10.54) abbiamo: 

V(O") = a~U ut . 
Vale ora l 'identità: 

(10.75) 

dove C è la matrice LS degli errori divisa per a;, 

Questa identità si può verificare facilmente utilizzando la (10. 74) e 'il fat
to che C, V e le loro inverse sono matrici simmetriche coincidenti con le 
comspondenti trasposte: 
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c+ uut- cxtut- uxct + cxtxct 
=c+ uut- cxtut- uxct + ccxtx)c 
= c+ uut - c - c+ ccxt x) c 
= c+ uut - c- c+ c= uut . 

Tenendo presente la {10.54) possiamo scrivere la (10. 75) come: 

V(O*) =v( o)+ a;(U - cxt)(U - cxt)t , 

la quale mostra che la matrice delle covarianze di O* è uguale alla matrice 
delle covarianze delle stime LS O più una matrice simmetrica definita po
sitiva, in quanto essa è scritta nella forma HHt come nella (4. 69}. Questo 
dimostra il teorema. 
Ovviamente, l'uguaglianza V(O*) = V( O) si ha quando u = cxt = 
(x t x)- 1 xt' come è facile verificare. 
È impo1tante notare come questo teorema non implichi alcuna assunzione né 
sulla distribuzione delle popolazioni né sulla dimensione del campione y . Ciò 
che viene richiesto è soltanto che i valori medi (Y ) siano funzioni lineari dei 
parametri. O 

Nel caso dei minimi quadrati pesati della sezione 10.5, i teoremi appena 
dimostrati continuano a valere sostituendo rispettivamente X a X e Y a Y . 

Abbiamo visto che, nel caso di variabili gaussiane e modelli lineari, le 
stime fornite dal metodo LS forniscono anche intervalli di confidenza per i 
parametri, per (Yix) e per Y stessa. 

10.7 Verifica del modello e determinazione di forme 
funzionali 

I risultati che abbiamo esposto finora, sono validi se il modello ipotizzato per 
il valore atteso della risposta è corretto. Quando non si conosce a priori la 
forma funzionale del modello lineare, si comincia a stimarne uno ipotetico 
scegliendolo nella classe definita dalla (10.41). Consideriamo ad esempio una 
sottoclasse interessante di modelli di regressione nella quale ciascuno dei p 
predittori è funzione della stessa variabile x : 

p p 

j(x, O) =Bo+ L Bkfk(x), f(x,O) =Bo+ l: Bkxk, (10.76) 
k = l k=l 

da adattare ad n punti sperimentali con errore az ignoto. 
Ricordiamo che il problema consiste nel trovare le curva rispetto alla quale 

le fluttuazioni dei punti sono casuali, ovvero la curva che rappresenta la rela
zione funzionale tra x e il valore medio di Y. Questa curva non deve passare 
esattamente per i punti (interpolazione) e pertanto deve avere un numero 
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di parametri inferiore alla dimensione del campione; per questo motivo essa 
è detta anche curva di regressione (anche se storicamente questo termine è 
stato introdotto in un contesto diverso). 

La scelta iniziale della curva nella sottoclasse (10.76) avviene in base alla 
conoscenza del problema in esame e in base all'andamento dei grafici delle 
coppie (xi,Yi), quando ciò e possibile, come nelle figure 10.1 e 10.2. Ottenuta 
la stima dalla minimizzazione del x2, la prima cosa da fare è controllare che 
i residui 

A '( ) A Zi = Yi - y Xi = Yi - Yi , (10.77) 

che di fatto costituiscono una stima delle fluttuazioni casuali Zi, si comporti
no appw1to come fluttuazioni casuali. Il grafico delle coppie (ili, Zi) è molto 
informativo in questo senso. Infatti i residui hanno sempre media nulla e 
si dimostra che, se il modello include il termine costante 00 , la correlazione 
campionaria tra i valori previsti Yi e i residui Zi è nulla e non sussiste tra essi 
relazione lineare. Se le ipotesi fatte su f(x , O) e su media (nulla) e varianza 
(costante) delle fluttuazioni casuali Zi sono compatibili coi dati, dovremmo 
dunque osservare nel grafico una nuvola di punti racchiusa in una fascia di 
ampiezza costante2 e collocata attorno allo zero. Jn particolare, se i resi
dui sono anche gaussiani, la fascia risulterà approssimativamente simmetrica 
attorno allo zero. 

Nel caso pesato si devono rappresentare i residui standard (cioè divisi per 
l'errore), calcolati per ogni predittore X i : 

t(xi) = zi = Yi - i)(xi) 
O'i O'i 

(10.78) 

L'andamento deve apparire casuale ed i valori al di fuori della fascia ltil < 3 
devono essere rari, in accordo con la legge 3a. (Questa è una verifica appros
simativa, infatti la varianza di zi è quella della nota 2, con x al posto di 
X) . Se a; non è nota i residui vanno comunque pesati e nel grafico si rappre
sentano le coppie (i)(xi), y'wizi)· La Fig. 10.4 mostra tre possibili casi. Nel 
caso a) il fit è soddisfacente, nel caso b) i punti indicano un andamento che 
descrive una curva che viola la legge 3a, ad indicazione di una inadeguata for
ma funzionale introdotta nel fit; il caso c) invece si verifica quando gli errori 
sui valori grandi di y sono stati sottostimati. Frequentemente questo avviene 
quando si esegue un fit non pesato, con errori assoluti tenuti costanti, di dati 
che invece hanno errore relativo costante. L'errore assoluto cresce allora con y 
e il grafico dei residui è come nella Fig. 10.4c); i matematici chiamano questo 
comportamento col nome di eteroschedasticità. 

Thttavia, diversi modelli possono produrre un grafico dei residui visiva
mente soddisfacente. Lo si affianca allora a dei metodi iterativi, con i quali 

2 Attenzione però che Var(Zi] = o-;(1 -lii), dove lii sta tra O e l ed è l'elemento 
di posto ii della matrice X (Xt X) -l x t . Può accadere che, per certe matrici X, 
alcuni l;i siano sensibilmente diversi dalla maggioranza degli altri. 
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a) 

b) 

C) 

Fig. 10.4. Possibili grafici dei residui 
a seguito di un best fit: fit buono a); 
forma funzionale insoddisfa.cente b); 
eteroschedasticità (si veda il testo) c) 

si confrontano in successione coppie di modelli diversi, ottenuti l'uno dall'al
tro aggiungendo o togliendo predittori. Nel caso del polinomio della (10.76), 
potremmo aumentarne il grado di un'unità per volta, minimizzare il x2 e 
decidere quando fermarci. TI metodo si basa sul fit dei modelli e sulla risposta 
alla domanda: "Il peggioramento del fit che ottengo togliendo determinati 
predittori fk(x) è statisticamente significativo o no?" 

Per rispondere, partiamo dall'esame della figura 10.5, che rappresenta i 
vettori coinvolti nel nostro problema dei minimi quadrati nello spazio JRfl. 
Per capirne il senso, notiamo che la stima della risposta in corrispondenza di 
ciascuna riga di X, cioè il vettore delle y(xi), corrisponde a 

(10.79) 

Si dimostra che la matrice P non fa altro che attuare la proiezione ortogonale 
di y sullo spazio vettoriale generato dalle colonne di X, cioè {J è quel vettore 
di parametri che avvicina il più possibile y ai vettori generati da combinazioni 
lineari delle colonne di X. Consideriamo ora la matrice X0 , ottenuta da X 
eliminando tm certo numero di colonne e tenendo p0 predittori (quindi Xo 
ha dimensione n x (po + 1)). La stima della risposta con questo modello 
ridotto sarà naturalmente fio = PQY , con Po = Xo(XdXo) - 1 XJ , matrice di 
proiezione sullo spazio delle colonne di X 0 . Ciò equivale a<! aver posto p - p0 

coefficienti oi pari a zero. 
Applicando il teorema di Pitagora al triangolo rettangolo tratteggiato in 

figul'a 10.5, otteniamo un'importante relazione che interessa i residui della 
regressione con il modello completo e con quello ridotto. Ricordando che 
l:i z[ = llzll2 = I:i(Yi - y(xi))2 è il quadrato della norma del vettore z, 
abbiamo 

(10.80) 

Se y(x) è dato dalla prima delle (10.76) e le funzioni fk(x) soddisfano alla 
proprietà di ortogonalità (10 .61), scrivendo esplicitamente i residui si può 
verificare facilmente che la (10.80) equivale alla condizione 



10.7 Verifica del modello e determinazione di forme funzionali 397 

y 

l 
l 

\ z 
l 
l 

x 

p 

Fig. 10.5. Rappresentazione 
vettoriale nello spazio R"'. Re
gressione con tutti i preditto
ri (matrice X) e con un sot
toinsieme di predittori (ma
trice Xo). La stima della ri
sposta y(X) = y in corri
spondenza di ciascuna riga di 
X è la proiezione ortogonale 
di y sullo spazio lineare gene
rato dalla colonne di X. Un 
discorso simile vale per y0 . È 
dunque immediato ricavare i 
vettori dei residui delle due 
regressioni e la relazione tra 
essi. 

L[Yi -y(xi)J[y(xi) -fio(xi)] = L L [Yi -y(xi)] Bkfk(xi) =O, (10.81) 
i k= Po+l i 

la quale è verificata grazie alle equazioni normali (10.51). 
Dalla (10.29) è chiaro che gli elementi dei vettori dei residui sono com

binazioni lineari delle risposte Yi· Se la. risposta ha. distribuzione gaussiana, 
le due norme al secondo membro, sono relative a vettori ortogonali (quindi 
incorrelati) che, essendo a loro volta combinazione lineare di vettori gaussia
ni, sono indipendenti. Inoltre, se vale il modello ridotto con p0 predittori, si 
dimostra che 

(10.82) 

Questi risultati sull'indipendenza e la distribuzione delle norme al qua
drato, ci danno la risposta alla domanda che ci siamo posti poco fa, perché, 
se è valido il modello 1·idotto, allora 

112- zoll2 /(p- Po) _ (ll2oll 2 - 112112
) f(p- Po) 

llzll2 /(n-p -1) - 112 11 2 /(n-p-1) 
(10.83) 

segue la densità F di Snedecor con (p - p0 , n-p - 1) gradi di libertà definita 
dalla (5.46) e già utilizzata nell'esercizio 6.11. Questa statistica è infatti il 
rapporto tra due distribuzioni x2 ridotto indipendenti. Spesso la (10.83) è 
scritta con una notazione diversa 

F = (RSSo - RSS)/(p- Po) 
RSS/(n - p -1) 

(10.84) 

e RSS = 112112 è l'acronimo di residual sum of squares. La statistica (10.84) 
misura il peggioramento del fit (aumento della somma dei quadrati dei re
sidui) del modello ridotto rispetto a quello del modello completo. Se F è 
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significativamente grande vuoi dire che i predittori eliminati dal modello com
pleto erano importanti, dunque rifiuteremo allivello a l'ipotesi che i relativi 
coefficienti siano nulli se 

F > F1- a{p - Po, n- P - l) . (10.85) 

Un caso particolare è quello nel quale il modello ridotto si ottiene elimi
nando un solo predittore, ad esempio ponendo Op = O in una delle (10.76), 
così Po = p - l. La F allora, sotto l'ipotesi Ho : Op = O, ha distri
buzione F(l , n - p - l) e non è difficile vedere che sussiste l'uguaglianza 
F1-a:(l , n - p - l ) = tLa:;2(n- p - 1), il percentile della t di Student con 
(n- p- l) gradi di libertà. In realtà anche F è il quadrato di 

(10.86) 

dove s(Op) è come nella (10.57), e T ha distribuzione t di Student con (n-p-l) 
gradi di libertà. Potete verificarlo leggendo la discussione che precede gli 
intervalli di confidenza per i parametri della retta dei minimi quadrati (10.33), 
dove p= l, a= Oo e b = 01 . Detto ciò, rifiuteremo Ho accettando il nuovo 
parametro {p0 + 1)-esimo se T supera t 1-a;2(n- p -l). Visto in altro modo, 
un valore grande di T indica un errore relativo piccolo e quindi l'importanza 
del parametro. 

Con riferimento al problema della scelta del grado del polinomio nella 
(10.76), potremmo ad esempio partire dal modello con il solo 00 e verificare 
l'ipotesi Ho : 81 = O. Se questa viene rifiutata, aggiungeremo il termine di 
secondo grado e verifichieremo l'ipotesi Ho : 02 = O e così via. Se k è l'indice 
del primo test che non porta a rifiutare H0 , porremo p = k - l. Questo è 
solo uno dei possibili procedimenti. Se per caso il termine di secondo grado 
non risultasse significativo, ma lo fosse quello di terzo grado, con questo 
procedimento non ce ne accorgeremmo. 

Thtto quello che abbiamo visto finora non basta ad assicurare che la de
terminazione della forma funzionale sia avvenuta correttamente, poiché sono 
condizioni necessarie ma non sufficienti. In altre parole, vi sono molte forme 
funzionali (non solo quella "vera") che soddisfano ai criteri di buon fit sopra 
elencati. Questa è una ambiguità di fondo, non risolvibile solo per via sta
tistica, della quale occorre sempre essere consci. È quindi molto importante 
introdurre, nel modello di fit, tutte le informazioni a priori che si hanno del 
problema e cercare di ridurre gli errori sui dati per quanto possibile. 

Esemplifichiamo questi concetti simulando un caso realistico. Partendo 
dal polinomio 

(10.87) 

generiamo dei dati simulati di tipo gaussiano con una deviazione standard 
relativa piuttosto grande, di ±15%: 
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Tab e lla 10.1. Risultati di una. serie di best fit con polinomi del t ipo y(x) = Oo + 
81x + 82x2 + 83x3 per i dati della. (10.88). SL è il livello di significatività relativo al 
x2

' ottenuto con le 6.118 

_!<'lT1 J:<'I'l'2 1<'1'1'3 FIT4 FIT5 
O o - 5.1 ± 1.5 -14.8 ± 3.4 -7.0 ± 7.6 1.9 ± 1.2 
()1 12.5 ± 0.9 23.0 ± 3.4 12.0 ± 10.0 2.8 ± 1.7 
()2 - 1.4 ± 0.5 2.1 ±3.1 4.8 ± 1.0 5.8 ± 0.6 
()3 - 0.3 ± 0.3 - 0.5 ± 0.1 -0.6 ± 0.1 

x2/v 13.2 == 2.20 3
'
2 = 0.64 1.

9 = 0.47 2~8 = 0.55 
3.4 -o 67 

6 5 4 5 - . 
SL 8% 50% 40% 50% 70% 

Yi = (1 + 0.15 9i)(3 + 5xf- 0.5xl} , 

dove 9i è un numero casuale estratto dalla gaussiana standard, secondo le 
tecniche illustrate nel cap. 7 .. I dati ottenuti sono riportati nella (10.88): 

x 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 
y 6.9 22.4 40.8 64.4 60.0 81.0 78.0 70.5 

Sy 1.0 3.4 6.1 9.7 9.0 12.1 10.7 10.6 

dove s11 = 0.15 y. 

(10.88) 

I polinomi di regressione di vario grado ricavati da questi dati sono mo
strati nella Tab. 10.1. Essi sono stati ottenuti col nostro codice · PE>l.4i~;t che 
fa uso della routine 1d.i:ifi,t . ·' ·-

n fit con la retta 
y(x) =Bo+ B1x, 

detto FITl in Tab. 10.1, fornisce un x2 accettabile, anche se il livello di 
significatività piuttosto basso invita ad aumentare l'ordine dello sviluppo. Il 
risultato FIT2 è ottenuto col polinomio 

y(x) =Bo + thx + B2x2 
, 

e porta ad un buon x2 . 

n rapporto (10.83) per il test F tra FIT2 e FITl vale: 

F(l, 5) = 13·~~ 3·
2 

5 = 15.6 . 

Consultando la Tab. D.5 per i livelli al 5% e all ' l%, otteniamo 

15.6 > Fo.9s(l,5) = 6.61, 15.6 < Fo.gg(l,5) = 16.3. 

Il test mostra che l'ipotesi nulla (cioè la inutilità di FIT2) può essere rifiutata 
allivello del 5%, ma non a quello dell'l%. Se consideriamo che la soluzione 
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Fig. 10.6. a) Punti sperimentali 
della (10.88) e polinomi di fit otte-
nuti in Tab. 10.1; linea tratto-punto: 
FITl; linea a tratti: FIT2; linea a 
punti: FIT4; linea. piena: FIT5. A 
parte FIT1, tutti i polinomi hanno 
3 parametri liberi e forniscono un 
buon x2

. b) Residui (10.77) trai da-
ti e la curva piena FIT5; si confronti 
con la Fig. 10.4 

è al limite del livello all' l % e che il x2 di FIT2 è migliore, è lecito ritenere 
significativa la soluzione a 3 parametri di FIT2. 

A questo punto potremmo fermarci, ma vediamo cosa succede con FIT3, 
in cui si utilizza la cubica con 4 parametri 

In questo caso il x2 non migliora sensibilmente, l'F test mostra che il quarto 
parametro è inutile e tutti i 4 parametri di FIT3 presentano un piccolo valore 
(10.86) di T e sono pertanto compatibili con lo zero. Tutto questo ci dice che 
quattro parametri liberi sono eccessivi. 

In FIT4 e FIT5 si ritenta allora il fit con delle cubiche, ma sopprimendo 
i parametri Bo e B1 rispettivamente. I fit risultanti sono anch'essi accettabili, 
soddjsfano i criteri a)-c) appena discussi e sono in pratica equivalenti a FIT2. 

I ristùtati FIT2, FIT4 e FIT5 di Tab. 10.1 sono dunque tutti egualmente 
compatibili, anche se noi sappiamo (ma solo perché i dati sono stati simulati 
dalla (10.87)) che la soluzione pitt vicina a quella vera è quella di FIT5. 

La conclusione corretta è quindi che gli 8 valori di Tab. 10.88, affetti da 
un errore considerevole di ±15%, sono compatibili con una forma funzionale 
quadratica o cubica, avente non più di tre parametri. Tra questa classe di 
soluzioni rientra la funzione vera (10.87) . L'uso di funzioni ortogonali con·- ·· 
la proprietà (10.61) ottinlizza notevolmente la procedura di minimizzazione, 
perchè i parametri sono indipendenti e quelli già trovati non cambiano valore 
aggiungendone dei nuovi, ma in genere non aiuta a risolvere le ambiguità. 

La situazione è riassunta in modo efficace in Fig. 10.6, dove si vede im
mediatamente che polinomi di secondo o terzo grado sono statisticamente 
compatibili con le fluttuazioni dei dati. La figura mostra anche come l'estra
polazione delle curve al di fuori della zona di esistenza dei dati sia estrema
mente pericolosa: il valore estrapolato corretto, per x = 10, è quello di FIT5, 
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che è la curva piena; risultati completamente diversi si ottengono con le altre 
curve, che pure rappresentano bene i dati entro i valori di x misurati. 

10.8 Ricerca delle correlazioni 

n metodo per la ricerca del modello (con l'esempio specifico della ricerca delle 
forme funzionali) della sezione precedente si fonda sul confronto tra coppie di 
modelli annidati l' uno nell'altro. Se confrontassimo ciascun modello con uno 
stesso modello base di rifermento, potremmo associare a ciascuno di essi una 
"cifra di merito" che ne riflette il fit ai dati. Una tecnica per far questo e che 
ora illustreremo prende il nome di ricerca delle correlazioni. 

Prendiamo in esame la decomposizione dei quadrati dei residui dal mo
dello ridotto (10.80) con p0 = O, ovvero quello con il solo termine costante 
Bo e la matrice X 0 coincidente col vettore colonna di tutti uni. Dalla (10.53) 

ricaviamo Bo = (y} = Yoi e quindi ioi = Yi- (y}. Pertanto 

n 

II.Zoll = L (Yi- (y})2 =(n- 1)s; . 
i= l 

Inoltre, dalla figura (10.5), vediamo che !lz - zoll = IIY - Yo ll · La decom
posizione (10.80) diviene in questo caso una decomposizione della varianza 
campionaria di Y e assume la forma: 

n n n 

L (Yi- (y))
2 = L (Yi- (y))

2 + L(Yi- Yi) 2 

i= l 
'---v------' 

(RSSo) 

che viene detta a parole come: 

i = l i= l 
'---v------' '---v---' 

(RSSo- RSS) (RSS) 

devianza totale = devianza spiegata+ devianza residua . 

(10.89) 

(10.90) 

Questa eguaglianza, che è la più semplice forma di analisi della varianza, ha 
un'interpretazione molto interessante, cioè che la dispersione delle Yi attorno 
a (y} è decomposta in due parti tra loro loro incorrelate: la prima è quella 
colta dal modello di regressione lineare con p predittori, la seconda è il residuo, 
cioè quello che il modello non può spiegare della vaTiazione presente nei dati. 
Se il modello interpolasse i dati, si avrebbe che Yi - fh = O per ogni i e la 
componente residua sarebbe nulla. 

Dividendo la devianza spiegata della (10.90) per la devianza totale otte
niamo il coefficiente di determinazione : 

L::~- l (fh - (y} )2 

l::~1 (Yi - (y} )2 

= 1 _ L::]-1 (Yi - Yi) 2 = 1 _ RSS 
L::i=J (Yi- (y})2 (n - l)s~ 

(10.91) 

(10.92) 
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Vista la (10 .89), O :::; R2 :::; l, raggiunge l nel caso in cui il modello interpola 
i dati e vale zero solo se el = e2 = .. . = rjp = o, il che accade se y non 
dipende linearmente da nessuno dei predittori inseriti nel modello e le sue 
fluttuazioni sono esclusivamente "residue" . In pratica non accade mai cbe R2 

si.a esattamente zero, ma può accadere che sia molto vicino a zero. 
Ancora grazie alla figma 10.5, si mostra che R2 è il quadrato del coeffi

ciente di correlazione campionario tra le Yi e le Yi· Tale coefficiente, si dice 
coefficiente di correlazione multipla e può essere visto come una misura della 
correlazione campionaria tra le Yi e le righe X i della matrice X , in quanto 
ciascun Yi è la previsione di Y in conispondenza di X i· Nel caso specifico della 
retta dei minimi quadrati (con p = 1), sostituendo la (10.23) al numeratore 
della (10.91) si ha 

e si vede immediatamente che R2 = r 2
, cioè il quadrato del coefficiente di 

correlazione lineare tra le Xi e le Yi· 
Per completare l'analisi della decomposizione (19.89) menzioniamo il coef

ficiente di determinazione corretto con i gradi di libertà, se non altro perché 
compare nell'output di molti programmi di stima dei minimi quadrati. Esso 
è definito da : 

La ricerca delle correlazioni ha come obiettivo trovare la funzione f(x) 
che massimizza R2 , cioè la funzione che massimizza la devianza spiegata e 
minimizza quella residua. Schematizziamo la procedura per forme funzionali 
del tipo (10.76), tenendo presente che resta valida per qualunque modello di 
regressione lineare multipla: 

a) data una funzione f(x, 0), lineare nei parametri, si trova la stima dei 
minimi quadrati 9, minimizzando la quantità 

(10.93) 

b) Una volta eseguita la stima, si calcolano la devianza spiegata e il 
coefficiente di determinazione R2

. 

c) Tra tutte le forme funzionali ipotizzate al punto a), si cerca quella che ha 
il massimo R2 . Se vi sono due soluzioni perssoché equivalenti, si sceglie 
quella col minor numero di parametri. 

d) Non dimenticate di verificare che il grafico dei residui della soluzio
ne scelta abbia un andamento casuale, senza strutture evidentemente 
attribuibili ad una relazione funzionale non colta da f(x, 9). 
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Applichiamo queste regole ad un insieme di dati simulati con l'algoritmo: 

X= Xo+XR=l0+2gl 

f(x) = 2 + x2 

y = f (x) + Z = 2 + x2 + 5.92 , 

(10.94) 

dove .91 e .92 sono valori estratti da curve gaussiane standard. La variabile X 
è dunque di tipo normale con J.L:c = IO, ux = 2, mentre la Y non è di t ipo 
normale perché la correlazione f(X ) non è lineare; tuttavia, le fluttuazioni 
intowo alla funzione di correlazione sono gaussiane, con U z = 5. Si sono così 
ottenute le venti coppie (xi,Yi) riportate nella (10.95). 

x 6.28 6.62 7.10 7.46 7.54 
y 40.2 47.3 47.4 48.7 52.2 
x 8.11 8.62 8.95 9.00 9.62 
y 68.3 79.8 88.3 86.4 97.7 
x 9.92 10.10 10.11 10.25 10.34 (10.95) 

y 98.7 102.2 101.7 111.2 105.4 
x 11.09 12.23 12.46 13.31 13.82 
y 118.5 154.3 164.0 182.5 . 191.1 

I risultati ottenuti con la nostra routine ,P,?Ì3tit . minimizzando il x2 

X2 = I:(Yi - Bo - 81xi- fhx'f- B3x~? 
i 

rispetto a polinorni fino al terzo grado sono riportati in Tab. 10.2 e Fig. 10.7. 
Gli errori dei parametri sono calcolati dalla routine - L~f::t,i con le (10.68, 
10.69) . 

Se ora applichiamo le regole a)-d) appena discusse, arriviamo a scegliere 
come migliore soluzione la FIT3: 

f(x ) = 0.95 + 1.03x2
. 

Tabella 10.2. Risultati dj una serie di best fit con polinomi del tipo y(x) = ()0 + 
fJ1x + fJ2x2 + 8sx3 per i dati della (10.95) 

F ITl TI'IT FIT3 I<'IT4 
Bo - 98.7± 6.6 - 12.2 ± 20.2 -1.02 ± 2.45 32.4 ± 2.8 
fh 20.5 ± 0.7 2.3 ±4.2 
82 0.91 ± 0.21 1.03 ± 0.02 
(h 0.065 ± 0.002 

s -V x2 6.3 4.4 4.4 6.9 z- n - p - 1 

R 2 98.11% 99.12% 99.10% 97.72% 
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200 y a) 

14 16 x 18 

b) 
Fig. 10.7. a) Punti sperimentali 
della (10.95) e polinomi di fit ot
tenuti in Tab. 10.2; linea a tratti: 
FITl; linea piena: FIT3; linea a pun
ti: FIT4. La soluzione FIT2 forni
sce risultati graficamente indistin
guibili da quelli di FIT3. b) Resi
dui (10.77) conispondenti alle tre 
soluzioni riportate in Fig. a) 

Questa soluzione massimizza la varianza spiegata al 99.1% e minimizza la 
fluttuazione gaussiana intorno alla curva di regressione al valore s; = 4.4. 
La soluzione FIT2 fornisce gli stessi risultati, ma con un parametro libero in 
più e con errori dei parametri troppo grandi, cioè ·con valori T della (10.86) 
troppo piccoli. La conclusione più probabile è quindi che i dati abbiano una 
funzione di correlazione di tipo parabolico f(x) ~ x2 , con un termine costante 
piccolo rispetto alla media dei valori di y o forse trascurabile, dato che l'errore 
sul parametro è grande (O o E -1.02 ± 2.45). Le fluttuazioni assolute intorno 
a questa curva sono ::::: 4.4. Come vedete, questa conclusione è abbastanza 
vicina alla "verità" rappresentata dalle (10.94). Anche il grafico dei residui, 
riportato in Fig. 10. 7b), mostra che la soluzione FIT3 ha un grafico dei residui 
con fluttuazioni più regolari rispetto alle altre soluzioni. 

Notiamo infine che, se aumentassimo di molto il numero dei parametri, 
ad un certo punto troveremmo certamente valori di R2 ancora più grandi e 
valori di s; ancora più piccoli. Al limite, con venti parametri passeremmo 
esattamente attraverso tutti i punti, ottenendo R2 = l e s; = O! Tuttavia, 
questi fit di ricerca delle correlazioni vanno fatti con funzioni lontane dal 
limite dell'interpolazione, rispetto alle quali le fluttuazioni dei dati devono 
apparire come statistiche. Le forme funzionali da provare, come ad esempio 
il grado massimo dei polinomi, vanno quindi decise a priori sulla base delle 
informazioni che si hanno sul problema. 

A conclusione di questa sezione, rileviamo la relazione tra il test F per 
verificare 1 'ipotesi nulla Ho : 81 = . . . = O p = O e l' R2 . Confrontando la 
(10 .89) e la (10 .91), troviamo che 

R2 = RSSo- RSS = (RSSo - RSS)jRSS = pF 
RSS0 (RSS0 - RSS)jRSS + l pF +(n - p - l ) 

dove F ,.._, F(p, n - p- 1). Poiché R2 è funzione crescente di F, scegliere la 
forma funzionale tra quelle con i più elevati valori di R2 significa cercarla tra 
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quelle che, sottoposte alla verifica di Ho, portano a rifiutarla con i più piccoli 
p-value. 

10.9 Test di adattamento del modello 

Consideriamo, per generalità, i minimi quadrati pesati, che comprendono 
anche gli altri casi quando gli errori sono costanti. Se le precedenti stime 
degli errori al sono considerate affidabili e la risposta è gaussiana, si ha, 
quando il modello ipotizzato è corretto 

n t ~ 2 
xz( O) ;:: 2: [Yi -~i O] ~ xz(n- P - l) . 

i=l ai 

Dunque è lecito eseguire il test x2 di adattamento. In genere la bontà del fit è 
controllata col test a una coda della ( 6.117), che scarta il modello se il livello 
di significatività osservato SL (o p-value) per la coda a destra è più piccolo 
del livello del test a: 

SL ;:: P {QR ~ x
2

( O) } sa . (10.96) 
n-p-l 

Meno usato, ma più sicuro, è il test a due code delle (6.118), che co
me sapete dalla discussione del cap. 6 (pagine 223 e seguenti), tutela anche 
dall'uso di modelli con troppi parametri, che tendono ad interpolare i dati 
(sovraparametrizzazioni). 

Se gli errori sono affidabili ma le variabili osservate non sono gaussiane, 
si ottengono in genere valori del x2 elevati, perché di solito i punti sono 
più dispersi di quanto previsto dalla curva normale. In questo caso alcune 
volte si accettano valori del x2 corrispondenti a livelli di significatività piccoli 
dal punto di vista puramente statistico (anche del per mille o meno), ma 
giustificabili dal punto di vista pratico (ovvero: si attribuisce il x2 cattivo più 
ai dati non gaussiani che alla forma del modello utilizzato). 

Una visione approssimata ma immediata del risultato la si può anche 
vedere ad occhio prima di effettuare il test x2 : se i punti "toccano" la curva 
y ;:: f(x, O) entro una, due o tre barre d'errore in accordo con la legge 3a, 
allora il x2 probabilmente sarà buono. La Fig. 10.8 esemplifica la situazione; 
ricordate sempre che, per convenzione, la barra d'errore è sempre pari ad una 
a. 

La maggior parte dei codici di minim.izzazione, se gli errori non vengo
no specificati, assume tacitamente che essi siano tutti uguali e che a2 = l , 
senza comunicare all'utente ... i rischi che corre! Se ci troviamo effettivamen
te nella condizione di poter assumere af ;:: a; per ogni i, senza conoscere 
a;, dovremo poi fornire una stima Sz tramite la (10.56) per poter calcolare 
gli errori delle stime. Questo procedimento si chiama riaggiustamento del
l'errore. Ricordiamo che questo procedimento è valido solo se non vi sono 
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y a) y b) 

x 

F ig. 10.8. Esempio di fit cattivo a) 
e di fit buono b); nel secondo caso il 
68% circa dei punti tocca la curva di 
regressione entro una barra d'errore 

dubbi né sul fatto che gli errori siano costanti, né sul modello funzionale 
J-Li(Xi, O) =x! O utilizzato. Inoltre, non ha senso fare, alla fine del fit, il test 
x2

, perché, inserendo s; nell'espressione del x2 ( o) al posto di a~, avremo 
sempre x;.=s. ( O) = n-p- l (una costante!) per qualunque modello fun
zionale. Se non ci accorgessimo dell'errore, potremmo valutare come buono 
un fit che non lo è: il valore atteso (n - p - l) dei x2 (n - p - l ) si trova 
infatti ben al di sotto del valore critico. Per visualizzare il problema ricorria
mo alla Fig. 10.9, dove supponiamo che i dati pr.ovengano da una parabola 
e che abbiano errore costante, come in Fig. 10.9 a). Un fit che utilizzi la 
retta e che operi il riaggiustamento dell'errore fornirà un risultato come in 
Fig. 10.9 b), dove il x2 finale sarà ovviamente buono, ma solo perché avremo 
usato un errore più grande di quello vero. n risultato giusto lo si ottiene solo 
rappresentando f(x, 8) come una parabola Bo+ B1x + Bzx2 , il che presuppone 
naturalmente la conoscenza a priori delJa forma funzionale del modello. 

Un altro grossolano errore è quello di fornire ai programmi solo i dati 
senza gli errori anche nel caso di errori valiabili; il più delle volte questa 
procedura fornisce risultati sbagliati, come mostrato in Fig. 10.9 c). 

10.10 Errori sui predittori 

Un caso particolare ma importante che riguarda lo studio di una relazione 
funzionale tra (Y) ed (X) si ha quando 

X= xo + XR, Y = f(xo) + Z, f(xo) = f(xo, O) , (10.97) 

dove XR ed Z sono indipendenti e con valore atteso nullo. La relazione che 
determina Y è identica alla (10.3), solo che x0 è osservata a meno di fluttua
zioni statistiche, che è un modo per dire che il predittore x0 è ignoto ed è la 
vadabile aleatoria X ad essere osservata. 

Un can1pionamento ripetuto di (X, Y), in corrispondenza di n valori veri 
x~= (xo1, . .. , Xon), dà luogo ad un grafico come quello di Fig. 10.10 a), con 
le Xi e le Yi che fluttuano intorno ai loro valori medi Xoi e f(xoi)i se si effettua 
una sola prova e le deviazioni standard delle fluttuazioni X Ri ed Zi sono note, 
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y y 

a) b) 

x x x 

F ig. 10.9. Se i dati fluttuano intorno ad una parabola con errore costante come 
in a), un fit che assume come cw-va la retta e opera il riaggiustamento degli errori 
troverà un x2 buono sovrastimando scorrettamente l'errore come in b) . In c) si 
mostra un fit lineare pesato di punti con errori diversi, che fornisce come risultato 
la retta in linea piena; la soluzione di un fit non pesato, che suppone errori t utti 
uguali, attribuisce la stessa importanza. a tutti i punti e fornisce un risultato errato, 
dato dalla linea tratteggiata 

il grafico si disegna come in Fig. 10.10 b), con le deviazioni standard di XR; 

e Zi disegnate come barre d'errore sui valori misurati x; e y;. 
Questo caso capita spesso nelle misure di laboratorio, quando si misu

rano con errori rilevanti due grandezze legate da una legge fisica di tipo 
deterministico. Anche qui il compito dei minimi quadrati è quello di trovare 
la legge fisica come curva di regressione o best fit, depurando il risultato dalle 
incertezze introdotte dalla misura. 

Dalla definizione 10.1 risulta che il x2 da minimizzare è in questo caso: 

(10.98) 

Infatti, le variabili osservate sono le coppie (xi, Yi), mentre i parametri liberi 
sono ora i p parametri () e gli n parametri x0;, che rappresentano i valori 
medi delle X; . TI punto cruciale è che, in accordo con la (10.97), f è funzione 
delle variabili medie x 0 , non di quelle misurate. I parametri liberi da stimare 
sono n +p, cioè la somma delle dimensioni di x0 e di () . 

La minimizzazione della (10.98) non presenta difficoltà se si dispone di 
un programma di minimizzazione non lineare del x2 , come la nostra routine 
@'.t~!:i;t ,. Thttavia, il numero dei valori sperimentali raddoppiato e il numero 
di parametri liberi (n+ p) possono causare non pochi problemi se si ha a che 
fare con grandi campioni. Approssimiamo perciò il punto di minimo della 
(10.98) ponendo xo; = x; nella prima sommatoria, che così è sempre zero, e 
cerchiamo di calcolare gli errori uy; sviluppando f(X) attorno ad xo in serie 
di Taylor arrestata al primo ordine: 



408 Ca pitolo 10. Minimi quadrat i 

y a) y 

.. 

x 

b) 

+ 
x 

Fig . 10.10. Campionamen
to di una variabile aleatoria 
Y funzione del valor medio 
di un'altra variabile aleato
ria X; campionamenti ripetu
ti a) e rappresentazione con
venzionale nel caso di un solo 
campionamento b) . 

f(X) = f(xo) +(X- xo)f'(xo) + o(X- xo)2 
• (10.99) 

Se Var[XR] è sufficientemente piccola da poter trascurare i termini di ordine 
superiore al primo (anche se aleatori), possiamo applicare l 'operatore varianza 
alla (10.99) per ottenere 

Siccome f' 2 (x0 ) dipende dal valore ignoto x0 , lo sostituiamo con il valore 
osservabile x, per ottenere la cosiddetta varianza effettiva o-1: 

Var!Y- f(X)] = Var{Y] + Var[f(X)] :=o-~+ j'2
(x) o-;= o-1 . (10.100) 

dove abbiamo anche usato l 'ipotesi di indipendenza t ra XR e Z. 
Usando perciò i termini (Yi - f(xi, O)) al numeratore del x2 e la varianza 

effettiva al denominatore, si ottiene il semplice risultato 

(10.101) 

dove compaiono solo i valori misurati (xi, Yi) e le varianze delle loro distribu
zioni di provenienza attraverso la varianza effettiva. Nella (10.101) i parametri 
liberi tornano dl nuovo ad essere solo i p parametri O. 

Se i valori di f' 2(xi, O) sono ignoti, la minimizzazione della (10.101) non 
ricade più nella definizione 10.1 e, anche se f è una funzione lineare nei 
parametri O, la minirnizzazione del x2 dà luogo a equazioni non lineari a 
causa della derivata di .f al denominatore. Tuttavia, se si dispone solo di 
programmi dl minimizzazione lineare si vuole ridurre il tempo di calcolo, si 
può utilizzare un metodo iterativo, ponendo all'inizio o-1i = o-;; e nel ciclo 
k-esimo u1i =o-~;+ f' 2(xi, o(k - l))o-';;, utilizzando le stime O(k- l} del ciclo 
precedente. In questo modo il denominatore torna ad essere indipendente dai 
parametri in corso dl minimizzazione nel ciclo corrente e si r ipristina la li
nearità 162]. Si può mostrare però che questa procedura produce stimatori 
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f(x) 

Fig. 10.11. Interpretazione geome
trica della varianza effettiva 

non consistenti (anche se più vicini al valore vero del parametro rispetto ai 
metodi che ignorano gli errori su X) [56], per cui, se si dispone di un codice di 
minimizzazione non lineare, conviene senz'altro usare la (10.101), che fornisce 
risultati praticamente coincidenti con la formula generale (10.98) . 

La varianza effettiva si presta ad una intuiti va interpretazione geometrica, 
mostrata in Fig. 10.11: il termine f 2a; , che viene aggiunto alla varianza 
iniziale a~, non è altro che l'efl"etto delle fluttuazioni in x riportato, attraverso 
la tangente dell'angolo a {cioè la derivata f'(x)), sull'asse delle y. 

Se le variabili X i e Yi avessero covarianza Cov[X,,, Yi] non nulla, allora, 
tramite la {5.65) si può ulteriormente generalizzare la (10.101) come segue: 

(10.102) 

10.11 Minimizzazione non lineare 

Come abbiamo visto nel paragrafo precedente, a volte la funzione che si in
troduce nel x2 non è lineare nei parametri. Ne abbiamo avuto un esempio 
anche negli esercizi 9.6 e 9.7, dove il modello introdotto nella funzione da 
nùnimizzare {10.2) era rappresentato dalle densità gaussiana e binomiale. 

Abbiamo a suo tempo già risolto questi esercizi, utilizzando la nostra rou
tine di minimizzazione non lineare Nlinf~:t , commentandone dal punto di 
vista statistico i risultati. In questo paragrafo intendiamo descrivere somma
riamente gli algoritmi utilizzati in questo codice per trovare il minimo della 
funzione x2 (8) in uno spazio a p-dimensioni, senza però entrare in eccessivi 
dettagli di calcolo numerico, che sono trattati in altri testi come [8] o {66] ed 
anche nelle nostre pagine web [64]. 

Gli algoritmi più efficienti sono basati sul metodo del gradiente negativo, 
perché l'opposto del gradiente è un vettore che punta semp1·e verso il minimo. 
Operando quindi per passi successivi, si va in un punto dove la derivata 
seconda è positiva; si continua così finché la funzione non riprende a crescere. 
Nell'intorno del minimo il x2 viene sviluppato in approssimazione parabolica: 
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(10.103) 

Pe rfissare le idee, supponiamo che la funzione x2 sia del tipo della (10.6) : 

dove l'indice i si riferisce ai punti misurati; le derivate seconde assumono la 
forma: 

(10.104) 

Se si trascura il secondo termine, si ottiene l'approssimazione: 

(10.105) 

L'esperienza ha mostrato che con questa approssimazione vi sono molti van
taggi: l'algoritmo risulta più rapido, accurato quanto gli algoritmi che ricorro
no a sviluppi di ordine superiore e la matrice delle derivate seconde è sempre 
definita positiva [28, 47]. 

È importante notare che annullare le derivate seconde rispetto ai para
metri e della funzione 

Hi(O) = Yi- !(x,, B) 
<ìi 

corrisponde a supporre che le derivate seconde della funzione f(x, B) siano 
nulle, ovvero che f sia esprimibile, nell'intorno di un valore di partenza o·, 
con uno sviluppo di Taylor al primo ordine lineare nei parametri: 

f(x, O) = f(x, O*)+ L :: l .éJ.Bk , 
k k ez 

(10.106) 

dove L1B = (B-B*) . In questo caso la (10.103) è una relazione esatta, in quanto 
le derivate di x2 di ordine superiore al secondo sono nulle. Se ora teniamo 
presente le formule viste nel paragrafo 10.4 e operiamo nelle (10.48-10.51) le 
sostiLuzioni: 

vediamo che le equazioni risolutive, passo per passo, sono identiche alle (10.50-
10.53). La matrice X della (10.47) contiene ora le p derivate prime di f(x, 9) 
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calcolate nel punto (:}* e negli n punti sperimentali Xi, e la matrice (x tw X ) 
della. (10.52), che in questo caso viene detta matrice di curvatura, contiene le 
derivate seconde del x2 espresse come prodotti delle derivate prime di f e dei 
pesi 1/o}. Una volta trovato il minimo rispetto ai valori LlBk , il fìt si sposta 
nel nuovo punto Bk· Nel punto di minimo, gli errori sui parametri vengono 
otLenuti attraverso la matrice degli errori (10.55), come nel caso lineare. Per 
ulteriori dettagli , potete guardare la routine NÙ nfit e le pagine di commento 
ad essa collegate. 

Quando il x2 da minimizzare proviene da una funzione di verosirniglianza. 
dalla (9.45) risulta: 

x2 (f:J) = -2lnL(f:J) +C:: - 2 l: lnf(xi, f:J) +C. (10.107) 

La ripetizione del calcolo appena fatto mostra che, linearizzando la funzione 
f, la derivata seconda del x2 vale: 

8
2x2 

"' 2 2: ~ 8fi 8fi 
8B;8Bk - . ![ 8Bi 8Bk . 

' 
(10.108) 

Si può mostrare che anche in questo caso la matrice delle derivate seconde è 
definita positiva [28, 47]. 

Abbiamo visto come ottenere 8 nel caso non lineare. Ci chiediamo ora 
quali siano le proprietà statistiche delle stime: in quali condizioni è possibile 
applicare i risultati dei minimi quadrati lineari? Come per gli stimatori di 
massima verosimiglianza, dobbiamo accontenterei di r isultati asintotici, la cui 
applicazione è più sicura nel caso dei campionamenti r ipetuti di figura 10.1a. 
In sostanza, fissiamo (x1 , ... , x~,;) punti sperimentali e otteniamo m misure 
(Yn , . .. , Yim) di Y in corrispondenza di ciascun X i, cosicché n = mk. Se m 
(e quindi anche n) tende a infinito, è ragionevole aspettarsi uno stimatore 
consistente e asintoticamente normale della retta dei minimi quadrati per 
ogni X i, poiché le l'i; sono un campione casuale con media costante f(x i , f:J) 
e varianza costante. 

In pratica possiamo applicare le (10.56-10.60) al caso non lineare sostitu
endo ovunque f(x, 8) a xt 9, e il vettore delle derivate 

8J(xi, f:J) l 
8 (:}t {};: 8 

a ciascuna riga x! di X , quando X non è moltiplicata per f:J . 
Queste approssimazioni, però, non vanno applicate acriticamente. Con

viene prima approfondire l'argomento su testi dedicati come (3, 74]. 

10.12 Problemi 

10.1. 'frovare il coefficiente di correlazione lineare (4.31) quando f (X) =a+ bX, 
X ed Z sono indipendenti. 
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10.2. Due grandezze X e Y, tra le quali esiste una relazione lineare, sono misurate 
con uno strumento di accuratezza pari al 10%: 

x 10 20 30 40 50 60 70 
y 21.4 38.8 52.2 88.1 99.5 120.4 158.3 

Intendendo l'accuratezza come un intervallo che contiene il valore vero con CL= 
100% e probabilità date dalla densità uniforme, determinare la retta di regressione 
utilizzando la routi.ne Rettamq · delle nostre pagine web. Calcolare il valore del x2 

e commentare. 

10.3. Due grandezze X e Y sono affette da un errore gaussiano : 

x lO 20 30 40 50 60 70 
s., 0.3 0.6 0.9 1.2 1.4 1.7 2.0 
y 20.5 40.0 63.6 86.7 104.3 123.3 144.7 

Sy 0.6 1.1 1.9 2.5 3.1 3.5 4.1 

Determinare la retta di regressione con la routine Ret tamq . Calcolare il valore del 

x2 e commentare. 

10.4. n problema del vertice: determinare col metodo dei minimi quadrati, da 
un insieme di rette dei minimi ttuadrati y = à i + b,x, il vertice comune (xo,yo). 
(Suggerimento: considerare l'equazione di un fascio di .1·ette passanti per un pw1to: 
(y- yo)/(x - xo) = b). 

10.5 . Una variabile gaussiana Y, misw-ata in funzione di X ha fornito i valori: 

x 1.0 1.1 1.4 1.5 1.8 2.0 2.2 2.3 2.4 2.5 
y 5.16 5.96 6.29 7.41 7.31 8.26 9.15 9.51 9.96 9.03 

Sapendo che Y ha deviazione standard costante, determinare se è statisticamente 
compatibile un legame polinomiale fino al secondo grado tra. X e Y. Si può utilizzare 
la routine P.oJ.2f:j,.t ·. 

10.6 . n campionamento di due variabili gaussiane x e y ba dato il risultato: 

x 1.271 0.697 2.568 2.400 2.879 2.465 2.472 2.039 2.277 1.392 
y 6.05 3.57 13.88 13.77 15.77 13.61 13.86 11.30 12.77 6.38 

Utilizzando nella routine Pol2fi t un polinomio fino al secondo grado, determinare 
la f11nzione di correlazione tra le variabili. 

10.7. Sono date le seguenti 5 misure Yi in funzione dei valori esatti x,: 

4 6 8 23~~ l 11.9 17.0 25.5 

I valori di Y sono affetti da un errore relativo gaussiano pari a ±10%. Determinare 
i coefficienti della relazione funzionale Y = a + bX e stttdiare il risultato ottenuto 
simulando il fit 20 000 volte. 

10.8. Sono date le seguenti 5 misure Yi in funzione dei valori Xi: 

3.77 5.74 7.56 9.66 
13.90 17.70 22.91 23.59 

I valori di X e Y sono affetti da fluttuazioni relative di tipo uniforme di ±10%. 
Determinare i coefficienti a e b della relazione funzionale Y = a + bX e studiare il 
risultato ottenuto simulando il fit 20 000 volte. 



11. Analisi dei dati sperimentali 

11 .1 Introduzione 

"Difatti, le conclusioni poggiavano su valori 
corrispondenti a uno o due punti situati in 
fondo alla cunra, mentre esiste il principio se
condo cui gli ultimi punti in fondo - l'ultimo 
in particolare - non valgono molto, altrimenti 
sarebbero seguiti da altri punti." 
Richard P. Feynman, "STA SCHERZANDO, MR. 
FEYNMANl " . 

La parte tecnica e più estesa di questo capitolo riguarda l'applicazione delle 
nozioni di statistica e calcolo delle probabilità ai vari tipi di misure e di 
esperienze che vengono effettuate nei laboratori scientifici. 

Lo scopo principale che ci proponiamo è quello di mettere in grado il 
ricercatore o il tecnico di laboratorio di riconoscere il tipo di misura che sta 
eseguendo e eli calcolarne in modo appropriato l'accuratezza e la precisione. 

Non affronteremo qui l'importante problema della ricerca di leggi fisiche 
tramite le tecnicbe di best fit dei dati, perché questo importante aspetto è 
stato ampiamente trattato nel cap. 10. 

Accanto agli argomenti tecnici, affronteremo anche alcuni aspetti con
cettuali e metodologici molto importanti, che riguardano i fondamenti del 
metodo scientifico, cioè del metodo che ha permesso la nascita e lo sviluppo 
della scienza moderna. 

Questo metodo è basato sull'osse1-uazione dei fenomeni naturali, ovvero 
sulla raccolta e sulla analisi dei dati secondo quei principi e procedure che 
sono stati per la prin1a volta adottati in modo sistematico da Galileo Galilei 
e che si sono poi consolidati e perfezionati nel corso degli ultimi quattro 
secoli. L'analisi matematica e l'analisi statistica dei dati rivestono, in questo 
contesto, un ruolo di primaria importanza. 

Oggi discipline come la fisica e la medicina sono considerate scienze, in 
quanto basate sui fatti sperimentali, mentre ciò non è più vero per l'astrologia, 
perché quest'ultima è basata sulle aspettative delle persone ed è totalmente 
smentita dai fatti quando questi vengono analizzati, come nell'esercizio 3.17, 
col metodo scientifico. 
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Più sottile è la distinzione tra le scienze in senso lato, come la medicina, e 
le cosiddette scienze esatte, come la fisica. Più correttamente, la distinzione 
dovrebbe essere fatta tra scienze totalmente o parzialmente quantitative. 

Una buona definizione di scienza esatta, se proprio vogliamo usare questo 
termine, potrebbe essere la seguente: 

Affermazione 11.1 (Scienza esatta). Una scienza si dice esatta quando 
è sempre in grado di associare un errore alle proprie previsioni e ?'isultati. 

In sostanza, il termine "esatto" non implica che i risultati debbano esse
re affetti da errore nullo o trascurabile; esso è invece sinonimo del termine 
"quantitativo", che sta ad indicare un metodo che fornisce risultati prevedi
bili con certezza o con livelli di confidenza affidabili. Come già sapete, per la 
determinazione dei livelli di confidenza il calcolo dell'incertezza di misura è 
di fondamentale importanza. 

Dal punto di vista teorico, gli errori sono talvolta presenti quando si utiliz
zano modelli semplificati del fenomeno che si sta studiando oppure si eseguono 
i calcoli con metodi numerici approssimati; tuttavia, qui non approfondiremo 
questo aspetto della questione. 

Dal punto di vista sperimentale, che è invece quello di cui vogliamo occu
parci, gli errori derivano dagli effetti casuali o sistematici legati alle operazioni 
di misura. Spesso la parte più difficile e laboriosa di un esperimento è proprio 
la valutazione degli errori. In questa fase lo sperimentatore non è guidato 
tanto da teoremi o regole precise, quanto piuttosto dall'esperienza e da una 
serie di assunzioni, a volte anche un po' arbitrarie. Esiste tuttavia un vincolo 
importante: queste assunzioni e regole pratiche devono sempre essere in ac
cordo con le leggi fondamentali del calcolo delle probabilità e della statistica. 
Notiamo anche che alcune delle assunzioni soggettive e arbitrarie che fare
mo riguardano la forma delle distribttzioni statistiche da associare a priori 
al comportamento degli strumenti o alle operazioni di misura che vengono 
fatte. Per un approfondimento delle conseguenze legate a queste scelte si può 
leggere [24). 

Ricordiamo infine che in questo capitolo useremo, per gli intervalli di 
confidenza, la notazione (6.16) di pagina 179, e che il significato dei livelli 
di confidenza associati a questi intervalli è quello frequentista ampiamente 
discusso nel par. 6.2 a pagina 173. Queste sono le convenzioni attualmente 
usate nella letteratura scientifica internazionale per i risultati di esperimenti 
di laboratorio. 

11.2 Terminologia 

L'operazione di misura di una grandezza con un apparato può essere sche
matizzata come in Fig. 11.1 Come si vede, le incertezze che caratterizzano 
la misura possono essere riferite all'oggetto, allo strumento oppure all'int
erazione tra oggetto e strumento. Attualmente non esiste una terminologia 
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Oggetto Mism·a 

errori statistici 

errori sistematici 

Strumento 

: 
i sensibilita' 
i 
; accuratezza 
; 

Fig. 11.1. Descrizione 
schematica dell'opera
zione di misura 

unica per la descrizione di tali incertezze. Le raccomandazioni ISO (39] sono 
di classificarle in due tipi: quelle che si possono trattare con metodi solamente 
statistici e quelle (dette sistematiche) che vanno trattate con alt ri metodi. La 
nomenclatura di uso corrente fa uso dei sinonimi: 

. t /' incertezza statistica, errore statistico, errore casuale 
1ncer ezza , . t . t ' · t · 1 

")< mcer ezza sistema 1ca, errore s1s emattco, errore strumenta e 

Noi operiamo la scelta seguente, alla quale ci manterremo fedeli per tutto il 
capitolo: 

. /' errore statistico mcertezza . . 
"' errore SIStematiCO 

(11.1) 

Esamineremo ora in dettaglio tutti i casi che si possono presentare. 

11.3 Grandezze fisiche costanti e variabili 

Quando si inizia un esperimento, prima di tutto occorre chiedersi se la 
grandezza che si vuole misurare è una costante oppure se è una variabile 
aleatoria. 

Nel primo caso, se durante l'esperimento si osservano delle fluttuazio
ni (risultati diversi ad ogni prova, pur mantenendo costanti le condizioni 
sperimentali), esse sono da attribuire alle operazioni di misura oppure al 
funzionamento degli strumenti impiegati. 

Nel secondo caso, le fluttuazioni osservate conterranno anche quelle d eli 'og
getto in misura. Questa componente delle fluttuazioni contiene le informa
zioni fisiche sulla legge statistica (2.7) della grandezza che si sta misurando. 

La situazione si riassume nelle due definizioni operative: 

Affermazione 11.2 (Grandezza fisica costan te). Una grandezza fisica 
viene detta costante quando essa è una costante fisica universale, cioè una 
grandezza che ha lo stesso valore in tutti i sistemi di riferimento (costante 
di Planck, carica dell'elettrone, massa a riposo di una particella stabile), op
pure una grandezza che ragionevolmente si può considerare costante e stabile 
rispetto alle operazioni della misura che si sta effettuando. 

Affermazione 11.3 (Grandezza fisica variabile). Una grandezza fisica 
si dice variabile quando essa presenta delle flut-tuazioni e variazioni rnisurabili 
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che sono intdnseche al processo fisico che si sta studiando. Molto spesso le 
fluttuazioni sono pur·amente statistiche, ed allora la grandezza è una vadabile 
aleatoda che possiede una ce1·ta distdbuzione. Scopo della misura è proprio 
la determinazione di questa distdbuzione. 

Alcuni esempi di variabili fisiche di tipo aleatorio sono: 

- la velocità della molecola di un gas (densità x2 con 3 gradi di libertà, detta 
anche densità di Maxwell) (si veda l'esercizio 3.10); 

- il numero di raggi cosmici al secondo (circa cento) che attraversano il vostro 
corpo mentre state leggendo questa pagina (legge di Poisson); 

- il numero di elettroni che attraversano, entro un tempo prefissato, la sezione 
di un filo percorso da corrente; 

- in genere, tutte le grandezze oggetto di studio della meccanica e della fisica 
statistica. 

11.4 Sensibilità e accuratezza deg li strumenti 

D comportamento di uno strumento è definito da .. due importanti caratteri
stiche, la sensibilità (detta anche risoluzione) e l 'accuratezza. 

Affermazione 11.4 (Sensibilità (r isoluzione) di uno strumento) . Se 
uno strumento fomisce il valore x nella misura di una grandezza, si definisce 
come intervallo di sensibilità o risoluzione e si indica con Llx, la minima 
quantità necessaria per spostare il risultato della misura dal valore x ad uno 
contiguo. Si dice sensibilità dello strumento il rapporto 

l 
S = Llx · 

In uno strumento ideale, ad alta sensibilità, Llx ~ O ed S » l. Se Lly è la 
variazione nella lettura in corrispondenza di una variazione Llx della quantità 
da misurare, la sensibilità si può definire anche come S = Lly / Llx. 

Negli strumenti digitali l'intervallo di sensibilità è definibile chiaramente, 
poiché in questo caso esso non è altro che un errore di arrotondamento. 
Ad esempio, se un multimetro digitale costruito a regola d 'arte indica una 
tensione di 2.15 V, il valore vero sarà compreso tra 2.145 e 2.155 V (vedi 
Fig. 11.2a), poiché è lecito presumere che le operazioni di arrotondamento 
vengano effettuate correttamente. L'intervallo di sensibilità è in questo caso 
L1 = (2.155 - 2.145) V= 10m V. 

Poiché in genere non c'è correlazione tra l'intervallo di sensibilità e la 
localizzazione del valore vero all'interno di questo intervallo, possiamo dire 
che, se x è il valore letto e Llx è l'intervallo di sensibilità, il valore vero sarà. 
compreso, con legge di probabilità. uniforme, nell'intervallo x ± Llx/2, con 
un livello di confidenza del 100%. In sintesi, si suppone che il valore vero sia 
localizzato in modo equiprobabile entro l'intervallo: 
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2.15511 15 2 25 3 35 41 
2.15 l :: l, l l l ( l l l l l , '( (l ]] d l ]] l l l ]] l l 

2.145 a) 2.25 * o.os b) 
F ig. 11.2. a) Negli strumenti digitah l'intervallo di sensibilità diventa un errore 
di arrotondamento. b) Negli strumenti analogici l'intervallo di sensibilità è dato 
dall'ampiezza della tacca minjma sulla scala. Il valore mjsurato viene assunto come 
il punto medio della tacca entro cui cade la mjgura 

Llx 
valore vero = x ± T , (CL= 100%). 

Nel caso eli Fig. 11.2a), diremo che il valore vero sta nell'intervallo: 

2.150 ± 0.005 v ) 

(11.2) 

che l'intervallo eli sensibilità è di 10m V e che la sensibilità è S = 100 v-t, 
cioè che l V sposta la lettura di 100 posizioni. 

Negli strumenti analogici ad ago, l'intervallo eli sensibilità ha una defìru
zione meno chiara: l'ago si sposta in modo continuo, ma lo spessore stesso 
dell 'ago e la larghezza delle tacche di misura, disegnate sul quadrante dello 
strumento, definiscono un intervallo minimo ili lettura al eli sotto del quale 
non ha senso procedere. Generatmente il risultato viene ancora riportato nel
la forma (11.2), dove il valore della misura è il punto medio delle tacca entro 
cui si legge il valore e l'errore è la ampiezza della tacca minima, centrata sul 
valore letto (vedere Fig. 11.2b). 

Spesso si tende ad interpolare ad occhio la lettura, ed a ridurre così l'er
rore. La procedura è lecita, ma in questo caso si deve essere consci che si 
sostituisce, alla scala dello strumento, una scala soggettiva (più fine) ottenuta 
interpolando visivamente tra le tacche segnate sul quadrante dello strumen
to. In questo caso si può associare all'intervallo (11.2) non la legge uniforme, 
ma quella triangolare (5.35), centrata sul valore letto e di larghezza pari 
all'intervallo della tacca minima "ideale" trovata ad occhio. Al posto della 
interpolazione visiva, è comunque meglio in questi casi cercare di utilizzare, 
se disponibile, uno strumento digitale a più alta sensibilità. 

Oltre alla sensibilità, l'altro parametro fondamentale che caratterizza tmo 
strumento è l'accuratezza. Essa è definita come: 

Affermazione 11.5 (Accuratezza o errore sistematico). Per 1mo stru
mento di sensibilità ideale, si definisce accuratezza, o errore sistematico, lo 
scostamento tra il valore misurato dallo strumento ed il valore vero. Questo 
effetto non è di tipo casuale ed ha origine da una taratura im]Jerjetta dello 
strumento. Nel seguito esso verrà indicato con 8. 

Veniamo ora ad un punto importante: come si combinano, in uno strumento, 
gli errori dovuti alla sensibilità e quelli di accuratezza? 
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Se il muitimetro digitale immaginato in Fig. 11.2a) avesse una taratura 
perfetta, se cioè fosse o «: .dx, il valore vero sarebbe certamente localiz
zato nell'intervallo (11.2) . Se invece vi fosse un difetto di taratura (errore di 
accuratezza), poniamo di 30m V, allora o» .dx e l'intervallo (11 .2) sarebbe 
privo di significato. 

In genere, negli strumenti scientifici professionali in buono stato e prodotti 
a regola d 'arte, si fa in modo che l'intervallo di accuratezza sia sempre minore 
o al più dello stesso ordine di quello di sensibilità. Questi strumenti sono 
corredati da una tavola di accuratezza ( table of accuracy), dove vengono date 
le norme per definire un intervallo globale <1, comprensivo degli errori di 
sensibilità e accmatezza; per il quale è valida l'equazione (11 .2) . In questo 
caso .d indica un intervallo globale 

o+ .d ~ .d(syst) , (11.3) 

che viene chiamato errore strumentale o errore sistematico ( systematic error). 
Questo tipo di en-ore non può essere eliminato a priori dalla misura, come 
in genere avviene per gli errori sistematici di altro tipo, che discuteremo nel 
prossimo paragrafo. 

Se vi sono errori di sensibilità, è ragionevole supporre il valore vero lo
calizzato in modo equiprobabile nell'intervallo (11.2); se invece è presente 
anche una componente di accuratezza, questo a rigore non è più vero, perché 
il difetto di ta.ra.tura provoca in genere uno scostamento costante e correlato 
tra il valore vero e quello misurato. Thttavia, in mancanza di informazioni 
più dettagliate, all'errore sistematico (11.3) si associa in genere la densità 
uniforme. 

In sede internazionale gli strumenti sono stati divisi in classi di accura
tezza, definite in base all'errore sistematico relativo: 

CLASSE 

L1xjx 

Classi di Accuratezza 
0.2 0.5 l 1.5 
0.2 % 0.5 % l % 1.5 % 

2.5 
2.5% 

Diremo quindi che uno strumento è di classe l se il suo errore sistematico 
totale non supera l'l%. 

11.5 Incertezza nelle operazioni di misura 

Proseguendo nell'analisi dello schema di Fig. 11.1, ci occupiamo ora dell'a
nalisi delle operazioni di misura. 

In questa fase, che riguarda l'interazione tra tutto l'apparato sperimen
tale (che può comprendere anche l'osservatore) e le grandezze che si stanno 
misurando, intervengono due tipi di errori, statistici e sistematici. 

Gli errori statistici sono stati ampiamente trattati nel cap. 6; nelle misu
re di laboratorio essi si presentano quando vengono impiegati strumenti di 
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sensibilità molto elevata, tali da rendere critica la stabilizzazione delle opera
zioni sperimentali o le operazioni stesse di misura. Se si misura la lunghezza 
di un banco da officina con un metro da falegname si ottiene, ripetendo più 
volte la misura, sempre il medesimo valore e non vi sono errori statistici. Se 
invece si usano strumenti ottici ad altissima sensibilità, la sovrapposizione di 
numerose fluttuazioni (nel posizionamento, nella ta1·atura od altro) fa sl che 
ad ogni misura si ottenga un valore leggermente diverso. Abbiamo in questo 
caso uno spettro di valori sperimentali, ed il valore della lunghezza misurata 
diventa una variabile aleatoria. 

Se le fluttuazioni che influenzano il processo di misura sono numerose, si 
sovrappongono linearmente e nessuna di esse è preponderante sulle altre, al
lora valgono le condizioni del teorema Limite Centrale 3.1 e le misure tendono 
a distribuirsi secondo la curva di Gauss. 

Solitamente si suppone che, in presenza dei soli errori statistici, la me
dia delle misure debba tendere al valore vero (badate bene: questa è una 
assunzione!) . L'errore statistico che, come sappiamo, è la stima della. devia
zione standard della distribuzione delle misure, caratterizza la precisione della 
misura. 

Gli errori sistematici sono invece dovuti in questo caso ad operazioni errate 
oppure ad ipotesi sbagliate sul modello fisico su cui si basa la misura (ad 
esempio, trattare le grandi oscillazioni del pendolo con un modello lineare) . 
L'effetto degli errori sistematici è quello di introdurre uno scostamento non 
casuale tra valore misurato e valore vero. 

In linea di principio, tutte le possibili fonti eli errore sistematico devono 
essere eliminate prima eli iniziare la misura. Se questo non è possibile, alla fine 
della misura, ma prima di effettuare l'eventuale analisi statistica dei dati, si 
devono apportare le correzioni sistematiche ai valori osservati, ricorrendo ad 
equazioni basate su modelli fisici o ad altri metodi. Se, ad esempio, ci siamo 
accorti, alla fine di una misura, che gli strumenti hanno avuto effetti di deriva 
dovuti alla temperatura, dovremo studiare quantitativamente questi effetti ed 
elaborare delle equazioni con le quali correggere tutti i dati osservati, oppure 
dovremo ripetere l'esperimento stabilizzando termicamente tutto l'apparato. 

La distinzione tra errori statistici e sistematici non è netta; se leggiamo 
uno strumento ad ago e cerchiamo correttamente di minimizzare l 'errore di 
parallasse, otterremo una serie di letture diverse, la cui media sarà più o 
meno coincidente, per grandi campioni, col valore vero della misura. In questo 
caso l'errore di parallasse è di tipo statistico. Se invece leggiamo sempre lo 
strumento di sbieco, la media delle misure si discosterà sempre dal valore 
vero, dando luogo alla presenza di un errore sistematico. 

Thtta questa discussione sugli errori statistici e sistematici può essere 
condensata in una serie di definizioni fondamentali: 

Affermazione 11.6 (Errore stat istico) . È quel tipo di errore, dovuto alle 
operazioni di misura, che fa variare i risultati secondo una certa distribuzione 
statistica. La media di questa di.strib?tzione (media vera) coincide col valore 
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vero della grandezza fisica che si misura. La deviazione standard della distri
buzione è l'errore di misura. Queste due grandezze sono stimate dalla media 
e dalla deviazione standard del campione sperimentale delle misu1·e. 

Affermazione 11.7 (Precisione). La precisione è determinata dall'erro
re statistico della misura, che è dato dalla deviazione standard stimata dal 
campione delle misure effettuate. Una misura è tanto più precisa quanto più 
è piccolo l 'err01·e statistico. 

Affermazione 11.8 (Errore sistematico). È quel tipo di errore che fa 
scostare la media dei valori misurati dal valore vero, indipendentemente dal 
numero di misure che si effettuano. In altre parole, gli errori sistematici 
provocano uno scostamento tra la media della distribuzione delle misure e 
il valore vero della grandezza. 

Affer mazione 11.9 (Accuratezza). L 'accuratezza è determinata dagli er
rori sistematici della misura. Una misura è tanto più accurata quanto più 
sono piccoli gli errori sistematici. 

Precisione e accuratezza si possono rappresentare in modo schematico ma 
efficace indicando, come in Fig. 11.3, l'esperimento come un bersaglio il cui 
centro rappresenta il valore vero della misura. I risultati delle misure si pos
sono allora rappresentare come dei punti caduti sul bersaglio. Una misma né 
precisa né accurata si può rappresentare come un insieme di punti dispersi, 
con un baricentro (media) differente dal valore vero (il centro del bersaglio); 
una misura precisa ma poco accurata vede i risultati della misura addensarsi 
intorno ad un valore, che tuttavia può differire di molto dal valore vero; una 
misma accurata ma poco precisa presenta un insieme di dati notevolmente 
dispersi ma aventi la media vicina al valore vero; infine, una misura precisa e 
accurata presenta poca dispersione nei dati, e questi si raggruppano intorno 
al valore vero. È evidente che solo una misura accurata (precisa o meno) è 
una buona misur-a, in quanto il valor medio dei dati è una stima corretta della 
media vera. In questo caso, come mostreremo tra poco nel par. 11.9, l'errore 
sulla media può essere ridotto aumentando il numero di misure. 

L'accuratezza è definibile anche per una sola misura come la differenza 
tra il singolo valore misurato e quello vero, mentre la precisione, che è data 
dalla dispersione tra misure ripetute, perde in questo caso di significato. Per
tanto, una singoJa misura sarà accurata se, nell'unità di misura scelta, risulta 
vicina al valore vero, non accurata se ne è distante. Un buon esempio per 
distinguere tra accuratezza e precisione è quello dell 'orologio al quarzo: se 
l'orologio viene regolato con "l'ora esatta", nei giorni seguenti differirà di po
co da questo valore ed avremo una misura del tempo precisa ed accurata. Se 
invece regoliamo l'orologio cinque minuti più avanti dell'ora esatta, avremo 
una misura precisa ma non accurata. 

Supponete ora di non conoscere l'ora esatta oppure, il che è .lo stesso, di 
togliere gli anelli concentrici centrati sul valore vero in Fig. 11.3. In questo 
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ne' precisa ne' accurata precisa ma poco accurata 

accurata ma poco precisa precisa e accw·ata 

Fig. 11.3. Rappresentazione degli effetti degli errori sistematici (accuratezza) e 
statistici (precisione) in una n1isura. Il valore vero è rappresentato dal centro del 
bersaglio, mentre le misw·e sono rappresentate dai punti 

caso siamo in grado di giudicare se la misura è precisa, ma non se è accurata; 
in altri termini, le situazioni della prima e della seconda riga di Fig. 11.3 ci 
appariranno indistinguibili. 

Sapere quanto una misura è accurata richiede la conoscenza del valore 
vero, che però è lo scopo della misura! Questa, come ben sanno tutti gli 
sperimentatori, è la difficoltà più grande che si incontra nelle misure di la
boratorio. Occorre quindi conoscere bene il proprio apparato ed i metodi di 
trattamento dei dati che si utilizzano, in modo da essere ragionevolemente 
certi di aver eliminato a priori gli errori sistematici, oppure di saper li valutare. 

Nel corso del capitolo daremo alcuni esempi ed approfondiremo ulterior
mente questi importanti aspetti. 

11.6 Misure indirette e propagazione degli errori 

Una grandezza si dice mismata in modo indiretto quando è una funzione 
z = f(x, y, w, ... ) di una o più grandezze misurate direttamente e affette da 
incertezza. 

La determinazione dell'incertezza su z a partire da quella delle grandezze 
misurate si chiama propagazione degli errori. Nel seguito partiremo il caso 
semplice z = f(x, y) che si può estendere senza difficoltà ad un numero 
qualunque di variabili. 
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Se x e y sono affette solo da errori statistici e sono indipendenti, per 
effettuare la propagazione degli errori basta utilizzare la formula. (5.65) o la 
sua generalizzazione in n variabili (5.72), sostituendo alle deviazioni standard 
gli errori di misura s~ e sy, come indicato nell'affermazione 11.7: 

2 df 2 d/ 2 ( )2 ( )2 
s f = dx sx + dy Sy . (11.4) 

Ovviamente, con n misure tra loro indipendenti, si ha: 

(11.5) 

Questa equazione, che è la famosa legge di propagazione degli errori di mi
sura, è valida solo in approssimazione lineare, come ampiamente discusso nel 
cap. 5 e, in particolare, nel par. 5.4. Inoltre, la stima della deviazione stan
dard risultante definisce un intervallo di confidenza gaussiano solo se tutte le 
variabili sono gaussiane, come è stato mostrato nell 'esercizio 5.3. Thttavia, 
gli intervalli tendono ad essere approssimativamente gaussiani anche quando 
la funzione f dipende da un numero grande (> 5:10) di variabili aleatorie 
qualunque. 

Veniamo ora alle incertezze strumentali, alle quali spesso si attribuisce, 
come mostrato nella (11.2), la densità uniforme. In questo caso a volte si usa, 
come legge di propagazione degU errori di due misure lo sviluppo di Taylor 
al primo ordine con le derivate prese in valore assoluto: 

(11.6) 

La generalizzazione al caso di n misure è ovviamente: 

n 18J l Llf ==L: 8- Lli . 
i=l x. 

(11. 7) 

Queste formule non rappresentano la deviazione standard della distribuzione 
risultante, ma la sua larghezza totale quando la composizione delle misure 
è lineare. Per questo motivo esse in genere vengono usate per una stima 
del limite superiore dell'errore, il che può essere utile nel caso di grandezze 
correlate in modo complicato. n valore assoluto delle derivate assicura che 
l'effetto della propagazione venga sempre preso nel modo più "sfavorevole", 
quello corrispondente ad un incremento posit ivo dell 'errore di misura. 

Se le variabili non sono correlate, allora un modo più corretto di proce
dere è quello di applicare le (11.4, 11.5) al caso della densità uniforme, la 
cui varianza, in base alla (3.80), vale Ll2 /12 . Per due ed n variabili si ha 
rispettivamente: 
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s2 = [(8')2 
2 (8')2 

2] l 'Y 8x Llx + 8y Lly > (11.8) 

n (81)2 2 l 
'Y :L ~ Lli ' 'Y = 12 > 

i=l vx~ 
S2 -
l - (11.9) 

da cui si vede che, per ottenere la varianza totale, basta sommare quadrati
camente gli errori sistematici e poi dividere per 12. La varianza è stata qui 
indicata con lettere latine, in quanto si tratta pur sempre di una quantità 
stimata dai dati nell'assunzione che sia valida l'ipotesi a priori della densità 
uniforme per gli errori sistematici. 

Queste var:ianze non vanno però associate alla densità gaussiana, anche nel 
caso che la funzione f(x,y) combini linearmente le variabili. Infatti, mentre 
la combinazione lineare di errori gaussiani mantiene intervalli di confidenza 
gaussiani, in questo caso la somma di due o più errori sistematici, cioè di due 
o più variabili uniformi, dà luogo a. densità differenti, che dipendono dal nu
mero eli errori sommati. Sappiamo però, dal teorema Limite Centrale 3.1, che 
questa densità tende rapidamente ad una gaussiana. Si pone ora il problema 
pratico eli stabilire a partire da quale numero eli misure combinate linear
mente sia lecito usare l 'approssimazione gaussiana: n risultato che troveremo 
probabilmente vi sorprenderà. 

Affrontiamo il problema trattando in modo completo il caso istruttivo 
della somma di due errori sistematici di pari valore. 

La semplice generalizzazione dell 'esercizio 5.2 di pagina 151 indica che la 
somma di due errori sistematici uguali definiti in [0, Ll/2] segue la densità 
triangolare in [O, Ll]: 

4 Ll 
Ll2x per O <x<-- - 2 

p(x) = 4 Ll (11.10) 
..12 (Ll- x) per 2 <x~Ll 

o altrimenti, 

di parametri 
Ll ,.12 Ll 

ft= - ' lj2 -
lj = 2..;6 . (11.11) 

2 - 24 > 

Essa è rappresentata in Fig. 11.4 per Ll/2 = L Se i due errori sistematici che 
si sommano sono definiti in [O, 1), la (11.6) fornisce il valore 

Ll 1 = Llx + Lly = 2 , 

che è proprio la larghezza totale della distribuzione. Invece, dalla (11.8) 
abbiamo: 

SI= Ju. JLl~ + Ll~ = ~ = 0.408, (11.12) 
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o l -0.408 l+ 0.408 2 

Fig. 11.4. Densità 
triangolare della somma 
di due misure affette da 
errori sistematici ugua
li compresi in (0, 1]. 
L'area. ombreggiata è 
il livello di confidenza 
corrispondente all'in
tervallo p, ± a e vale 
~65% 

che è tm risultato esatto in accordo con la ( 11.11), perché stiamo considerando 
la somma di due errori. L'area. corrispondente ali 'intervallo lx - ~ti ~ K CT, 
con K numero reale, può essere trovata in modo elementare dalla Fig. 11.4, 
oppure, in modo più formale: 

l p. 1 p.+Kq 
P{!X - IL!::;KCT}= xdx+ ~2-x)dx 

p.- Kq J1. 

{ { 

0.649 per = l<CT(2 - l<CT) per KCT:::; l = 0.966 er 
l per K CT > l 

1 
p 
per 

(11.13) 

](=l 
K=2 
]( = 3 

dove nell'ultimo passaggio si è utilizzato il valore delia (11.12), CT ~ SJ = 
0.408. Questi valori sono molto vicini agli intervalli di probabilità gaussiani 
della (3.35). D fatto sorprendente che vi avevamo preannunciato è che in 
genere gli sperimentatori, sulla base di questo risultato, considerano intervalli 
di confidenza gaussiani già a partire da errori ottenuti dalla combinazione 
l·ineare di due soli errori sistematici. 

Questo risultato giustifica anche l'assunzione di una densità triangolare, 
che talvolta viene fatta per cert i t ipi di errori sistematici, che provengono da 
test sperimentali o simulazioni che combinano tra loro pochi errori sistematici. 
In questo caso, in base alla (11.11), nelle (11.8, 11.9) si deve porre ì = 1/24. 

Veniamo ora al caso della combinazione di errori statistici e sistematici. 
Per t rovare la densità di probabilità del risultato, nel caso più semplice dato 
dalla sovrapposizione lineare di due misure, una con errore gaussiano e l'altra 
con errore sistematico uniforme entro un intervallo, basta rifarsi alla formula 
(5.34) ottenuta nell'esercizio 5.1. 

Se immaginiamo l'errore sistematico come un intervallo (a = -11/2, b = 
+11/2), ed introduciamo la variabile standard t = (z- IL)/CT, dove a è in 
questo caso l'errore statistico vero, tenendo conto che dz = a dt, la formula 
(5.34) diventa: 
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Tabella 11.1. Probabilità degli intervalli di confidenza per misure con errori stati
stici combinati linearmente con errori sistematici. Gli intervalli sono pa.rametrizzati 
in funzione del rapporto t1/ u e della deviazione standard um = J o-2 + t12/12, dove 
u è l'errore statistico e t1 è la larghezza totale dell'errore sistematico della misura 

t1/u ±crm ±2um ±3o-m 
1.0 68.3 95.4 99.7 
3.0 67.1 95.8 99.8 
5.0 64.9 96.7 100.0 

10.0 60.9 98.6 100.0 
100.0 57.8 100.0 100.0 

In base alle (3.40, 3.44) possiamo anche scrivere: 

(11.14) 

Questa densità è una funzione pari rispetto all'origine, poiché è la con
voluzione di due funzioni pari. Essa ha una deviazione standard che vale: 

(11.15) 

I livelli di probabilità si possono trovare i11tegrando la (11.14). La Tab. 11.1 
riporta i risultati ottenuti con la nostra routine St~sys(f ,sig11)a,de1.ia(, che 
calcola con la regola trapezoidale · -

/_:p( t) dt , dove a= tJ sigma2 + delta2 /12 = fo-m . 

La tabella mostra che i risultati, per u = Ll, cioè per u > Llj Jl2, coinci
dono con i livelli gaussiani (prima riga), mentre, per u « Ll essi tendono a 
quelli della distribuzione uniforme (ultima riga). Per i casi intermedi, tutto 
sommato il risultato non si discosta molto dai livelli standard gaussiani. 

I risul tati calcolati con le (11.13, 11.14) possono essere ottenuti con sempli-
ci codici di simulazione, come nel caso della nostra routine Sigdel(sigma,qelta) .: 

function Sigdel(sigma,delta) 

Il Studio della legge 3-sigma nel caso della somma di 
Il errori statistici gaussiani di deviazione standard 'sigma' 
Il e di errori sistematici di ampiezza totale 'delta' 

Il misure w somma di una misura gaussiana y e una uniforme z 
Nev=SOOOO; 
y=rand(i,Nev,'norm')*sigma; 
z=-O.S*delta + delta*rand(i,Nev,'unif'); 
w=y+z; 

Il display dell'istogramma 
xbasc(); Histplote(20,w,stat=1); 
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Il conteggio misure entro i sigma- intervalli 
stot = sqrt(sigma-2+delta-2/12); 
cum1=0; cum2=0; cum3=0; 
for j=1:Nev, 

if(- stot<w(j) & w(j)< stot) then cum1=1+cum1; end; 
if(-2*stot<w(j) & w(j) <2*stot) then cum2=1+cum2; end; 
if(- 3*stot<w(j) & w(j)<3*stot) then cum3=1+cum3; end; 

end; 
Il stampa dei risultati con errore statistico 

write(%io(2),'dev . standard calcolata= '+string(stot)); 
write(%io(2),'entro 1 sigma = ('+string(cum1*1001Nev)+'+-' .. 

+part(string(sqrt(cum1*(1-cum11Nev))*1001Nev),1:4)+')%'); 
write(/.io(2),'entro 2 sigma = ('+string(cum2*1001Nev)+'+-' .. 

+part(string(sqrt(cum2*(1-cum2/Nev))*1001Nev),1:4)+')%'); 
write(%io(2),'entro 3 sigma = ('+string(cum3*1001Nev)+'+-' .. 

+part(string(sqrt(cum3*(1-cum31Nev))*100INev),1:4)+')'l.'); 
endfunction 

I risultati che si ottengono coincidono, entro l'errore statistico, con quelli di 
Tab. 11.1. 

In genere il metodo della propagazione lineare fornisce buoni risultati 
anche nel caso di prodotti o rapporti di misure. In questo caso la (11.5) 
dà luogo alla propagazione lineare degli errori percentuali, che viene sovente 
utilizzata. Infatti, ricordando la (5.68), se sostituiamo alle deviazioni standard 
vere gli errori statistici, possiamo scrivere, con ovvia notazione: 

(11.16) 

la quale può anche essere agevolmente ricavata dalla (11.4), ed è immediata
mente generalizzabile al caso di n variabili. In sostanza, nel prodotto e nella 
divisione si sommano le varianze percentuali o relative. 

La stessa proprietà, come è facile dimostrare dalla (11.6), vale anche per 
gli errori massimi: 

(11.17) 

'lùttavia, la propagazione quadratica degli errori statistici relativi (11.16) e 
quella lineare degli errori massimi sistematici (11.17) vanno usate con cautela, 
perché sono valide solo nel caso in cui le misure x1 e x 2 siano indipendenti. 
Ad esempio, nella propagazione dell'errore nel rapporto xf(x + y), è facile 
vedere che la (11.4) e la (11.16) danno risultati diversi. In questo caso solo la 
(11.4) è corretta, perché la presenza della variabile x sia al numeratore sia al 
denominatore crea, pur essendo le misure x e y indipendenti, una correlazione 
nel rapporto. 

Per verificare la bontà della (11.16) in un caso particolare, consideriamo 
la variabile Z = XY prodotto di due variabili uniformi O ~ X , Y ~ l. In 
questo caso, ponendo f..L = x = y = 1/2 e a2 = s; = s~ = 1/12 la (11.16) 
fornisce il risultato: 
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s2 = y2s2 + x2s2 = - - +- =- = 0.042 1(1 l) l 
z x y 4 12 12 24 (11.18) 

Si ha pertanto: 

l l 
f..Lz ± az = 2 2 ± ·J0.042 = 0.25 ± 0.20 , O ~ z ~ l . (11.19) 

Si può subito notare come il modello gaussiano sia in questo caso approssi
mato, perché la media non è al centro dell'intervallo di definizione di z e a 
sinistra della media esso è largo poco più di una deviazione standard. 

Per procedere in modo rigoroso, occorre utilizzare la soluzione del proble
ma 5. 7 di pagina 170, dalla quale risulta che la variabile Z = XY ha densità. 
logaritmica pz(z) = - ln z, di media e deviazione standard pari a: 

f..Lz = 0.25, az = V0.049 = 0.22 . (11.20) 

In termini numerici, questo risultato è molto simile alle (11.18, 11.19). I livelli 
di confidenza si possono trovare integrando la densità. negli intervalli (p±K a), 
dove J( è un numero reale. Definendo 

{ 
p - Ka se 

a= O se 
p-Ka?_O 
p-Ka<O 

/3 = { J.L + Ka se f..L + Ka ~l 
l se p+Ka >l 

si ottiene: 

1: - lnz = [z- z lnz]~ = /3- {31n((3) - a+ aln(a) 

{ 

0.689 per K = l 
= 0.946 per K = 2 

l per K = 3. 
(11.21) 

Anche questo risultato è numericamente vicino ai livelli di confidenza gaus
siani. Thttavia, esso si riferisce ad una densità. asimmetrica completamente 
differente dalla curva normale. n buon accordo tra i valori numerici giustifica 
però, almeno ad una deviazione standard, l'uso diffuso della approssimazione 
gaussiana nella propagazione degli errori nel prodotto di due misure. 

La routine 'Pro!lxj-. consente di ottenere l'istogramma di Fig. 11.5, a 
verifica della trattaz ione analitica. 

Esercizio 11.1 ~';i;I.-"C' •• ~•'nswocr•'a'W"'i,__., ,....,..BM!!t'ffl'•"iiPP"""Pl'~ 
La misura dei lati di una piastrina metallica con un metro commerciale con 
tacca millimetrica ha fornito i valori: 

b = 25.5 ± 0.5 mm , h = 34.5 ± 0.5 mm . 

Trovare il valore dell'area della piastrina. 
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1000 

800 

Fig. 11.5. Simulazione al calco
latore di 20 000 variabili aleato
rie prodotto di due variabili uni
formi standard. La curva rappre
senta il fit con la (11.20): n(z) = 
-a log z (con a parametro di 
normalizzazione) 

Risposta. Alle misure dei lati è stato giustamente assegnato un errore si
stematico di 1 mm, centrato sul valore medio dell'intervallo entro il quale 
è caduta la misura. Poiché in questo caso, in accordo con la (11.2}, si as
sume che il valore vero delle misure sia entro l 'intervallo riportato con un 
CL=100% e probabilità uniforme di larghezza 2 · 0.5 = l. mm, la deviazione 
standard da assegnare alle misure sarà: 

2. 0.5 
Sb = Sf!. = r;-;:; = 0.289 

v 12 
mm. 

Le deviazioni percentuali valgono allora: 

Sb 0.289 
b = 25.5 = 0.011::: 1.1% , sh = 0.289 = 0.008::: 0.8% . 

h 34.5 

In base alla (11 .16} l'errore percentuale sull'area A= bh vale: 

s~) = ) (0.011)2 + (0.008) 2 = 0.014 = 1.4% . 

Poiché l'area vale ovviamente A= bh = 25.5 · 34.5 = 879.75 mm2
, il risultato 

t"ichiesto è 
A = 880 ± 0.014 · 880 = 880 ± 12 mm2 . 

Vi sarete accorti che la propagazione degli errori con metodi analit ici, già nei 
casi semplici che abbiamo sviluppato in dettaglio, è molto laboriosa; vi sarete 
pure resi conto di come essa possa venire sostituita, più semplicemente, dalla 
simulazione diretta al calcolatore, come nel caso di Fig. 11.5. La tecnica più 
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diffusa è quella approssimata descritta nel par. 7.10 come metodo bootstrap: 
si assumono come valori centrali e deviazioni standard i valori misurati ed i 
loro errori, si estraggono a caso delle variabili aleatorie, che vengono combi
nate come prescritto dalla misura, per ottenere l'istograrnma simulato delle 
grandezze finali (o gli istogrammi nel caso di misure complesse) . La forma 
dell 'istogramma fornisce un'idea della densità di probabilità della grandez
za misurata, mentre gli errori di misura vengono ricavati direttamente come 
limiti delle aree corrispondenti, sttll 'istogramma, ai livelli di confidenza asse
gnati. I valori centrali in genere coincidono o sono molto vicini, entro l'errore 
statistico, ai valori misurati e quindi non forniscono nuove informazioni. Per 
quanto r iguarda i valori centrali (cioè le medie) risultanti dalla simulazione, va 
notato che, se gli istogramrni simulati provengono da densità asimmetriche, il 
valer medio simulato differisce dal valore misurato. Come dare allora il risul
tato della misura? n modo corretto di procedere è quello di riferirsi comunque 
al valore misurato e di calcolare l'errore di misura centrandosi sempre Stt di 
esso. 

Nei casi più complicati, che coinvolgono densità (in genere multidirnensio
nali) di forma non invariante rispetto ai parametri, è necessario abbandonare 
il metodo bootstrap, approssimato, ed utilizzare il metodo rigoroso, che preve
de la generazione di dati simulati per tutti i possibilì valori dei parametri e la 
valutazione delle regioni di confidenza secondo quanto descritto nel par. 7.10. 
Queste tecniche sono discusse in dettaglio in [33, 48}. 

L'esempio che segue ha in sé tutti gli elementi per capire bene la tecni
ca Monte Carlo applicata alla propagazione degli errori. n fatto che il caso 
trattato sia semplice non è affatto limitativo, poiché la tecnica di simulazione 
ha il grande pregio di mantenere più o meno lo stesso livello di complessità, 
indipendentemente dalla difflcoltà del problema affrontato. 

E sercizio 11.2 r. ~ ~ -~..,_~'::.G:':".m::~~~ 

Uno sperimentatore getta un sasso in un pozzo e con un cronometro manuale 
misura il tempo di caduta, che risulta di 9 secondi. Attribuendo alla misura 
manuale del tempo un'incertezza di ±0.25 secondi, determinare la profondità 
del pozzo. 

Risposta. n valore centrale della profondità del pozzo si tmva con la nota 
legge della caduta dei gravi: 

l 2 m 2 
l = 2gt = 0.5 · 9.81 

82 
· 9 s = 44.14 m , {11.22) 

dove g = 9.81 m/ s2 è la accelerazione di gravità. 
Poiché l'errore che si fa con un cronometro manuale è di tipo sistematico, 
un'incertezza di ±0.25 secondi corrisponde ad una deviazione standard da 
associare alla densità uniforme secondo la legge 

0.5 
St = h'O = 0.144 ~ 0.14 S . 

v12 
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L'errore di misura si può trovare allora con la (11 .4) applicata al caso di una 
sola variabile: 

St::: ( ~!) St = gt St = 9.81· 3 · 0.144:::4.24 m. 

Secondo la propagazione analitica degli errori il valore della profondità del 
pozzo sta perciò nell'intervallo: 

L = (39.90, 48.38) == 44.1 ± 4.2 metri. (11.23) 

Qual è livello di confidenza associare a questa misura? Se indichiamo con T 

il valore vero del tempo di caduta, avendo misurato t = 3 s con Ll = 0.5 s, 
sappiamo che 2.75:::; T S 3.25 s. Questo valore è legato alla lunghezza vera.>.. 
dalla relazione: 

T = V2>J9 ==> 37.09 S .À :::; 51.81 . 

Questo intervallo rappresenta l 'insieme di valori del parametro .À da esplorare 
per risolvere gli integrali (6.1), che forniscono i limiti (.>..1. .Àz), dell'inter-vallo 
di confidenza. Se cerchiamo l'intervallo simmetrico· con CL= 68.3%, le (6.1) 
diventano: 

{oo Pt(t; .>..t) dt = 0.158 , 
lto !

t o 

- oo Pt(t; .À2) dt = 0.158 , (11.24) 

dove to = 3 s è il tempo misurato. Q~testi integrali possono essere facilmente 
risolti se si individua la cum·ulativa di Pt(t). Supponendo le misure dei tempi 
T"' U(7- 0.25, 7 + 0.25), otteniamo subito: 

P{T <t}= 2(t- 7 + 0.25) = 2(t- V2>J9 + 0.25) , 

g(T- 0.25)2 < .À < g(T + 0.25)2 . 
2 - - 2 

Esplicitando questa relazione rispetto a .>.. , possiamo risolvere gli integrali 
( 11 .24) ponendo semplicemente: 

g ( a )2 .À = - to - - + 0.25 
a 2 2 ' 

(11.25) 

dove i valori a = 0.158 e a= 0.841 danno gli estremi dell'intervallo (.>..1,..\2) 
con CL = 68.3%. Indicando il valore vero della lunghezza con l (come si fa 
in Laboratorio) otteniamo quindi l 'intervallo: 

l= (39.28,49.29) = 44.1:!=~:~ , CL= 68.3% , (11.26) 

sensibilmente più ampio dell'intervallo approssimato (11.23). 
È anche utile il confronto con il risultato che si ottiene dalla simulazione. 
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Fig. 11.6. Simulazione al calco

300 n= 

250 

200-

latore di N = 20 000 lunghezze 
l= (1/2)ge dove g = 9.81 m/s2 

e t è un tempo misurato pa
ri a 3 secondi, disperso secon
do la densità uniforme con Ll = 
0.5 secondi. L'area tra le due li
nee tratteggiate, a destra e a si
nistra del valore misurato con
tiene il 68% degli eventi (lun
ghezze) dell'istogramma. L'an
damento (11.28) della densità è 
ben approssimato da una retta 
di best fit f(l) = 343- 2.5l indi
cata come linea continua. Divi
dendo questa funzione per il pas
so dell'istogramma Lll = 0.17, 
si ottiene la densità puntuale 
N p( l) = 2018- 14.70 l, che per
mette di calcolare le aree sottese 
dalla curva 

150 

100 

50 44.14-4.9 44.14+5.i 

o 
37.5 42.5 45 47.5 so 52.5 

distanza (metri) 

Se si usa il metodo bootstrap, si estraggono a casd dei tempi dalla densità 
uniforme avente come valor medio quello misurato e si genera un istogramma 
delle lunghezze misurate (11 .22}, che è mostrato in Fig. 11.6. 
In questo semplice caso la simulazione non sarebbe necessaria, perché è facile, 
dalla cumulativa dei tempi, passare a qt~ella delle lunghezze: 

Ft(l) = P{L <l} = P { ~gT2 <l}= P{T < .J2f/i;} 

= 2( .j2fjg- r + 0.25) , (11.27) 
l l 
2g(T - 0.25)2 ~l :S 2,9(T + 0.25)2 

, 

e trovare poi, per· derivazione, la densità di probabilità di l: 

(2 1 
Pt(l; r) = y g -/l , l ( 2 l ( •) 29 T - 0.25) $l$ 2g T+ 0.25)- . (11.28) 

La forma di questa funzione dipende da r attraverso i limiti dell'intervallo di 
definizione. Procediamo ora ad analizzare i risultati della simulazione. Dato 
che l'istogramma contiene 20000 eventi, dalla (6.40} e dai dati riportati in 
figura otteniamo l 'intervallo di stima della media: 

4.22 
f."= 44.19 ± ~ = 44.19 ± 0.03 ) 

v20000 

che è un risultato in accordo col valore misurato di 44.14 metri. Data l'asim
metria della densità di Fig. 11.6 e la non linearità della legge oraria utilizzata, 
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è ragionevole comunque aspettarsi uno scostamento, anche piccolo, tra il va
lor medio e quello misurato. 
Se ci si centra sul valore misurato e si analizzano le aree dell'istogramma, 
risulta che il 68.3% delle profondità, come mostrato in figura, è compreso tm 
i limiti: 

l= [39.24,49.24] ~ 44.r~::~ metri (CL= 0.68) , (11.29) 

che è un risultato praticamente coincidente col risultato corretto {11 .26). 
La Fig. 11 .6 mostra che i livelli di confidenza non sono affatto gaussiani. 
Potremmo dire in questo caso che, più che dalla {11.29), il risultato della 
misura è rappresentato proprio dalla Fig. 11 . 6. 

La lunga discussione di questo paragrafo può essere dunque riassunta nei 
punti seguenti: 

• nel caso di errori statistici occorre stimare le deviazioni standard dai cam
pioni sperimentali ed applicare la (11 .5) . Se tutti gli errori di partenza 
sono gaussiani, il risultato fornisce la deviazione standard della densità 
gaussiana risultante (poiché abbiamo supposto che gli effetti si combinino 
linearmente) e vale ancora la legge 3u (3.35); · 

• nel caso di errori sistematici, va applicata la (11.9) e la deviazione standard 
risultante quasi sempre definisce livelli di confidenza approssimativamente 
gaussiani . La formula (11.7) definisce invece un errore massimo, che non 
va combinato con altre grandezze che rappresentano stime di deviazioni 
standard; 

.. la combinazione lineare di errori statistici e sistematici va fatta. sempre 
in quadratura, tramite la (11.5), dove la varianza degli effetti strumentali 
va calcolata. con la (11.9) (non dimenticatevi i fattori 1/12 oppure 1/24). 
La deviazione standard risultante non segue la legge 30', perché la densità 
coinvolta non è gaussiana (si veda la 11.14). Tuttavia, spesso in pratica si 
assumono i livelli di confidenza gaussiani. Questa assunzione e in genere 
tanto più vera quanto più è elevato il numero degli errori combinati; 

.. i casi in cui vi siano errori grandi, correlati, oppure da combinarsi non 
linearmente, la procedura analitica può portare a notevoli imprecisioni. Sì 
ricorre allora ai metodi di simulazione, che in genere permettono di risolvere 
in modo completo e soddisfacente qualunque problema di propagazione 
degli errori. Grazie ai metodi di simulazione, negli anni recenti i risultati 
forniti dalla fisica sperim entale hanno compiuto un notevole salto di qualità 
in precisione, accuratezza ed affidabilità. 

11.7 Definizione dei tipi di misura 

Lo schema di Fig. 11.1 suggerisce di classificare i vari t ipi di misura secondo la 
notazione illustrata in Fig. 11. 7. Questa è una nostra notazione personale, non 
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O=assenti cr= presenti 

\l 
M(grandezza, errori statistici, errori sistematici) 

O=eosL \ O=as!.ti \ 
f=variabile 1:1= presenti 

Fig. 1 1.7. Classificazione dei vari tipi di misura possibili 

la troverete su altri testi. Gli esempi che seguono ne chiariscono il significato: 

- M(O, CJ, O)= misura di una grandezza fisica costante con errori statistici; 
- M(O, O, L1) =misura di una grandezza fisica costante con errori sistematici; 
- M(J, CJ, L1) =misura di una grandezza fisica variabile in presenza di errori 

sia statistici sia sistematici. 

Poiché ognuno dei tre simboli della notazione può assumere due valori, in 
totale si hanno (2 x 2 x 2 = 8) tipi differenti di misura. Tuttavia, il caso 
M(O, O, 0) , che si riferisce alla misura senza errori di una grandezza fissa, 
rappresenta un caso ideale privo di interesse. Pertanto, in pratica vanno con
siderati sette tipi differenti di misura, che andiamo ad analizzare in dettaglio 
nei prossimi paragrafi. 

11.8 Misure del tipo M(O, O, .:1 ) 

In questo caso si misura una grandezza costante e gli errori statistici non 
appaiono, perché assenti oppure molto minori dell'errore sistematico Ll. 

La misura non presenta fluttuazioni e misure ripetute forniscono tutte lo 
stesso valore x. 

n risultato della misura va presentato nella forma (11.2): 

± L1(x) 
x - 2-, (CL= 100%) . (11.30) 

L'errore ha qui il significato di errore massimo, ed il valore vero è compreso 
nell'intervallo con probabilità del 100 %, cioè con certezza. 

Spesso, in base agli argomenti che vi abbiamo illustrato nel par. 11.4, 
agli errori sistematici si attribuisce una densità uniforme. In questo caso la 
varianza della misura è data dalla (3.80): 
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z( ) - ..12(x) 
s x - 12 ' 

mentre la deviazione standard viene solitamente scritta come: 

_ Ll(x) l _ U 
s(x) - - 2- v'3 = .J3 , 

dove U = ..1/2 viene talvolta chiamata incertezza della misura. 

(11.31) 

(11.32) 

L'errore derivante dalla combinazione lineare di più misure di questo ti
po va propagato con le (11.8, 11.9), e gli intervalli di confidenza tendono 
rapidamente a diventare gaussiani all'aumentare del numero di misure. 

La misura di una resistenza con un multimetro digitale ha fornito il valore 

R = 235.4 n. 

Inoltre, sulla "table of accuracy" allegata allo strumento, si legge che, per le 
misure di resistenza, l 'accuratezza è: 

± (0.1% rdg +l dgt) . · 

Determinare il valore della resistenza. 

Risposta. Questa è una misura in cui è presente solo l'erroTe sistematico 
poiché le fluttuazioni statistiche relative alle variazioni della resistenza nel 
tempo sono al di sotto della sensibilità del multimetro digitale. 
L'accuratezza dello strumento è pari allo O .l% del valore letto ( "reading ", 
ovvero rdg} con l'aggiunta di una unità dell'ultima cifm a destra evidenziata 
dal display(" last digit", ovvero dgt), che nel nostro caso vale 0.1 n. Abbiamo 
pertanto: 

L1(R) = ±(235.4. o.oo1 + 0.1) = ±(0.2 + 0.1) = ±0.3 n 

n valore della resistenza è allora: 

R = 235.4 ± o.3 n , 
con un livello di confidenza del 100 %. 

11.9 Misure del tipo M(O, u , O) 

In questo caso si misura ancora una grandezza fisica costante, ma con un 
apparato di sensibilità molto elevata rispetto agli errori statistici in gioco: 
s » ..1. 
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Misure ripetute danno valori diversi, che in genere, ma non sempre, si 
distribuiscono secondo la densità gaussiana. Si ottiene pertanto un campione 
di N misure, di cui si calcola la media m e la deviazione standard s. Poiché 
si asstime che il valore vero della grandezza fisica coincida con la media della 
distribuzione delle misure (media vera), in base alla (6.40) il risultato della 
misura va presentato nella forma: 

s 
x=m± .JN (CL=68% se N> 10) , (11.33) 

a cui va associato un intervallo di confidenza gaussiano se N > 10. Per 
N -+ oo una misura di questo tipo tende ad avere errore nullo. L'ipotesi di 
partenza è però che lo strumento sia perfetto, cioè che Ll = O. In pratica, 
i risultati vengono presentati nella forma (11.33) quando la dimensione del 
campione non è sufficiente ad ottenere una precisione che possa competere 
con l'accuratezza dell'apparato, cioè quando 

s 
.JN » Ll. 

Vogliamo insistere su un punto importante: l'intervallo (11 .33) non va mai 
confuso con l'intervallo 

m±s, 

il quale è una stima dell'intervallo 11-±a, che dà la probabilità di localizzazione 
di una singola misura entro lo spettro dei valori misurati. 

Ricordiamo ancora che, in base alla definizione 11.7, la deviazione stan
dard s è una stima della precisione di una singola. misura (errore di misura), 
mentre la quantità s/VN rappresenta la precisione della misura globale. 

Dalla (11.33) risulta anche che se due misure M1 ed M2 hanno errori 
diversi è possibile ottenere la stessa precisione finale da entrambe le misure 
se N1 ed N2 soddisfano la relazione: 

N1 sf 
-=2· 
N2 s2 

Se ad esempio s1 > s2, allora deve essere N1 > Nz, cioè il numero di misure 
dell'esperimento con errore più grande deve essere più grande (si veda ancora 
la Fig. 11.3). 

Se le Xi misure di cui si deve fare la media provengono da esperimenti 
diversi, esse avranno precisioni Si differenti, ed allora si deve utilizzare la 
formula della media pesata (9.69) di pagina 354 con mi = Xi, ni = l. In 
pratica, qui si deve considerare una funzione di verosimiglianza prodotto di N 
misure gaussiane, che hanno fornito i risultati Xi ± Si· Con la approssimazione 
Si ~ (Ji possiamo scrivere la probabilità di ottenere il risultato osservato 
secondo la verosimiglia.nza (9.49): 

(11.34) 
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La massimizzazione di questa verosimiglianza equivale alla minimizazione 
della verosimiglianza logaritmica (9.6), dj pagina 325, che in questo caso 
coincide col metodo dei minimi quadrati: 

n ( l ) l N (x - )2 
- In L(J.t) := .C(J.t) = - ~ ln .j2T. Si + 2' ~ • sf /." . (11.35) 

Per trovare il minimo p rispetto alla media generale (pesata) l" si pone 
d.C(J.t) l dJ.t = dx.2 l dJ.t = O e, ripetendo la procedura di pagina 354, si ottiene 
il risultato: 

N 

L XiPi 

A v [A) i=l ±~ X=J.t±a.l·J.t= N -N-- ' 

L Pi L Pi 
i = l i= l 

(11.36) 

Giova ricorda.re che questa formula, vale a rigore solo per misure gaussiane, 
dove l'intervallo (11.36) è un intervallo con copertura del68%. Thttavia, anche 
se i dati non fossero gaussiani, per N > 10 vale il-teorema Limite Centrale, 
come nel caso della (11.33) . 

Esercizio 11.4 ~~~~-::-~.::z.e:a iki F*iitì**-":&ii:·~ 
Una serie di mistwe della velocità della luce da parte di vari sperimentatori 
ha fornito le seguenti medie: 

c1 = 2.99 ± 0.03 1010 cmls 
C2 = 2.996 ± 0.001 " 
es 2.991 ± 0.005 )) 

C4 2.97 ± 0.02 )) 

es 2.973 ± 0.002 )) 

Deter·minare, a partire da questi dati, la miglior stima della velocità della 
luce. 

llisposta. Poiché il quinto dato è incompatibile con i primi tre, l'ipotesi più 
probabile è che lo sperimentatore abbia commesso un errore e che soltanto i 
primi 4 dati siano corretti. 
Alle prime 4 misure corrispondono i pesi 

P1 = 1 111. 

P2 = 106 

P3 = 40000. 

P4 2500. 
4 

L Pi = l 043 611. 
i = l 
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Notate l'elevato valore dei pesi associati ai dati più precisi. Applicando la 
(11.36} otteniamo: 

c= (2.99574 ± 0.00098) 1010 cmfs. (11.37) 

Qu.i vale la pena notare un fatto generale: l 'errore della media pesata è sempre 
mino1·e dell'errore più piccolo presente nei dati. Il risultato può anche essere 
presentato nella forma arrotondata: 

c= (2.996 ± 0.001) 1010 cm/ s , 

che è identica al risultato c2 della seconda misura. 
Se non avessimo usato la media pesata, avremmo potuto usare (sbagliando} 
la formula (11 .39) della media normale. Poiché la deviazione standard dei 
primi 4 dati, in base alla seconda delle (6.44), vale: 

4 

I)ci- c)2 

s(c) = i = l 
3 

= 0.01147 1010 cmfs, 

avremmo ottenuto: 

c= 2.98675 ± sji = (2.9867 ± 0.0057) 1010 cm/ s , 

che è un risultato completamente diverso da quello corretto (11.87) . 
•, 

11.10 Misure del tipo M(O, u , Ll) 

Qui una grandezza fisica costante viene misurata con un apparato in cui 
sono rilevanti sia gli errori statislici sia sistematici. Misure ripetute forniscono 
valori diversi ed il campione dei dati viene in genere presentato in forma di 
istogramma. Per ovvie ragioni, non ha senso scegliere il passo dell'istogramma 
inferiore all'errore sistematico d. Gli istogrammi possono avere tanti o pochi 
canali, a seconda che sia s »d, s:: d oppure s «d, dove s è la deviazione 
standard associata agli effetti casuali (Fig. 11.8). In questa classe di misure 
rientrano anche quelle del tipo M(O, u, O) quando i dati sono riportati in un 
istogramma con passo d. 

Supponiamo di aver raccolto un can1pione di N misure e di aver calcolato 
m ed s. La varianza del campione osservato è ora la somma di due varianze, 
quella dovuta agli errori statistici, che chiamiamo s(stat), e quella dovuta agli 
errori sistematici di intervallo massimo d(syst). In base alla (11.15) possiamo 
seri vere la relazione 

s2 = s2 (stat) + _d_2 ('--"sy_st-'-) 
12 , (11 .38) 
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a -
-

_Q_ 
S>> l!. s <<l!. 

Fig. 11.8. Tipi eli isto
grammi che si possono 
presentare in presenza 
sia eli errori sistematici 
sia statistici 

da cui è possibile estrarre la parte delle fluttuazioni dovuta ai soli effetti 
casuali: 

(11.39) 

Questa formula è nota come correzione di Sheppard. Essa dà buoni risultati 
nel caso di misure M(O ,a, O) istogrammate con passo Ll. In questo caso 
infatti la misura osservata è la somma di due fluttuazioni, quella dovuta agli 
effetti casuali e quella dovuta alla discretizzazione delle misure, che consiste 
nell'attribuire ad ogni misura il punto medio del canale dove essa è andata 
a cadere. In questo caso, come mostrato in Fig. 11.9, la varianza dei dati è 
sovrastimata e la (11.39) tende a correggere questa sovrastima. 

Effetti di istogrammazione a parte, nel caso di esperimenti affetti da er
rori sia statistici sia sistematici, non c'è tra i ricercatori completo accordo 
sull'uso o meno della correzione di Sheppard (anzi, crediamo che mol ti ne 
ignorino addirittura l'esistenza . .. ). Infatti, in molte misure gli effetti casuali 
e strumentali si combinano in modo non lineare, ed in genere la correzione 
di Sheppard tende a sottostimare gli errori statistici quando s:::::: Ll. Essa dà 
invece buoni risultati quando s » Ll, ma in questi casi la correzione è poco 
importante. 

Per questi motivi nella letteratura scientifica recente le misure M(O, <Y, Ll) 
vengono riportate nella forma: 

s Ll 
x = m± Vii (stat) ± 2 (syst) , (11.40) 

dove gli errori sistematici e statistici vengono mantenuti ben separati. La 
deviazione standard s viene stimata dai dati direttamente oppure con la 
correzione di Sheppard (11.39). Per trovare s(stat) e Ll a volte vengono uti
lizzati metodi più sofisticati, quali quelli di simulazione, appena descritti nel 
par. 11.6. 

Nella (11.40) l'intervallo di confidenza non è ben determinato, perché 
gli errori sistematici sono presentati con un CL = 100%, quelli statistici 
con CL = 68% (se sono gaussiani). n modo di combinare i due errori è in 
qualche misura arbitrario e viene lasciato a chi deve utilizzare il risultato. In 
linea di massima, sono possibili due scelte. La prima. è di definire un errore 
massimo globale, moltiplicando per tre gli errori statistici e sommandoli a 
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Fig . 11.9. L'istogrammazione di misw·e 
a spettro continuo sovrastima la disper
sione dei dati quando la popolazione ha 
densità di tipo regolare come in figura. 
Infatti a tutti i dati contenuti nella zo
na ombreggiata (che sono la maggioran
za all'interno del canale) viene attribuita. 
l'ascissa del punto medio del canale, che 
ha tma distanza dalla media maggiore di 
quella effettiva 

quelli sistematici: 

x= m± (3 -8
- + Ll) (CL ::::= 100%) . .JN 2 

(11.41) 

La seconda scelta è quella di attribuire agli effetti strumentali una densità 
uniforme e utilizzare la (11.15): 

~ 
x=m±yN+li. (11.42) 

In questo caso gli intervalli di confidenza sono approssimativamente gaussiani 
e sono dati dalla (11.14) e dalla Tab. 11.1. 

Come vedete, la procedura per combinare gli errori statistici con quelli 
sistematici non è univoca né esente da ambiguità. Tuttavia, vi sono casi in 
cui la situazione non presenta difficoltà. Un buon esempio è costituito dalla 
scoperta del! particella nucleare zo, che fruttò ad alcuni suoi scopritori il 
premio Nobel per la fisica nel 1984. I due esperimenti (denominati UAl e 
UA2), che scoprirono contemporaneamente la particella presso i laboratori 
europei del CERN di Ginevra, trovarono i seguenti valori di massa, espressi 
in Giga elettron-volt (GeV) [79], [80] : 

Mz 

Mz 

= 95.2 ± 2.5 (stat) ± 2.8 (syst) GeV 

91.9 ± 1.3 (stat) ± 1.4 (syst) GeV 

(UAl) 

(UA2), 

dove, in entrambi i casi, l 'errore sistematico derivava dalla incertezza nella ca
librazione assoluta in energia dell'apparato. D 'altro canto, la teoria prevedeva 
il valore 

92.3 ± 0.7 GeV , 

dove l'errore dipendeva in questo caso dalle approssimazioni utilizzate nei 
calcoli. 

È evidente in questo caso l'ottimo accordo tra teoria ed esperimenti, 
indipendentemente dalle tecniche di analisi dei dati e trattamento degli errori. 
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11.11 Misure del tipo M(f, O, O) 

Qui ci si riferisce al caso di una va1·iabile aleatoria misurata senza errore 
alcuno. 

Lo scopo della misura è in questo caso la determinazione della distribu
zione o legge statistica che determina il fenomeno fisico. A volte può essere 
sufficiente la determinazione delle medie e dei parametri di dispersione di que
sta distribuzione, altre volte è fondamentale conoscerne la forma funzionale 
precisa. Si pensi, per quest'ultimo caso, alle densità di Maxwell e Boltzmann, 
che stanno alla base della meccanica statistica. 

A questa classe di misure ed osservazioni appartengono in pratica tut
ti i fenomeni stocastici discussi nei capitoli precedenti, ed i metodi per la 
determinazione di medie, varianze, forme funzionali sono proprio quelli che 
abbiamo ampiamente discusso fino ad ora. Come esempio significativo, basta 
ricordare l'esperimento delle 10 monete, la. cui analisi finale è stata effettuata 
nell'esercizio 9.7. 

Nel campo della fisica, rientrano in questo tipo di misure tutti gli esperi
menti di conteggio, per i quali, come discusso nel par. 3.8, la distribuzione di 
Poisson riveste un ruolo fondamentale. 

Spesso capita di avere contato Ns+l> eventi da una sorgente entro un tem
po t 8 ; rimossa la sorgente, vengono registrati Nb eventi di fondo per un tempo 
in genere più lungo tb. n rapporto segnale/fondo si può stimare come numero 
nu di deviazioni standard del segnale sul fondo (cioè come variabile stan
dard), riportando i conteggi di fondo all'intervallo di tempo t8 • In questo 
passaggio bisogna fare attenzione al calcolo dell'errore: O'[Nb] = .../Nbts/tb, 
cioè prima si deve trovare l'errore poissoniano dei conteggi originali e poi si 
deve moltiplicare per la costante t8 /tb, come prescrive la propagazione degli 
errori. Si ottiene quindi: 

Ns+b - Nb ts/tb 
nu = JNs+b + Nb t;ft~ . (11.43) 

Nella ricerca di nuovi fenomeni, se nO' ~ 3 i fisici parlano di "forte evidenza", 
mentre se n11 > 5 si ritiene avvenuta la scoperta. Per una applicazione di 
questa formula. si veda il problema 11.3. 

Discuteremo ora. un tipico esperimento di conteggio di fisica nucleare. 

Esercizio 11.5 ~r-~...,"""~~,.~~·~ ~~;; 

Nel1930 il fisico L.F. Cm·tiss eseguì un esperimento per determinare la legge 
statistica di emissione delle particelle nel decadimento di un nucleo radioatti
vo. Egli registrò con un contatore Geige1· il numero di particelle a emesse da 
una sottile pellicola di polonia. Durante l'esperimento fu registrato il numero 
di particelle contate in 9455 intervalli di tempo tutti uguali e della durata di 
alcuni minuti. Se definiamo 

x numero di particelle emesse (conteggi Geiger) 

nx numero di intervalli con x conteggi 
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i risultati dell'esperimento, riportati in {32}, possono essere riassunti nella 
tabella: 

x o l 2 3 4 5 6 7 
n x 8 59 177 311 492 528 601 467 
x 8 9 lO 11 12 13 14 15 

{11.44) 

n x 331 220 121 85 24 22 6 3 

dalla quale risulta che ci furono 8 intervalli senza conteggi, 59 intervalli con 
un solo conteggio, 117 intervalli con 2 conteggi e così via, fino ad un limite 
di 3 intervalli con 15 conteggi. 
Eseguire l'analisi completa dell'esperimento. 

Risposta. Il tempo di dimezzamento del polonia è di cir·ca 4 mesi, per cui 
l'intensità di emissione della sorgente si può ritenere costante durante l'ese
Cttzione dell 'esperimento. 
Il con/;atom Geiger è un tubo a gas sotto tensione, nel quale avviene una sca
rica in corrispondenzct del passaggio di una particella a ionizzante. 11 tempo 
di ricarica del tubo, necessario affinché la tensione tra gli elettrodi risalga 
ad un valore sufficiente per una nuova scarica, è dell'ordine del millesimo 
di secondo. Poiché l'esperimento ha registrato meno di una ventina di con
teggi nell'arco di alcuni minuti, gli effetti di alterazione dei conteggi dovuti 
a particelle a penetrate nel Geiger durante il tempo di ricarica (tempo mor
to) è assolutamente trascur·abile. In questo caso, se la strumentazione è ben 
funzionante, nella lettura dei conteggi ovviamente non vi sono errori. Siamo 
pertanto nel caso di un esperimento M(f, O, 0), che conta il numero di par
ticelle emesse senza errori nelle operazioni di misura. 
Supponendo quindi che l'intensità della sorgente di polonio resti costante, e 
che tutti i nuclei del campione emettano particelle a in modo indipendente 
e con la stessa probabilità elementare costante nel tempo (ipotesi che stanno 
alla base del modello nucleare del decadimento radioattivo}, la legge statistica 
dei conteggi deve essere di Poisson. Verifichiamo dunque questa ipotesi. 
Per prima cosa notiamo che, avendo raggruppato i dati come in Tab. {11 .44), 
lo spettro della variabile aleatoria in esame è dato dai valori di x, cioè dal 
numero di conteggi r·egistmti, mentre le frequenze degli eventi sono date dal 
numero di intervalli di tempo con un dato numero di conteggi. Le frequenze 
dello spettro sono pertanto date da: 

nx ""' f x = N , N = L nx = 3455 . 

Utilizzando Le {2.52, 2.54, 2.57}, possiamo allora calcolare media varianza 
e momento del quart'ordine dai dati (potete utilizzare la vostra calcolatrice 
tascabile, meglio se pr·ogrammabile}: 

IS 

m = l: xfx = 5.877 
x=O 
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N = N_ 
1 

l::)x - m) 2 fx = 5.859 
x 

l """' 4 D4 ~ N L.,..(x - m) fx = 107.07 . 
x 

Appare subito evidente, in accordo con la proprietà (3.16) della distribuzione 
di Poisson, l'uguaglianza tra media e varianza. Infatti, la stima statistica 
della media è data dalla (6.40): 

s 
11- = m± ..[N = 5.877 ± 0.041 ~ 5.87 ± 0.04 , 

mentre quella sulla varianza è data dalla (6.53): 

2 2 VD4- s4 a = s ± N = 5.859 ± 0.145 ~ 5.86 ± 0.14 . 

Pe1· la ·uarianza abbiamo usato la formula generale, in quanto la media dei 
conteggi, essendo < 10, non permette a rigore l1uso della formula (6.68), 
valida per variabili gaussiane (si veda la Tab . 6.3 di pag. 202). Tuttavia, anche 
la (6.56} (o la (6.68}} forniscono un risultato statisticamente identico: 

2 2 /'2 s ± s v "Fi'=l. = 5.859 ± 0.141 ~ 5.86 ± 0.14 o 

Gli intervalli di confidenza per media e varianza possono essere associati a 
livelli di probabilità gaussiani, perché N= 3455 » 100. Utilizzando la (6.93} 
possiamo allora procedere al test della differenza: 

t= jm- s
2

j = 15.877 - 5.8591 = O.l 2 
Js2 (m) + s2 (s2 ) v0.0412 + 0.1452 , 

consistente con l'ipotesi 11- = a 2 entro 0.12 unità di errore. 
Da questa analisi preliminare abbiamo ottenuto una prima prova importan
te a favore della distribuzione di Poisson. Possiamo quindi procedere oltre, 
ed introdurre i dati in un programma di minimizzazione rispetto a 11- della 
funzione x2 data dalla (6.119): 

2 """' (nx - N p( x; f.l))2 

x= L.,.. , 
n x 

dove 
/.lx 

p( x; p.) = -e-J.L 
x! 

è la densità di Poisson di media 11- da determinare. 
Abbiamo usato la routine NlinÙ t , che impiega il metodo del gradiente 
negativo, ottenendo per la stima della media e per il x2 di minimo i valori: 
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Fig . 11.10. Confronto tra 
dati (punti con barra d 'er
rore) e densità di Pois
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rimento del decadimento 
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J.1. = 5.866 ± 0.041 ) X~in = 18.64 . 

Veniamo ora alla stima dei gradi di libertà. L 'istogramma ha 16 canali, ed 
è stato ottenuto con un numero totale N = 3455 di eventi predeterminato, 
poiché questo non è altro che il numero di prove di conteggio effett·uate da 
Gurtiss. Questo diminuisce di una unità i gradi di libertà (se avete dei dubbi, 
rileggete i paragrafi 6.16, 6.17). Inoltre, dai dati si è stimato il parametro f.J., 
il che diminuisce di un'altra unità i gradi del sistema, che sono pertanto pari 
a v = 16- 2 = 14. n chi qttadrato ridotto x~ vale allora: 

2 18.64 
X14 = J:4 = 1.33 . 

Dalla Tab. D.9 risulta un livello di significatività di circa il15 %, il che rivela 
un buon accordo tra l'esperimento e la distribuzione di Poisson. 
I dati finali possono essere condensati in una tabella oppure, in modo più 
sintetico, in un grafico, riportando, per ogni valore di x, il valore di nx, il suo 
erro1·e statistico (la barra d'e1·rore) e la predizione della legge di Poisson. Ad 
esempio, per il valore x= 5, dalle (3.14, 6.110) si ottiene: 

nx ± ,jn; = 528 ± 23 , N p(5; 5.866) = 3 455 
5 ·8~65 e-5·866 == 568 . 

5. 

n risultato del fit è 1'iportato in Fig. 11 .1 O, dove si vede un ottimo accordo 
globale tra dati e teo1'ia. 
n valor medio trovato dall'esperimento, una volta normalizzato per unità di 
tempo e diviso per il numero dei nuclei radioattivi presenti, fornisce la co
stante di decadimento per radiazione a del nucleo di polonia (con il relativo 
errore). Questa costante, indicata solitamente come À, è una caratte1'istica 
fisica intrinseca fondamentale del nucleo di polonia, che ha un raggio dell'or
dine di w- 12 cm. 
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Due esperimenti di conteggio dello stesso fenomeno hanno fornito rispetti
vamente 92 conteggi in 100 secondi e 1025 conteggi in 1000 secondi. Fare la 
media pesata dei due risultati. 

Risposta . Non si può fa1·e la media pesata dei dati grezzi, per·ché essi hanno 
media diversa. Tuttavia, poiché i conteggi provengono dalla stessa sorgente 
e differiscono per il tempo di conteggio, che nella seconda misur·a è 1 O volte 
più grande, si può procedere alla normalizzazione dei dati come segue: 

rn1 E 92 ± .J92 = 92 ± 9.6 

mz E 
1
1
0 

1025 ± 
1
1
0 

V1025 = 102.5 ± 3.2 

dove si è utilizzata la ( 6.11 O) e si è normalizzata la seconda misura (col re
lativo errore) alla prima. Notate che la seconda misura fornisce un risultato 
più preciso, perché, per eventi poissoniani, l 'errore statistico relativo, come 
dovreste sapere avendo letto il par. 6.16, va come Vii/n e tende ad annullarsi 
per grandi campioni. 
Le variabili, essendo poissoniane di media» 10, vi$to che l'ordine di grandez
za dei conteggi registrati è maggiore di 100, si possono considera1·e gaussiane. 
Possiamo pertanto applicare la formula della media pesata. 
I pesi di rn1 ed mz sono dati da: 

l 
P1 = 

9
_62 = O.Oll , 

l 
pz = 

3
_22 = 0.098 

e la stima pesata della media vera vale: 

f.J- E 
92 . 0.011 + 102.5 . 0.098 ± . l l 

0.011 + 0.098 v 0.011 + 0.098 
101.4 ± 3.0 conteggi in 100 secondi. 

Per concludere, vale la pena di notare due fatti del tutto generali: il da
to finale è più vicino alla misura più precisa {la seconda, che ha un pe
so 10 volte maggiore della prima); l 'inclusione della prima misura, an
che se molto meno precisa, riduce comunque l'errore, anche se di poco. 

11.12 Misure del tipo M(f, u , O), M(f, O, L1), 
M(f, u, L1) 

In questa classe di esperimenti, molto complicata da analizzare, le fluttuazio
ni dei valori assunti dall 'oggetto fisico si combinano con le fluttuazioni e le 
incertezze dovute alla misura. L'obiettivo della analisi è quello di determinare 
la funzione f(x), dipendente da una o più variabili, che rappresenta la legge 
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osservazione 

y = h(z,x) 

Fig . ll.ll. Effetto di folding: la gran
dezza fisica x e l'effetto dell'apparato z 
si combinano in una funzione h, per dare 
un valore y misurato funzione di queste 
due variabili 

statistica della grandezza fisica in esame. Tuttavia, ciò che viene osservato è 
una densità g che risente delle fluttuazioni fisiche come di quelle di misura. 
È indispensabile allora misurare, in via preliminare, la risposta dell'apparato 
di misura, detta funzione dell'apparato ( instrumental function o apparatus 
function), che ha il seguente significato: 

Definizione 11.10 (Funzione dell'apparato). Si dice funzione dell'appa
rato o funzione str-umentale, e si indica in gener-e con 6(x, y), la t~mzione che 
dà la probabilità o (x, y) dx dy di misurare un valore in [y, y + dy] quando il 
valor·e della variabile è in [x, x + dx]. 

In sostanza, la funzione dell'apparato fa conoscere la probabilità che lo 
strumento risponda con y quando il valore di ingresso è x . 

La funzione osservata g(y) dipende quindi da due variabili (Z,X) (ap
parato e fisica), e i valori misurati di Y sono legati a queste variabili dalla 
relazione (schematizzata anche in Fig. 11.11): 

y = h(z,x), z = h- 1 (y,x), 

dove la. funzione h rappresenta il legame tra z e x creato dall'operazione di 
misura (una somma x+ z, un prodotto x· z, od altro). 

Se ora pz(z) e Px(x) = f(x) sono le densità di probabilità associate 
rispettivamente all'apparato e al processo fisico , Z ed X sono indipendenti, 
perché è ragionevole supporre che la fisica dell 'apparato sia indipendente da 
quella del processo fisico e vale la (5.28) di pagina 149, che per comodità 
riscriviamo con la. nuova notazione data alle variabili: 

l ah- 1 

g(y) = pz (h-1 (y, x)) f(x)---ay dx . 

La funzione dell'apparato è ora identificabile con la quantità 

ah-l 
pz (h- l (y, x)) -a-= o(y,x) ' 

y 

che non è altro che la densità dell'apparato pz(z) valutata per z == h- 1 (y, x) 
legata a x e y dall'operazione di misura.. La derivata oh -l / ay è lo jacobiano 
della. trasformazione. 
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.1. .. 

g(y) --.---

F ig. 11.12. Rappresentazione 
grafica della convoluzione 

ruassumendo possiamo dire che, in base alle leggi delle probabilità. com
poste e totali, riassunte nella (5.28), le tre funzioni f(x) (fisica), g(y) 
(osservazione) e é(y,x) (apparato) sono legate dalla relazione: 

g(y) = j f(x) é(y,x) dx = f *o, (11.45) 

che si può interpretare come segue: la probabilità di osservare un valore y 
è data dalla probabilità che la variabile fisica assuma un valore x, per la 
probabilità che lo strumento, in presenza di un valore x, fornisca un valore 
y. Queste probabilità vanno sommate {integrate) su tutti i valori veri x dello 
spettro che possono avere y come valore osservato. 

La relazione {11.45) è detta integrale di folding, viene talvolta indicata 
col simbolo dell'asterisco ed è di notevole importanza sia in fisica sia in inge
gneria. Poiché g(y) è misurata e é(x,y) deve essere nota, l'esperimento deve 
determinare la funzione f(x) che è, per così dire, intrappolata o avvolta (in 
inglese folded) nell'integrale di folding. 

Se, come succede spesso, la risposta dell'apparato è lineare, 

y=h(z,x)=z+x, z=h- 1 (y,x)=y-x, 
8h- 1 

--= 1 
8y 

l'integrale di folding si trasforma nell'integrale di convoluzione {5.27): 

g(y) = j f(x) é(y- x) dx , (11.46) 

che può essere schematizzato graficamente come in Fig. 11.12. 
Le tecniche che estraggono .f(x) dagli integrali (11 .45, J J .46) prendono 

il nome di tecniche di unfolding e deconvoluzione. In linea di principio, la 
tecnica delle trasformate di Fourier o Laplace consente di trasformare questi 
integrali in equazioni algebriche facilmente risolubili. Thttavia, la necessità. di 
propagare gli errori attraverso questi algoritmi crea sovente notevoli difficoltà. 

Spesso si usa la tecnica iterativa che è schematizzata in Fig. 11.13. Una 
funzione f(x,/-L) dipendente da uno o più parametri 1-L viene "iniettata" nel
l'integrale di folding, che viene risolto con metodi numerici o di simulazione; 
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l folding j I l g(x. ~) = f * a rl-----, 
.___ _____ ( f(x, ~t) J 

NO confronta ( x 2 ) 

l g(x., ~) con g(x) 
sperimentale 

~ ~-----!~S-1--~ 

[[(x. ~) = f(x) J 

Fig . 11.13. TI metodo iterativo per la risoluzione dell'integrale di folding 

la soluzione g(x, tJ.) che si ottiene, dipendente anch'essa dallo stesso insieme 
di parametri, viene confrontata con la funzione g(x) effettivamente osservata. 
Se si usano i metodi di best fit (come quelli usati nella routine Nlinf i t) che 
consistono nel metodo del gradiente negativo per la determil1azione dei pa
rametri tJ. di minimo e nel test x2 per la determinazione del grado di accordo 
con le osservazioni, alla fine del ciclo si ottiene la funzione cercata f(x, tJ.o), 
con i valori ottimali dei parametri tJ.o e relativo errore. Questo metodo, sebbe
ne piuttosto dispendioso dal punto di vista del calcolo, ha il pregio di essere 
abbastanza flessibile e generale. 

Non illtendiamo qui entrare in ulteriore dettaglio in questi argomenti, 
sui quali esiste una letteratura tecnica specializzata molto vasta (vedere, ad 
esempio, [9]) . A nostro avviso è sufficiente che siate consci del problema e 
che sappiate che esistono dei modi per risolverlo. Se intraprenderete la stra
da della ricerca scientifica sperimentale, allora c'è di certo un integrale di 
folding o convoluzione che vi sta aspettando. Quando lo incontrerete, non 
scoraggiatevi e cercate nella letteratura il metodo migliore per risolvere quel 
problema specifico: quasi sicuramente esiste. Se il calcolo degli errori o della 
stabilità della soluzione è importante, ricordatevi di essere particolarmente 
attenti al t ipo di algoritmo da usare; nella scelta, un po' di nozioni imparate 
sul nostro libro vi saranno probabilmente dj aiuto. 

Vi abbiamo mostrato che la determinazione completa e affidabile della 
densità f(x) è in genere complicata a causa della presenza della funzione 
dell'apparato o(y, x) , che tiene conto degli effetti strumentali (Ll) ejo casuali 
(o') presenti nell'operazione di misura. 

Nel caso della convoluzione, dove 

osservazione = fisica + apparato ==> y = x + (y - x) ==> y = x + d 
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se non la struttura completa, almeno la media (X} e la varianza Var[X] (o 
la deviazione standard) possono essere stimate dalle quantità m(x) e s2 (x) 
deducibili dai dati con le note regole (5.67, 6.55, 6.58). 

Notiamo prima di tutto che la deviazione media m(d) e la dispersione 
causata dalle operazioni di misura, (quest'ultima caratterizzata dalla devia
zione standard s2 (d) efo dall'errore sistematico Ll), devono essere quantità 
note con errore trascurabile, altrimenti l'esperimento non è fattibile. 

Inoltre, anche m(y) e s(y) sono quantità note con errore, perché si 
ottengono dal campione dei dati osservati. 

Allora, per le misure M(!, a, O) abbiamo: 

s2 (x) = s2 (y)- s2 (d) 

m( x) m(y)- m(d) 

IL = m(x) ± s(x) 
.jN 

(11.47) 

a 
s(x) 

s(x) ± ..J2N . 
2N 

Nel caso invece delle misure M(!, O, Ll) abbiamo:· 

s2(x) 
2 Ll2 

= s (y)--
12 

m(x) = m(y)- m( d) 

J.L = m(x) ± s(x) ± Ll 
.jN 2 

(11.48) 

s(x) 
a s(x) ± --. 

V2N 
Infine, per le misure M(J, a, Ll) si ha: 

2( ) 2( Ll2 s y -s ci)--
12 

m(y)- m(d) 

e per IL e a valgono ancora le (11.48). 

11.13 Studio di un caso: gli esperimenti di M illikan 

ili teniamo ora abbastanza istruttivo applicare alcuni dei concetti fin qui intro
dotti alla analisi dei famosi esperimenti di Millikan sulla carica dell'elettrone. 
Questi esperimenti hanno recentemente attirato l'attenzione di alcuni storici 
e critici della scienza, aprendo alcune polemiche sul modo di operare degli 
scienziati. Vediamo di che si tratta. 
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alla pompa 

A Fig. 11.14. L'apparato di Mil
likan per la misura della carica 
elementare. A= flusso d'aria, C 
= condensatore, M = microsco
pio, P = generatore di tensione, 
O = ampolla d'olio 

Robert Millikan fu un fisico americano divenuto famoso per le sue misure 
sulla carica dell'elettrone. Per queste ricerche ottenne il premio Nobel nel 
1923 ed altri numerosi riconoscimenti, tra cuj 20 lauree ad honorem. 

Nel 1910, quando era professore all'università di Chicago, Millikan pub
blicò i primi risultati dei suoi esperimenti, ottenuti stucliando la caduta di 
goccioline di olio in un campo elettrico. L'apparato utilizzato è mostrato in 
Fig. 11.14. Un flusso d'aria A cattura per effetto Venturi delle minuscole goc
cioline dalla ampolla d'olio O; queste goccioline cadono per gravità entro un 
foro praticato in un condensatore C, ove trovano un campo elettrico statico 
prodotto dal generatore P. L'apparato è tenuto in depressione e controllato 
da un manometro. Le goccioline si elettrizzano negativamente per contatto 
col flusso d'aria, ed il loro moto è quindi influenzato dalla presenza. del campo 
elettrico del condensatore, la cui polarità è tale da rallentare il moto delia 
goccia, essendo il piatto inferiore a potenziale negativo. 

È noto che la caduta di un grave in un fluido viscoso (l'aria) è a regime 
un moto di tipo uniforme, con velocità costante, quando la forza di attrito 
viscoso, che secondo la legge di Stokes dipende linearmente dalla velocità, 
diventa uguale alla forza peso. Questo è il moto delle gocce di pioggia, oppure 
quello di un paracadutista, sia in caduta libera sia col paracadute aperto. 
Utilizzando dunque la legge di Stokes e l 'equazione del campo elettrico di un 
condensatore, Millikan scrisse le equazioru del moto della goccia con e senza 
campo come: 

~1rr3 pg (senza campo elettrico) , (11.49) 

67rT]VT 
4 3 v 
- 1rr pg - -q (con campo elettrico) , 
3 h 

(11.50) 

dove 77 è il coefficiente di viscosità d eli 'aria, v e v0 le velocità di caduta 
della goccia con e senza campo rispettivamente, r il raggio della goccia, p 
la densità dell'olio, g l'accelerazione di gravità, V la tensione del generatore, 
h la distanza tra i piatti del condensatore e q la carica della goccia, che è 
l'oggetto della misura. 
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Eseguendo due misure della velocità di caduta v e v0 con e senza cam
po, dalle equazioni (11.49, 11.50) è possibile ricavare le incognite r e q. La 
misura della velocità veniva effettuata misurando col microscopio, guardan
do attraverso una lente munita di tacche, il tempo di caduta di ogni goccia. 
Questo poteva essere regolato a piacere cambiando la tensione V o la pressio
ne dell'aria. Era anche possibile fermare le goccioline in sospensione nell'aria 
(v = O) applicando un opportuno potenziale negativo al piatto inferiore del 
generatore. 

In questo modo Millika.n notò che la carica q assumeva sempre un va
lore minimo q0 oppure un multiplo di questo valore. Egli scrisse tutte le 
sue osservazioni in un registro che è disponibile ancora oggi. L'errore di mi
sura era assunto di tipo puramente statistico, derivante dall'incertezza nella 
determinazione manuale dei tempi di caduta con il microscopio e un orologio. 

Siamo pertanto in presenza di una misura del tipo M(O, a, 0). 
Millika.n effettuò la media di un primo gruppo di 23 misure, calcolò l'errore 

della media come prescritto nella (11.33) e pubblicò nel 1913 il valore della 
carica elementare dell'elettrone: 

qo :::; e= 4.778 ± 0.002 10- 10 esu . (11.51) 

Una polemica riguardante la stabilità della misurà ed il piccolo errore asse
gnato al valore di e, spinse Millikan a pubblicare, nel 1923, un nuovo studio 
della caduta di 58 gocce, nel quale sottolineava che i dati non erano relati
vi "a un gruppo selezionato di cadute, ma rappresentavano tutte le cadute 
verificate in 60 giorni consecut ivi". Il valore di questa seconda misura era: 

e= 4.780 ± 0.002 10-10 esu . (11.52) 

Dagli appunti di Millikan, recentemente riesaminati, risulta però che nella 
prima misura (quella delle 23 gocce), egli escluse dalla pubblicazione 7 misure 
giudicate "cattive", ment re nella seconda misura, (quella delle 58 gocce), ne 
escluse addirittura 82. 

Sulla base di queste vicende, spesso Millika.n è citato come un esempio 
negativo di disonestà scientifica. Tuttavia, poiché egli riposa in pace ormai 
da molti anni, non ci è dato sapere se le gocce furono scartate sulla base 
di buoni motivi (misure non effettuate a regola d'arte da lui o dai suoi as
sistenti) o solo con l'intenzione di minimizzare l'errore. Il riesame dei dati 
di Millikan ha tuttavia dimostrato che le gocce scartate non modificano il 
risultato pubblicato in modo statisticamente significativo [6]. 

A questo punto vi sarete già chiesti qual è il valore vero della carica del
l'elettrone. Ovviamente, non conosciamo il valore vero, ma la media pesata 
di tutte le misure effettuate fino ad oggi, che risulta essere 

e = 4.803 206 8 ± 0.000 0015 10- 10 esu . (11.53) 

Questo valore è noto con un errore relativo di 3 -10-7 (0.3 parti per milione) 
e nella nostra discussione può essere considerato come valore "vero" di riferi
mento. D confronto tra questo valore e quello di Millikan (11.51) può essere 
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fatto in termini di variabile standard: 

!valore di Millikan - valore vero! 
errore di Millikan 

14.778-4.8031 - 2 
0.002 - l '5 o 

D valore di Millikan dista di 12.5 unità di errore da quello vero, in assoluta 
violazione della legge 30'. Da un punto di vista formale e metodologico, Mil
likan ha pertanto sbagliato la misura, perché il valore vero non è compreso 
con legge 30' nell'intervallo {11.51). 

Thttavia va notato, a favore dello scienziato, che Millikan dimostrò per 
la prima volta che la carica elettrica è quantizzata, determinandone il valore 
con un errore relativo 

14.778- 4.8031 "' o 005 =o. 07' 

4.803 - o 

5' 0 
' 

il quale ci sembra un risultato di tutto rispetto, considerando anche l'epoca, 
l'originalità della misura ed il t ipo di apparato usato. 

Resta comunque da chiarire la differenza anomala, molto maggiore del
l'errore statistico, tra risultati di Millikan (sia di quelli originali che di quelli 
corretti) ed il valore vero. La ragione sta nel m9dello fisico usato per la 
misura, rappresentato dalle equazioni (11.49, 11.50): fu utilizzato un coeffi
ciente 17 di viscosità dell'aria approssimato e, nella determinazione del valore 
finale, Millika.n non tenne conto delPerrore sistematico derivante da questa 
approssimazione. 

Concludiamo con le parole di un altro premio No bel per la fisica, Richard 
Feymnan, che cita [36]le misure di Millikan a proposito del cosiddetto effetto 
di trascinamento, di cui parleremo nel prossimo paragrafo: 

"L'esperienza ci ha insegnato come evitare di autoingannarci. Fac
cio Ull esempio: Millikan ha misurato la carica di un elettrone con un 
esperimento in cui cadevano delle gocce d'olio, ed ha ottenuto una 
risposta che ora noi sappiamo essere non del tutto esatta. Non lo 
è perché Millikan non aveva i dati esatti della viscosità dell'aria. È 
molto interessante studiare la storia delle misure della carica del
l 'elettrone, dopo Millikan. Se riportaste quelle misure su u11a curva 
temporale, vi accorgereste che la prima è leggermente superiore a 
quella di Millikan, la successiva ancora di poco superiore e così via 
fino a raggiungere una cifra parecchio p iù grande. 
Percllé mai non si è trovata subito la cifra più alta? È una storia 
di cui gli scienziati si vergognano, eppure il motivo è chiaro. Ogni 
volta che uno scienziato otteneva un valore molto superiore a quello 
di Millikan, pensava di aver sbagliato e cercava l'errore. Se la misura 
era più vicina a quella di Millikan, non tentava così accuratamen
te di rintracciare l 'errore: eliminava i valori troppo discordanti. Ci è 
servito da lezione, non soffriamo più di questa malattia. " 
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11.14 Alcune note sul metodo scientifico 

Dopo aver illustrato i contenuti tecnici delle operazioni di rrùsura, voglia
mo concludere il capitolo (e il libro) con alcune osservazioni di metodo e di 
principio. 

Come abbiamo già detto all'inizio, il metodo scientifico è basato sull'osser
vazione della natura, ovvero sulla misura delle osservabili fisiche con i metodi 
e le tec1ùche descritte nei paragrafi precedenti. 

Alla base di questo approccio sta un principio senza il quale l'intera scienza 
moderna non potrebbe esistere: il postulato di oggettività. In altre parole, la 
natura esiste di per sé, con sue proprie leggi, e non è una proiezione della. 
mente dell'uomo. Non è lecito quindi attribuire alla natura finalità e scopi 
propri del mondo soggettivo e culturale dello sperimentatore. 

L'oggettività va considerata come un postulato, dato che non può essere 
dimostrata sulla base di assunzioni più ovvie od elementari. Tuttavia, quan
do questo principio non è valido, come succede in alcune sperimentazioni 
mediche, gli scienziati sono in grado di accorgersene. Ci riferiamo al cosid
detto effetto placebo, che consiste nella guarigione spontanea di pazienti ai 
quali viene fatto credere di essere curati con un farmaco efficace, mentre in 
realtà viene somministrata loro una sostanza (comè acqua o zucchero), detta 
placebo, priva di effetto terapeutico. Si può verificare sperimentalmente che 
nei pazienti fiduciosi si determinano condizioni psicologiche che portano, per 
alcune patologie, ad una percentuale di guarigioni per nulla t rascurabile [12]. 

Come si fa allora a verificare l'efficienza di un farmaco? li metodo è pro
prio quello delle tabelle di contingenza illustrato nell 'esercizio 6.13 di pagina 
233: al campione A di ammalati si somministra un placebo, al campione B 
il farmaco; il test x2 dirà se l'azione del farmaco dà effetti statisticamente 
diversi dal placebo. Questo tipo di esperimenti è detto a doppio cieco, perché 
né il medico né il paziente sanno se fanno parte del gruppo che sta speri
mentando il farmaco o il placebo. Tra le pratiche alla moda che non hanno 
mai superato il test a doppio cieco ricordiamo l'omeopatia e la pranotera
pia . È quindi corretto affermare che queste "terapie" guariscono; tuttavia si 
dovrebbe sempre ricordare che in questi casi non si sono mai misurati effetti 
terapeutici diversi in modo significativo da quelli del placebo. 

A parte questi problemi legati alla sperimentazione biomedica, i risultati 
scientifici sono assolutamente indipendenti dai voleri consci od inconsci di chi 
sperimenta. Non è escluso che un giorno possa accadere di trovarsi di fronte 
ad una situazione differente, ma fino a questo momento, in tutte le misure 
nel campo della chimica, della fisica e della biologia condotte a regola d'arte, 
ciò non è mai avvenuto. 

In linguaggio non tecnico, comprensibile a tutte le persone di buon senso, 
potremmo dire che il metodo scientifico può essere condensato in due principi 
equivalenti, del tutto ovvi anche se purtroppo poco utilizzati: sono le teorie 
che crollano davanti ai fatti (e non viceversa); oppure: bisogna analizzare la 
realtà così com'è e non come si vorrebbe che fosse . 
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Tecnicamente, questa metodologia corrisponde a quella che nella scienza 
è nota come procedura di falsificazione: se avete una teoria, dovete in tutti i 
modi cercare di dimostrare che è falsa; se anche un solo fatto sperimentale è 
ir1 disaccordo con essa la teoria va rivista; se t utti i risultati sperimentali sono 
in accordo, la teoria va (temporaneamente) accettata. Non esistono pertanto 
Leorie vere, ma solo teorie errate (o valide limitatamente ad un ambito ristret
to di fenomeni), in quanto falsificate da uno o più esperimenti, e teorie valide, 
ovvero non ancora falsificate. Queste ultime, come la teoria della relatività e 
la meccanica quantistica, fanno parte del patrimonio scientifico corrente. 

A questo punto dovrebbe esservi del tutto chiaro che il confronto stati
stico tra un risultato sperimentale ed un modello, attraverso il calcolo del 
livello di significatività e la valutazione della probabilità di sbagliare riget
tando (falsificando) l'ipotesi (errore del I tipo) è u.n aspetto tecnico particola
r·e ma fondamentale del procedimento generale di falsificazione della scienza 
moderna. A titolo di esempio, potete rivedere gli esercizi 3.17, 6.10 e 11.5. 

Caratteristica del processo di falsificazione, ovvero di chi possiede una 
mentalità e una cultur-a scientifica, è quella di porre l'attenzione sui fallimenti, 
sui rigetti e sugli insuccessi piuttosto che sui successi di una teoria o di una 
ipotesi. Questo punto è fondamentale e non è per nient.e ovvio. Supponete 
di fare un oroscopo e di predire ai nati di un d·ato segno che entro una 
certa settimana foreranno una gomma dell'auto; su (poniamo) 5000 persone 
che vi leggono questo capiterà per caso (diciamo) a 10 persone. Se queste 
10 persone non hanno una mentalità scientifica esse saranno impressionate 
dalla vostra predizione, diventeranno vostri seguaci e diffonderanno ad altri 
la loro positiva esperienza. Continuando a fare oroscopi, le vostre predizioni 
saranno sempre coronate da successo (in senso statistico); in questo modo a 
poco a poco accumuleret.e un numero ragguardevole di fan e potrete magari 
diventare un astrologo famoso (e ricco) . 

Il procedimento di falsificazione non va inteso in senso rigido e schematico: 
se un esperimento falsifica una teoria che ha resistito a centinaia o migliaia di 
esperimenti precedenti, è forse più probabile che l'esperimento sia sbagliato 
e la teoria valida che non il contra1io. Periodicamente scienziati dilettanti 
comunicano clamorose scoperte, come quella del moto perpetuo o della non 
conservazione della carica elettrica; se questi esperimenti fossero veri, l'intero 
edificio della fisica moderna crollerebbe. Occorre pertanto una certa prudenza 
nel giudicare e valutare risultaU scientifici nuovi e clamorosi. 

Affinché il procedere della scienza possa avvenire secondo lo schema che 
vi abbiamo illustrato, occorre quindi che negli scienziati vi sia buona fede 
e controllo reciproco e che vi siano meccanismi di verifica dell 'informazione 
scientifica. Le regole che a questo proposito la comunità degli scienziati si è 
data prevedono che i risultati scientifici, per essere considerati tali, debbano 
essere pubblicati su 1iviste "serie", cioè gestite da alcuni tra i massimi esperti 
mondiali della materia (ogni addetto ai lavori sa quali sono quelle del campo 
in cui opera) . Le teorie possono così essere controllate e gli esperimenti ripetu-



454 Capitolo 11. Analisi dei dati sperimentali 

Valore --G

Uffieiale 

Bagley e Lutber ( 1996) 

Fitzgerald (1995) 

Karagioz e altri (1987) -
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Sagitov e altri (1979) 

Pontikis (1972) 

F ig. 11.15. Alcune misure 
della costante di gravitazio
ne universale G col metodo 
del pendolo a torsione. Le 
barre d'errore sono riporta
te a tre deviazioni standa.rd, 
per evidenziare l'incompati
bilità tra le due misure più 
recenti 

ti: si innesca allora a livello internazionale una fase transitoria, che potremmo 
definire di validazione, alla fine della quale il risultato scientifico, teorico o 
sperimentale, si può considerare acquisito. L'analisi statistica dei dati e dei 
risultati di esperimenti differenti gioca a questo punto quasi sempre un ruolo 
di primo piano. Gli scienziati operano dunque in una sorta di zona franca, 
autogestendo l'informazione scientifica in assoluta autonomia. Questo, a no
stro avviso, è una delle caratteristiche positive più significative dei nostri 
tempi. È allora molto importante, per salvaguardare questa autonomia che 
la scienza ha saputo conquistarsi, che ogni ricercatore sia conscio di quanto 
sia importante pubblicare su una rivista o comunicare ad un congresso un 
risultato scientifico, e che operi pertanto con scrupolo e correttezza. 

Dopo aver descritto la fisiologia del sistema, vogliamo ora illustrarne alcu
ne possibili patologie. Essenzialmente, per quanto riguarda l'esecuzione degli 
esperimenti, esse sono di tre tipi: 

• utilizzare la frode; 
• trattare i dati in modo scorretto (cooking, trimming); 
• subire l'effetto di trascina.mento (effetto bandwagon). 

Passeremo ora brevemente in rassegna queste tre patologie. 
L'utilizzo della frode nella scienza, cioè l'esistenza di scienziati imbro

glioni, si è fino ad ora rivelato un aspetto fortunatamente secondario. I mec
canismi di selezione nelle università ed il controllo incrociato tra scienziati, 
che si realizza nei congressi e sulle riviste scientifiche, hanno finora consentito 
di rivelare tempestivamente frodi e trucchi. Essi si sono verificati principal
mente nel settore biomedico, dove più spesso si verifica uno stretto intreccio 
tra scienza e interessi economici. Spesso viene citato come caso limite quello 
di W.T. Summerlin, che a metà degli anni '70 dipinse chiazze nere sul pelo 
di topi bianchi per simulare innesti [26]. Nel campo della fisica è famoso il 
caso di E. Rupp che, come successivamente ammise lui stesso, si inventò let
teralmente, all'inizio degli anni '30, alcuni risultati sulla polarizzazione nella 
doppia diffusione di elettroni. È da notare che i risultati di Rupp falsificavano 
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senza ombra di dubbio la teoria relativistica dell'elettrone di Dirac, che era 
già ricca di conferme. Tuttavia la comunità dei fisici, allora già particolar
mente attiva e vivace, scoprì in breve tempo l'imbroglio, costringendo Rupp 
a ritrattare i suoi risultati. 

La seconda patologia, il trattamento scorretto dei dati, consiste in ope
razioni di ripulitura ( trimming) e manipolazione ( cooking) dei risultati, ed è 
molto più insidiosa della precedente, in quanto molto più difficile da scopri
re. Essa non è dovuta tanto alla malafede di chi opera quanto all'ignoranza 
di tecniche di analisi e trattamento dei dati. I casi più frequenti riguardano 
la mancata correzione di effetti sistematici, oppure l 'uso scorretto della sta
tistica e delle tecniche di calcolo e propagazione degli errori di misura. Gli 
esperimenti di Millikan, trattati nel paragrafo precedente, rientrano proprio 
in questa casistica. Non sappiamo infatti se Millikan scartò alcune misure 
perché in malafedej certo è che non tenne in considerazione effetti sistematici 
importanti. 

Un altro aspetto di questa patologia è la esagerazione degli errori di misu
ra, a conferma di teorie alla moda. In questo modo possibili discrepanze signi
ficative tra teoria ed esperimento vengono nascoste, vanifìcando totalmente il 
principio di falsificazione. Anche questo dimostra, ancora una volta, quanto 
sia importante per uno sperimentatore saper calcolare bene le incer-tezze di 
misu1·a. 

La ripetizione degli esperimenti ed il controllo tra scienziati sono le armi 
utilizzate con successo dalla comunità scientifica per individuare esperimenti 
compiuti non correttamente o teorie tecnicamente sbagliate. Ta.lvolta però es
se non sono sufficienti. A titolo di esempio, esaminate le varie determinazioni 
della costante di gravitazione universale G, tratte da da [41) e riportate in 
Fig. 11.15; qui le barre d'errore, a differenza della convenzione standard, sono 
disegnate a tre deviazioni standard invece che ad una, per mostrare l'incom
patibilità delle due misure più recenti. Si tratta di errori mal calcolati o di 
una dipendenza di G dal tipo di materiale usato negli esperimenti? Questo è 
un punto tuttora aperto, legato alla possibile esistenza, nella forza gravitazio-



456 

2.~ 

lJ 

2.1 

l.J 

2.0 

1.9 

1.8 

1.1 

Capitolo 11. Analisi dei dati sperimentali 

-rJd-+7 

··1 - - ~ ·- t ·-l ··t··+' i MFDIA 

primll dt>l l973 dopo il 1973 

Fig. 11.17. Misure del para
metro "7+ - in ordine di data di 
pubblicazione 

nale, di una componente sconosciuta di intensità molto debole (la cosiddetta 
"quinta forza"), che priverebbe G del carattere di universalità. 

E veniamo ora all'effetto più subdolo e pericoloso di tutti, l'effetto di 
trascinamento, spesso nella letteratura inglese citato come effetto bandwagon, 
che si può forse tradurre efficacemente anche come "effetto diligenza'' . 

Questo effetto è già stato chiaramente descrittn nella citazione di Feyn
man che abbiamo riportato a pagina 451. Come avrete capito, si tratta del
l 'influenza psicologica sullo sperimentatore della situazione scientifica pree
sistente. Infatti, se un esperimento fornisce risultati in netto contrasto con 
teorie accettate o esperimenti precedenti, lo sperimentatore si affanna a ri
cercare possibili cause di queste discrepanze, finché non arriva ad ottenere 
un risultato vicino a quello atteso; a questo pw1to si ritiene soddisfatto e 
diventa meno attento. In questo modo, però, si possono generare situazioni 
che vedono i risultati sperimentali tutti in accordo tra loro e tutti sbagliati. 
Un buon esempio è costituito dalla Fig. 11.16, tratta da [60}, che riporta le 
misure successive del parametro p di Michel, che caratterizza la distribuzione 
in energia degli elettroni emessi in certi decadimenti nucleari. Ogni misura 
è in accordo con la precedente, ma le prime sono incompatibili col valore di 
0.75, che è il valore teorico atteso, verso il quale le misure si avvicinano in mo
do monotono crescente. Con tutta probabilità qui si sono verificati effetti di 
trascinamento. Un altro esempio, riportato in [6], è la misura del parametro 
1]+-, che è un rapporto tra i decadimenti di alcune particelle nucleari insta
bili, i mesoni K. Essendo questo un parametro molto difficile da determinare 
ma di cruciale importanza per la fisica delle particelle, esso è stato oggetto 
di numerose misure succedutesi nel corso degli anni. Esse sono riportate in 
Fig. 11.17: le medie prima e dopo il 1973 sono incompatibili. Sembra anche 
qui evidente un effetto di trascinamento nei due gruppi di mjsure. ll valore 
ufficiale (2000) è la media pesata del secondo gruppo dj misW"e: 

17+- = (2.276 ± 0.017) 10- 3 
. 
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A differenza degli altri effetti, quello di trascinamento non implica la mala
fede o l'ignoranza dello sperimentatore. Al contrario, si tratta di un effetto 
psicologico del quale possono cadere vittime ottimi ricercatori, ben preparati 
tecnicamente e molto esperti. Probabilmente il rimedio migliore contro que
sto effetto è, come sottolinea Feynman nella citazione di pagina 451, sapere 
che esso esiste. 

Crediamo con questa discussione di avervi mostrato che gli scienziati, a 
differenza di quanto si crede, non sono infallibili, né si ritengono tali. Tutta
via, pur consci che stiamo per fare una affermazione molto impegnativa, ci 
sentiamo di dire che il metodo scientifico, così come ve lo abbiamo descritto 
nei suoi aspetti tecnici e di principio, alla lunga è infallibile e riesce ad essere 
immune dagli errori che i singoli scienziati possono commettere. 

11.15 Problemi 

11.1. Se la massa m e l'accelerazione a sono misurate indipendentemente con un 
errore statistico del 4% e del 5% rispettivamente, qual è l'errore statistico relativo 
della forza F = ma? 

11.2. Una sorgente radioattiva di vita media T = 5 giorni, avente inizialmente 
una attività di Io= 1000 decadimenti fs, di incertezza trascurabile, ha una attività 
residua di I == 10 decadimentifs, con una incertezza di SI = ±l decadimento/s. 
Sapendo che la legge del decadimento è I/ Io = exp( -t/T), determinare il tempo 
trascorso con il relativo errore. 

11.3. Un monitor di radiazione registra I = 157 conteggi/s in presenza di una 
sorgente e F = 620 conteggi di fondo in 10 secondi in assenza di sorgente. Deter
minare il numero di conteggi a fondo sottratto con il relativo errore ed il rapporto 
segnale/fondo. 

11.4. Un risultato scientifico viene riportato come 5.05 ± 0.04, con la specifica che 
si tratta della media di 4 misure e che all'intervallo va associato un CL = 95%. 
'Iì·ovare la precisione della singola misura. 

11.5. n volume di un cilindl·o V::::: (nR2)L è ottenuto misurando il raggio di base 
R e l'altezza L. Per la precisione della misura indiretta di V, è più importante 
ridune l'errore percentuale su R o su L? 

11.6. La misura di un angolo fornisce il valore 8 = (30 ± 2)0 . Calcolare sen 8 con 
il relativo errore. 

11.7. Un fascio polarizzato di particelle viene fatto diffondere su un bersaglio e 
la polarizzazione viene misurata come P= (N+- N- )/(N+ +N_ ), dove N+ è il 
numero di particelle deviate "in su", N _ il numero di quelle deviate "in giù" ed 
N ::::: N+ +N_ è il numero totale di particelle diffuse. È ben noto ai fisici che la 
polarizzazione tnisurata va scritta come P ± s(P) =P± ..j(l - P 2)fN. Verificate 
la formula dell'errore, sia nel caso di N fisso che variabile. Utilizzate i risultati del 
par. 6.16 di pagina 217. 
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11.8. Una tensione è misurata con uno strumento dl classe l come V= 10.00±0.05 
V, dove l'enore è l'intervallo dl sensibilità. Determinare il valore della funzione 
f(V) = exp(O.l V) col relativo errore. Quali sono i livelli dl confidenza? 

11.9. La tensione dl uscita E2 di un partitore con due resistenze R t ed R2 e 
tensione di ingresso E1 è data da E2 =Et RI/(Rt + R 2). Se Rt = R2 = 1000±50 J2 
ed Et è misurato all'l% come E = 10.00 ± 0.05 V, calcolare E 2. Verificare con 
una simulazione i livelli di confidenza. La misura all'l% della tensione di uscita è 
E2 = 4.91 ± 0.02 V. Dire se la misura è in accordo con le previsioni. Nota: tutte le 
incertezze sono errori massimi di sensibilità (CL= 100%). 

11.10. La velocità costante di u11a slitta a cuscino d'aria. su un piano orizzontale 
è misurata come v= sft. Lo spazio percorso è s =2m, con una incertezza dovuta 
alla sensibilità del metro usato stimata in ± l rom. Il tempo t, misurato ripetendo 
la prova 20 volte, risulta variare in modo aleatorio; l' istogramma dei tempi ha 
parametri mt = 5.35 ed se = 0.05 s. Determinare la velocità e commentare. 

11.11. L'energia dei fotoni provenienti da una transizione atomica viene trasfor
mata in impulsi elettrici, la cui tensione di picco viene misut·ata con un analizzatore 
multicanale. La riga spettrale appare sul display con un profilo gaussiano di cr ::::: 20 
canali. Tarando l'apparato con un generatore dl impulsi elettrici dl tensione rigoro
samente costante, si ottiene sull'analizzatore una curva gaussiana di ero::::::: 5 canali, 
che rappresenta la dispersione introdotta dalla misura.. Determinare la larghezza 
effettiva Cl,. della riga. 
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Simbolo 
JR, JRl 
r 
X,Y,Z, . . . 
x,y,z, . . . 
x 

x 
x 

iQ, ;!;. 

(X) ,E[X) 
!J,x 

Var[X] 
ai 
a[X] 
IYx 

Cov[X, Y] 
IYxy 

M 
m, (x) 
52 
s2 

s 
s 

Sxy, s(x, y) 
p(x,y) 
r(x,y) 

Significato 
numeri reali 
n-ple reali 
variabili aleatorie prima di una prova 
valo're assunto dalle variabili dopo una prova 
campione casuale di dimensione n di X: 
X= (X1, X2 , ... Xn) 
vettore di m variabili aleatorie: X = (X1, X2 , . .. Xm) 
campione casuale di dimensione n· di X: 
X= (X l, X 2, ... X n) 
osservazione di un campione casuale 
operatore media o valore atteso di X 
valore dell'operatore (X) 
operatore varianza di X 
valore dell'operatore Var[X] 
deviazione standard di X: ..;r=-v=-a--=r[=-=-x=] =::; 17 [X] 
valore dell'operatore IY[X) 
operatore covarianza di X e Y 
valore dell'operatore Cov[X, Y] 
media campionaria 
valore di M dopo una prova 
varianza campionaria 
valore di S2 dopo una prova 
deviazione standard campionaria 
valore della deviazione standard stimata dopo una prova 
o errore statistico (a volte detto scarto quadratico medio) 
valore di Cov[X, Y] dopo una prova 
valore vero del coefficiente di correlazione 
valore campionario del coefficiente di correlazione 
approssimativamente uguale 
distribuito come 
implica 
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Simbolo 
Px(x) 
Fx(x) 
f(x) 
!(-) 
N(p,, a-2) 
g(x;p,,o-) 
<P( x) 
t a 
U(a, b) 
x2(v) 
Q(v) 
x2 
x~ 
Xk(v) 
QR(v) 
Xk 

2 X n(> 
L(O; ~) 
é 
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Significato 
funzione di densità di probabilità di X 
funzione cumulativa o di ripartizione di X 
espressione matematica contenente x 
forma funzionale di una variabile 
distribuzione normale di parametri p, e o
funzione densità di X ,...., N (p,, a-2) 
funzione cumulativa di X"" N(p,, a-2) 
quantile della densità di Gauss o di Student 
distribuzione uniforme in [a, bJ 
distribuzione chi-quadrato (o chi-quadro) con T/ gradi di libertà 
variabile distribuita come x2 (v) 
valori assunti da Q (v) dopo una prova 
quantile della densità di x2 

distribuzione chi-quadrato ridotto con v gradi di libertà 
variabile distribuita come :d(v); QR(v) = Q(v)jv 
valori assunti da QR(v) dopo lilla prova 
quantile della densità di Xk · 
funzione di verosimiglianza 
stima puntuale di massima verosimiglianza (ML) 
o dei minimi quadrati (LS) del parametro O. 



Appendice B. Funzioni generatrici 

In questa appendice accenniamo brevemente ad uno dei metodi di analisi più 
importanti del calcolo delle probabilità, il metodo delle funzioni generatrici, 
che consente di risolvere in modo sintetico ed elegante molti problemi, senza 
ricorrere a complicate somme od integrazioni. 

n metodo associa alla variabile aleatoria X una nuova variabile, definita 
dalla funzione etx, dove t è una variabile reale che non ha un particolare 
significato statistico. ll valor medio ( etX) è una funzione G x (t) che pren
de il nome di funzione generatrice dei momenti o Mgf (Moment genemting 
function): 

variabili discrete 
(B.l) 

variabili continue 

Per t = O la somma e l'integrale sono ovviamente sempre convergenti. Per 
t ::f O le (B.l) possono non risultare convergenti. Qui tratteremo alcuni casi, 
relativi alle distribuzioni più importanti, in cui si ha la convergenza per valori 
Jtj < M, dove M è un numero positivo arbitrario. Per variabili continue la 
fm1zione generatrice, a meno di un segno nell'esponente che compare nella 
seconda delle (B.l), è la trasformata di Laplace della densità di X. 

Sviluppando in serie G x e sfruttando le proprietà di linearità della media 
si ha 

t2 t3 
Gx (t)= l+ t (X)+ 2" (X2

) + 6" (X3
) + ... (B.2) 

e quindi l'importante relazione: 

(Xn} = d:~x lo = G~) (O) ' (B.3) 

che lega la derivata n-esima di G calcolata nell'origine al momento di ordine 
n di X . 

Risolvendo gli integrali o le somme della (B.l), si possono ottenere abba
stanza facilmente le funzioni generatrici delle distribuzioni di probabilità piìt 
importanti. Alcune di queste sono riportate in Tab. B.l. 

L'importanza della funzione generatrice sta nella proprietà seguente: se 
y =xl + x2 e le variabili aleatorie xl e x2 sono indipendenti, dalla (4.9) 
di pagina 113 segue che la Mgf di Y 
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Gy(t) = ( et(X,+X2)) = (éXt) (éXz) = G X t (t)G Xz (t) , (B.4) 

è il prodotto delle Mgf di X1 e X2. 

Tabella B .l. Funzioni generatrici (Mgf) di alcune distribuzioni di probabilità 

densità funzione generatrice G x (t) 
binomiale b(x; n, p) [pe +(l- p)t 
poissoniana p( x; JL) exp[JL(et- l)] 
esponenziale e( x;>.) >.j(>.- t) , t < >. 
gaussiana g(x; f.L , u) exp (f-Lt + u2t 2 /2) 
chi-quadrato x2(v) (1- 2t) - v/Z 

Utilizzando la Mgf, si può dimostrare facilmente il teorema Limite Cen
trale (3.1) di pagina 82 per una somma di n variabili Xi indipendenti aventi 
tutte la stessa densità di parametri JL e u. Infatti, se 

Y = I:iXdn- JL = _1 :Ei(Xi- JL) = _1 L:z; xi- JL (B ) Vn ~ ~ . , Zi = -- , .5 u/ n vn u v n . u 
t . 

dalla (B.4) si ottiene: 

Gy(t) = 

= [1 + :n (Z) + ( :nr <~:> + ( :nr <~:) + r (Jl.6) 

Dato che (Z) =O e (Z2 ) = l , passando al limite si trova il risultato 

( 
1 t2)n 2 

lim Gy(t) = lim l+ --
2 

= é 12 , 
n~oo n~oo n 

(B.7) 

che mostra come, per n grande, la Mg;f di Y tenda a quella di una densità 
gaussiana standard (si veda la Tab. B.l). 

Dimostriamo anche, facendo uso della Mgf, il teorema di addit ività (3.4) 
delle variabili x2 di pagina 94. Se 

Y = Q(vl) + Q(v2) (B.8) 

e Q(vt) "'x2(vl), Q(v2),...., x2(v2) sono indipendenti, allora Gv1 (t)Gv2 (t) = 
Gy(t) e quindi 

Gy(t) = (l - 2t)-(vt+v2 )/
2 ==} y ,...., x2 (vs) Vs = 1/1 + 1/2 (B.9) 

dalla Tab. B. l. Se invece Q(v1),...., x2(v1) e Q(v2),...., x2(v2), è facile mostrare, 
invertendo la (B.4), che se Y e Q(v2) sono indipendenti, vale la proprietà: 

Q(v1) = Y + Q(v2) ==? Y,...., x2(vl- v2) . (B.lO) 
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Capitolo l. 

1.1. Se C è il cambio di porta, A l'auto dietro la prima porta scelta e C e 
A gli event i complementari, dalla partizione dell 'evento certo si ha: P(C) = 
P(ClA)P(A) + P(CJA)P(A) = O -1/3 + l· 2/3 = 2/3, P( C)== P(CIA)P(A) + 
P(CIA)P(A) = l ·1/3 +O· 2/3 = 1/3. Conviene cambiare porta. 

1.2. Dalla (1.30) si ricava che il numero di possibili partite è (4!-53!)/(13!)4 ~ 
1.287·1030

. Poiché il numero di partite giocate è~ 5.475·1014 , P~ 4.25·10- 16 . 

1.3. P = pl[l - (l - pz)(l - P3)] = 0.776 

1.4. a) Gli elementi l e 2 sono in parallelo, in seri~ col parallelo degli elementi 
3 e 4. b) P = [l- (l- p)2

)
2 = 0.922. 

1.5. p = l - (5/6)3 = 0.421. 

1.6. a)P = l - 7/10 = 0.30; b) P= l - 120/720 = 0.83. 

l. 7. Delineiamo la non semplice soluzione: si può immaginare l'arrivo di uno 
dei due amici come un punto x o y localizzato a caso entro un intervallo lungo 
60 minuti. X e Y non si incontrano se accade l'evento {X fl. [y, y + 12), Y fl. 
[x, x+ lO}}. Quincli P = l- ( 48/60)(50/60) = l - 2/3 = 1/3. 

1.8. Dalla formula delle probabilità totali: P(T) = 0.14. Dal teorema di 
Bayes: P(BIT) = 0.678. Si può usru·e anche il metodo grafico di Fig. 1.6. 

1.9. P{X ~ Y} = 1/2. Infatti, è ragionevole assumere la probabilità. come 
il rapporto tra l'area sopra la cliagonale e l'area totale di un quadrato di lato 
unitario. 

1.10. Con ovvia notazione: 

P(A)P(DIA) + P(B)P(DJB) + P(C)P(DJC) = 0.165--+ 16.5% 

1.11. P{C ~ RIC ~ 150, R ~ 155}P{C .~ 150, R ~ 155} = (1/2)(5/15)(5/20) 
= 0.0417. 

1.12. Si ottiene P(Ht) ~ P(Hz) ~O, P(H3) = 0.03, P(H4) = 0.22, P(Hs) = 
0.47, P(H6) = 0.28. Confrontate i risultati con quelli della tab 1.2. 

1.13. Dalla (1.38), se Vn è l'evento in cui l'amico vince n volte conse
cutive (Vi := V), definendo le ipotesi B =baro e O =onesto, assumendo 
P(B) = P(O) = 0.5, e P(VJO) = 0.5, P(VIB) = l, si ottiene la formula 
ricorsiva: P(BJVn) = P(BJVn- 1)/[P(BJVn- t) + 0.5(1- P(BjV.,-t ))]. Si ottie
ne P (B!Vs) = 0.97, P(BjV10) == 0.999, P(BIVts) = 0.99997. Verificate come 
cambiano i risultati cambiando P(B) e P( O). 
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Capitolo 2. 

2.1. b(2; 3, 1/6) = 5/72. 

2.2. Il numero di casi favorevoli è 10!/(3!7!) = 120, quello dei casi possibili 
210 

=: 1024. La probabilità vale 720/1024 = 0.117, in accordo con la densità 
binomiale. 

2.3. Dalla densità binomiale: l - b(O; 10, 0.1) - b(1 ; 10, 0.1) - b(2; 10, 0.1) = 
0.0702, pari a circa il 7%. 

2.4. (X+ Y} =(X} + (Y}= 100 000 · 18/37 +O· 19/37 + 360 000 · 1/37 +O · 
36/37 =58 378. Se si immagina un insieme molto grande (al limite infinito) di 
N giocatori, ognuno con un capitale iniziale di 60 000 lire, dopo una puntata 
il capitale medio di questo insieme sarà sceso a 58 378 lire, con un guadagno 
medio per giocatore a favore del banco di 1622 lire. 

2.5. (X} = 6, cr[XJ = 2.83, (Y} = 13, O"[YJ = 5.66. 

2.6. 
r l O l 2 3 

126/720 378/720 210/720 

Si noti che la densità è normalizzata. (R) = 0.9, O"[RJ = 0.7. 

2.7. p(x) = 2x, F(x) = x 2
, (X)= 2/3, O'[X) = 1/{3V'i.). 

2.8. F(xo.2s) = x~.25 = 0.25, da cui xo.2s = 0.5. La probabilità. di osservare 
valori $ 0.5 è pari al 25%. 

2.9. Il viaggio dura 6 ore, 4 in andata e 2 al ritorno. Se si considera la velocità 
V come una variabile a due valori, si ha: (V) = 25·4/6 +50·2/6 = 200/6 = 33.3 
Km/b. Si noti che il risultato (V} = (50+ 25)/2 = 37.5 Km/h è errato. 

2 .10. Le prove sono 1000 (invece che 100) e i valori dello spettro sono due 
x = O, l (testa o croce, appunto, invece degli 11 valori x = 0, 1, ... 10). Dalla 
Ta.b. 2.2, sommando i prodotti della prima colonna per la seconda (O· O+ l · 
O+ 2 · 5 + 3 · 13 + ... ),otteniamo 521 teste, e, ovviamente, 479 croci, a fronte 
di un valore atteso di 1000 · b(l, 0.5, O) = 1000 · b(l, 0.5,1) = 1000 · 0.5 = 500. 

Capitolo 3 . 

3.1. E,. P{Y ~XIX= x}P{X =x}--+ f0
1(1 - x}dx = 1/2. 

3.2. La densità. di X è binomiale (gaussiana), quindi (X} = 500 · 0.5 = 250, 
O"[X) = v'500 · 0.25 = 11.18. Vale la legge 3-sigma. 

3.3. Dopo n passi, il percorso X ha uno spettro X = n, n- 2, ... , - n di 
valori discreti che differiscono tra loro di 2 unità. La variabile Y = (X+ n)/2 
è allora binomiale e assume valori interi nell'intervallo [0, n]. Si ha quindi: 
(Y) =: ((X}+ n)/2 = np = n/2 e Var[Y) = Var[X)/4 = np(1- p) = 125. 
Risulta allora: (X) = O e O"[X] = 2v'125 = 22.36. Vale la legge 3-sigma. 

3.4. a) 0.01576; b) 0.016. 

3.5. p, = 200 · 0.2 = 40, O' = v'200 · 0.2 · 0.8 = 5.66. Utilizzando l'ap
prossimazione gaussiana e la Tab. D.l si ha P {-l. 77 < t < l. 77} = 
0.923. 
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3.6. 

p(y)= ~ exp[-21?.(ln y-JJ)2], y>O. 
v 21ray a· 

Basta notare che lnY è gaussiana e tenere presente che d lny = dyjy. Una 
distribuzione avente questa densità è detta logonot·male. 

3 .7. FWHM=2.355 a . 

3.8. a) 0.0695 ~ 7% ; b) 0.7165 ~ 70%, indipendentemente dagli 8 mesi 
precedenti. 

3.9. x_2 jv = 7/10 = O. 7, corrispondente ad una probabilità (livello di 
significatività) ~ 28%, dalla Tab. D.3. 

3.10. (8500 - 8100)/v's500 = 4.34. La riduzione è significativa. 

3.11. l - exp( -100 · 0.001) = 0.0952 ~ 9.5%. 

3.12. Dalla densità di Poisson: P{X ==O} = exp(-10/2) = 0.0067. La pro
babilità di sbagliarsi è allora ~ 7%. 

3.13. Se {X1 + X2 = n} è la somma dei conteggi registrati in intervalli di 
tempo disgiunti, utilizzando la formula del binomio di Newton si di~ostra 
facilmente che P{X1 + Xz =n}= I \[P {XI = k}P{Xz =n - k}] quando le 
probabilità sono calcolate con la densità di Poisson (3.47) . 

3.14. [-0.675, 0.675], interpolando linearmente dalla Tab. D.l. 

3.15. Dalla tabella D.l si ottiene interpolando: P{ t> 0.806} = 0.21 e P{ t> 
1.55} = 0.06: Dalle relazioni (4.41- J-L)/a = 0.806 e (6.66- J-L)/a = 1.55 si 
ottiene poi JJ == 2 e a = 3. Potete fare anche qualche verifica numerica con la 
funzione cdfnor di SCILAB. 

3.16. Assumendo l'ora come unità di misura, >..t= 100/120 == 0.8333 e quindi, 
dalla distribuzione di Poisson: p(4) = (>..t) 4 exp(->..t)/4! = 0.00873. ll tempo in 
ore è dato da 1/0.00873= 114.5 ore pari a 4.77 ~ 5 giorni. 

3.17. La funzione cumulativa è F(x) = g(2x - 2)dx = x2
- 2x +l. Dal 

teorema 3.5, X 2
- 2X + l = R doveR"' U(O, l). L'equazione di secondo grado, 

per l :5 x :5 2, fornisce la soluzione X = l + .JR. Per generare X secondo la 
densità assegnata basta l'istruzione X = 1 + .JRandom dove O :5Random:5 l ha 
una distribuzione ltniforme. 

Capitolo 4. 

4 .1. p(x,y)dxdy = P{x :5 X :5 x+ dx,y :5 Y :5 y+ dy} = dxdy/(ab) per 
O :5 x :5 a, O :5 y :5 b, p( x, y) =O altrimenti. 

4 .2. a) (X1 - f.'t)
2 /af = 2.71; b) L:~= l (X; - JJ;)2 fai = 4.61; c) L:~= l (X;-

p,;)2/al = 6.25. I valori si ricavano dalla Tab. D.4 di pagina 484. 

4.3. L'uguaglianza è valida, in base al teorema 4.1 ed alle (4.14, 4.16). 

4 .4 . Si tracciano le tangenti come in Fig. 4.5 e si individuano i punti di 
intersezione (x2, y2) e (x1, y1) . Dalla (4.55) si ha poi (a~j<Jy) (y2- y1)j(x2-
X1) = p. 
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4.5. Cov(Z, U] = (ZU}- (Z} (U} = ((aX + b)(cY +d)} - (a (X) + b)(c (Y) + 
d) = ac((XY} - (X) (Y}). Dato che u[Z] = au[X] e u[U] = cu[Y], si ha 
p[Z,U] = ((XY)- (X} (Y})/(u(X)u(Y]) = p(X, Y]. 

4.6. Basta rifarsi alla ( 4.77) cambiando i limiti: P{X ~ 180, Y ;::: 170} = 
(0.5- E(0.625)) · (0.5 - E(0.833)] = 0.266 · 0.202 = 0.0537 ~ 5.4%. I valori della 
funzione E( ... ) si ricavano dalla Tab. D.l. 

4.1. Occorrerebbe integrare per via numerica la ( 4.40) nella regione X E 
[180, +oo), Y E (170, +oo). Si noti anche che l'ellisse di concentrazione non 
fornisce in questo caso la soluzione giusta. Per una soluzione col metodo Monte 
Carlo si veda anche il problema 7.11 a pagina 284. 

4.8. La densità p xv è data dalla tabella 

Tx,y) PXY \x,y) PXY (x,y) PXY 
(1,1) 4/36 -(3, l) 17_36 (5, ~~ 1(36 
(1, 3) 1/36 (3,3) 4/36 (5, 3) 1/36 
(1, 5) 1/36 (3, 5) 1/36 (5, 5) 4/36 

(2, l) 1/36 (4, 1) 1/36 (6,1) 1/36 
(2, 2) 3/36 (4,3) 1/36 (6,3) 1/36 
(2,3) 1/36 (4,4) 3/36 (6,5) 1/36 
(2,5) 1/36 (4, 5) 1/36 (6, 6) 3/36 

Le densità marginali px e py valgono: 

\x,y) l 2 3 4 5 6 
P X 1/6 1/6 1/6 1/6 1(6 11_6 
py 1/4 1/12 1/4 1/12 1/4 1/12 

da cui risulta che la variabile X, corrispondente al primo dado, è uniformemente 
distribuita, mentre la Y, che è correlata alla X, ha una densità diversa. Dalle 
( 4.17, 4.18) è possibile ricavare i valori delle medie e delle deviazioni standard: 
/.Lx = 3.5, /.Lv = 3.25, u, = l. 708, Cfy = l. 726. Calcolando infine la covarianza 
tramite la ( 4.21) e i valori della tabella di pxy, otteniamo il valore 0'-..y = 1.458. 

Capitolo 5. 

5.1. Fz(z) = P{-lnX:::; z} = P{X ~ e- •} =l - e-•, da cui dF/dz = 
pz(z) = e-•, z;::: O. 

5.2. Per x ~ O c'è una sola radice x == vz. Si ottiene pertanto: pz(z) = 
2c1- Vz)/C2vz) = 1/vz - 1, o< z:::; 1. 

5.3. Definendo la variabile ausiliaria W = Y, si ha X = ZW e Y = W; 
le derivate &/;1 /&Z =W, af;1 /8W = z, 8f21 /&Z =O, af21 /&W =l, 
permettono di calcolare la jacobiano IJI = IWI. n risultato è quindi pz = 
I lwlpxv(zw, w) dw. 

5.4. Dalla (5.32) si hapz(z) = I~::py(z-x)px(x) dx, con x;::: O, (z-x);::: 
O, da cui pz(z) =Io" py(z- x)px(x) dx = zexp[-z] . 

5.5. Si deve estendere per induzione la procedura del problema precedente e 
si trova la distribuzione di Erlang o gamma r (n, >.), avente densità: ek:(t) = 
.À(.Àt)n- le- >-t /(n- 1)!. 



Appendice C. Soluzioni dei problemi 467 

5.6. Valgono le condizioni O :5 Z :5 l , W 2: O, e le funzioni inverse sono: 
X = ZW e Y = W(l - Z). Lo jacobiano vale IJI = IWI = W e la densità 
cercaLa è: pzw(z,w)dzdw = weJ~:p[-w]dz dw. In base al teorema4.1, Z e W 
sono indipendenti e Z è ur•a variabile uniforme. 

5. 7. Dalla (5.27), teuendo presente che z = f(x, y) = xy, f- 1 (z, y) = 
z/y, af-1 /az= l /y e che nel rapporto x= zfy si deve avere y 2: z per assicu-

rare i limiti O :5 x :5 l, otteniamo: pz(z) = fz1 (l/y) dy = - ln z , O :5 z::; l. 
Dall'integrale notevole J zn ln z dz ==In z zn+l /(n+ l) -zn H /(n+ l? si ottiene 

poi facilmente {Z) = 1/4 = 0.25 e Var[Z] = (Z2) - {Z)2 = (1/9) - (1/16) := 
0.049. 

5.8. Se T 1 e T2 sono i tempi di guasto, il sistema cessa di funzionare ad un tem
po T= T1 +T2. La densità. di ~robabilità. è quindi data dalla convoluzione delle 
due densità. Si ha pertanto À J exp[-À(t- u)] exp(-Àu) du = À2texp( - Àt), 
che~ la densità gamma (3.55). Il tempo medio di vita del sistema è (T)= 2/À
Si confronti il risultato con quello dell 'esercizio 4.1. 

5 .9 . Caso a): {Zt) = O, {Z2) = O, Var[Z1) = 13 e, dalla. (5.69), Var[Z2] = l. 
Si noti che in approssimazione lineare si avrebbe, dalla (5.66), Var[Z2} = O. 
Utilizzando il metodo della (5.84) si ottiene facilmente Cov[Zt, Z2] = O. La 
covarianza e il coefficiente di correlazione lineare sono nulli, pur esistendo una 
relazione di dipendenza tra le va.riabilì. Caso b): {Z1) = 5, {Z2) = l , Var[Zd = 
13, Var[Z2} = 3, Cov[Z1, Z2] = 5, p[Z1, Z2] = 0.8 .. 

5.10. Dato che X e Y sono gaussiane, in base all'esercizio 5.3lo è anche Y - X. 
Dalla (5.66) risulta. u{Y - X} = J0.0202 + 0.0202 == 0.0283. Utilizzando il me
todo della. variabile standard otteniamo i valori lt = (0.050- 0.100)/0.0283 = 
- 1.768, h= (0.150-0.100)/0.0283 == 1.768, corrispondenti ad un intervallo di 
probabilità di P{0.050 ::; (Y - X) ::; 0.150} = 2 · 0.4614 = 0.923, interpolando 
dalla. Tab. D.l. La percentuale richiesta è pertanto: l - 0.923 = 0.077 := 7.7%. 

5.11. In base all'esercizio 5.4, la densità del numero totale di veicoli è pois
sonia.na di media J.L + À. Dalla densità. binomiale si ha poi: P(k) = n!/[k!(n 
k!)J[J.L/(J.L + À)Jk [À/(J.L + À)]<n k) 

Capitolo 6. 

6 .1. a) 13::; R :5 120, b) 26 $ R $ 133, c) 17::; R::; 116. 

6 .2. La soluzione è il valore J.L che soddisfa J.L - 1.28fo- 20 =O con 1-' > 20, 
quindi 1-' == 26.6. 

6.3. Il valore atteso dello scarto quadratico medio (deviazione standard) 
coincide col valore vero: {S) = 12 Kg. Si ha. invece: u(S) := u / J2N == 0.6 
I< g. 

6.4. Dalla relazione Np = 215 ± j215(1 - 0.2) = 215 ± 13 segue N = 
215/0.2 ± 1.65 · 13/0.2 == 1075 ± 108, CL= 90%. 

6 .5. Il risultato segue dal teorema 6.1, dato che la varianza campionaria S2 

è funzione dello scarto, e dal teorema 4.3. Si può anche mostrare direttamente 
che Cov[M, (X; - M)]= (X?) /N- (M2) == u 2 /N- u2 /N= O, poiché in un 
campione casuale le estrazioni sono indipendenti: (X;X;) =O se i:/= j. 

6.6. a) 9.8 ± 0.2; b) (x- 245)/5 := 1.645, da cui x= 253.2, pari ad un limite 
superiore di 10.13 per la media. Si puoò anche scrivere (/-' - 9.8)/0.2 := 1.645 
da cui 1-' < 10.13, CL = 95%. 
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6.7. Occorre applicare la (6.99), con s1 = s2 = 0.05Vl0 = 0.16. Risulta 
ts = 2.12 con 18 gradi di libertà, corrispondente, dalla Tab. D.2, ad un SL 
osservato (p-value) ::::: 2.5%. Questo valore piuttosto piccolo autorizza a nutrire 
qualche dubbio sulla omogeneità delle due macchine, che andrebbero tenute 
sotto controllo. Confrontare il risultato col test gaussiano delle medie. 

6.8. Supponendo che le differenze siano dovute al caso (ipotesi nulla), le 
(6.126, 6.127) forniscono il valore xi~(1) = 0.993, corrispondente, interpolando 
dalla Tab. D.3, ad un SL::::: 34%. Non è lecito scartare l'ipotesi, quindi non si 
può affermare che il farmaco è efficace. 

6.9. Si applica la. (6.115), dove Np; = 100m"'' exp[-m]/x; ! ed m = 4.58 
è il valore della media campionaria ricavata dai dati. Occorre raggruppare i 
primi due e gli ultimi tre canali, per avere Np; > 5. Si trova x2 = 2.925 con 
6 gradi di libertà, pari a xJt(6) = 0.49. Interpolando da Tab. D.3 si trova 
P{QR ~ 0.49} ::::: 0.82, pari a un p-value di 2(1- 0.82) ::::: 0.36. Risulta che 
in media arrivano 4.6 autobus in 5 minuti e che i dati sono compatibili con la 
distribuzione di Poisson, perché se scartiamo questa. ipotesi abbiamo un' alta 
probabilità (36%) di sbagliare. 

6.1o. x2 (1) = (356- 375)2 /375 + (144- 125)2 /125 = 3.85. P{Q > 3.85} < 
0.05 da Tab. D.3. Il modello è quindi rifiutato. 

6.11. a) Il metodo non parametrico delle tabelle di contingenza fornisçe, con 
5 gradi di libertà, Xk = X2 (5)/5 = 0.84/5 ::::: 0.2,· P{QR ~ Xk} ::::: 0.96 dalla 
Tab. D.3. n test di compatibilità è superato, ma i dati vanno guardati con 
sospetto, per via del x2 troppo piccolo. b) Applicando la (6.115) con Np;. = 100 
per tutti i 12 canali, si ottiene x2 = 2.52. Ogni dado contribuisce con 5 gradi di 
libertà., per cui Xk(lO) = 2.52/10 = 0.252, P{QR ~ Xk}::::: 0.99. Se affermiamo 
che i dadi o i lanci sono truccati, abbiamo una probabilità di sbagliarci ~ l %. In 
effetti, con 100 eventi attesi per canale, le flutt uazioni statistiche a lu valgono 
::::: 100 ± .Jf50 = 100 ± 10, e i 12 valori osservati sono tutti entro lu. È quindi 
ragionevole scartare l'ipotesi, perchè i dati "flu ttuano troppo poco". 

6.12. p E [- 0.013, 0.305]. Dalla formula approssimata (6.139) si ottiene p E 
[-0.011, 0.311]. 

6.13. Dal test della differenza si ottiene t = (60- 33J/v60 + 33 = 2.8, da 
cui, in approsimazione gaussiana, P{T > 2.8} = 2.610- . 

Capitolo 7. 1 

7.1. No. 

7.2. Il valore vero della probabilità è 2/3. 

7.3. Occorre generare due variabili uniformi X = 60 * rndm, Y = 60 * rndrn 
e contare il numero di volte che -10 < X- Y < 12. Il risultato deve essere 
statisticamente compatibile col valore di 1/3. -

7.4. n risultato esatto, che si può ricavare con considerazioni geometriche non 
banali, è: l - 3v'3/(47r) = 0.586503. Utilizzando il metodo del problema 7.9 
abbiamo ottenuto una frazione di coppie pari a 3 614 289/6164195, corrispon
dente a una probabilità di 0.58634 ± 0.00020. 

1 I valori che il lettore ottiene con codici di simulazione devono essere statistica
mente compatibili con le soluzioni qui riportate. La compatibilità va ve1"ijicata 
con i test statistici descritti in particolare nei paragrafi 6.12, 6.14 e 6.15. 



Appendice C. Soluzioni dei problemi 469 

7.5. La massima efficienza di generazione (::: 78%) viene ot tenuta in corri
spondenza del minimo valore di k che soddisfa la relazione ke"' ;?: p( x) V x ;?: O, 
che è verificata per k ;?: ..j2efii. Per ottenere una variabile Z"' N(O, l) è ne
cessario utilizzru:e un nuovo numero ç e porre z = - x se O $ ç $ 0.5; z = x se 
0.5 < ç $ l. In alternativa, si può anche utilizzare il metodo descritto in (59]. 

7 .6. Si esegue un ciclo di n= 5 tentativi in cui si ottiene la frequenza f = xjn, 
dove x è il numero di volte che si verifica la condizione O $ rndm $ 0.25. Si 
incrementano di l i contatori t 1, t2, ta quando p è contenuto nell'intervallo della 
6.21 , calcolato col valore trovato per f e con t= l, 2, 3 rispettivamente. Questo 
ciclo va ripetuto per un numero grande N di volte e i valori fmali di tl/N, 
t2/ N e t3 jN forniscono i livelli cercati. Con N = 10 000 abbiamo ottenuto: 
t 1 = 6570, t2 = 9852, t3 = 9994. Calcolate le frequenze risultanti col relativo 
errore e confrontatele con i livelli <li probabilità della legge 3-sigma. 

7. 7. Per variabili uniformi I.L = 0.5 e la media campionaria ba incertezza 
!7 = 1/Vl2N. Se N= 12 si ottiene il valore standard t = "2:~!1 çi- 6. Questo 
algoritmo è usato dalla routine Gauss l presente sul nostro sito. 

7.8. Y = pX + VI=/)2Yn, dove X e YR sono variabili standard generate 
con la routine gauss2 (0 ,1). 

7.9. Si estraggono a caso in modo uniforme - R $X$ R, -R $ Y $ R, e si 
accettano le coordinate quando .../X2 + Y2 $R. 

7.10. L'istogramma proviene da una popolazione di densità pz(z ) = ,.( l~z2 ) , 
detta di Cauchy, che non possiede media ed ha varianza infmita. 

7.11. Bisogna generare due variabili gaussiane di media, deviazione standard 
e correlazione assegnata: X = 8 · 91 + 175, Y = (p· 91 + /1- p2 · 92) · 6 + 165, 
dove 91 e 92 sono valori normali standard dati dalle routine gauss o gauss2. 
Si trova poi, tra le coppie generate, la percentuale di quelle in cui X ;?: 180 e 
Y ;?: 170. Con 10 milioni d.i coppie abbiamo ottenuto (10.71 ± 0.01)%. 

7.12. I risultati devono essere compatibili con la soluzione 5.9 di pagina 467. 

7.13. Si generano due numeri x= 6 e cp = 2r.6. Si registra il numero n di 
successi x+ cos(cp) < O oppure x+ cos(cp) > l su un totale di N tentativi. La 
stima di r. è 2N/n ± (2Njn2 )Jn(l - n/N). Si veda la routine Bilf:fpn . 

7 .14. Una possibile soluzione è la nostra routine . Asimm . Si ricordi che l'errore 
sulla deviazione standard di N e eventi vale::: ujV2Ft; (capitolo 6). 

7.15. P{r" > O} ::: 6% (r = coefficiente di correlazione campionario). n 
modello (anche se per poco) va rifiutato 

Capit olo 8 . 

8 .1. Una soluzione è il nostro codice S~arÙ , che genera n = 100 valori 
gaussiani e calcola la differenza 6. = Xmax - X mi n tra il valore massimo e 
minimo. Il procedimento viene ripetuto un numero N molto grande di volte 
per ottenere, alla fine del ciclo, l'istogramma della variabile 6.. Appare un 
istogra.mma asimmetrico, proveniente da tma popolazione di densità di forma 
analitica non nota. Con N = 50 000, abbiamo ottenuto, per n = 100, un 
campione di media e deviazione sta.nd.ard m = 2.508 ± 0.001, s = 0.302 ± 0.001. 
Dallo studio grafico dell'istogramma abbiamo poi determinato il valore quantile 
Llo.99 = 3.32. n controllo deve scartare il lotto quando 6. > 3.32. Si noti che il 
metodo è insensibile allo spostamento della media (X}. 
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8.2. Si estraggono a caso i 5 tempi con legge esponenziale e si determinano 
m1 = min(h,t3,ts), m2 = min(t2,ta,t4), m3 = min(h,t4), m4 = min(t2,ts). 
La macchina si ferma dopo un tempo t = max(m.l,m.2,m.3,m.4). Ripetendo il 
ciclo 10 000 volte abbiamo ottenuto un istogramma asimmetrico di parametri 
m= 2.52 ± 0.02 es= 1.70 ± 0.01 giorni. L'istogramma contiene nell 'inteTvallo 
m.± s il 73% circa dei tempi di funzionamento. 

8.3. Occorre modificare la ftmzione Funint della routine MCinteg e porre 
Mode3=0 per escludere il campionamento ad importanza. L'estremo superiore 
x è la variabile i2 che va modificata al valore voluto. La soluzione è la routine 
I'J.!c~n.;1!-e.i1 del nostro sito. 

8 .4. Il valore esatto di I, calcolabile analiticamente, è I = 2log 2 - l = 
0.38629 .... Per N = 1000, con il metodo della media si ottiene q ~ 6.25 · 
10- 3 ; con il metodo "vinci o perdi" q ~ 1.1 · 10- 2 ; con il campionamento 
ad importanza (scegliendo g(x) = x) q ::::: l · 10- 3 ; con il campionamento 
stratifìcato (k = 20 st1·ati) q ::::: 0.3 · 10- 3 

8.5. Il risultato deve essere statisticamente compatibile con il valore I = 8. 
Con il metodo della media ed N = 1000 abbiamo ottenuto, ad esempio, l = 
8.01±0.13. Con il metodo "vinci o perdi" e delimitando la funzione da integrare 
entro l' iper-parallelepipedo definito dalle condizioni -1 ::::; X1,x2 , X3 ::::; l, O$ 
y ::::; 3, abbiamo invece ottenuto (sempre con N = 1000) I = 7.89 ± 0.36. 

8.6. L'equazione r!!:Ppresenta una ellisse con centro nell'origine e semiassi lun
go x e y di valore v2 e l rispettivamente. Il rettangolo che circoscrive l'ellisse 
ha un 'area A = 4-/2. Occorre scrivere un codice che estragga a caso un punto 
entro il rettangolo e lo accetti se x 2 /2 + y2 $ l. Il rapporto tra i punti accettati 
Ns e quelli generati N fornisce l'area dell'ellisse con errore secondo le (8.35, 
8.36). Col programma EÙ.is s e e 100 000 punt i abbiamo ottenuto un'area pari 
a 4.433 ± 0.007. 

8. 7. Le prove possono essere fatte con la nostra routine Metrop . Generando 
10000 variabili ed utilizzando le ultime 5000 abbiamo ottenuto m. = 0.029 ± 
0.018, s = 0.875 ± O.QlO con a = 2 e m = 0.017 ± 0.024, s = 1.002 ± 0.016 
con a = 3. Si vede che con a = 3 l'errore aumenta, ma la stima distorta di q 

viene corretta. r risultati non cambiano sostanzialmente con a > 3, ma sono 
necessarie sequenze più lunghe per stabilizzare il risultato. Il valore a = 3.2 
sembra ottimale. Con 5000 variabili standard ottenute con la routine granà 
abbiamo ottenuto m.= 0.023 ± 0.014, s = 0.994 ± 0.010, che è un risultato più 
accurato di quello otenuto con Metropolis con a= 3. 

8 .8 . Con riferimento alla figura, si deve scrivere un codice che estrae il punto 
di emissione con le formule x = -2 + 4{, y = -3 + 6ç e la direzione di volo 
come cosB = 1- 2ç, <P= 21rç. Si ha poi a= htgB, r = ..jx2 +y2, R = 
..j1·2 +aZ - 2ra cos </J. Se R è minore del raggio della finestra ~. la particella 
è contata dal rivelatore .. Se n è il numero di particelle contate su N generate, 
l'efficienza è data da e= n/N± ..jn(l- njN)jN. Con i dati del problema e la 
nostra routine De.te.Ctor abbiamo ottenuto c;= 0.059 ± 0.002. 

8.9 . Una possibile soluzione è la nostra routine Vo.nmi;es , che campiona 
uniformemente in - 1r $ x $ 1r. I valori di c sono introdotti da terminale. 

8.10. La soluzione dipende dalJa valutazione soggettiva del tracciato. Il lettore 
dovrebbe essere in grado di verificare che, per n troppo elevato, l'algoritmo non 
è affidabile nel predire il numero atteso d i atomi con spin l. 
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Cap itolo 9 . 

9.1. La probabilità eli estrarre una biglia nera vale 1/3 o 2/3. Dalla densità 
binomiale si ottiene la tabella: 

x - U x-1 

l b~x;4,p - 1(3) 16(81 32(81 
b(x; 4, p= 2/3) 1/81 8/81 

X-~ X-::l X-4 

24/81 ~(81 1(81 
24/81 32/81 16/81 

La stima ML eli p vale pertanto: p = 1/3 se O ~ x ~ l , p = 2/3 se 3 ~ x ~ 4. 
Se x = 2 la funzione di verosimiglianza (densità binomial.e) non ha massimo, 
pertanto lo stimatore ML non è definito in questo caso. 

9.2. l x-0 x-1 x-2 x-3~ 
l p 0.1 0.3 0.7 0.9 

9.3 . Xa è tale che J:~ p( x; P,, Q-) dx =a, dal teorema 9.2. 

9 .4. dl/d>.. = n/5..- I:, ti= O, da cui 1/5.. = :Bi t,jn =m. 

9.5. a) Dalla (1.32) eli pag. 25 risulta P( x; N)= A(x)[(N -n) !J2 /[N!(N - 2n+ 
x)!), dove A( x) contiene fattori indipendenti da N. Dato che P( x; N) ::::L( N), 
lo studio della ft:mzione per valori discreti di N mostra che &(N+ l) ~ L(N) 
finché N~ n2 /x-1. Il massimo di L(N) si ha quincÌi per N= 1+int(n2/x-1), 
dove int è la parte intera dell'argomento. Dai dati si ottiene N = 609. b) 
Utilizzando l'approssimazione eli Stirling e la (3.21) di pag. 73, si ottiene dl/dN 
= -dlnL(N)/dN = !n[N(N -2n+x)/(N -n?J, da cui N= n 2 /x = 608. Dato 
che N è una variabile discreta, il limite di Cramér-Rao non è utilizzabile. Anche 
con l'approssimazione di Stirling, supponendo N variabile continua, la (9.29) 
è eli difficile applicazione. Si può simulare il processo, generando da N = 600 
una serie di valori x e studiando l'istogramma degli N stimati. Ripetendo per 
5000 volte l'esperimento, si ottiene un istograrnma asimmetrico (con una lunga 
coda a destra) eli parametri m = 618 ± l, s = 80.0 e 0.8. Il valore massimo 
è ad N = 600. Nell'intervallo 608 ± 80 è contenuto il 72% dei valori. Una 
stima ragionevole è pertanto: N E 608 ± 80, CL= 72%. Dato che x ha densità 
binomiale, in approssimazione gaussiana (x> 10, n-x > lO) si può anche usare 
la (5.57) di pag. 161, che dà il risultato: Va.r[NJ = Var[n2 /x] ~ (n4 jx3 )[(1 -
xjn) + (2/x)(l-x/n)2] (si noti che il secondo termine è trascurabile). Si ottiene 
N E 608 ± 88, in buon accordo con la simulazione. 

9.6. La funzione di verosimiglianza di due prove vale L == p"'1 +:c2 (l -
p)2

-("' 1 +:c2 ) = L(p; S). S è sufficiente, P non lo è. Infatti, p può essere stimato 
solo dalla somma dei successi, non dal prodotto. 

9.7. 'fralasciando i fattori costanti, lnL = -(n/2)[lnu2 + s2/u2] , dove 
; 2 = s2 =w/n (la media è nota). Si noti che (s2

) = u 2 e che w è una statistica 
sufficiente. Calcolando la derivata prima e seconda di ln L si trova che l'infor
mazione attesa vale n/(8) = n/(2u ). Applicando i metodi a) e b) suggeriti, da 
[lln Ll/vn:IJ ~ta l e [ls2

- u 21/ j(ni )- 1] ~tal, dove t 0 è il quantile, si trova 
lo stesso risultato, identico alla 6.57 eli pagina 198. 



472 Appendice C. Soluzioni dei problemi 

9.8. Se w = I;; xl ed n = 6, il logaritmo della verosimiglianza che si ottiene 
dalla gaussiana con media nulla vale In L(u2

; w)= -(n/2) lnu2
- wj(2u2

) . Il 
massimo si ha per &2 :::w/n= 39.0/6 = 6.5, che rappresenta la stima ML di 
u 2 . Per applicare la (9.45) occorre ridefinire L, in modo che Llfln L(&2

; x)] =O. 
Si ha pertanto: L1[lnL(u2

; w)]::: +(n/2)[lnu2 +w/(nu2
)- (n/2)[1n(w/n) + 1]. 

Il valore OL = 95.4% si ha quando 2L1flnL(u2 ;x)} = 4. Lo studio numerico 
della funzione fornisce i valori: u 2 E [2.5, 27.1] = 6.5!~0·6 . 
Dato che la media è supposta nota, nella (6.66) i gradi di liberta di x1 sono 6. 
Interpolando da tab (D.3) si ottengono i valori: x~0 . 023(6) = 2.46 e X~o.9n(6) = 
0.20. L'intervallo di confidenza con OL = 95.4% vale: u 2 E (2.6, 32.6]. Questa 
stima è migliore della precedente, che vale solo asintoticamente. 
I dati dell'esercizio sono stati estratti da una gaussiana con u 2 = 9 

9.9. I due metodi forniscono numericamente lo stesso risultato: 17
2 E [8.0, 14.0]. 

Anche questi dati sono stati estratti da una gaussiana con u2 = 9. 

9.10. La stima per intervallo delle due medie vale: P,1 E 2.08±0.016 cm, p,z E 
2.05±0.011 cm. Le medie sono compatibili, perchè il test della differenza (6.96) 
dà un valore standard t = 1.58. La stima ML è la media pesata: P, = 2.0596. 
La stima per intervallo è data dalla (9.69): p, E 2.0596 ± 0.0091. 

9.11. Se la variabile aleatoria X rappresenta il numero di campioni negativi 
su un numero di N campioni esaminati fissato a priori, la funzione di verosi
miglianza è binomiale: L(p,; x) = N!/(x!(N- x)!][exp( -p,)]"' [l - exp( -~t)]N-.,, 
dove exp( - p,) è la probabilità poissoniana di non osservare eventi quando la 
media è p,. La stima ML di p, fornisce exp( - {t) = x/N, da cui P,= ln(N/x) = 
ln(50/5) = 2.3. Si confronti il risultato con la Tab. 6.2 di pag. 192 e con le 
(6.37). 

9.12. Occorre raggruppare gli ultimi 3 canali per avere n(t) ;::: 5: 10 tempi 
tra 14 e 20 secondi. I valori di probabilità attesi entro ogni canale Llt = (t t , t2) 
sono dati da Pi(B) = Pi(>.) = ftlt e(t) dt = exp( ->.t1)- exp( - >.tz). Utilizzando 
la (9.57) ed un proframma di .fit non lineare si ottiene: À E 0.337 ±0.011, :x:h = 
9.55/7 = 1.36. Il x va diviso per 7 gradi di li berta: 8 canali meno un parametro 
stimato (>.). D livello SL osservato è ~ 24%, interpolando dalla Tab. D.3. 
Utilizzando la (9.59) si ottiene invece: .>. E 0.339 ± 0.011, X~ ::: 10.32/7 = 1.47, 
SL ~ 19%. I dati sono stati campionati dalla densità esponenziale con>.= 1/3. 

9.13. Livello del test: a = P {X = l; Ho} = e. Potenza del test: l - {3 = 
1- P{X =O; H!}= P{X =l, H!}= l - e. 

9.14. Livello del test: a= P{Xt = l , Xz = l;Ho} + (l/2)P{Xt + X2 = 
l; Ho}= e. Potenza del test: 1-/3 = 1-P{Xt =O, Xz =O; Ht}- (l/2)P{Xt + 
Xz = l; H1} = 1- e. TI risultato è identico al test con una sola prova.. Tuttavia, 
conviene effettuare due prove se è possibile, perché nei casi estremi il livello 
di significatività osservato e la corrispondente potenza assumono valori più 
favorevoli. Ad esempio: a= P{X1 =l, Xz =l; Ho} = e2

, l - {3 = 1- P{X1 = 
O,Xt = O;Ht} = 1 - e2

. 

9.15. Dato che p = (0.050 - 0.029)/0.057 - 0.029) = 0.750, se S = 16 si 
estrae un numero O :=::; r andom :=::; l e si accetta l'ipotesi se 0.75 :=::; r andom :=::; l. 
In pratica si accetta un lotto su 4. 
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9.16. I livelli del test richiesti sono a = 0.01 e /3 = 0.05. a) Se Ào = 1/100, 
À1 = 1/110 e t,. = (L7 t;)/n è la media dei tempi osservati, dalle equazioni 
(tn -100)/(100/.Jri) = 2.326 e (t, -110)/(110/.Jri) = -1.645 si ricavano i va
lori n = 1710 e tn = 105.6. Occorre quindi sacrificro:e un campione di ben 1710 
sospensioni, calcolare la media dei tempi di guasto e accettare la dichiarazione 
del fornitore se la media supera 105.6 ore. 
b) Dal rapporto Lo/ L1 = [>.o exp( - Àot,.)}/[>.1 exp( -Àttn)] ed utilizzando i 
logaritmi si può scrivere l'intervallo di indecisione (9.98) come -4.55/n -
ln(>.o/Àt) < (>.1 - Ào)tn < 2.98/n- ln(>.o/Àt) . Si sceglie H1 (Ho) quando 
la condizione non è soddisfatta a sinistra (destra). La simulazione mostra che, 
se le sospensioni sono effettivamente migliori, basta in media un campione di 
n E 934 ± 6 sospensioni e una media osservata di t ,. E 112.7 ± 0.1 ore per 
confermare l'affermazione del costruttore. Se le nuove sospensioni sono come 
le vecchie, per la decisione giusta basta in media un campione di n == 670 so
spensioni e una media di tn E 97.1 ± 0.1 ore. Attenzione: questi sono valori 
medi e può capitare, con un solo test, di superare il valore n = 1710 ottenuto 
in precedell"t:a con il campione di dimensione fissa e l'approssimazione normale. 
La regione di indecisione è compresa, nel piano (n, t,), tra due iperboli. Vi 
consigliamo di esaminare con attenzione gli istogrammi simulati! 
Sembrerebbe conveniente iniziare col test sequenziale e utilizzare il metodo a) 
quando il numero dei pezzi supera 1710. 'lùttavia, questa procedura è scon·et
ta, perché decidere il tipo di test da usare dopo avere visto (in tutto o in parte) 
i dati altera i livelli di probabilità stabiliti a priori. Il tipo di test a) o b) va 
quindi deciso prima della prova. 

9 .17. La variabile Q>.1 = 2>.1nT,., dove T n è la media di n tempi esponenziali , 
ha una distribuzione x2 (2n~. Si ha pertanto: l - /3(>.1) = l- P{ Q :S 9>- 1 }, 

dove Q ha distribuzione x (2n). Dato che n è molto grande, si può us.u·e 
l'approssimazione normale e ricondursi al test sulla media: l - /3(>.1) = l -
<P[(q>-1 - 2n)/(2.Jri)] =l - <P[(t, - 1/Àl )/(1/(>,1 fo))]. 

9.18. Si guardi la Fig. 9.6, supponendo che alle ipotesi Ho :p = 0.5 e Ht : 
p = 0.3 corrispondano densità. gaussiane. Dato che dalla Tab. D.l risulta P{ t :5 
- (0.5- a:)= - 0.4} = -1.28, P{t > (0.5- /3) = 0.4} = +1.28 ed il test è a una 
coda, valgono i limiti: (x-0.5n)/vn0.5. 0.5 = - 1.28 e (x-0.3n)/ v n 0.3. 0.7 = 
1.28. Le equazioni forniscono i valori, at-rotondati agli interi, x = 15 e n= 38. 
Occorre un campione di 38 elementi, se x :::; 15 si accetta H1, altrimenti si 
accetta Ho. 

9.19. n rapporto (9.87) vale: R = Lo/L1 = (0.5"' · 0.5n-")/(0.3"' · 0.7n- "' ). 
Dalle (9.92, 9.94), dato che (l - o:)//3 = 9 e a/(1 - /3) = 1/9, passando ai 
logaritmi si ottiene il risultato seguente: si accetta p= 0.5 se x~ 0.397n+2.593, 
si scglie p = 0.3 se x :S 0.397n - 2.593. La fascia di piano compresa tra queste 
due rette è la regione di incertezza. 
Con un codice di simulazione che ha ripet uto per lO 000 volte il test, con una 
moneta non truccata (p= 0.5), si è ottenuto un istogramma dei valori di n di 
tipo esponenziale, con i seguenti parametri: m E 23.3 ± 0.2, u E 17.3 ± 0.1. In 
786 casi su 10 000 è stata scelta l'ipotesi sbagliata. Il numero medio di tentativi 
(23) è minore di quello che risulta dal problema 9.18 (38). 'lùttavia, in 1484 
casi il test sequenziale simulato ha richiesto un numero di tentativi > 38. 

9.20. Si trova facilmente (X}= (8+ 1)/(8+2), Var[XJ = (8+ 1)/[(8+2?(8+ 
3)] , e la funzione di ripartizione Fx(x) = x 8

+1 . n rapporto di Neyman-Pearson 
individua la miglior regione critica come {- In 1'a- + n ln((l + 8o)/(l +Bi)]}/ 
(81- Bo) :S Li In xi :5O. Se Z =In X , F. (z) = P{Z :5 z} =P{ X :5 ez} = 
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e(1+9)z. La densità di Z è allora d.Frfdz = pz(z) = (l + B)exp[(l + B)z] e 
quindi (I;; lnX;) = -n/(1 +B), Var[I;; ln X;]= n/(l+B) 2

. Dato che n= 100, 
possiamo usare l'approssimazione normale; per Q = 0.05, t 1-cc;2 = 1.64 e, se 
B =Bo = l, il rigetto dell'ipotesi nulla si ha per [I;; In x; - ( -n/2))/( fo/2) ~ 
1.64, cioè I;, Xi ~ -41.8. Questo test su L ; In x; è di potenza massima per 
Q = 0.05. Segue pure che ,., = 3.49, ma questo valore non è necessario per il 
test, in approssimazione normale. La curva di potenza. è 1- fJ = 1- P[( -41.8+ 
n/(1 +BI))/( fo/(1 + B1))], B1 >Bo. Per n= 100 e B1 = 2 si ha 1- fJ = 0.996. 
È utile verificare che il test sulla somma L: x; fornisce, in approssimazione 
normale, una potenza solo di poco inferiore, l - /3 = 0.989. 

Capitolo 10. 

10.1. Dalla (5.65) e dall'ipotesi Cov[X, Z) = O otteniamo: u; = b2 Var[X] + 
Var[Z) + 2b Cov[X, Z] = b2 Var[X] + Var[Z] . Definendo LlX = X - J;,., e 
LlY = Y - f.J,y, dalla (5.83) possiamo calcolare anche la covarianza tra le va
riabili come nell'esercizio 4.3: Cov[X, Y] = (LlX LlY} = b (Ll2 X) = bu;. Ot
teniamo pertanto il risultato: p = ±u[f(X)]/u[Y] = bu., jo-11 = bu;,ju., u11 = 
o-.,11 /(u., o-11). 

10 .2. Dalla relazione s., = O.lOx//12 (e analogamente per y) e utilizzando 
la formula della varianza efrettiva per il calcolo di se, si ottiene la tabella: 

x lO 20 30 40 50 60 70 
Sx 0.3 0.6 0.9 1.2 1.4 1.7 2.0 
y 21.4 38.8 52.2 88.1 99.5 120.4 158.3 

Sy 0.6 1.1 1.5 2.6 2.9 3.5 4.6 

La minimizzazione della (10.101), dove f(x; a, b) = a+bx e la varianza effettiva 
al denominatore vale s; + b2s~, fornisce i valori a E -0.13 ± 1.15, bE 2.04 ± 
0.05. Con un fit lineare iterato due volte si ottiene invece: a E 0.23 ± 1.12, 
b E 2.02 ± 0.05. I dati sono stati generati con una simulazione partendo da 
Y = l + 2X. Si ottiene anche x2(v)/v = 28.0/5 = 5.6. D test x non è però 
significativo, perchè i dati non sono gaussiani. 

10 .3. Un fit non lineare con la retta f(x;a,b) =a+ bx e varianza effettiva 
s; + b2s~ fornisce i valori: a E - 0.64 ± 1.14, b = 2.10 ± 0.05. Con un fit 
lineare iterato in due passi si ottiene: a E - 0.62 ± 1.12, bE 2.10 ± 0.05. I dati 
sono stati generati con una simulazione partendo daY = l+ 2X. Il test x2 è 
significativo, perchè i dati sono gaussiani. Si ottiene: x2(v)j1/ = 2.05/5 = 0.41, 
corrispondente nella Tab. D.3 aSL~ 20% nella coda a sinistra, che qualifica 
la retta come un buon modello di relazione ftmzionale. 

10.4. Le rette passanti per (xo, yo) devono soddisfare il vincolo yo =ai +b;xo. 
Se a; e bi sono noti, si considera il piano duale, dove una retta è rappresentata 
da un punto di coordinate (b, a), e si può fare il fit dei punti (bi, a;) con una retta 
a = ( - xo)b + yo, determinando il vertice (xo, yo) con errore. Questo metodo 
è usato in fisica per determinare il vertice di tracce di particelle nucleari nei 
rivelatori. Se le tracce sono curve, si può procedere per passi, utilizzando tratti 
di rette tangenti al le tracce. 

10 .5 . I dati sono stati ottenuti da una simulazione ponendo Y = 5 + 0.8X2 + 
Yn, dove u[YR] = 0.5. 

10.6. X e Y hanno entrambe u = 0.5 e tra loro è stata simulata una 
conelazione f(X) = 5X + 0.2X2 . 
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10.7. L'errore u(Y] si stima come s(y;) = 0.10 · y;. Si ottengono in questo 
modo i valori: 

x 2 4 6 8 10 
y 7.9 11.9 17.0 25.5 23.8 

s(y) 0.8 1.2 1.7 2.5 2.4 

Questi dati sono passati al codice di minimizzazione lineare che determina i 
coefficient i a e b della relazione funzionale y = a + b x . II programma fornisce 
il risultato a± s(a) = 3.31 ± 1.08, b ± s(b) = 2.26 ± 0.24, r(a, b) = -0.845, 
x2 = 3.66. Le stime LS sono compatibili con i valori veri a = 5 e b = 2, che 
sono quelli utilizzati per generru:e i dati artificiali con una simulazione. TI x2 

ridotto x~(3) = 1.22, corrisponde, in Tab. D.3, ad un livello di signifì.catività 
ad una coda di circa il 30%. La covarianza vale s(Q.b) = 1·(a, b) s(a.) s(b) == 
-0.845·1.08·0.24 = -0.22 . Verifichiamo il risultato del fit con una simulazione, 
attraverso il metodo descritto nel par. 7.10. Utilizzando le stime LS a e be i 
dati sperimentali x; possiamo generare dati artificial i yi ed errori s(yi) secondo 
l'algori tmo: y; = (l + 0.10. { i ) (a+ bx;), s(yD = 0.10. YL dove e è estratto 
da una gaussiana standard. Notate che la retta è calcolata coi valori stimati e 
che l'errore è sempre calcolato in modo approssimato in percentuale sui dati 
osservati, come nel caso di un esperimento reale. Ripetendo 20 000 volte il 
fit si ottengono gli istogrammi di a, b, s(a), s(b) e di x2 . Le larghezze degli 
istogrammi, permettono di verificare direttamente che gli errori s(iì) e s(b) 
ottenuti dal fit coincidono entro 3 cifre decimali ·con le deviazioni standard 
degli istogrammi di à e b ottenuti con la simulazione. Le densità delle stime di 
a e b sono gaussiane praticamente perfette, come era lecito attendersi. Anche 
i 20 000 x2 si distribuiscono perfettamente come la densità di x2 con tre gradi 
di libertà. 

10.8. Per prima cosa è necessario valutare gli errori s(y;) = (Ll/ .,ff2)y; = 
2(0.10/3.46)y; = 0.058y; e in modo analogo s(x;) = 0.058x; . Anche in questo 
caso la stima è approssimata, perché è ottenuta come percentuale dei valori 
osservati, non di quelli veri. Fornendo i valori Xi , y; e la. varianza effettiva s~i = 
b2 s2 (xi) +s2 (yi) ad un codice di fit non lineare otteniamo: a±s(a) = 5.07± 0. 78, 
b ± s(b) = 2.17 ± 0.19, r(a, b) = -0.841, x2 = 3.26. D x2 ridotto x2 /3 = 1.09 
mostra un buon accordo tra dati e modello. Le stime sono compatibili con i 
valori veri a = 5 e b = 2, che sono quelli utilizzati per generare i dati simulati. 
Come n eli 'esercizio precedente, ripetiamo ora il fit per 20 000 volte. Utilizzando 
i dati sperimentali X i e le stime LS dei parametri, possiamo generare dati 
artificiali x~, y~ ed errori s(xi) e s(yD secondo l'algoritmo: y~ = [l+ 0.10 (l -
2 {;)] (a + bxi), xi = Xi + 0.10 (l - 2 e i) Xi, s(xi) = 0.058 xi, s(yD = 0.058 yi. 
Ad ogni iter azione, si calcola la varianza sJ;; e si esegue il fit. Dalla simulazione 
si vede che le deviazioni standard degli istogrammi di a e b coincidono con i 
valod stimati col metodo LS, fatto che accresce la nostra fiducia negli algoritmi 
dei minimi quadrati, anche con dati non gaussiani. La simulazione ci mostra 
un fatto importante: gli scostamenti dal modello gaussiano sono piccoli. In 
definitiva, si commette un errore trascurabile applicando gli intervalli della 
legge 3u ai risultati della regressione. 

Cap itolo 11. 

11.1. u[F]/F ~ J0.042 + 0.052 = 0.064, pari al 6.4%. 

11.2. Passando ai logaritmi si ha: t= -rln(I/10 ) = 23 giorni. Propagando 
l'errore su I si ottiene: St = ±rs1 /I = ±0.5 giorni. 
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11.3. Dato che il fenomeno è poissoniano, il valore del conteggio è una stima 
della varianza. Dalla legge di propagazione dell'errore il valore del fondo vale 
F = 620/10 = 62 conteggi/s e u[F] = v'620/10 = 2.5 conteggi/s. Allora 
(J - F) ± u[I - F] ~ (157 - 62) ± j157 + 620/100 = 95 ± 13, conteggi fs, 
CL~ 68%. Il rapporto segnale fondo vale "7 sigma" : n, = 95/13 ~ 7.3. 

11.4. Con 4 valori si devono utilizzare i quantili di Student con 3 gradi di 
libertà; dalla Tab. D.2 (per una probabilità di 0.975) si deduce che l'errore 
statistico della media è 0.04/3.18 = 0.012. La precisione vale 0.012-A ~ 0.02. 

11.5. L'errore percentuale di R si propaga su quello di V in misura doppia 
dell 'errore percentuale di L. Occorre pertanto ottimizzare la misura di R. 

11.6. Var[sen B] ~ (cos2 8) s~, da cui senO = 0.50 ± 0.03. Gli angoli vanno 
trasformati in radianti! 

11.7. È immediato vedere che (1- P 2 )jN = (4N+N-)/N3
. Se N è aleatorio 

e poissoniano, N± sono valori di variabili poissoniane indipendenti, s2(N±) = 
N± e quindi, dato che ({)PjoN±) = ±2N'fjN2

, propagando l'errore si ha 
s2 (P ) = (4N+N-)/Ns. Se N è ·fissato prima della misura, N± sono valori di 
variabili binomiali correlate. Dato che N_ = N- N +, si ha P= 2(N+/N) - 1, 
{)PjoN+ = 2/N, s2(N+) = N+(l - N+fN) e quindi s2 (P) = 4(N+fN2 )(1 -
N+/N) = 4N+N-fN3 . In conclusione, l'incertezza s(P) = .j(l- P 2 )jN vale 
per qualunque condizione sperimentale. 

11.8. f(V) = 2.718 ± 0.008, dove l'errore è la deviazione standard. La 
distribuzione di f(V) è praticamente uniforme, come è facile verificare sia 
analit icamente sia con una simulazione. È lecito quindi scrivere: f(V) = 
2.718 ± 0.008v'12/2 = 2.718 ± 0.013, CL = 100%. 

11.9. Dato che s2 (Ez) = (0.05)2 (&Ez/8El)2+ (l OO/v'l2?CoEz/oR1?+ 
(100/v'12)2 (oEz/oRz) 2 = (0.103)2

, si ha E2 = 5.00 ± 0.10 V. La simula
zione genera a caso valori di E 1 , R1, Rz dalla distribuzione uniforme (ad es. 
R1 = 1000 + (2 r ndm -1) 50) e fornisce l'istogra.mma dì Ez. Appare una. forma 
vicina a quella triangolare, con deviazione standard s = 0.103, coincidente con 
quella calcolata. Nell 'intervallo m±s è contenuto il65% dei valori. Il CL = 68% 
si raggiunge per s = 0.110. La misura diretta di E2 è in accordo col calcolo. 

11.10. v = 2.00/5.35 = 0.3738 mjs. St = 0.05/VW = 0.011 s; s1 = 
0.002/.Jl2 = 5.810- 4 m. Dato che s~ = v 2 [si/z2 + sUt2

] = 6.210- 7 si ot
tiene v= 0.3738 ± 0.0008 m/s. L'errore è dominato dall 'incertezza sui tempi. 
Dato che v è espressa come rapporto tra i valori di una variabile uniforme 
ed una gaussiana, conviene verificare il CL con una simulazione. Appare un 
istogramma di forma gaussiana, di deviazione standard coincidente con quella. 
calcolata. Al risultato si può quindi associare un CL~ 68%. 

11.11. u r ~ J202 - 52 ~ 19 canali, per le proprietà della convoluzione. 
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D .l l ntegrale della densità gaussiana 

La densità di probabilità gaussiana g(x; p,, a) di media J.L e deviazione stan
dard a segue l'espressione (vedere par. 3.4): 

Quando x viene espressa in modo standard: 

X-JJ, 
t=--

0' 

(D.l) 

(D.2) 

l'equazione precedente viene sostituita dalla densità gaussiana standard, 
discussa nel par. 3.6: 

l ( t2) g(t; O, l)= J21T exp - 2 (D.3) 

I valori della probabilità integrale: 

E( t) = 1t g(t; O, l ) dt (D.4) 

di ottenere, in un campionamento casuale, un valore compreso nell'intervallo 
(0, t] sono riportati nella Tab. D.l per t compreso nell' intervallo (0.0, 3.99) con 
incrementi dj 0.01. Le prime due cifre di t si leggono nelle righe in grassetto a 
sinistra, la terza cifra nella colonna in grassetto in alto. I valori dell'integrale 
(D.4) si leggono all'incrocio delle righe con le colonne. 

Sfruttando !a simmetria di E(t) attorno al valore t= O (vedere eq. 3.40) e 
servendosi dj questa tavola, è possibile trovare l'area compresa in un intervallo 
qualsiasi. 

L'integrale della densità con sette cifre decimali può anche essere ottenuto, 
per qualunque valore ili t, con l'istruzione SCILAB 

0.5 * erf(t/sqrt(2)) 
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dove a t è stato precedentememte assegnato il valore richiesto. 
I valori del quantile t 1-cr;2 si ottengono aggiungendo 0.5 ai valori della 

tabella e ricavando il corrispondente valore di t . Ad esempio, ad 1-a = C L = 
0.99% corrisponde l - a/2 = 0.995 e quindi t ::::= 2.57, in corrispondenza del 
valore integrale 0.4949 ::::= 0.495. 

0.2 Valori quantili della densità di Student 

La densità di probabilità della variabile T di Student con v gradi di libertà 
viene data dall'espressione ricavata nell'esercizio 5.5: 

r ( ~) ·r ( t2 ) -~ 
sv(t) = r (~) r (~) ,fo -;+ l . (D.5) 

I valori quantili tp della variabile T corrispondenti ai differenti valori della 
probabilità integrale: 

rtp 
P= P{T $ tp} = }_

00 

Sv(t)dt (D.6) 

di non superare un dato valore di tp sono riportati nella Tab. D.2 per dif
ferenti valori di v. L'ultima riga della tabella, dove v = oo, fornisce i valo1i 
quantili esatti della densità gaussiana. 

I valori quantili corrispondenti ad una probabilità p per df gradi di li
bertà possono anche essere ottenuti, con sette cifre decimali, con l'istruzione 
SCILAB 

cdft ( 'T' ,df,p,l- p) 

0.3 Integrale della densità x2 ridotto 

La densità di probabilità della variabile Q(v) con v gradi di libertà segue 
l'espressione (3.65): 

(D.7) 

I valori della variabile QR(v) = Q(v)fv corrispondenti ai differenti valori 
della probabilit~ integrale: 

(D.8) 

di superare un valore dato di x2 ridotto sono riportati nella Tab. D.3 per 
valori di 11 compresi tra O e 100. Quando v > 100, Pv(X2) tende a diventare 
una gaussiana di parametri p= l, a = ~· 
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I valori quantili corrispondenti ad una probabilità p per df gradi di li
bertà possono anche essere ottenuti, con sette cifre decimali, con l'istruzione 
SCILAB 

cdfchi('X' ,df, 1-p ,p)/df 

0.4 Valori quantili di x2 non ridotto 

La Tab. D.4, che riporta i valori quantili di x2 non ridotto tali che: 

permette di effettuare il test x2 in luogo della Tab. D.3. L'uso della Tab. D.3 di 
x2 ridotto corrispondente a certi livelli di significatività è equivalente all'uso 
della Tab. D.4 dei valori quantili di x2 non ridotto. Dipende dai "gusti" del 
lettore o dal tipo di problema la scelta dell'una o dell'altra. Quando v > 100, 
la densità x2(v) tende ad assumere una forma gaussiana di parametri f.L = v 
e CJ = ffv. 

I valori quantili della tavola (D.4) sono piì:1 indicati ad essere usa
ti per calcolare il livello di confidenza corrispondente al valore di L1x2 

delJ 'equazione: 
X2 = x!.in + L1x2 

, (D.9) 

dove x!.in è il x2 calcolato con i valori veri (o stimati con il best fit) dei 
parametri della popolazione modello. In questo caso i gradi di libertà v 
rappresentano il numero di parametri presenti nel x2 . 

Ad esempio, se il x2 ha dieci parametri liberi, l'ellissoide di concentrazione 
che ha per contorno L1x 2 := 16 contiene il 90% dei punti, ovvero comprende 
il 90% dell'iperspazio, corrispondente a CL= 0.90. 

I valori quantili corrispondenti ad una probabilità p per df gradi di li
bertà possono anche essere ottenuti, con sette cifre decimali, con l'istruzione 
SCILAB 

cdf chi('X' ,df ,p,1- p) 

0.5 Valori quantili della densità F 

La densità di probabilità della variabile F di Snedecor viene data dall 'espres
sione ottenuta nell'esercizio 5.6: 

r(!•+v) v p (v- 2)/2 
P (F)- 2 ~~~v2------~~~ 

JLV - r(~) r(~) ,_ (f.L+Fv) (v+JL)/2 
(D.lO) 
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La probabilità dì ottenere un valore {F ::::; Fa} in un campione casuale con 
v1 e v2 gradi di libertà viene data dall'integrale: 

(D.ll) 

I valori di Fa corrispondenti ai livelli di signifìcatività del 5% (a = 0.95) e 
dell'l % (a = 0.99) a destra della media sono rispettivamente riportati nelle 
Tabb. D.5 e D.6 per differenti valori di v1 e v2. I corrispondenti valori F1-a 
per la coda a sinistra della media possono essere ricavati dalla relazione ( 5.49): 

(D.l2) 

I valori quantili corrispondenti ad una probabilità p per df l e df2 gradi di 
libertà possono anche essere ottenuti, con sette cifre decimali, con l'istruzione 
SCILAB 

cdff( 'F' ,dfl,df2,p,1-p) 



Tabella D .l . Integrale della densità 
gaussiana g(t; O, l) in 
funzione della variabile 
standard t 
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t o.oo 0.01 0 .02 0 .03 0 .04 0.05 0.06 0 .07 0.08 0.09 
0 .0 0.0000 0.0040 0.0080 0.0120 0.0160 0.0199 0.0239 0.0279 0.0319 0.0359 
0.1 0.0398 0.0438 0.0478 0.0517 0.0557 0.0596 0.0636 0.0675 0.0714 0.0753 
0 .2 0.0793 0.0832 0.0871 0.0910 0.0948 0.0987 0.1026 0.1064 0.1103 0.1141 
0.3 0.1179 0.1217 0.1255 0.1293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480 0.1517 
0.4 0.1554 0.1591 0.1628 0.1664 0.1700 0.1736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879 
0 .5 0.1915 0.1950 0.1985 0.2019 0.2054 0.2088 0.2123 0.2157 0.2190 0.2224 
0.6 0.2257 0.2291 0.2324 0.2357 0.2389 0.2422 0.2454 0.2486 0.2517 0.2549 
o. 7 0.2580 0.2611 0.2642 0.2673 0.2704 0.2734 0.2764 0.2794 0.2823 0.2852 
0 .8 0.2881 0.2910 0.2939 0.2967 0.2995 0.3023 0.3051 0.3078 0.3106 0.3133 
0.9 0.3159 0.3186 0.3212 0.3238 0.3264 0.3289 0.3315 0.3340 0.3365 0.3389 
1.0 0.3413 0.3438 0.3461 0.3485 0.3508 0.3531 0.3554 0.3577 0.3599 0.3621 
1.1 0.3643 0.3665 0.3686 0.3708 0.3729 0.3749 0.3770 0.3790 0.3810 0.3830 
1.2 0.3849 0.3869 0.3888 0.3907 0.3925 0.3944 0.3962 0.3980 0.3997 0.4015 
1.3 0.4032 0.4049 0.4066 0.4082 0.4099 0.4115 0.4131 0.4147 0.4162 0.4177 
1 .4 0.4192 0.4207 0.4222 0.4236 0.4251 0.4265 0.4.279 0.4292 0.4306 0.4319 
1.5 0.4332 0.4345 0.4357 0.4370 0.4382 0.4394 0.4406 0.4418 0.4429 0.4441 
1.6 0.4452 0.4463 0.4474 0.4484 0.4495 0.4505 0.4515 0.4525 0.4535 0.4545 
l. 7 0.4554 0.4564 0.4573 0.4582 0.4591 0.4599 0.4608 0.4616 0.4625 0.4633 
1.8 0.4641 0.4649 0.4656 0.4664 0.4671 0.4678 0.4686 0.4693 0.4699 0.4706 
1.9 0.4713 0.4719 0.4726 0.4732 0.4738 0.4744 0.4750 0.4756 0.4761 0.4767 
2.0 0.4772 0.4778 0.4783 0.4788 0.4793 0.4798 0.4S03 0.4808 0.4812 0.4817 
2.1 0.4821 0.4826 0.4830 0.4834 0.4838 0.4842 0.4846 0.4850 0.4854 0.4857 
2.2 0.4861 0.4864 0.4868 0.4871 0.4875 0.4878 0.4881 0.4884 0.4887 0.4890 
2.3 0.4893 0.4896 0.4898 0.4901 0.4904 0.4906 0.4909 0.4911 0.4913 0.4916 
2.4 0.4918 0.4920 0.4922 0.4925 0.4927 0.4929 0.4931 0.4932 0.4934 0.4936 
2.5 0.4938 0.4940 0.4941 0.4943 0.4945 0.4946 0.4948 0.4949 0.4951 0.4952 
2.6 0.4953 0.4955 0.4956 0.4957 0.4959 0.4960 0.4961 0.4962 0.4963 0.4964 
2. 7 0.4965 0.4966 0.4967 0.4968 0.4969 0.4970 0.4971 0.4972 0.4973 0.4974 
2.8 0.4974 0.4975 0.4976 0.4977 0.4977 0.4978 0.4979 0.4979 0.4980 0.4981 
2.9 0.4981 0.4982 0.4982 0.4983 0.4984 0.4984 0.4985 0.4985 0.4986 0.4986 
3 .0 0.4987 0.4987 0.4987 0.4988 0.4988 0.4989 0.4989 0.4989 0.4990 0.4990 
3.1 0.4990 0.4991 0.4991 0.4991 0.4992 0.4992 0.4992 0.4992 0.4993 0.4993 
3.2 0.4993 0.4993 0.4994 0.4994 0.4994 0.4994 0.4994 0.4995 0.4995 0.4995 
3.3 0.4995 0.4995 0.4995 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4997 
3.4 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4998 
3 .5 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 0.4998 
3.6 0.4998 0.4998 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 
3. 7 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 
3.8 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 
3.9 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 
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Tabella D.2. Valori quantili t p della 
variabile di Student per 
v grad1 di libertà 

l~ 0.60 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.9995 

l 0.325 0.727 1.000 1.376 1.963 3.078 6.314 12.71 31.82 63.65 632.0 
2 0.289 0.617 0.816 1.061 1.386 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 31.60 
3 0.277 0.584 0.765 0.978 1.250 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 12.92 
4 0.271 0.569 0.741 0.941 1.190 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 8.610 
5 0.267 0.559 0.727 0.920 1.156 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 6.869 
6 0.265 0.553 0.718 0.906 1.134 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.959 
7 0.263 0.549 0.711 0.896 1.119 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 5.408 
8 0.262 0.546 0.706 0.889 1.108 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 5.041 
9 0.261 0.543 0.703 0.883 1.100 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.781 
lO 0.260 0.542 0.700 0.879 1.093 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.587 
11 0.260 0.540 0.697 0.876 1.088 1.363 l. 796 2.201 2. 718 3.106 4.437 
12 0.259 0.539 0.695 0.873 1.083 1.356 L 782 2.179 2.681 3.055 4.318 
13 0.259 0.538 0.694 0.870 1.079 1.350 l. 771 2.160 2.650 3.012 4.221 
14 0.258 0.537 0.692 0.868 1.076 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 4.140 
15 0.258 0.536 0.691 0.866 1.074 1.341 l. 753 2.131 2.602 2.947 4.073 
16 0.258 0.535 0.690 0.865 1.071 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 4.015 
17 0.257 0.534 0.689 0.863 1.069 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.965 
18 0.257 0.534 0.688 0.862 1.067 1.330 L 734 2.101 2.552 2.878 3.922 
19 0.257 0.533 0.688 0.861 1.066 1.328 L 729 2.093 2.539 2.861 3.883 
20 0.257 0.533 0.687 0.860 1.064 1.325 l. 725 2.086 2.528 2.845 3.849 
21 0.257 0.532 0.686 0.859 1.063 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.819 
22 0.256 0.532 0.686 0.858 1.061 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.792 
23 0.256 0.532 0.685 0.858 1.060 1.319 l. 714 2.069 2.500 2.807 3.768 
24 0.256 0.531 0.685 0.857 1.059 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.745 
25 0.256 0.531 0.684 0.856 1.058 1.316 l. 708 2.060 2.485 2.787 3.725 
26 0.256 0.531 0.684 0.856 1.058 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.707 
27 0.256 0.531 0.684 0.855 1.057 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.690 
28 0.256 0.530 0.683 0.855 1.056 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.674 
29 0.256 0.530 0.683 0.854 1.055 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.659 
30 0.256 0.530 0.683 0.854 1.055 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.646 
40 0.255 0.529 0.681 0.851 1.050 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.551 
50 0.255 0.528 0.679 0.849 1.047 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 3.496 
60 0.254 0.527 0.679 0.848 1.045 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.460 
70 0.254 0.527 0.678 0.847 1.044 1.294 1.667 1.994 2.381 2.648 3.435 
80 0.254 0.526 0.678 0.846 1.043 1.292 1.664 1.990 2.374 2.639 3.416 
90 0.254 0.526 0.677 0.846 1.042 1.291 1.662 1.987 2.368 2.632 3.402 

100 0.254 0.526 0.677 0.845 1.042 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626 3.390 
00 0.253 0.524 0.674 0.842 1.036 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.291 
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Ta be lla D .3. Valori della variabile 
x2 /v aventi probabilità 
P di essere superati in 
un campionamento 

IX 0.005 0.01 0.025 0.05 0.10 0.25 0.50 0.75 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 

l 7.88 6.63 5.02 3.84 2.71 1.32 0.45 0.10 0.02 0.004 0.001 0.000 0.000 
2 5.30 4.61 3.69 3.00 2.30 1.39 0.69 0.29 0.11 0.05 0.03 0.01 0.005 
3 4.28 3.78 3.12 2.61 2.08 1.37 0.79 0.40 0.19 0.12 0.07 0.04 0.02 
4 3.71 3.32 2.79 2.37 1.95 1.35 0.84 0.48 0.27 0.18 0.12 0.07 0.05 
5 3.35 3.02 2.57 2.21 1.85 1.33 0.87 0.53 0.32 0.23 0.17 0.11 0.08 
6 3.09 2.80 2.41 2.10 1.77 1.31 0.89 0.58 0.37 0.27 0.21 0.15 0.11 
7 2.90 2.64 2.29 2.01 1.72 1.29 0.91 0.61 0.40 0.31 0.24 0.18 0.14 
8 2.74 2.51 2.19 1.94 1.67 1.28 0.92 0.63 0.44 0.34 0.27 0.21 0.17 
9 2.62 2.41 2.11 1.88 1.63 1.27 0.93 0.66 0.46 0.37 0.30 0.23 0.19 

lO 2.52 2.32 2.05 1.83 1.60 1.25 0.93 0.67 0.49 0.39 0.32 0.26 0.22 
11 2.43 2.25 1.99 l. 79 1.57 1.25 0.94 0.69 0.51 0.42 0.35 0.28 0.24 
12 2.36 2.18 1.94 1.75 1.55 1.24 0.95 0.70 0.53 0.44 0.37 0.30 0.26 
13 2.29 2.13 1.90 1.72 1.52 1.23 0.95 0.72 0:54 0.45 0.39 0.32 0.27 
14 2.24 2.08 1.87 1.69 1.50 1.22 0.95 0.73 0.56 0.47 0.40 0.33 0.29 
15 2.19 2.04 1.83 1.67 1.49 1.22 0.96 0.74 0.57 0.48 0.42 0.35 0.31 
16 2.14 2.00 1.80 1.64 1.47 1.21 0.96 0.74 0.58 0.50 0.43 0.36 0.32 
17 2.10 1.97 1.78 1.62 1.46 1.21 0.96 0.75 0.59 0.51 0.44 0.38 0.34 
18 2.06 1.93 1.75 1.60 1.44 1.20 0.96 o. 76 0.60 0.52 0.46 0.39 0.35 
19 2.03 1.90 1.73 1.59 1.43 1.20 0.97 0.77 0.61 0.53 0.47 0.40 0.36 
20 2.00 1.88 1.71 1.57 1.42 1.19 0.97 0.77 0.62 0.54 0.48 0.41 0.37 
21 1.97 1.85 1.69 1.56 1.41 1.19 0.97 0.78 0.63 0.55 0.49 0.42 0.38 
22 1.95 1.83 1.67 1.54 1.40 1.18 0.97 o. 78 0.64 0.56 0.50 0.43 0.39 
23 1.92 1.81 1.66 1.53 1.39 1.18 0.97 0.79 0.65 0.57 0.51 0.44 0.40 
24 1.90 1.79 1.64 1.52 1.38 1.18 0.97 0.79 0.65 0.58 0.52 0.45 0.41 
25 1.88 1.77 1.63 1.51 1.38 1.17 0.97 0.80 0.66 0.58 0.52 0.46 0.42 
26 1.86 1.76 1.61 1.50 1.37 1.17 0.97 0.80 0.67 0.59 0.53 0.47 0.43 
27 1.84 1.74 1.60 1.49 1.36 1.17 0.98 0.81 0.67 0.60 0.54 0.48 0.44 
28 1.82 1.72 1.59 1.48 1.35 1.17 0.98 0.81 0.68 0.60 0.55 0.48 0.45 
29 1.80 1.71 1.58 1.47 1.35 1.16 0.98 0.81 0.68 0.61 0.55 0.49 0.45 
30 1.79 1.70 1.57 1.46 1.34 1.16 0.98 0.82 0.69 0.62 0.56 0.50 0.46 
40 1.67 1.59 1.48 1.39 1.30 1.14 0.98 0.84 0.73 0.66 0.61 0.55 0.52 
50 1.59 1.52 1.43 1.35 1.26 1.13 0.99 0.86 0.75 0.70 0.65 0.59 0.56 
70 1.49 1.43 1.36 1.29 1.22 1.11 0.99 0.88 0.79 0.74 0.70 0.65 0.62 
80 1.45 1.40 1.33 1.27 1.21 1.10 0.99 0.89 0.80 0.75 0.71 0.67 0.64 
90 1.43 1.38 1.31 1.26 1.20 1.10 0.99 0.90 0.81 0.77 0.73 0.69 0.66 

100 1.40 1.36 1.30 1.24 1.18 1.09 0.99 0.90 0.82 0.78 0.74 0.70 0.67 
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Tabella D .4. Valori qua.ntili x~ della 
variabile x2 non 1·idotto 
per v gradi di libertà. 

~ 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.10 0.80 0.90 0 .95 0.975 0.99 0.995 

l 0.06 0.15 0.27 0.45 0.71 1.07 1.64 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88 
2 0.45 0.71 1.02 1.39 1.83 2.41 3.22 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60 
3 1.00 1.42 1.87 2.37 2.95 3.67 4.64 6.25 7.82 9.35 11.34 12.84 
4 1.65 2.19 2.75 3.36 4.04 4.88 5.99 7. 78 9.49 11.14 13.28 14.86 
5 2.34 3.00 3.66 4.35 5.13 6.06 7.29 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75 
6 3.07 3.83 4.57 5.35 6.21 7.23 8.56 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55 
7 3.82 4.67 5.49 6.35 7.28 8.38 9.80 12.02 14.07 16.01 18.47 20.28 
8 4.59 5.53 6.42 7.34 8.35 9.52 11.03 13.36 15.51 17.53 20.09 21.95 
9 5.38 6.39 7.36 8.34 9.41 10.66 12.24 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59 

10 6.18 7.27 8.30 9.34 10.47 11.78 13.44 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19 
11 6.99 8.15 9.24 10.34 11.53 12.90 14.63 17.27 19.68 21.92 24.72 26.76 
12 7.81 9.03 10.18 11.34 12.58 14.01 15.81 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30 
13 8.63 9.93 11.13 12.34 13.64 15.12 16.98 19.81 '22.36 24.74 27.69 29.82 
14 9.47 10.82 12.08 13.34 14.69 16.22 18.15 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32 
15 10.31 11.72 13.03 14.34 15.73 17.32 19.31 22.31 25.00 27.49 30.58 32.80 
16 11.15 12.62 13.98 15.34 16.78 18.42 20.47 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27 
17 12.00 13.53 14.94 16.34 17.82 19.51 21.61 24.77 27.59 30.19 33.41 35.72 
18 12.86 14.44 15.89 17.34 18.87 20.60 22.76 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16 
19 13.72 15.35 16.85 18.34 19.91 21.69 23.90 27.20 30.14 32.85 36.19 38.58 
20 14.58 16.27 17.81 19.34 20.95 22.77 25.04 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00 
21 15.44 17.18 18.77 20.34 21.99 23.86 26.17 29.62 32.67 35.48 38.93 41.40 
22 16.31 18.10 19.73 21.34 23.03 24.94 27.30 30.81 33.92 36.78 40.29 42.80 
23 17.19 19.02 20.69 22.34 24.07 26.02 28.43 32.01 35.17 38.08 41.64 44.18 
24 18.06 19.94 21.65 23.34 25.11 27.10 29.55 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56 
25 18.94 20.87 22.62 24.34 26.14 28.17 30.68 34.38 37.65 40.65 44.31 46.93 
26 19.82 21.79 23.58 25.34 27.18 29 25 31.79 35 .56 38.89 41.92 45.64 48.29 
27 20.70 22.72 24.54 26.34 28.21 30.32 32.91 36.74 40.11 43.19 46.96 49.64 
28 21.59 23.65 25.51 27.34 29.25 31.39 34.03 37.92 41.34 44.46 48.28 50.99 
29 22.48 24.58 26.48 28.34 30.28 32.46 35.14 39.09 42.56 45.72 49.59 52.34 
30 23.36 25.51 27.44 29.34 31.32 33.53 36.25 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67 
40 32.34 34.87 37.13 39.34 41.62 44.16 47.27 51.81 55.76 59.34 63.69 66.77 
50 41.45 44.31 46.86 49.33 51.89 54.72 58.16 63.17 67.50 71.42 76.15 79.49 
60 50.64 53.81 56.62 59.33 62.13 65.23 68.97 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95 
70 59.90 63.35 66.40 69.33 72.36 75.69 79.71 85.53 90.53 95.02 100.4 104.2 
80 69.21 72.92 76.19 79.33 82.57 86.12 90.41 96.58 101.88 106.6 112.3 116.3 
90 78.56 82.51 85.99 89.33 92.76 96.52 101.1 107.6 113.2 118.1 124.1 128.3 

100 87.95 92.13 95.81 99.33 103.0 106.9 111.7 118.5 124.3 129.6 135.8 140.2 
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l~ l 2 3 4 6 8 10 15 20 30 40 60 120 00 

l 161 200 216 225 234 239 242 246 248 250 251 252 253 254 
2 18.6 19.0 19.2 19.2 19.3 19.4 19.4 19.4 19.4 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 
3 10.1 9.55 9.28 9.12 8.94 8.85 8.79 8.70 8.66 8.62 8.59 8.57 8.55 8.53 
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.16 6.04 5.96 5.86 5.80 5.75 5.72 5.69 5.66 5.63 
5 6.61 5.79 5.41 5.19 4.95 4.82 4.74 4.62 4.56 4.50 4.46 4.43 4.40 4.37 
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.28 4.15 4.06 3.94 3.87 3.81 3.77 3.74 3.70 3.67 
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.87 3.73 3.64 3.51 3.45 3.38 3.34 3.30 3.27 3.23 
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.58 3.44 3.35 3.22 3.15 3.08 3.04 3.01 2.97 2.93 
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.37 3.23 3.14 3.01 2.94 2.86 2.83 2.79 2.75 2.71 

10 4..96 4.10 3.71 3.48 3.22 3.07 2.98 2.85 2.77 2.70 2.66 2.62 2.58 2.54 
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.09 2.95 2.85 2.72 2.65 2.57 2.53 2.49 2.45 2.40 
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.00 2.85 2. 75 2.62 2.54 2.47 2.43 2.38 2.34 2.30 
13 4.67 3.81 3.41 3.18 2.92 2.77 2.67 2.53 2A6 2.38 2.34 2.30 2.25 2.21 
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.85 2.70 2.60 2.46 2.39 2.31 2.27 2.22 2.18 2.13 
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2. 79 2.64 2.54 2.40 2.33 2.25 2.20 2.16 2.11 2.07 
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.74 2.59 2.49 2.35 2.28 2.19 2.15 2.11 2.06 2.01 
17 4..45 3.59 3.20 2.96 2.70 2.55 2.45 2.31 2.23 2.15 2.10 2.06 2.01 1.96 
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.66 2.51 2.41 2.27 2.19 2.11 2.06 2.02 1.97 1.92 
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.63 2.48 2.38 2.23 2.16 2.07 2.03 1.98 1.93 1.88 
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.60 2.45 2.35 2.20 2.12 2.04 1.99 1.95 1.90 1.84 
21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.57 2.42 2.32 2.18 2.10 2.01 1.96 1.92 1.87 1.81 
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.55 2.40 2.30 2.15 2.07 1.98 1.94 1.89 1.84 1.78 
23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.53 2.38 2.27 2.13 2.05 1.96 1.91 1.87 1.81 1.76 
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.51 2.36 2.25 2.11 2.03 1.94 1.89 1.84 l. 79 l. 73 
25 4.24 3.39 2.99 2.76 2.49 2.34 2.24 2.09 2.01 1.92 1.87 1.82 1.77 1.71 
26 4.23 3.37 2.98 2.74 2.47 2.32 2.22 2.07 1.99 1.90 1.85 1.80 l. 75 1.69 
27 4.21 3.35 2.96 2.73 2.46 2.31 2.20 2.06 1.97 1.88 1.84 l. 79 l. 73 1.67 
28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.45 2.29 2.19 2.04 1.96 1.87 1.82 l. 77 l . 71 1.65 
29 4.18 3.33 2.93 2.70 2.43 2.28 2.18 2.03 1.94 1.85 1.81 1.75 1.70 1.64 
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.42 2.27 2.16 2.02 1.93 1.84 1.79 1.74 1.68 1.62 
40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.34 2.18 2.08 1.92 1.84 1.74 1.69 1.64 1.58 1.51 
60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.25 2.10 1.99 1.84 1.75 1.65 1.59 1.53 1.47 1.39 

120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.18 2.02 1.91 1.75 1.66 1.55 1.50 1.43 1.35 1.25 
00 3.84 3.00 2.60 2.37 2.10 1.94 1.83 1.67 1.57 1.46 1.39 1.32 1.22 1.00 
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Tabella D .6. Valori quantili al 99% del
la variabile F(v1,v2) di 
Snedecor 

~ l 2 3 4 6 8 10 15 20 30 40 60 120 00 

l 4052 5000 5403 5625 5859 5981 6056 6157 6209 6261 6287 6313 6339 6366 
2 98.5 99.0 99.3 99.2 99.3 99.4 99.4 99.4 99.4 99.5 99.5 99.5 99.5 99.5 
3 34.1 30.8 29.5 28.7 27.9 27.5 27.2 26.9 26.7 26.5 26.4 26.3 26.2 26.1 
4 21.2 18.0 16.7 16.0 15.2 14.8 14.6 14.2 14.0 13.8 13.8 13.7 13.6 13.5 
5 16.3 13.3 12.1 11.4 10.7 10.3 10.1 9.72 9.55 9.38 9.29 9.20 9.11 9.02 
6 13.7 10.9 9.78 9.15 8.47 8.10 7.87 7.56 7.40 7.23 7.14 7.06 6.97 6.88 
7 12.2 9.55 8.45 7.85 7.19 6.84 6.62 6.31 6.16 5.99 5.91 5.82 5.74 5.65 
8 11.3 8.65 7.59 7.01 6.37 6.03 5.81 5.52 5.36 5.20 5.12 5.03 4.95 4.86 
9 10.6 8.02 6.99 6.42 5.80 5.47 5.26 4.96 4.81 4.65 4.57 4.48 4.40 4.31 

10 10.0 7.56 6.55 5.99 5.39 5.06 4.85 4.56 4.41 4.25 4.17 4.08 4.00 3.91 
11 9.65 7.21 6.22 5.67 5.07 4.75 4.54 4.25 4.10 3.94 3.86 3.78 3.69 3.60 
12 9.33 6.93 5.96 5.41 4.82 4.50 4.30 4.01 3.86 3.70 3.62 3.54 3.45 3.36 
13 9.07 6.70 5.74 5.21 4.62 4.30 4.10 3.82 3.66 3.51 3.43 3.34 3.25 3.17 
14 8.86 6.52 5.56 5.04 4.46 4.14 3.94 3.66 3.51 3.35 3.27 3.18 3.09 3.00 
15 8.68 6.36 5.41 4.89 4.32 4.00 3.81 3.52 3.37 3.21 3.13 3.05 2.96 2.87 
16 8.53 6.23 5.29 4.77 4.20 3.89 3.69 3.41 3.26 3.10 3.02 2.93 2.84 2.75 
17 8.40 6.11 5.19 4.67 4.10 3.79 3.59 3.31 3.16 3.00 2.92 2.84 2.75 2.65 
18 8.29 6.01 5.09 4.58 4.02 3.71 3.51 3.23 3.08 2.92 2.84 2.75 2.66 2.57 
19 8.18 5.93 5.01 4.50 3.94 3.63 3.43 3.15 3.00 2.84 2.76 2.67 2.58 2.49 
20 8.10 5.85 4.94 4.43 3.87 3.56 3.37 3.09 2.94 2.78 2.69 2.61 2.52 2.42 
21 8.02 5.78 4.87 4.37 3.81 3.51 3.31 3.03 2.88 2.72 2.64 2.55 2.46 2.36 
22 7.95 5. 72 4.82 4.31 3.76 3.45 3.26 2.98 2.83 2.67 2.58 2.50 2.40 2.31 
23 7.88 5.66 4.76 4.26 3.71 3.41 3.21 2.93 2. 78 2.62 2.54 2.45 2.35 2.26 
24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.67 3.36 3.17 2.89 2.74 2.58 2.49 2.40 2.31 2.21 
25 7.77 5.57 4.68 4.18 3.63 3.32 3.13 2.85 2.70 2.54 2.45 2.36 2.27 2.17 
26 7.72 5.53 4.64 4.14 3.59 3.29 3.09 2.82 2.66 2.50 2.42 2.33 2.23 2.13 
27 7.68 5.49 4.60 4.11 3.56 3.26 3.06 2.78 2.63 2.47 2.38 2.29 2.20 2.10 
28 7.64 5.45 4.57 4.07 3.53 3.23 3.03 2.75 2.60 2.44 2.35 2.26 2.17 2.06 
29 7.60 5.42 4.54 4.05 3.50 3.20 3.00 2.73 2.57 2.41 2.33 2.23 2.14 2.03 
30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.47 3.17 2.98 2.70 2.55 2.39 2.30 2.21 2.11 2.01 
40 7.31 5.18 4.31 3.83 3.29 2.99 2.80 2.52 2.37 2.20 2.11 2.02 1.92 1.80 
60 7.08 4.98 4.13 3.65 3.12 2.82 2.63 2.35 2.20 2.03 1.94 1.84 1.73 1.60 

120 6.85 4.79 3.95 3.48 2.96 2.66 2.47 2.19 2.03 1.86 1.76 1.66 1.53 1.38 
00 6.63 4.61 3.78 3.32 2.80 2.51 2.32 2.04 1.88 1.70 1.59 1.47 1.32 1.00 
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