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Vorwort

Der vorliegende Band ,,Analysis“ der Reihe "mathematik-abc fiir das Lehramt" ist eine
elementar gehaltene Einfiihrung in die Theorie und Anwendungen der eindimensionalen
Analysis fiir Studienanfiinger unter besonderer Beriicksichtigung der Lehramtsstudenten.
Dabei werden vor allem die folgenden Ziele verfolgt:

Dem Leser wird erstens ein moglichst schlanker und leicht nachzuvollziehender Aufbau
der Analysis présentiert, der sowohl die inneren Zusammenhinge der Theorie, ihre
wichtigsten Begriffe und Methoden, aber auch die vielfiltigen Anwendungen deutlich
macht. Zu diesem Zweck ist der Stoff in kleine, gut iiberschaubare thematische Ab-
schnitte unterteilt, die in der Regel auf jeweils zwei gegeniiberliegenden Druckseiten
behandelt werden: Dem Theorieteil auf der linken und den Aufgaben und Anwendungen
zur Anregung und Selbstkontrolle des Lesers auf der rechten Seite.

Zweitens sollte dem Leser deutlich werden, daB die reelle Analysis auf wenigen
Grundannahmen, nimlich den Axiomen des reellen Korpers, basiert. Philosophisch
interpretiert bedeutet dies, dafl jede mathematische Intelligenz, die diese wenigen
Grundpostulate iiber den Korper der reellen Zahlen zum Ausgangspunkt nimmt, zwin-
gend zur gleichen Analysis und zu den gleichen elementaren Funktionen gelangen
wiirde.

Drittens werden, dem Anliegen der Lehramtsausbildung in besonderem Mafle entgegen-
kommend, die Theorie und die Anwendung der elementaren Funktionen mit unter-
schiedlichen Techniken (Ordnungsrelation und Monotonie einerseits, Konvergenz und
Reihendarstellung andererseits) immer wieder aufgegriffen und vertieft. Das betrifft
insbesondere die Potenz- und Wurzelfunktionen, die ganzrationalen Funktionen, die
Exponential- und Logarithmusfunktionen, die besondere Rolle der Basis € und die trigo-
nometrischen Funktionen.

In einem abschlieBenden Abschnitt wird die Ausdehnung dieser Funktionen auf den
komplexen Korper vorgenommen, um das Wechselspiel dieser Funktionen hervortreten
zu lassen und den Fundamentalsatz der klassischen Algebra beweisen zu konnen. Aus
dieser ,.,komplexen Anhohe™ soll der Leser letztendlich ein tieferes Verstindnis fiir die
reellen Phinomene gewinnen.

Dem Vorgehen in der Schule entsprechend werden hier beim Aufbau der Analysis zwei
verschiedene Techniken demonstriert: Die ersten drei Kapitel sind bewuB3t auf die Werk-
zeuge der Ordnungsrelation und Monotonie beschrinkt, also auf Hilfsmittel, die in der
Schule in den Klassenstufen 1 bis 10 entwickelt werden, wihrend spiter der Betrag und
die Konvergenzbegriffe das Hauptinstrument bilden. Durch dieses Vorgehen soll der
Leser auch erkennen, daf3 der eigentliche Analysisunterricht in der Schule bereits mit der
Einfithrung der reellen Zahlen einsetzt und keineswegs erst mit der Definition des
Grenzwertes beginnt. Es sei jedoch vor dem falschen Eindruck gewarnt, da die auf der
Ordnung beruhenden Techniken nur etwas Vorldufiges oder Minderwertiges wiren.



6 Vorwort

Dem ist nicht so; beide Methoden finden in der modernen Analysis ihre Fortsetzung,
z.B. in Gestalt von Banachverbinden und von Banachriumen.

Die im Buch verwendete Symbolik entspricht dem mathematischen Standard und bedarf
keiner zusitzlichen Erlauterung. Wie iiblich bezeichnen N, Z, Q, R und C die Bereiche
der natiirlichen, der ganzen, der rationalen, der reellen bzw. der komplexen Zahlen.
Durch N* und R* werden die entsprechenden Bereiche ohne die 0 bezeichnet, und Q,
bzw. R, stehen fiir die Mengen der nichtnegativen rationalen bzw. nichtnegativen reel-
len Zahlen. Dezimalbriiche sind meistens mit Dezimalpunkt statt Dezimalkomma ge-
schrieben, da das die Lesbarkeit in Aufzdhlungen verbessert.

Definitionen, Sitze, Beispiele und Aufgaben sind innerhalb eines Unterabschnittes
durchlaufend numeriert. Das Ende von Beweisen wird mit dem fiir diesen Zweck durch
den ungarischen Mathematiker P. HALMOS populédr gemachten Symbol ®m angezeigt.

Die zahlreichen Aufgaben fordern zu eigener mathematischer Beschiftigung auf und
dienen der Anwendung und Festigung der Theorie. IThre Bearbeitung hat wesentliche
Bedeutung fiir das Verstdndnis der Analysis und wird daher nachdriicklich empfohlen.
Etwas schwierigere Aufgaben werden durch Losungshinweise unterstiitzt. Der Losungs-
teil enthilt die vollstandigen Losungen. Dort sollte man jedoch erst nach erfolgter Bear-
beitung zur Kontrolle nachschlagen.

Die didaktische Konzeption des Buches basiert auf wiederholt gehaltenen Anféingervor-
lesungen zur Analysis fiir Lehramtskandidaten und hat sich entsprechend der oben ge-
nannten Zielstellungen mehrfach bewéhrt.

AbschlieBend gilt mein besonderer Dank den Herren Prof. Dr. S. Deschauer und Prof.
Dr. W. Schulz, die grole Teile des Manuskriptes durchgesehen haben und denen ich
wertvolle Hinweise verdanke. Ich danke meinen Mitarbeitern Frau Dr. E. Fischer und
Herrn Dr. A. BraunB fiir sorgfiltiges Korrekturlesen, Frau H. Kirmse fiir das Schreiben
grofBer Teile des Manuskriptes und Herrn G. Teschke, der die Mehrzahl der Abbildun-
gen anfertigte. SchlieBlich ist es mir ein Bedirfnis, Herrn J. WeiB vom Teubner-Verlag
fiir seine stindige Aufmerksamkeit und Begleitung bei der Entstehung des vorliegenden
Buches herzlich zu danken.

Potsdam, Mai 1998 Heinz Junek
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1  Der Korper der reellen Zahlen

1.1 Der geordnete Kirper der reellen Zahlen

Zahlen haben sich als ein sehr geeignetes Instrument zur quantitativen Analyse von
Sachverhalten in Theorie und Praxis erwiesen. Die Mindestanforderung an eine quanti-
tative Methode besteht nidmlich darin, dal man die Daten vergleichen und mittels der
vier Grundrechenoperationen verarbeiten kann. Die kleinste mathematische Struktur mit
diesen Eigenschaften ist der Kérper Q der rationalen Zahlen. Fiir héhere Rechenopera-
tionen, etwa das Wurzelziehen, ist dieser Zahlbereich jedoch noch zu klein. Wir erinnern
hierzu an den Euklidischen Beweis fiir die Unlosbarkeit der Gleichung x2 = 2 in Q: Gi-

be es némlich eine rationale Losung x = 2, so wiren m=x-n und m? =x2 - n2=2 . n2,

Betrachtet man nun die Zerlegung in Primzahlpotenzen, so wird die Zahl 2 in m2 in
gerader Potenz, in 2 - n2 jedoch in ungerader Potenz vorkommen. Widerspruch!

Als Grundlage fiir die Analysis dient daher der groBere Korper R der reellen Zahlen. Die
Existenz und die Eigenschaften dieser Struktur postulieren wir in den folgenden Axi-
omen 1-10 des geordneten Korpers und dem wichtigen Vollstindigkeitsaxiom, dem Axi-
om 11, das wir in Abschnitt 1.2 angeben werden. Den diffizilen Nachweis, daB} es eine
solche Struktur tiberhaupt gibt, werden wir spiter fithren.

Axiom 1: Addition und Multiplikation in R sind wohldefiniert und assoziativ, d.h.,
stets gelten (a+b)+c=a+(b+c) und (a-b)-c=a-(b-c).

Axiom 2: Addition und Multiplikation sind kommutativ, d.h., stets gelten
a+b=b+a und a-b=b-a.

Axiom 3: Die Addition ist umkehrbar, die Multiplikation ist bedingt umkehrbar: Jede
Gleichung der Form a + x = b besitzt genau eine Losung x, die mitx = b — a be-
zeichnet wird, und jede Gleichung a-y = b besitzt im Fall a # 0 genau eine

Losung y=b:a=b/a.

Axiom 4: Stets gilt (a+b)-c=a-c+b-c. (Distributivgesetz)
Axiom 5: Firallex € Rgiltx < x. (Reflexivitit)
Axiom 6: Ausx < yundy < x folgt stets x = y. (Antisymmetrie)
Axiom 7: Ausx < yundy < z folgt stets x < z. (Transitivitit)
Axiom 8: Fiir alle Paare x, y € R gilt einer der Fille x < y oderx > y. (Linearitat)

Axiom 9: Ausa < b folgt a+c <b+c fiir alle c eR. (Monotoniegesetz der Addition)

Axiom 10: Aus a <bund c >0 folgt a-c <b-c. (Monotoniegesetz der Multiplikation)

H. Junek, Analysis
© B. G. Teubner Stuttgart - Leipzig 1998



10 1 Der Korper der reellen Zahlen

Aus diesen wenigen Axiomen lassen sich nun weitere wichtige Formeln ableiten. Von
besonderer Bedeutung fiir den Aufbau der Analysis sind dabei die nachfolgenden Sach-
verhalte. Wir beginnen mit einer Ergénzung zu Axiom 10:

Satz1.1.1: Ausa<bundc <O folgt a-c>b-c.

Beweis: Aus c < 0 folgt durch Addition von —¢ aus Axiom 9 die Ungleichung 0 < —c.
Die Multiplikation der Ungleichung a < b mit der positiven (!) Zahl —c ergibt nach Axi-
om 10 die Aussage —a-c < —b-c, und durch Umstellen mit Axiom 9 folgt die Behaup-
tung b-c<a-c. ]

Heimlich haben wir bei diesem Beweis noch von der Gleichung a-(-c)=-(a-c) Ge-
brauch gemacht. Die Giiltigkeit dieser Formel folgt mit Axiom 4 aber aus der Gleichung
a-c+a-(-c)=a-(c—c)=a-0=0, denn dann muB} das Produkt a - (—~c) nach Axiom 3
das eindeutig bestimmte Entgegengesetzte zu a - ¢ sein.

Satz 1.1.2: Fiir alle x € R giltx2 > 0.

Beweis: Ungleichungen beweist man hiufig durch Fallunterscheidungen, die auf Axi-
om 8 beruhen: Aus x = 0 folgt x*= 0. Istx >0, so folgtx - x > x - 0 = 0 nach Multiplikati-
on mit x wegen Axiom 10. Istx <0, so folgt auchx-x > x-0=0, diesmal wegen 1.1.1.m

Satz 1.1.3 (Bernoullische' Ungleichung): Fiir alle 4> —1 und alle » € N gilt
1+nh<(1+h)"

Beweis: Aussagen mit natiirlichzahligen Parametern werden héufig mittels vollstandiger
Induktion bewiesen. Fiir den Induktionsanfang n = 0 ist die Ungleichung trivial giiltig.

Sie gelte nun fiir festes n € N. Durch Multiplikation von (1+ 4)” =1+ nh mit der nicht-
negativen (!) Zahl 1 + h ergibt sich die Abschitzung

A+ =1+ )1+ k)" 2+ B)(1+nh) =1+ h+nh+nh® > 1+ h+nh=1+(n+1)h.
Damit ist die Bernoullische Ungleichung fiir alle » € N bewiesen. ]

An dieser Stelle eine Bemerkung zur Bedeutung von Ungleichungen. Durch die Vorsilbe
»un® ist dieses Wort im Deutschen negativ belegt und betont die Ungleichheit. Daraus
resultiert beim Anfinger hiufig eine Unterschitzung des Wertes von Ungleichungen.
Man muB sich aber klar machen, da eine Ungleichung bereits eine ,halbe“ Gleichung
ist und daf in den Fillen, in denen ein #quivalentes Umformen von Ausdriicken zu
schwierig oder gar nicht mehr méglich ist, mit einer Abschitzung wenigstens noch eine
Teilaussage erhalten werden kann. Die Bernoullische Ungleichung 148t auch eine geo-
metrische Interpretation zu: Der Graph der linearen Funktion g(h) = 1 + nh liegt unter-
halb des Graphen von f(h) = (1 + h)", und wegen g(0) = £ (0) = 1 ist g(h) = 1 + nh die
Gleichung der Tangente im Punkt (0, 1).

lJAKOB BERNOULLI (1654-1705). Zum Bernoullischen Stammbaum gehéren ferner die Mathematiker:
JOHANN B. (1667-1748, jungster Bruder Jakobs); NIKLAUS B. (1687-1759, Neffe und Schiiler von Jakob und
Johann); DANIEL B. (1700-1782, Sohn von Johann).
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Aufgaben zum Rechnen in geordneten Korpern
Aufgabe 1.1.4: Zeigen Sie: Aus x> 0 folgtx™' > 0!
Das Summenzeichen: Fiir jedes System ag,qy,...,a, von reellen Zahlen definieren
wir:
n am+..+a, fir m<n,
Zai =1 a, fiir m=n,
i=m 0 fir m>n.

Aufgabe 1.1.5: Begriinden Sie folgende Formeln:

a) Za, + Zb = Z(a +b,), (Additivitit)
i=0 i=0 i=0
b) Za = Z a; + Z a; fir0<m<n, (Zerlegungsformel)
i=0 i=m+1
n+k
c) Za = Za, ¢ furalle k € N. (Indexverschiebung)
i=m i=m+k
. s , . & n(n+l)
Aufgabe 1.1.6: Beweisen Sie die arithmetische Summenformel: Z i= —

i=1

Aufgabe 1.1.7: Beweisen Sie durch vollstindige Induktion oder Polynomdivision:

k=x"—1 x -a" _Zxk n-l-k

n-1
a) Geometrische Summenformel: Z x T
k=0 x-

Aufgabe 1.1.8: Der Binomialkoeffizient
n -D-....(n- !
Uz"(” oo n=pt __ mt s pund ("):o fiirn<p
D 1.2-..-p pl(n-p)! D

ist fur alle n, p € N definiert und gibt fiir n> p die Anzahl der Auswahlméglichkeiten
von p Objekten aus einem Vorrat von n Objekten an. Beweisen Sie fiirn > p die Formel:

n n n+l
(p) + (p N J = (p . J . (Additionstheorem fiir Binomialkoeffizienten)

Aufgabe 1.1.9: Beweisen Sie durch vollstindige Induktion oder kombinatorisch:

n

n L
Binomischer Lehrsatz: (x +y)” = Z ( j x"/ y/ firallex,y e Rundn e N.
j=0
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1.2 Suprema und Infima, das Vollstindigkeitsaxiom

Die Axiome 1 - 10 sind auch im Zahlbereich Q erfiillt, aber die besondere Qualit4t von
R gegeniiber Q besteht in dem nun zu erdrternden Axiom 11, dem Vollstandigkeitsaxi-
om. Wir schaffen uns zunichst das notwendige Instrumentarium:

Definition 1.2.1: Es sei 4 eine beliebige Teilmenge von R.
1) A heiBt nach oben beschrdnkt, wenn es eine Zahl x € R mit a < x fiir alle
a € A gibt. Jedes x mit dieser Eigenschaft heif3t eine obere Schranke von A.

2) Die kleinste obere Schranke von A heifit (im Fall der Existenz) das Supre-
mum von A. Es gilt also

x=supA < a)xisteine obere Schranke von 4 und
b)) ist x’ eine weitere obere Schranke von 4, so giltx < x',
oder dquivalent:
b") fiir jedes £ >0 ist x — & keine obere Schranke von A mehr.
Untere Schranken und Infima (groBte untere Schranken) werden analog definiert.

Axiom 11 (Vollstindigkeitsaxiom in R): Jede nach oben beschriinkte, nichtleere Men-
ge A c Rhatin R ein Supremum.

Dieses Axiom bildet die Grundlage fiir die gesamte Analysis, wir werden es sehr bald in
Aktion erleben! Vorerst leiten wir einige Konsequenzen ab.

Satz 1.2.2: Sind @ # 4, B < R nach oben beschrinkte Mengen, so ist sup A + sup B =
sup (4 + B). Entsprechend gilt sup 4 - sup B=sup (4 - B) fir F#4,B cR, .
Hierbei bedeuten A+ B={a+b:acA,beB}und A-B={a-b:ac A,b € B}.

Beweis: Wir begniigen uns mit dem Beweis der additiven Formel: Es seien x = sup 4
und y = sup B. Dann gilt a + b < x + y fiir alle ae A4 und alle b€ B nach dem Mono-
toniegesetz. Insbesondere existiert s = sup (4 + B), und es gilt s < x + y. Wire aber
s<x+ty sowidreg=x+y—s5>0. Wegen x = sup 4 und y = sup B existieren nach

12.1.2)b") Zahlen a € 4 und be B mit x-% <a und y—%<b, und hieraus wiirde

s=x+y—-g<a+b < s folgen. Widerspruch. ]

Satz 1.2.3 (Archimedisches' Axiom oder Axiom des Messens): Zu beliebigen reellen
Zahlen a, b > 0 existiert eine natiirliche Zahl n € N mit b < na.

Beweis: Wire na < b fiir alle n € N, so wire die Menge A = {na: n € N} nach oben
durch b beschrinkt. Wegen Axiom 11 existiert s = sup 4, und nach Satz 1.2.2 fiihrt das
auf den Widerspruch s <s +a=sup {0, a, 2a, ...} + sup {a} =sup {a,2a,3a,..} <s. =

! ARCHIMEDES (287(?7)-212 v. Chr.), Syrakus, "Integralrechnung", Hebelgesetz, Archimedisches Prinzip.
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Aufgaben zu Suprema, Infima, Maxima und Minima

Die Begriffe Supremum und Infimum bereiten Anfingern immer Schwierigkeiten. Das
liegt in der Natur der Sache, denn hiermit wird man erstmals in voller Schérfe mit dem
Unendlichen konfrontiert! Bei der Ubertragung der Erfahrungen im Umgang mit endli-
chen Mengen auf unendliche Mengen muf} hchste Vorsicht geboten sein. So gibt es in
jeder endlichen Menge A von Zahlen natiirlich eine kleinste Zahl, die das Minimum von
A genannt wird. Unendliche Mengen miissen aber kein Minimum haben, beispielsweise
gibt es keine kleinste positive reelle Zahl! Supremum und Infimum dienen in gewisser
Weise als Ersatz fiir Maxima und Minima.

Aufgabe 1.2.4: Man berechne: a) sup {—n—1 :n e N}, b)sup {n_+1: ne N*}!
n+ n

Aufgabe 1.2.5: Es sei 4 eine nichtleere Teilmenge von R. Man sagt, daB A4 ein
(absolutes oder globales) Maximum hat, wenn es ein Element a* € 4 mit a < a” fiir alle
a € A gibt. Analog wird das Minimum definiert. Beantworten Sie:

a) Ist das Maximum einer Menge auch ihr Supremum?

b) Hat die Menge 4 = {x : x € Rund x <0} ein Maximum/Supremum?
¢) Hat die Menge A = {arctan x : x € R} ein Maximum/Supremum?

d) Welchen Wert hat inf {x2 —4x+ 6 : x € R}?

Aufgabe 1.2.6: a) Geben Sie die ausfiihrliche Definition des Infimums an!

b)Es sei @+ AR, und es sei B= {-a: a € A} die Menge der entgegengesetzen Ele-
mente. Zeigen Sie inf 4 = —sup B , falls wenigstens eine der beiden GroBen existiert!
¢) Beweisen Sie die das Axiom 11 ergénzende Aussage: Jede nach unten beschrinkte,
nichtleere Teilmenge A <R hat in R ein Infimum.

Aufgabe 1.2.7: Beweisen Sie das Komplement zu 1.2.2: Sind & # 4, B < R nach unten
beschrinkt, so gilt inf 4 + inf B = inf (4 + B).

Aufgabe 1.2.8: Das Archimedische Axiom ermdglicht das Messen grofler Entfernungen.
Zeigen Sie, dafl damit auch das Teilen im Mikrobereich moglich wird: Zu jeder

(kleinen) positiven Zahl a gibt es eine natiirliche Zahl n mit 0 < % < a! Aus dieser Tatsa-

che heraus riihren bei einigen theoretischen Physikern Zweifel an der Verwendbarkeit
der reellen Zahlen zur Beschreibung des Mikrokosmos, denn die Heisenbergsche Un-
schirferelation verbietet in gewissem Sinn ein Messen beliebig kleiner Abstinde. Ver-
zichtet man jedoch auf das Archimedische Axiom, so ist wegen Satz 1.2.3 auch das
Vollstindigkeitsaxiom nicht mehr zu haben! Das Ergebnis wire eine sehr viel schwieri-
gere nichtarchimedische Analysis, die neuerdings als p-adische Analysis auch entwickelt
wurde.

Bemerkung 1.2.9: In Anbetracht der in Aufgabe 1.2.8 genannten Bedenken und den
noch zu erérternden, weitreichenden Konsequenzen aus dem Vollstindigkeitsaxiom
erhebt sich die grundlegende Frage nach der Existenz des Zahlbereiches R iiberhaupt!
Wir werden dieses knifflige Problem in den Abschnitten 1.3, 3.4 und 3.7 erértern!
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1.3 Die Approximation reeller Zahlen durch rationale Zahlen

Wir zeigen in diesem Abschnitt, daB reelle Zahlen niherungsweise durch rationale Zah-
len beschrieben werden kénnen.

Satz 1.3.1: Zu jeder reellen Zahl b existiert genau eine ganze Zahl m mit m < b <m+1.
Diese heifit der ganze Teil von b, in Zeichen m = Int(b). (integer = ganze Zahl)

Beweis: Es geniigt, den Beweis fiir b > 0 zu fiihren. Mit g = 1 folgt aus Satz 1.2.3, dafl
eine natiirliche Zahl m mit b < (m+1)-1=m+1 existiert. Es sei m die kleinste natiirliche

Zahl mit dieser Eigenschaft. Dann ist also m < b < m+1. ]

Satz 1.3.2 (Dichtheitsaxiom): Zu jedem Paar x, y reeller Zahlen mit x < y existiert eine
rationale Zahl r mitx <r<y.

Beweis: Wegen y — x > 0 existiert nach dem Archimedischen Axiom ein » € N mit
1 <n:(y —x). Weiter gibt es zu nx nach Satz 1.3.1 einm € Zmit m < nx <m + 1. Also ist

nx<m+l$nx+l<nx+n(y—x)=ny,undfolglichx<ﬂt—l<y. ]
n

Satz 1.3.3 (Approximation reeller Zahlen durch rationale Zahlen): Fiir jede reelle Zahl
xgiltx=sup {re Q:r<x}.

Beweis: Es sei 4 = {re Q: r <x}. Wegen 1.3.1 ist 4 # &. Daher existiert s = sup 4,
und sicher ist s < x. Wire aber s <x, so giibe es nach dem Dichtheitsaxiom eine rationa-
le Zahl » mit s < r <x im Widerspruch zur Definition von s. ]

Die Dezimalbruchdarstellung reeller Zahlen

Es seix € R mit x > 0 beliebig gegeben. Die Zahlen
x;=107% - Int (10%-x) firke N

sind rational, haben eine k-stellige Dezimalbruchdarstellung X = ag,a;ay--a; und erfiil-
len die Ungleichung x; < x . (Fiir x = V2 ist zB. x)=1;x) = 1,4, x, = 1,41; ...) Sie
heiflen daher untere dezimale Niherungen von x. Wir zeigen x = sup {x;: k € N}. Falls
x' =sup {x;: k € N} <x wire, so existierte nach Archimedes eine Zahl n € N mit
1 <n(x-x)<10"(x - x’) = 10" x —~ 10" x'. Dann wire aber 10" x,, = Int(10” x) >
Int(10” x" + 1) > 10” x" im Widerspruch zu x,, < x'. In diesem Sinn kann jedem x > 0
eine Dezimalbruchentwicklung x = ay,a,a,a;... zugeordnet werden. Das Rechnen mit
den dezimalen Naherungen beruht auf dem Satz 1.2.2: Sind {x;: £ € N} und {y;: k € N}
die untereren dezimalen Niherungen zu x, y 2 0, so gelten:

x+ty=sup{x;: ke N} +sup {y,: ke N}=sup{x, +y;: ke N} und

x-y =sup{x;: ke N} -sup{y,: ke N} =sup{x, -y,: ke N}.
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Die Dedekindsche Konstruktion von R

Wir haben bereits in 1.2.8 die Frage nach der Existenz des Korpers R und damit die
Widerspruchsfreiheit der Axiome 1-11 angesprochen. Diese Frage wurde insbesondere
von DEDEKIND' thematisiert (s. Literaturverzeichnis). Inzwischen sind zahlreiche Kon-
struktionsverfahren bekannt: Konstruktion mittels Dedekindscher Schnitte (s.u.), mittels
Intervallschachtelungen (s.3.4), mittels Dezimalbriichen oder mittels Cauchy-Folgen
(Cantorsche Methode, s.3.7). Gemeinsam ist all diesen Verfahren, daB die irrationalen
Zahlen in geeigneter Weise als ideale Objekte aus den rationalen Zahlen konstruiert
werden. Damit ist die Existenz und Widerspruchsfreiheit von R auf die von Q zuriickge-
fithrt. Da wiederum Q via Bruchdarstellung aus N konstruiert werden kann, ist somit die
Existenz von R auf die Widerspruchsfreiheit der Mengenlehre, insbesondere auf die
Existenz einer unendlichen Menge, die man ja zur Konstruktion von N braucht, zuriick-
gefiihrt. Wir skizzieren hier die Grundidee des Dedekindschen Verfahrens, ohne die
notwendigen Nachweise aus Platzgriinden fiihren zu kénnen.

Definition 1.3.4: Unter einem Dedekindschen Schnitt in Q versteht man ein Paar
(4, B) von Teilmengen & # A, B < Q mit den Eigenschaften:
a) Fir alle a € A und b € B gilt a < b. Wir schreiben dafiir kurz 4 < B.
b) A ist nach unten gesittigt, d.h., aus x <aund a € 4 folgt x € 4,
B ist nach oben gesittigt, d.h., aus b <y und b € B folgty € B.
¢) A hat kein Maximum, B hat kein Minimum.
d) Es existiert hochstens ein » € Qmit 4 <r < B.

Definition 1.3.5: Auf der Menge @ aller Dedekindschen Schnitte definieren wir:
Eine Ordnung: (4,B) < (C,D)<> A<D (o AcC).
Eine Addition: (A, BY*(C, D) = (A+C, B+D) mit A + C = {a+c: a € 4, ¢ € C}.
Eine Multiplikation (zunichst fur positive Schnitte, spéter allgemein): Im Fall
0 € A4, Csei (4, B)(C, D) = ((-»,0] u (4*- C*), B- D) mit A* = 4 N (0,%).

Freilich erfordert die Definition eine Rechtfertigung, insbesondere ist zu zeigen, da die
Resultate von Addition und Multiplikation wieder Schnitte sind. Das mag anschaulich
zwar klar sein, mufl aber bewiesen werden. Dieser Beweis beruht mafigeblich auf dem
Archimedischen Axiom.

Nun zeigt man, daB in ‘P die Axiome 1-11 erfiillt sind. Der Nachweis von Axiom 3
beruht z.B. auf der Feststellung, dal mit (4, B) auch (-B,—A) ein Schnitt ist und daf
(A4, B) + (=B,~A)=((~, 0),(0, )) = 0 gilt.

Abschliefend nimmt man eine Einbettung von Q in ‘@ vermoger > ((—x,r),(r,®)) €
‘D vor und nennt das entstehende Gebilde R. Die irrationalen Zahlen sind in dieser
Konstruktion gerade diejenigen Dedekindschen Schnitte (4, B)e ‘P, fiir die es kein
rationales Schnittelement » € Q mit 4 < r < B gibt. Die Ausfiihrung aller Details ist recht
miihevoll, aber es gibt keinen Konigsweg zur Konstruktion von R.

1RICHARD DEDEKIND (1831-1916), Professor in Braunschweig, grundlegende Arbeiten zur Zahlentheorie.
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1.4 Existenz und Eindeutigkeit n-ter Wurzeln in R

Die Nichtlosbarkeit der Gleichung x% =2 im Zahlbereich Q war ein Hauptmotiv fiir die
Erweiterung von Q zu R . Wir zeigen nun, da} in R solche Aufgaben 16sbar sind:

Satz 1.4.1: Zu jeder natiirlichen Zahl n 2 1 und jeder reellen Zahl a > 0 existiert genau

eine Zahl w > 0 mit w” = a. Diese Zahl heifit die n-te Wurzel aus a, in Zeichen

w="a.

Beweis: Eindeutigkeit: Aus 0<w; <w, folgt w' <wj, aus w; # w, also wj' #wj .
Existenz: Es sei a > 0. Zundchst gilt x” =a genau dann, wenn x eine Nullstelle der
Funktion f(x)= x" —a ist. Zur Ermittlung der Nullstellen von f wenden wir das
Newtonsche' Tangentenverfahren an (Fig. 1.4.1): Wir wihlen einen beliebigen Startwert
xg >0 mit x§ >a und legen die , Tangente“ g im Punkt (xg,f(x()) an die Kurve

y = f(x). Die Nullstelle x; der linearen Funktion g ist dann eine Verbesserung von x,

und wir erwarten, da3 bei fortgesetzter Wiederholung des Verfahrens niherungsweise
eine Nullstelle von fberechnet werden kann. Zur analytischen Durchfiihrung dieser Idee
benotigen wir die Gleichung der Tangente. Aus der Bernoullischen Ungleichung

n
1+ nh < (1+h)" folgt mith = —— ~ 1 fiir alle x > 0 die Ungleichung 1+n(i-1) <X

xo x xq
Nach Multiplikation mit x§ und Subtraktion von a ergibt sich daraus
g(x)=(xg —a)+ nx(’)"l(x -x9)<x" —a= f(x) furalle x 0. *)

Also stellt die /ineare Funktion g wirklich eine Tangente an fim Punkt (xg, f(x()) mit

xp —a

Nullstelle bei x; = xg — dar. Wegen (*) ist g(0)<0-a<0 <xj-a=g(xg).

nx(’)'"]
Somit gelten 0 < x; < xgund 0= g(x;)<x{" —a (nochmals (*)). Wir konnen daher das

Verfahren mit x statt x, wiederholen. Auf diese Weise erhalten wir induktiv Zahlen

n
Xj a

X =Xj = = mit 0<x;, <x; und 0<x7,, ~a firallej eN. (*%)

J

Wegen Axiom 11 existiert das Infimum w = inf {x; : j € N}. Wir zeigen w" = a: Durch

n1 4 x" —a=nx", und der Ubergang zum Infimum

Umstellen von (**) folgt x ;. - n-x; 7 r

n—1

liefert wegen 1.2.2 w-n-w""" + w" —a=nw", also wie gewiinscht w” =a. [

lISAAC NEWTON (1643-1727), Professor in Cambridge, herausragender Physiker und Mathematiker.
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Beispiel 1.4.2: Eine Quadratwurzelberechnung

Wir wenden die Methode zur Berech-

nung von Quadratwurzeln an. Fiir n=2 yA Box)=g(x)
vereinfacht sich die Formel (**) nach I/gI x)
Kiirzen zu !
xj-a_1f . a LN
xj+1=xj— éx. =‘2‘[Xj+—x—] \ / 1 ‘>
J J \ M Xy/x; X X
Diese Vorschrift ist als Heron’-Formel :

oder als babylonisches3 Wurzelziehen —
bekannt. Fig. 1.4.1: Newton-Verfahren

Als Beispiel wihlen wir a = 2 und be-
rechnen w=+2 ndherungsweise: Mit x; = 2 ergibt sich der Reihe nach:
x; = 1.500000000000000000000000000,
x5 =1.416666666666666666666666666,
x3 = 1.414215686274509803921568627,
x4 =1.414213562374689910626295578,
x5 = 1.414213562373095048801689623.
Wir sehen, daB sich die Folge sehr schnell stabilisiert und da V2 =1414%1073
eine gute Niherung ist. Die erstaunlich rasche Konvergenz der Folge legt die Fra-

ge nach genaueren Fehlerabschitzungen nahe. Mit w=+a erhdlt man wegen

w? —a=0 aus (**) mit der 3. binomischen Formel die Umformung

2 2

X;—a w” —a 1

Xjg~W=Xxj— J - w-— =(xj—w)+~—(w2—x§)
2x; 2xj 2x;

1 1
= (x; —w)(l—;j(w+xj)J =(x; —w)x, —w)-EX—j .
Im Falla, xq > lergibt sich also grofziigig |x;,; —w<05-[x; - w?, eine sog.
quadratische Konvergenz. Ist beispielsweise der Fehler |x; —wi< 107!, so sind

|x — <1072 und |x3 - W< 10~*. Die Zahl der gilltigen Stellen wird also bei je-
dem Iterationsschritt verdoppelt.

Aufgabe 1.4.3: Ermitteln Sie J10 ndherungsweise auf 2 Dezimalstellen!

Aufgabe 1.4.4: Beweisen Sie durch Probe ¥ab = ¥a¥bund ¥%¥a ="Ya fira, b > 0!

HERON VON ALEXANDRIA (um 100 n. Chr.).
3Mesopotamische Mathematik 4.-2.Jt. v. Chr.



18 1  Der Kérper der reellen Zahlen

1.5 Betriige und Betragsungleichungen, Intervalle

Bisher haben wir die Ordnungsrelation als ein Hauptwerkzeug benutzt. Zur Untersu-
chung nicht monotoner Prozesse ist dieses Instrument jedoch weniger geeignet. Stattdes-
sen werden wir die Betragsbildung und den Abstandsbegriff verwenden.

Definition 1.5.1: Fiir a € R heiBit | a | = max{a,—a} = va? der Betrag von a.

Beispielsweise sind | 12 | =12, |-6.5|=6.5 und |lg 0.1 | = 1, aber der variable Ausdruck
| x | ist nur durch Fallunterscheidung zu behandeln:

Satz 1.5.2 (Rechenregeln): Fiir alle a, b € R gelten:
a) Stetsist|a|=>0,undesgilt|a|=0nur fira=0,
b) |a+b|<L|a|+]|b]|, (Dreiecksungleichung)
¢) |lal-|bl|<la-bl,
d) |ab|=|al|b],
e) l|al=|-al

Beweis: Die Eigenschaft a) ergibt sich sofort aus der Definition. Zu b): Sind a, b > 0
oder a, b < 0, so gilt offenbar |a + b| = |a| + |b|. Wir betrachten nun den Fall a < 0 < b.
Falls dabei a + b > 0 ausfillt, soist [a+ b|=a+ b <b=|b| <|a| + |b|. Ist aber a + b <0,
so folgtla+b|=—(@a+b)=—-a-b<-a=|a <|a +1|b. Zuc): Aus|a|=|a— b+ b| <
|a — b| + |b| folgt |a| — |b] < |a — b|. Entsprechend zeigt man |b| — |a| < |a — b|. Zu d): Die
Behauptung ergibt sich durch Untersuchung der Fille 1) 0 < a, b, 2) a < 0 < b und
3) a, b <0. Die Eigenschaft e) folgt aus d) mit 6 = —1. n

Definition 1.5.3: Je zwei Zahlen a, b € R mit a < b legen folgende Intervalle fest:

[a, b] = {xeR: a < x < b}, (abgeschlossenes Intervall)
(a, b) = {xeR: a <x < b}, (offenes Intervall)
[a, b) = {xeR: a < x < b}, (rechtsoffenes Intervall)
(a, b] = {xeR: a<x < b}. (linksoffenes Intervall)

Mit diesen Begriffen lassen sich Losungsmengen von Betragsungleichungen gut be-
schreiben. Als Beispiel bestimmen wir die Menge U = {x: |x — a| < &} fiir eine fixierte
Zahl a € R und beliebiges £> 0. Es ist
|[x—a|<eo x—a<eund—(x—-a)<e & x<atecund—x+a<e
< x<agteunda-e<x S xe(a-gate).

Alsoist U= {x: |x— a | < &} = (a - & a + &) ein offenes Intervall mit Mittelpunkt a.
Diese Menge heifit auch eine & Umgebung von a.
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Aufgaben zu Ungleichungen und Betriigen

Zum Losen von Ungleichungen und Betragsungleichungen verwendet man die iiblichen
Techniken, wie sie auch fiir das Lésen von Gleichungen benutzt werden. Fiir das Setzen
des Relationszeichens sind jedoch die Monotoniegesetze Axiom 9, Axiom 10 und
Satz 1.1.1 zu beachten! Insbesondere kehrt sich das Zeichen < bei der Multiplikation mit

negativen Zahlen um!

Aufgabe 1.5.4: Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Ungleichungen:

a)2(x—1)>5-3x,

b) (x-2) (x2 +2)>0, c)
x

x+1
+2

>3,

Aufgabe 1.5.5: Bestimmen Sie durch geeignete Fallunterscheidungen die Losungsmen-

gen der folgenden Betragsungleichungen:

a) x +2| <3,

b)x2-1<x-1,

O)lx—1]+|x-2>2.

¢ Quadratische Ungleichungen 16st man auch hiufig mit der Methode der quadrati-

schen Ergdnzung:

Beispiel 1.5.6: Wir bestimmen die Losungsmenge von x2 — 6x — 2 <0.

Losung a: Wir erginzen den Teil-
ausdruck x2 — 6x zu einer binomi-
schen Formel und erhalten folgende
dquivalente Umformungen:

x2—6x-2 < 0
(x-32-322 < 0
(x—3)2 <

k=3 < Vi

32 +2=11

Die Ldsungsmenge ist also das offe-
ne Intervall

L=(- J11,3+11).

Aufgabe 1.5.7: Losen Sie:
a) sin(2x) > 0,

Aufgabe 1.5.8: Zeichnen Sie die Signum-Funktion sgn(x) = {

b) Ig(5x — x2) > 0.1,

Losung b: Eine andere Methode besteht
darin, statt der Ungleichung zunichst die

Gleichung f (x) = x2— 6x—2 = 0 zu lésen:
Die Losungsformel ergibt

X,=3+J942=31 V11,

und innerhalb der Intervalle /; =(—, x,),
L, = (xp, x1), I3 = (x|, ©) konnen keine
Vorzeichenwechsel mangels weiterer
Nullstellen vorliegen. Mit drei beliebig
gewihlten Priifpunkten entscheidet man
das Verhalten innerhalb der Intervalle:
A(=10) = 100+60-2 > 0, A0) = -2 < 0 und
A(10) = 100-60-2 > 0. Daraus folgt

L =1, =(xp,x)) wie bei a).

o)3|x2 -4x+3 <1.

[x|/x fiirx =0,
0 firx=0!



2 Elementare Funktionen
2.1 Grundbegriffe

Funktionen werden in der modernen Mathematik losgeldst von der Frage ihrer Berech-
nungsmoglichkeit zunéchst als rein statische Objekte der Mengenlehre definiert:

Definition 2.1.1: Eine Funktion ist ein Tripel (X, f, Y), wobei X und Y beliebige Men-
gen sind und wo f, der Graph der Funktion, eine Teilmenge von X x Y mit der
folgenden Eigenschaft ist:

Sind (x, y}), (x, ¥,) € f,s0isty; =y, . (Nacheindeutigkeit)

Die Mengen X und Y heiflen Vor- bzw. Nachbereich der Funktion £, und die
Teilmengen

D(f) = { x € X : Es existiertein y €Y mit (x, y) € f} und
W(f)={y €Y : Esexistiert ein x € X mit (x, y) € f}

heiflen Definitions- bzw. Wertebereich von f.

Wegen der Nacheindeutigkeit gehort zu jedem x € D(f) genau ein y € Y mit (x, y) € f,
und dieser Wert y heift Funktionswert zu x und wird durch y = f(x) bezeichnet. Anstelle
der Schreibweise (X, f; ¥) benutzen wir meist die ausdrucksvollere Symbolik f: X— Y
oder schreiben einfach f. Gelegentlich werden wir auch x - y statt y = f(x) verwenden.
Zwei Funktionen £ X — Yund g: X — Y sind gleich, wenn sie wertverlaufsgleich sind,
d.h. wenn D(f) = D(g) und wenn g(x) = f(x) fiir alle x € D(f) gilt.

Eine Funktion f= (X, f, ¥) heifit eine Funktion von X in Y, wenn D(f) = X gilt. Gelten
D(f) = X und W(f) = Y, so heifit f eine Funktion von X auf Y. SchlieBlich heifit die
Funktion f voreindeutig (oder eineindeutig), wenn f(x;) = f (x,) stets x| = x, impliziert.

Die Verkettung von Funktionen: Sind f: X — Yund g: Y — Z zwei Funktionen, so
148t sich durch Aneinanderfiigen eine neue Funktion go f: X — Z durch

(go)x)=g(f () furalle x € D(gof) = {x € D(f): f(x) € D(g)}
definieren. Diese Funktion heifit Verkettung, Superposition oder auch Nacheinanderaus-

Sithrung von fund g, und f bzw. g heiBen innere bzw. dufere Funktion von go f.

Eine Funktion g heiBt inverse Funktion oder Umkehrfunktion zu f, in Zeichen g = f~1,
falls (gof)(x) = x und (fo g)(y) = y fiir alle x € D(f) und alle y € D(g) gelten. Die
Existenz von Umkehrfunktionen kann mit folgendem Kriterium tiberpriift werden:

Satz 2.1.2: Eine Funktion f: X — Y besitzt genau dann eine Umkehrfunktion, wenn f
eineindeutig ist. In diesem Fall ist D( f ™! ) = W().

H. Junek, Analysis
© B. G. Teubner Stuttgart - Leipzig 1998
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Darstellungsméglichkeiten fiir Funktionen

So vielseitig der Anwendungsbereich des Funktionskonzepts ist, so vielseitig ist auch die
Moglichkeit der Darstellung von Funktionen einschlieBlich ihrer Vor- und Nachteile:

e Tabellarische Darstellung: Wertetabellen,

o Analytische Darstellung: Funktionsgleichungen, Funktionalgleichungen,
o Algorithmische Darstellung: Programme und Algorithmen,

o Graphische Darstellung: Balkendiagramme, Kurven, Flichen.

Zur graphischen Darstellung einer reellen Funktion y = f{x) mit einer reellen Verinderli-
chen x ist die Zeichenebene R? geeignet: Die Paare (x, f{x)) € R? werden einfach als
Punkte der Ebene interpretiert. In vielen Fillen entsteht hierbei eine Kurve, es kénnen
aber auch andere seltsame Punktmengen entstehen. Wir betrachten einige Beispiele:

A
Y f@=x-2x-1 f(x)=Int () y _
”—0
x "
*"—
Fig. 2.1.1: Eine glatte Kurve Fig. 2.1.2: Eine Sprungfunktion
}’A Dexy = 1firxe Q yA Aktienentwicklung
©=1ofarreR\Q
Jede graphische Darstellung
dieser Funktion muB mangelhaft
1 sein. (Warum?)
— > >
x t
Fig. 2.1.3: Die Dinichlet-Funktion Fig. 2.1.4: Eine rauhe Funktion

Reelle Funktionen f: Rx R — R mit zwei reellen Veranderlichen, z = f (x, y), konnen
entsprechend als Fliachen im Raum veranschaulicht werden (s. Fig. 8.5.1).

Aufgabe 2.1.3: Bestimmen Sie die Gleichung der Umkehrfunktion zu f (x) = 2x — 6 !
Zeichnen Sie beide Funktionen im x-y-Koordinatensystem! Wie liegen die Graphen

zueinander? Entsprechend fir f(x)=vx+4!

Aufgabe 2.1.4:. Priifen Sie, ob die Punktmenge {(x, y) € R2: y2 — x2 = 0} Graph einer
Funktion sein kann!
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2.2 Monotone Funktionen

Wir wollen reelle Funktionen £ R — R mit Hilfe der Ordnungsrelation untersuchen.
Der folgenden Begriffsbildung kommt bei diesem Vorgehen besondere Bedeutung zu.

Definition 2.2.1: Eine Funktion £ R — R heiBt (streng) monoton wachsend auf einer
Menge M < D(f), wenn fiir alle x, x' € M aus x < x' stets £ (x) < f(x') (bzw.
f(x) <f(x") folgt. Entsprechend definiert man monoton fallende Funktionen.

Die Potenzfunktionen f,(x) = x" sind fiir n € N* auf R, streng monoton wachsend.

Satz 2.2.2 (Erster Hauptsatz iiber monotone Funktionen): Ist eine Funktion
f:1 > W(f) auf dem Intervall I streng monoton wachsend, so hat f eine Um-

kehrfunktion f~ L W(f) — I, die selbst streng monoton wachsend ist.

Beweis: Aus x # x' folgt jedenfalls f(x) # f(x'), denn f'ist streng monoton wachsend.
Folglich besitzt fnach Satz 2.1.2 eine Umkehrfunktion /' : W(f) — I. Diese Funktion
ist selbst streng monoton wachsend, denn gibe es Elemente y, y' € W(f) mit y <), aber

x=f ! 0 =2f '¢") = x', so wiirde durch Anwendung von f wegen der Monotonie die
Ungleichung f(x) =y > y' = f(x') folgen. Widerspruch. ]

¢ Die Wurzelfunktionen f(x) = %x sind als Umkehrfunktionen der Potenzfunktionen
auf R, streng monoton wachsend.

Aufgabe 2.2.3: Beweisen Sie: Eine Funktion f ist auf einem Intervall / genau dann
streng monoton wachsend, wenn fir alle a,bel mit a#b die Ungleichung
S(®)-f(a)
b-a
Anstieg).

>0 gilt (geometrische Interpretation: Alle Sekanten haben positiven

2.3 Exponential- und Logarithmusfunktionen

Exponentialfunktionen f (x) = ¢* mit @ > 0 und a # 1 gehdren im Hinblick auf die An-
wendungen zu den wichtigsten Funktionen. Sie treten insbesondere bei der Beschrei-
bung von Evolutionsprozessen (z.B. Wachstums- und Sterbeprozesse) und auch in der
Wabhrscheinlichkeitstheorie auf. Doch wie konnen sie definiert werden? Was bedeutet
beispielsweise 2™ ? In diesem Abschnitt werden wir die Funktionen f (x) = @* auf gene-
tische Weise, also durch schrittweise Erweiterung des Definitionsbereiches beginnend
bei N bis hin zu R einfiihren. Alternativ werden wir spater Exponentialfunktionen auch
durch Potenzreihen definieren. Wir begniigen uns mit dem Fall der Basis a >1.
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Definition 2.3.1: Es sei a > 1. Wir definieren:

Na =1,
2) @ =a-a*! firne N, (Wiederholte Multiplikation!)
1 . s
3) an= — furne N*, (Existenz der Division!)
a
m
4) o =an =Ya" =(’\'/; )m firr = % € Q, (Existenz der Wurzel!)
5) @*=sup{a”r e Qundr<x} firxe R (Vollstiandigkeitsaxiom!)

Die so definierte Funktion f(x) = a* heiit Exponentialfunktion zur Basis a.

Die Definition 2.3.1 erfordert einige Rechtfertigungen:

Zu 4): Es seien zwei verschiedene Darstellungen r=%="':—,' gegeben. Dann ist

m-n' =m'-n, und daher gilt Ya™ =Y Va™ ="Ya™" ="a™ . Also ist 4) unab-

héngig von der konkreten Darstellung der rationalen Zahl r.

Zu 5): Fiir die Existenz des Supremums ist zu zeigen, dafl die Menge A, = {a": r <x und
r€Q } nach oben beschrinkt ist: Zu x existiert nach 1.3.1 eine natiirliche Zahl p mit

x<p.Ausr= 2 <x<p folgenm <npund a” < a’?, und wegen der Monotonie der

Warzelfunktion ist a» =%a™ <%¥a™ =aP. Daher ist A, durch a” nach oben be-
schrinkt. SchlieBlich hat man die Vertriglichkeit von 4) und 5) fiir x € Q zu zeigen. Wir
iiberlassen den nicht ganz einfachen Beweis dem Leser. (Bernoullische Ungleichung
benutzen!)

Satz 2.3.2 (Grundeigenschaften der Exponentialfunktion): Die in 2.3.1 definierte
Funktion f(x) = a* hat fiir a > 1 die folgenden Eigenschaften:

1) D() =R,

2) fist streng monoton wachsend auf R,

3) f(x+y)= a*Y =a*a? = f(x)- f(p) furallex,y e R,
4) W(f) = (0, ).

Beweis: Zu 1): Dies folgt aus der Definition von fund obiger Rechtfertigung.
Zu 2): Es seien x, x' € R mit x <x' gegeben. Wegen 1.3.2 (zweimal anwenden) exi-

. . r ’
stieren Zahlen r, r' € Qmit x <r <r' < x'. Damit folgt dann a* <a” <a” <a*.
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Zu 3): Zunichst seien r,s €Q mit =2 und s = 3 (Hauptnenner!). Nach 1.4.4 ist
ar. = %. —S n" m n" n" map —am;p =aqa
Fir reelle x, y schlieBt man dann wie folgt: Es seien 4, = {a": r < x und r €Q} und

A,= {a*. s <yund s €Q}. Unter Verwendung von Satz 1.2.2 folgt dann

r+s,

a”*-a” =sup A, -sup 4, =sup(4, - 4,)=sup{a”:r <x,s <y}

=sup{a’:t<x+yundt eQ} =a*"”.
Zu 4): Zunichst ist a* = (a"/ 2 )2 >0 als Quadrat. Daher gilt W(f) < [0, ). Wegen

& -a* =a=1ista* = 0 fiir alle x € R. Das zeigt W(f) < (0, ). Umgekehrt haben

wir noch zu zeigen, daBl zu jedem ¢ > 0 ein x € R mit a* = ¢ existiert. Ein Kandidat ist
die Zahl x = sup {r €Q: a” < c¢}. Den strengen Nachweis hierfiir wollen wir aber iiberge-
hen (nochmals Bernoullische Ungleichung und Archimedisches Axiom). ]

Es ist ganz erstaunlich, da3 die Exponentialfunktionen durch die Bedingungen 1-3 aus
Satz 2.3.2 bis auf die Wahl der Basis a bereits bestimmt sind:

Charakterisierungssatz 2.3.3: Es sei f: R — R eine Funktion mit folgenden Eigen-
schaften:

1) D(f)=R,

2) fist streng monoton wachsend auf R,
3) firallex,ye Ristf(x +y)=f(x) - f().

Dann gilt £ (x) = a* mit a = f (1) > 1 fiir alle x € R. Insbesondere ergibt sich
W(f) = (0, ).

Beweis: Wegen 2) existiert ein xo€ R mit f (x;) # 0, und aus f (xp) = f(x, + 0) =
S (xp) - £(0) folgt nach Division f(0) = 1. Das ergibt a = f (1) > f(0) = 1 wegen 2). Fir
allex € Rund ne N* ist f(nx) =f(x + ... + x) = (f (x))" nach 3). Speziell ergibt sich fiir
x =2 die Formel ( f(%))" = f(n.L":.) = f(m)= f()™ =a™, also f(%) =a". Das
zeigt f(r) = a" fur alle re Q. Aus f(x) - f(—x) =f(x —x) = f£(0) = 1 folgt f (—x) =

f (x)! firr alle x € R. Insbesondere giltalso f(r)=a" auch fiir negative x € Q. Hier-
aus folgt nun

a=sup{ar<xundreQ} =sup {f(r):r<xundreQ} <f(x),

also a* < f(x) fiir alle x eR. Ebenso ist a™* < f(~x), und das Umstellen ergibt

f(x) <a*. Beide Ungleichungen zusammen zeigen f(x)=a*. L]
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¢ Die Logarithmusfunktionen: Die Umkehrfunktion g = log, zur Exponentialfunktion
f(x)=a*mita>0und a =1 heiBt Logarithmusfunktion zur Basis a. Es gilt also

x =log, y genau dann, wenna*=y .
Logarithmusfunktionen zur Basis 2, 10 und e bezeichnet man kurz durch 1d, Ig und In.

Aufgabe 2.3.4: Formulieren Sie fiir die Logarithmusfunktionen Sitze, die den Sitzen
2.3.2 und 2.3.3 entsprechen! Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f=1g !

¢ Umrechnung von Exponentialfunktionen verschiedener Basen
Problem 2.3.5: Wir suchen eine Umrechnung von a* auf 4’ !

Losung: Der Ansatz a* = b ist dquivalent zu x-log, a = y (Logarithmieren!).

Also gilt | a* =5*1859 fiir alle a, 5 > O mita, = 1 und alle x € R.

¢ Umrechnung von Logarithmusfunktionen verschiedener Basen

Problem 2.3.6: Wir suchen eine Umrechnungsformel von log, y auf log, y !

Lésung: Mitx = log, y isty=a*= b*1°8h 2 (nach 2.3.5). Logarithmieren zur

Basis b ergibt | log, y = x-log, a =log, y-log, a.l
Mit 5 = 10 und a = e ist beispielsweise lgy=Iny - Ige.

Aufgabe 2.3.7: Zeichnen Sie die Graphen von f(x) = 2%, £,(x) = 3* und f;(x) = 0.5* !

= oxld3

Machen Sie sich die aus 2.3.5 resultierende Formel 3* auch an den Graphen

klar! (Dehnung der Zeichenebene in x-Richtung)

Aufgabe 2.3.8: Wachstum mit beschrénkten Ressourcen wird oft mit der Formel fir das

logistische Wachstum f(x) = ~—1—xmit freien Parametern C, a > 0 modelliert.

1+Ce™®
Man skizziere einige Graphen und passe die Parameter auf /(0)=0.1 und f(1)=0.8 an!

¢ Die hyperbolischen Funktionen: Die Funktionen

X -X x -X
. e’ —e e +e
sinhx = — und coshx = —

heiBlen Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus.

Aufgabe 2.3.9: Zeichnen Sie die Graphen und beweisen Sie die Additionstheoreme:
sinh (x + y) = sinh x - cosh y + cosh x - sinh y,
cosh (x +y) = cosh x - cosh y + sinh x - sinh y,
cosh?x —sinh2x =11
Nicht nur die Ahnlichkeit zu den Additionstheoremen der trigonometrischen Funktio-

nen, sondern auch geometrische Hintergriinde (Polardarstellung von Ellipsen und Hy-
perbeln, euklidische und hyperbolische Geometrie) erkliren die Namensgebung.
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2.4 Ganzrationale Funktionen

Wir wollen die Struktur ganzrationaler Funktionen etwas ausfithrlicher betrachten. Die
Bedeutung dieser Funktionen besteht darin, daB sie elementar zu definieren sind, in
vielen Anwendungen auftreten, numerisch gut zu behandeln sind und sich hervorragend
zur Approximation komplizierterer Funktionen eignen (siehe 3.5.1 und 6.6).

Definition 2.4.1: Eine Funktion f: R — R heifit eine ganzrationale Funktion, wenn es
eine Darstellung der Form f(x)=a,x" +...+ alx1 +ay fiir alle x € R gibt. Ist
dabei a,, #0, so heiBit n der Grad von £

Ein wichtiges Problem der Mathematik ist die Bestimmung der Nullstellen ganzrationa-
ler Funktionen. Fiir quadratische Funktionen f (x) = x2 + px + g gibt es die bekannten
Losungsformeln, fiir ganzrationale Funktionen hoher Ordnung (7 > 5) existieren derar-
tige Wurzelformeln aber nicht mehr. Was kann trotzdem iiber die Existenz und Anzahl
der Nullstellen gesagt werden? Wir beginnen mit folgender Beobachtung:

Satz 2.4.2: Eine Zahl x;, € R ist genau dann eine Nullstelle der ganzrationalen Funkti-
on fvom Grad n > 0 , wenn es eine Zerlegung f (x) = (x ~ xp) - g(x) mit einer
ganzrationalen Funktion g vom Grad n — 1 gibt.

Beweis: Die Polynomdivision ergibt eine Zerlegung f(x) = (x — x;) - g(x) + r , wobei g
vom Grad n — 1 und r = const sind. Fiir x = x; ist 0 = f(xg) =0 - g(xg) + r,alsor=0. =

Satz 2.4.3: Eine ganzrationale Funktion f vom Grad » > 0 kann hochstens n
(verschiedene) Nullstellen haben.

Beweis: Wir fiihren den Beweis durch vollstindige Induktion. Jede lineare Funktion
f(x) =ax + b mit a # 0 hat genau eine Nullstelle. Ist nun f eine Funktion vom Grad n+1
und ist x;, eine Nullstelle von £, so kann nach 2.4.2 die Zerlegung f (x) = (x — x)-g(x)

vorgenommen werden. Jede weitere Nullstelle x # x; von fmuf} dann aber eine Nullstel-
le von g sein, und g hat nach Induktionsvoraussetzung hochstens n Nullstellen. ]

n n
Satz 2.4.4 (Prinzip des Koeffizientenvergleichs): Aus Z a kxk = Z bkxk fur alle
k=0 k=0
x € R folgt a; = b fiir alle k. Jede ganzrationale Funktion f ist also auf genau eine
Weise als Polynom darstellbar, und ihr Grad ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Wir beweisen zunichst den folgenden Spezialfall:
Aus f(x)=a,x"++a;x! +ay=0 furalle x € R folgt a, = 0 fiir alle k= 0,..., n.

Angenommen, dies wire falsch. Es sei & der grofite Index mit a; # 0. Dann ist f vom
Grad k. Da f nach Voraussetzung unendlich viele Nullstellen hat, gilt £ = 0 nach 2.4.3.
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Das zeigta; =...= a, =0und f(x) = ag # 0 im Widerspruch zu f(x) = 0. Der aligemei-

n
ne Fall wird durch Subtraktion auf die Gleichung Z(ak - b )xk =0 zuriickgefiihrt. =
k=0

Zuriick zur Existenz von Nullstellen. Wir werden in 8.4 zeigen, daBl im Kérper C der
komplexen Zahlen jede ganzrationale Funktion vom Grad » auch » Nullstellen hat. Die
reelle Version hiervon ist der von GAUSS' 1799 bewiesene:

Satz 2.4.5 (Fundamentalsatz der klassischen Algebra, reelle Version): Jede ganzratio-
nale Funktion f (x) = a,-x" +...+a;-x + q; 14Bt sich in ein Produkt aus linearen
und quadratischen Funktionen zerlegen (vgl. 8.4.3).

Aufgabe 2.4.6: Beweisen Sie die folgende Aussage!

Stimmen zwei ganzrationale Funktionen fund g vom Grad » an mindestens (n + 1)
Stellen iiberein, so sind sie wertverlaufsgleich.

(Hinweis: Betrachten Sie die Differenz 2 = f— g und wenden Sie 2.4.3 an.)

Historische Bemerkungen: Das Losen von Gleichungen n-ter Ordnung, also von Glei-

chungen der Form x” +a,_;x" ! +...+ ajx+a =0, ist ein zentrales Problem der Ma-

thematik und ihrer Anwendungen. Der Fall n = 2 ist leicht und war bereits in der meso-
potamischen Mathematik bekannt, die Losungen lassen sich mit den bekannten Losungs-

2
formeln x|, =—%i,f%‘ —aq berechnen. Die Suche nach Losungsformeln fiir héhere
Ordnungen prigte die Mathematik der Renaissance. DEL FERRO’ fand um 1500 Lo-
sungsformeln fiir die kubische Gleichung, publizierte die Ergebnisse aber nicht. Erst
CARDANO’ machte die nach ihm benannten, komplizierten Losungsformeln fiir Glei-
chungen dritten und vierten Grades bekannt, die z.T. auf Ergebnissen von TARTAGLIA
aus dem Jahr 1535 beruhten. Die Suche nach Formeln fiir hohere Ordnungen blieb zu-
nichst erfolglos. Mit seiner Dissertation loste GAUSS im Alter von 22 Jahren mit dem
Beweis (des leider nicht konstruktiven) Fundamentalsatzes der klassischen Algebra die
Frage nach der Existenz von Losungen, wihrend ABEL’ und GALOIS® zeigten, daB} fiir
alle n 2 5 keine Losungsformeln vom "Wurzeltyp" (Auflosung durch Radikale) existie-
ren. Das erklirt nachtréiglich, weshalb die fast 300j4hrige Suche nach Formeln erfolglos
bleiben mufite. Die praktische Berechnung von Nullstellen erfolgt in der modernen Ma-
thematik mit Approximationsmethoden (Banachscher Fixpunktsatz, Newtonverfahren,
Halbierungsverfahren).

' CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855), Professor in Gottingen, bedeutendster Mathematiker der Neuzeit.
2 SCIPIONE DEL FERRO (1465-1526), Professor in Bologna.

3 GIROLAMO CARDANO (1501-1576), Mediziner, wirkte in Pavia, Padua, Bologna.

4 NICCOLO TARTAGLIA (1500(?)-1557), Rechenmeister in Verona, Brescia und Venedig.

3 NIELS HENRIK ABEL (1802-1829), lebte in Christiania (heute Oslo), bedeutender Algebraiker.

® EVARISTE GALOIS (1811-1832), wirkte in Paris, Schopfer der Galois-Theorie.
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2.5 Trigonometrische Funktionen

Entgegen unserem bisherigen Vorgehen, die Begriffe und Objekte der Analysis aus
wenigen Grundtatsachen iiber reelle Zahlen aufzubauen, wollen wir bei der Behandlung
der trigonometrischen Funktionen massive Anleihen an die euklidische Geometrie ma-
chen. Dies aus zweifachem Grund: Erstens hingen die trigonometrischen Funktionen auf
das engste mit der Geometrie des Kreises und mit Dreiecksberechnungen zusammen,
und jeder hat wohl seine erste Bekanntschaft mit diesen Funktionen in solchem Zusam-
menhang gemacht. Zum zweiten ist der in der Analysis bevorzugte Zugang, die Sinus-
und Kosinusfunktion durch Potenzreihen (wie in 8.5) zu definieren, zwar sehr elegant
und leistungsstark, fiir den Anfinger aber recht unmotiviert. Um dennoch ein sicheres
Fundament zu haben, werden wir die wichtigsten Rechenregeln fiir die trigonometri-
schen Funktionen in 2.5.1 quasi axiomatisch zusammenstellen und uns im weiteren
ausschlieBlich auf diesen Formelsatz stiitzen. Wer die Beziige auf die Sitze der Schul-
geometrie jedoch vermeiden will, kann auch mit der Potenzreihendefinition (8.5.1) star-
ten und hieraus die in diesem Abschnitt bereitgestellten Formeln herleiten. Damit wire
nachtriglich eine liickenlose und stilreine Begriindung auch der trigonometrischen
Funktionen gegeben. Bei der Verallgemeinerung der trigonometrischen Funktionen auf
komplexe Zahlen in 8.5 gehen wir iibrigens diesen Weg.

Welches sind nun die Anleihen an die Geometrie? Es sei K = {(x, y): x2 + 2 = 1} die
Einheitskreislinie im x-y-Koordinatensystem. Wir setzen die Existenz einer Winkelmes-
sung (Bogenmaf) voraus. Das ist eine eineindeutige Abbildung P: [0, 2n) — K, die jeder
Zahl u e [0, 2m) einen Punkt P(u) auf K, den Schnittpunkt des freien Schenkels des
Zentriwinkels # mit dem Kreis K, zuordnet. Sodann definieren wir wie in der Schule
unter Beachtung der Vorzeichen

cos u = x- Koordinate von P(u) und
sin u = y- Koordinate von P(u) (vgl. Fig. 2.5.1).

Durch die Definitionen sin (z + 24kn) = sin » und cos (u + 2kn) = cos u fiir k € Z werden
diese Funktionen 2n-periodisch auf ganz R fortgesetzt. Mit den Mitteln der euklidischen
Geometrie beweist man nun folgende Grundtatsachen:

Satz 2.5.1 (Funktionale Charakterisierung der trigonometrischen Funktionen):

Die Funktionen sin, cos: R — [-1, 1] haben folgende Eigenschaften:
a) sin0=0, sin % =1, (Anfangswerte)

b) sin(uxv)=sinu-cosv tcosu-sinv,
cos(utv)=cosu-cosv ¥ sinu-sinv, (Additionstheoreme)

. . sin u
c) firalle O<u<Z gilt O<sinu<u< = tan u.
2 cos u
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Aufgaben und Ergiinzungen

Im weiteren werden wir nur von den in 2.5.1
aufgelisteten Tatsachen Gebrauch machen
und hieraus alle uns interessierenden Eigen-
schaften ableiten.

Es sei bemerkt, daB das Funktionenpaar
(sin, cos) durch die Bedingungen 2.5.1a)-c)
sogar eindeutig bestimmt ist. Fiir die Expo- ‘
nentialfunktionen waren uns ja solche axio- ! cosu 1

matischen Charakterisierungen in 2.3.3 auch Fig. 2.5.1: Trigonometrische Funktionen
gelungen.

Y

Aufgabe 2.5.2: Leiten Sie die folgenden Formeln als Spezialfille aus 2.5.1a)-c) her:
a) cos0=1, cos% =0,
b) sin(—u) = —sin ¥ und cos(-«) = cos u fiir alle # € R,

c) cos2u+sin2u=1firallex € R.

Héufig werden wir die folgende Formel benétigen:

Beispiel 2.5.3: Fiir alle s, ¢ € R gilt sins—sin# =2 sin i;—t - COS STH .

. . s+t s—t .
Beweis: Wir setzen u = Tundv= BN Dannsind u+v=sund u —v=¢, und

die Behauptung folgt durch Subtraktion der beiden Sinus-Formeln in 2.5.1b). n
Aufgabe 2.5.4: Die Sinusfunktion ist auf [—12‘-, %] streng monoton wachsend.

(Hinweis: Benutzen Sie die Formeln 2.5.3 und 2.5.1¢) zur Argumentation! )

Definition 2.5.5: Die Umkehrfunktion zur Funktion sin: [—%, %]—» [-1,1] heiBt
Arcussinusfunktion. Fir y €[-1,1] und x e[—%,%] gilt also
y=sinx <> arcsiny=x.

Entsprechend definiert man arccos und arctan als Umkehrfunktionen zu streng
monotonen Abschnitten der Funktionen cos und tan.

Aufgabe 2.5.6: Es sei arccos:[-1, 1] > [0, &] wie beschrieben definiert. Zeigen Sie, daB

fir alle x € [-1, 1] die Beziehung | arcsinx +arccosx = 7 | gilt!




3  Zahlenfolgen und Grenzwerte
3.1 Zahlenfolgen

Es ist sehr sinnvoll, Folgen als spezielle Funktionen zu behandeln.

Definition 3.1.1: Eine (reelle) Zahlenfolge ist eine Funktion a: N — R. Die Funkti-
onswerte a,, = a(n) heiflen Folgenglieder. Wir schreiben auch a = (a,),,cN =

(a,) = (ag, a;, ay, a3, ... ). Die Menge aller reellen Zahlenfolgen wird manchmal
durch RN bezeichnet.

Wie fiir Funktionen allgemein tblich, so kénnen auch fiir Folgen Rechenoperationen
eingefiihrt werden:

1.  Addition und Subtraktion: (a,)x(b,)= (a,xb,),
2. Multiplikation: (a,)-(b,) = (a,-b,),
3.  Vervielfachung mit einer reellen Zahl: A-(a) = (A-a,),

4.  Division, falls alle b,, # 0 sind: (a,):(b,) = (a,:b,).

Die Operationen konnen benutzt werden, um Folgen zusammenzusetzen oder in Be-

standteile zu zerlegen. Nebenbei bemerken wir, daB RN mit diesen Rechenoperationen
ein unendlichdimensionaler Vektorraum wird.

Definition 3.1.2: Eine Folge a = (a,, ) heifit:
a) stationdr, falls a, = a,,,| fir alle n € N gilt,
b) quasistationdr, falls a, = a,,| ab einer Stelle n gilt,
C) beschrdnkt, falls es eine Konstante K > 0 mit | a, | < K fiir alle ne N gibt,
d) monoton wachsend, falls a, < a, .| fiir alle n e N gilt.

Folgen kann man ebenso wie Funktionen auf verschiedene Weise definieren und ver-
anschaulichen. Wir betrachten ein Beispiel und beschreiben die gleiche Folge durch:

# ein Bildungsgesetz: a, =(-1y! % firn e N*
¢ eine Wertetabelle: n |1 2 3 4 5.
1 1 1 1
a, | 1 = = = 2.
2 3 4 5
an
o]
¢ eine graphische Darstellung T o o o o
. o o >
als Diagramm: I 0 ° n
¢ eine graphische Darstellung A, Gy nemeer G a
als Punktfolge: -1 0 1

H. Junek, Analysis
© B. G. Teubner Stuttgart - Leipzig 1998
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Beispiele und Aufgaben
Beispiel 3.1.3: Wir weisen nach, daB die Folge (a,,) = (%1) monoton wachsend ist.
n

Losung: Der Ansatz a, < a,,, fihrt durch dquivalente Umformungen auf

n+l
L

< oSh+Dnsh+Dn+)onr+2n<n?+2n+10< 1.
n+l n+2

Da aber die letzte Ungleichung wabhr ist, so ist auch die erste Ungleichung wahr.
Das beweist die Monotonie.

Aufgabe 3.1.4: Zeigen Sie, daB die Folge (b,) = ( Ye ) fiir festes ¢ > 1 monoton fAillt!

Aufgabe 3.1.5: Zeigen Sie, daB die Folge (a,) = (n- 27"),>1 monoton fallend ist!

2
Aufgabe 3.1.6: Ermitteln Sie eine Zahl p so, daf} die Folge (Z_”J monoton fallt!

nzp

Aufgabe 3.1.7: Es seien ag, by € R mit 0 < g, < b, gegeben. Zeigen Sie, daB die Folgen

A, =+Japb, (geometrisches Mittel) und b, = a,,;—b,, (arithmetisches Mittel) mo-
noton wachsen bzw. monoton fallen und daB a, < b, fiir alle » € N gilt!

Aufgabe 3.1.8: Es sei g = V2 und a,41 =2 +a, . Zeigen Sie, daB die Folge (a,)
monoton wachsend und beschrinkt ist!

n
Aufgabe 3.1.9: Zeigen Sie (k] —lk— <—<27%1 firalle 0<k < n!

1
Ak K
Aufgabe 3.1.10: Zeigen Sie, daB die Folge mit den Gliedern a,, =(1+%)" fir n>1

monoton wichst!

a . .
Z_ > 1 nach! Benutzen Sie dazu die Bernoul-

(Hinweis: Weisen Sie die Ungleichung
n-1

lische Ungleichung mit 4= — Lz 1))
n

Aufgabe 3.1.11: Zeigen Sie, daB die Folge mit den Gliedern a,, =(1+%)n durch die
Zahl 3 nach oben beschrinkt ist! Zeigen Sie, daf sogar 22 < a, <29 fir n22 gilt!

(Hinweis: Benutzen Sie die binomische Formel und die Ungleichung aus 3.1.9 !)
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3.2 Grenzwerte und Konvergenzkriterien

Wir fithren nun den grundlegenden Begriff der Konvergenz von Folgen ein, wie er von
AUGUSTIN Louls CAUCHY (1789-1857) in seinen ,,Vorlesungen zur Infinitesimalrech-
nung® zur strengen Begriilndung der Analysis entwickelt wurde.

Definition 3.2.1: Eine Folge (a,) heift konvergent gegen a, wenn zu jedem &> 0 eine
Zahl ny = ny(e) so existiert, dal fur alle Folgenglieder a, mit n>ny die Un-

gleichung |a, —a|< ¢ gilt. In diesem Fall heit a Grenzwert von (a,), und man

schreibt a = lim a,, oder lim a,, = a oder auch a,, — a . In logischen Symbo-
n—»o n
len: a= lim a,©Ve>03ny VneN:n2ng =|a, —al<e.
n—»oo

Wir werden sagen, daB eine Aussage H(n) iiber natiirliche Zahlen fast immer gilt, wenn
H(n) fur hochstens endlich viele natiirliche Zahlen nicht erfiillt ist. In dieser Formulie-

rung bedeutet lim a, =a, daB fiir jedes £>0 fast alle Folgenglieder a, in der
n—w

€ - Umgebung U_(a) = (a ~ & a + &) von a enthalten sind. Eine Folge (a,) heifit konver-
gent, wenn sie einen Grenzwert hat. Im anderen Fall heift sie divergent.

[ Satz 3.2.2: Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert. —l

Beweis: Angenommen, die Folge (a,) hitte zwei Grenzwerte a=a’'. Wir setzen
g=la-a’ll2 >0 . Nach Voraussetzung erfiillen fast alle Folgenglieder die Ungleichun-
gen |a, —a|< £ und |a, —a'|< £. Das ergibt den Widerspruch

2¢=|la-a'|=la-a, +a, -a'|< |a-a,|+|a, —a'|<2¢ . [ ]

Igtz 3.2.3 (Ein notwendiges Kriterium): Jede konvergente Folge ist beschrinkt. 7

Beweis: Es gelte a,, — a. Nach Definition gibt es zu & =1 ein ny = ny(¢) mit |a, — a < 1
fiir alle n > n. Also ist |a,|=a, —a +al<|a, —a|+|a|<1+]|a] fiir diese n. Setzen wir
noch L=max{|a,|:m<ny}, so gilt |a,|<L+1+|a| nunmehr fiir alle Folgen-
glieder. Also ist die Zahl K=L + 1 +| a| eine Schranke. -

Folgen mit Grenzwert 0 heiBlen Nullfolgen. Fiir sie gilt das Dominanzkriterium:

Satz 3.2.4 (Dominanzkriterium): Gibt es zur Folge (a,,) eine Konstante K > 0 und eine
Nullfolge (b,) mit | a, | <K - | b, | fur (fast) alle n € N, so gilt a,, > 0.

Beweis: Es sei ¢ > 0 fixiert. Nach Voraussetzung gibt es auch zu & = £/K eine Zahl n,

mit| b, | < & fiir alle n > n. Hieraus folgt | a, | <K -| b, | <K - & = ¢ fur diese n. ]
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Beispiele und Aufgaben

Die in der Definition 3.2.1 benutzte ,Epsilontik bereitet Anfingern immer wieder
Schwierigkeiten. Thre Leistung besteht aber darin, daf3 sie durch Einfithrung der Tole-
ranzgroBe £ die sonst verschwommenen Begriffe ,,unendlich nahe, unendlich klein“
analytisch faBbar macht.

2
Beispiel 3.2.5: Wir zeigen mit dem & Kriterium 3.2.1, da3 22n — 2 gilt.
wnme+1
2 2 2 !
. 2 - - !
Ldsung: Wir setzen |a,-—a|= 2" -2|= 2n 22n 2\ 22 < %<£
n” +1 n“ +1 n“+1 n

und stellen die Frage, ab welcher Zahl n die Bedingung —27 < ¢ erflllt ist. Auflo-
n

sen nach n ergibt n> \/% . Also wird 3.2.1 mit ny=ny(e) = Int(\/%) +1 befrie-

digt.

Aufgabe 3.2.6: Weisen Sie mit dem ¢ -Kriterium nach obigem Muster folgende Kon-
vergenzen nach:

2n 2 .
a)a, = — 2, bya, = 3n“+n 1_)3’
n-1 " n? +1
N n
)a, = =—=—=-1, dya, = ¢" >0 fur|q|<1.

Aufgabe 3.2.7: Warum ist die Folge (a,) = ( nicht konvergent?

7
\/;+l neN

(Hinweis: Benutzen Sie Satz 3.2.3!)

Aufgabe 3.2.8: Benutzen Sie fiir die folgenden Aufgaben das Dominanzkriterium:

n

!
a)a,= — 0, b)b,= Vn+l-Jn—>0, ) furalle x >0 gilt >~ 0.
n nn n n'
Jn+1+vn

(Hinweise: Zu b): Multiplizieren Sie mit 1 = ——=—=_. Zu c¢): Schitzen Sie den
Jn+1++Jn
1 . .
Ausdruck gegen K- - fiir ein geeignetes X > 0 ab und verwenden Sie 3.2.6d).)
2

Aufgabe 3.2.9: Beweisen Sie folgende Aussagen:

a) Summe und Differenz von Nullfolgen sind Nullfolgen.
b) Das Produkt einer beschrinkten Folge mit einer Nulifolge ist eine Nullfolge.
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3.3 Grenzwertsiitze

Als sehr niitzliche Verallgemeinerung des Dominanzkriteriums erhalten wir:

Satz 3.3.1 (EinschlieBungskriterium): Gilt a,, < ¢, < b, fir (fast) alle » € N und ist

lim a,, =lim b, , so konvergiert auch (c,), und es gilt lim ¢, =lim a,, =lim 5, .
n n n n n

Beweis: Es seia=lima, . Dannist|c,-a|=|c,~a,+a,~-al|<|c,~a,|+|a,~a|
<|b,-a,|+|a,-a|<|b,—al+|a~-a,|+|a,—a|—>0,alsoc,—>a. [ ]
Eine vielgeiibte Methode in der Mathematik besteht darin, die Untersuchung zusam-

mengesetzter Ausdriicke auf die Untersuchung ihrer Bestandteile zuriickzufiihren. Diese
Methode findet hier ihren Ausdruck in dem folgenden Satz:

Satz 3.3.2 (Grenzwertsitze): Es gelte a, - aund b,, — b. Dann folgen:
a) a,+b, >a+bund a,-b,>a-b,
b) |a,| > lal,
1

c) L—»— und b—"—)é,fallsallean #0und a#0 sind.
a, a a, a

Beweis: Aus a, > a und b, — b folgt|a,—a|+|b,—b| — 0nach 3.2.9a). Wegen
la,+b,-(a+b)|=|a,-a+b,-b|<|a,—al|+|b,—b| >0

ist das Dominanzkriterium 3.2.4 anwendbar und liefert a, +b, —(a+5b)— 0, also

a, +b, > a+b. Fir die Produktformel beachten wir zuerst, da (a,) als konvergente

Folge auch beschrankt ist. Mit einem kleinen Trick folgt daher aus 3.2.9a) und 3.2.9b)

| ayb, —ab|=]|a,b,—a,b+ayb-abl|<|a,l||b,-b|+|a,-—al|b|>0,

also a,-b,>a-b emeut mit 3.2.4. Das zeigt a). Die Aussage b) folgt aus

|lanl-lal|<|a, — al-> 0. Den Nachweis von c) iiberlassen wir dem Leser zur Ubung. m

Obige Grenzwertformeln lassen sich auch auf héhere Rechenoperationen ausdehnen:

Satz 3.3.3: Es sei f eine streng monoton wachsende Funktion, die das Intervall [a, b]
auf das Intervall [f(a), f(b)] abbildet. Dann folgt aus x, — x auch fx,)—> fx)

fiir alle Folgen (x,) < [a, b]. (Anwendbar auf f{x) = a*, log x, Yx J)

Beweis: Wir behandeln nur den Fall a < x < b. Es sei ¢> 0 fixiert. Wir haben f(x) — ¢
< f(x,) < f(x)+¢ fur fast alle n € N zu zeigen. Wir kénnen f(a) < f(x)-&< f(x)

< f(x)+¢&< f(b)annehmen, andernfalls miilte man & verkleinern. Wir setzen o' =
f_l(f(x)—g) und &' =f—1(f(x)+£). Dannista<a <x<b' < b. Wegenx, - x gilt
dann fast immer a'< x,, < " und folglich f(x) — = f(a') <f(x,) <f(b') =f(x) + & ]
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Ubungen zur Grenzwertberechnung

1. Anwendung des EinschlieBungskriteriums

Beispiel 3.3.4: Wir zeigen Ye -1 furallec> 0.

Losung: Wegen Satz 3.3.2c) geniigt es, den Fall ¢ > 1 zu betrachten. Die Bernoul-
lische Ungleichung, die man fiir Wurzel- oder Potenzabschitzungen immer zu Rate

n
ziehen sollte, ergibt die EinschlieBung 1<c<l+c=1+n- < (1 + 3) , also
n n

1<%c <1+ <. Wegen 1+ LN folgt hieraus auch Yeo>1 . (Fiir jeden Startwert
n n

¢ > 0 fiihrt das wiederholte Driicken der V- Taste auf dem Taschenrechner schlieB-
lich zu der Anzeige 1 im Display!)

Beispiel 3.3.5: Es gilt sogar Yn—>1.

1 n
Losung: Mit der obigen Idee gilt 15\/;31+\/;=1+n-—~s(1+—1—

Tn \/;) . Zieht

1
— — 1. Das zeigt \/'\'/; —1, und

Jn

wegen Satz 3.3.2a) oder Satz 3.3.3 konvergieren auch die Quadrate Yn-1.

man die n-te Wurzel, so folgt 1< Vin <1+

Aufgabe 3.3.6: Zeigen Sie: a) ¥2n > 1, b) Yn2 +2n-5 > 1!

2. Anwendung der Grenzwertsiitze
ﬁ+h—j
nt+2 )

Lasung: Wir wenden die Grenzwertsétze 3.3.2 an. Zur Vermeidung des Quotienten
o/ kilrzen wir zuerst durch die hochste Potenz von n. Das ergibt
n?+3n-1 _

. . n*(1+3/n-1/n%)
lim 3 = lim 3 3
n 3n°+2 n n“(3+2/n%)

Beispiel 3.3.7: Wir berechnen den Grenzwert der Folge (a,) = [

lim (1+3/n-1/n%) |
n —

 1+3/n-1/n*
= lim

n o 3+2/n? lim(3+2/n%) 3’
n

Dabei gibt sich die Existenz der Limites jeweils riickwirkend.

Aufgabe 3.3.8: Berechnen Sie die Grenzwerte der Folgen
3n® +1 Y3 +1 3n
a) (an)=[-—‘i—}a b) (an)z( ]’ C) (an)=[ J’ d) (an)=(lg—)'

n
2t +n 2n+1 4n+2 n+l
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3.4 Monotone Zahlenfolgen und Intervallschachtelungen

Fiir monotone Zahlenfolgen lassen sich sehr spezielle Konvergenzkriterien aufstellen.
Den Schliissel bildet dabei die folgende Aussage:

Satz 3.4.1 (Satz von Bolzano', 1830): Eine monoton wachsende Zahlenfolge (a,,) ist
genau dann konvergent, wenn sie beschrinkt ist. Dabei gilt lim a,, = sup{a,:
neN}. Entsprechend fiir monoton fallende Folgen: lim a, = inf {a,: neN}.
Monotone Konvergenz bezeichnen wir einpragsam durch a,, T abzw. a, la.

Beweis: Es sei (a,) monoton wachsend und beschrinkt. Dann existiert a = sup {a,:

n eN} nach Axiom 11. Wir zeigen a =lima,,. Es sei £> 0 gegeben. Wegen a—-¢<a
n

existiert ein Folgenglied a,, mit a-&<a,, <a, und wegen der Monotonie gilt dann

a-e<a,<a,<a firallen>m Alsogilt |a—a,|<¢ furallenzm. L]

Die folgende Begriffsbildung dient in vielen Fillen als Konvergenzkriterium:

Definition 3.4.2: Ein Paar ((a,), (,)) von Folgen heiBt eine Intervallschachtelung,

wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
a) (a,) ist monoton wachsend, und (b,)) ist monoton fallend.

b) Firallen e Nista, < b,
c) Esgilt(b,-a,) > 0firn - .
Intervallschachtelungen bezeichnen wir kurz durch (a,, | 5,).

Satz 3.4.3 (Prinzip der Intervallschachtelung): Ist (a,, | b,) eine Intervallschachtelung,
so existiert genau eine Zahl a mit a, <a<b, fir alle neN. Es gilt also

ﬂ [a,,b,] = {a} . Uberdies konvergieren a, T a und b, 4 a, und es gilt die
neN

Fehlerabschdtzung |a-a,| < | b,—a,|furallen € N.

Beweis: Wegen a,, <a,,., < b, <b, gilt a, <b, fur alle Indizes m,n eN. Insbe-
sondere ist jedes b, eine obere Schranke fiir die Menge {a,: m € N}. Wir setzen
a = sup {a,: m € N}. Dann gilt wie gewiinscht a,, <a<b, fir alle n € N. Gibe es
eine weitere Zahl a' mita, < a' < b, fiir alle n, so wire0<|a’'-a|<|b, —a, |—> 0, also
a'=a. Speziell ist lim b, = inf {,: n €N} = a. Die Fehlerabschitzung folgt aus a<5,.m
In einprigsamer Fo';m bedeutet das Prinzip der Intervallschachtelung, daf3 eine Folge

von ineinandergeschachtelten, abgeschlossenen Intervallen, deren Lingen sich auf 0
zusammenziehen, genau einen Punkt gemeinsam hat.

! BERNARD BOLZANO (1781-1848), wirkte in Prag.



3.4 Monotone Zahlenfolgen und Intervallschachtelungen 37

Aufgaben und Anwendungen

Aufgabe 3.4.4: Zeigen Sie, daB Intervallschachtelungen vorliegen:

n-7(n+3 n n+l
a) , b) | —| —
n+2|\n+2) n+l1 nJ e
n (_ )k+1
Aufgabe 3.4.5: Zeigen Sie, daff lim Z——— existiert! (Hinweis: Setzen Sie
n—»o k=1
2n (_l)k+1 2n+1( 1)k+l
a,= Z—— und b,= Z . Dann wird (a, | 4,) eine Intervallschachtelung.)
k=1
Aufgabe 3.4.6: Es sei c > 1 ﬁxnert, und es seien (a,,) und (b,)) rekursiv definiert durch
+b
ap=1, bgp=c und a,,, = : ’ n+l=an .
n+l 2

Zeigen Sie, daB (a,|b,) eine Intervallschachtelung bildet und daB der hierdurch be-

stimmte Grenzwert Vc ist! Berechnen Sie damit +/3 auf vier Dezimalstellen (a priori
Fehlerabschitzung benutzen) ! Vergleichen Sie auch (b,) mit (x,) aus 1.4.2 !

Intervalischachtelungen und Konstruktion reeller Zahlen

Intervallschachtelungen werden in der
Schule zur Konstruktion reeller Zahlen, z.B. | —

zur Ermittlung von+/2 , benutzt. Man be- ' 4,,/42 \
stimmt dazu zwei Niherungsfolgen (a,) und / \\
(b,) von n-stelligen Dezimalbriichen derart, 1.414 1,415

daB a2 <2<b? und |b, - a,|=10""gelten. 141 142
Dann ist (a,, | b,,) eine Intervallschachtelung, 15114 1f415

die die Zahlv2 beschreibt. Eine Variante
des Verfahrens werden wir spiter in 5.3.1 als
Bolzanos Halbierungsverfahren zur Nullstellenbestimmung kennenlernen.

1.4 15

- —

.u‘.. oL

Fig. 3.4.1: Intervallschachtelung fiir V2

Die Methode der Intervallschachtelungen kann sogar zu einem kompletten Konstrukti-
onsverfahren fir den Korper R ausgehend von Q ausgebaut werden. Dabei
,,verschliisselt“ man die noch zu konstruierenden irrationalen Zahlen durch Intervall-

schachtelungen (a,, | b,) mit rationalen Zahlen a,,, b,, Wenn man fiir a,, und 5,, wie oben

jeweils n-stellige Dezimalbriiche mit | b, — a, | = 107" wihlt, so gehort zu jeder irratio-

nalen Zahl sogar genau eine solche Intervallschachtelung, und man versteht dann ein-
fach unter der zu konstruierenden Irrationalzahl eben diese dezimale Intervallschachte-
lung. SchlieBlich definiert man in naheliegender Weise eine Addition und eine Multipli-
kation fiir die Intervallschachtelungen und weist die Koérperaxiome nach. Das Verfahren
ghnelt der vorn behandelten Dezimalbruchdarstellung reeller Zahlen. Die Ausfiihrung
aller Details ist wiederum miihevoll.
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3.5 Die natiirliche Exponentialfunktion

Die bisher entwickelten Hilfsmittel erlauben vollig neue Einsichten in die Exponential-
und Logarithmusfunktionen. Hierzu gehoren vor allem die Approximierbarkeit und die
Anwendung auf Wachstumsprozesse. Besonders iibersichtlich gestalten sich die ben&tig-
ten Formeln fiir die Funktion f (x) = ¢* mit der Eulerschen Zahl e = 2.718 ..., die wir im
folgenden definieren wollen. Aus Aufgabe 3.1.10 und 3.1.11 wissen wir bereits, daB die

n
durch a, =(1+l) definierte Folge monoton wichst und durch 2.9 nach oben be-
n

o , : n" .
schrinkt ist. Daher ist die Folge konvergent, und ihr Grenzwert €= lim (1 + —) heift
n—»o n

Eulersche Zahl. Wir wissen 2 < e < 3. Spiter werden wir sehen, da die Zahl e irrational
ist. Wir verallgemeinern die Formel auf beliebige Exponenten:

Satz 3.5.1 (Approximation von e* durch Polynome): Fiir jedes x € R gilt

n
e* = lim (1 + i) . Die Folge ist fiir »> —x monoton wachsend.

n—»oo n

Beweis: Wir iibergehen den Nachweis der Monotonie und Beschrinktheit, der wiederum
durch geschickte Umformungen und Anwendung der Bernoullischen Ungleichung ge-
fiilhrt werden kann, und wenden uns dem Nachweis der Wertverlaufsgleichheit der

n
Funktionen f(x) = lim (l+£) und ¢ zu: Zunichst seir = £ >0 rational. Fiir be-
n-—»oo n q

liebiges k € N* setzen wirm = kg und n = kp. Dann sind r.1 und n = m_p’ und so-

n m q

" mplq
mit ist f(r)= lim (1+—) = lim (1+——) =eP/? =¢". Nun zeigen wir f(-x)
n

n—»o m—»o0 m

=f (x)7! fiir alle xe R, und das liefert f(r) = e’ fir alle e Q. Die Bernoullische
x2 2" 2"

Ungleichung ergibt1 - ~—<|1-=| <1fir | x| <n, und somit ist lim|1-=| =1

n n

n n2

nach dem EinschlieBungssatz. Hieraus folgt nun f(-x) = f (x)_1 , denn es ist

S f(-x) = lim (1+-”‘;)n i (1—3" = lim [(H%)(l—%)]n = lim (1—§]n =1

SchlieBlich sei x € R beliebig gegeben. Wir wihlen eine Folge rationaler Zahlen r,, mit
r, T x. Dann gilte® = sup {¢"":n €N} = sup{f(r,): n eN} < f(x), da f monoton wach-
send ist. Weil ebenso e < f(~x) = f(x)”! gilt, folgt e * = f(x). .



3.5 Die natiirliche Exponentialfunktion 39

Aufgaben und Anwendungen

n+l
(1 +—) } eine Intervallschachtelung fiir

n
Aufgabe 3.5.2: Zeigen Sie, dafl [(14—1)
n

n

¢ ist, und bestimmen Sie » derart, dal e bis auf 3 Dezimalen genau bestimmt werden
kann! Erkldren Sie folgenden Effekt: Auf dem Taschenrechner ermittelte Ndherungswer-

te milssen fiir sehr groBe Werte von » nicht mehr brauchbar sein, fiir n = 10'° ergibt
sich z.B. anstelle von 2.718... nur die Zahl 1.

Alternative Definition der Zahl e:
Die Gerade g(x) = 1 + x ist die Tangente an

die Funktion f (x) = e*. Das folgt aus
l+x<e”

nach Satz 3.5.1. Die e-Funktion e* ist also

unter allen Exponentialfunktionen o* da-

durch ausgezeichnet, dafl sie die y-Achse

unter 459 schneidet (s. Figur 3.5.1). Fig 3.5.1: Besonderheit der e-Funktion

Aufgabe 3.5.3 (Kontinuierliche Verzinsung): Zeigen Sie: Wiirde ein Kapital K|, bei

einem jdhrlichen Zinssatz von z = 5% kontinuierlich verzinst werden (d.h., in kleinen
Zeitintervallen 4¢ ist der Kapitalzuwachs AK ~ 0.05- 4t - K'), so ergébe sich nach Jahres-

frist ein Kapital K =00 - Ky ~10513- K. Nach einer Zeit ¢ wire K(1)= e #*.K,.

(Hinweis: Zerlegen Sie das Zeitintervall [0, 1] durch die Teilpunkte 0,%,%, ,% und

setzen Sie K,(,O) =Ky und K(,I,‘) = K(,’,‘—l) -(1+£) fiir k£ = 1,..., n. Berechnen Sie dann
n

den Limes der Folge (K() fiir n— )

Aufgabe 3.5.4: Begriinden Sie die Gleichung y(¢) = y(O)-e—’u fur den radioaktiven

Zerfall mit der Idee aus Aufgabe 3.5.3! Berechnen Sie die Zerfallskonstante A, wenn
Thnen die Halbwertszeit ¢, bekannt ist (¢, ist durch y(#y) = »(0)/2 definiert)!

Aufgabe 3.5.5 (C'" -Methode zur Altersbestimmung nach W.LIBBY, Nobelpreis 1960):
Das Verhiltnis der Menge des durch kosmische Strahlung sténdig neu gebildeten radio-
aktiven Kohlenstoffs C'* zur Menge des stabilen Kohlenstoffs C'? ist seit der letzten
Eiszeit in der Atmosphire etwa konstant geblieben. Durch Stoffwechselprozesse wird es
daher so in allen Lebewesen reproduziert. Durch Zerfall von C'" in den fossilen Resten
der Lebewesen verringert sich das Verhdltnis mit wachsendem Alter der Fossilien. Wie
alt ist ein Fundstiick, bei dem dieses Verhéltnis auf 30 % des Ursprungswertes abgesun-

ken ist (Zerfallskonstante fir C'* ist A = 0.00012/Jahr)?
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3.6 H:iufungspunkte

Zur Erweiterung der Anwendungsmaoglichkeiten verallgemeinern wir den Grenzwertbe-
griff und betrachten zur Einstimmung die Folge (+1, -1, +1, -1, ...), die durch das Bil-

dungsgesetz a,, = (—1)" beschrieben werden kann. Im Gegensatz zu den bisher betrach-
teten Beispielen zeigt diese Folge fiir » — oo kein definiertes Verhalten mehr. In jeder
kleinen Umgebung von +1 und —1 liegen zwar unendlich viele Folgenglieder, aber eben
nicht mehr fast alle! Die betrachtete Folge hat daher iiberhaupt keinen Grenzwert, aber
die Folgenglieder ,,hdufen“ sich bei +1 und bei —1. Das gibt Anlal zur Definition:

Definition 3.6.1: Eine Zahl a heif}t ein Hdufungspunkt der Folge (a,), wenn jedes In-

tervall (a—&, a+&) mite > 0 unendlich viele Folgenglieder enthilt. Aquivalent:
Zu jedem ¢ > 0 und jeder Zahl n €N existiert ein Index k > nmit |a —a;|< €.

Grundlegend und typisch fiir den Bereich R (im Unterschied zu Q) ist nun:

Satz 3.6.2 (Satz von Bolzano-WeierstraB8'): Jede beschrinkte Zahlenfolge (a,) hat
(mindestens) einen Haufungspunkt in R.

Beweis: Wir benutzen das Halbierungsverfahren: Da (a,) beschrinkt ist, existieren
Zahlen Ay, By mit Ag< a, < By fiir alle n eN. Wir setzen ny = 0. Es sei C;, der Mittel-
punkt des Intervalls [4,, By]. Falls das linke Teilintervall [4,, C] unendlich viele Fol-
genglieder enthalt, so wihlen wir ein n; > ny mit a, € [4), Co] und setzen 4; =4, ,
B; = C; . Im anderen Fall enthilt [C;,, B)] unendlich viele Folgenglieder. Wir wéhlen
dann ein n; > ny mit ap, € [Co, Bol und setzen 4| = C und B = B, In jedem Fall ent-
hilt [4,, B,] unendlich viele Folgenglieder, so daB das Verfahren wiederholt werden
kann. Auf diese Weise entsteht eine Intervallschachtelung (4, |By) mit 4y < a,, < B fur
alle £, und die Zahl g* = lim 4, = lim By = lim a,,,_ist ein Haufungspunkt von (a,,). =

Es sei bemerkt, daB3 das obige Verfahren im eigentlichen Sinn nicht konstruktiv ist, da
die Entscheidung, ob ein Intervall unendlich viele Punkte enthilt, nicht algorithmisch
getroffen werden kann. Trotz dieses grundsitzlichen Mangels ist das Kriterium von
fundamentaler Bedeutung. Die Analyse des Beweises zeigt iibrigens, daB wir damit den
kleinsten Haufungspunkt der Folge (a,) konstruiert haben. Der Satz von Bolzano-

Weierstral} 148t daher die folgende Verschirfung zu:

Satz 3.6.3: Jede beschrinkte Zahlenfolge (a,) besitzt einen kleinsten und einen groB-
ten Haufungswert, und diese heilen der Limes inferior bzw. der Limes superior

und werden durch lima, bzw. durch lima,, bezeichnet.
n n

! KARL WEIERSTRASS (1815-1897), ab 1856 Professor in Berlin, Emeuerer der Analysis.
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Aufgaben und Ergiinzungen

2n .
n+l’

Aufgabe 3.6.4: Bestimmen Sie die Haufungspunkte der Folge a, = (-1)"

Definition 3.6.5: Eine Folge (a,, )N heit eine Teilfolge von (a,),n , Wenn
(n)reN cine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen ist.

Beispielsweise sind (ay,); N und (a;41)kenN ZWei Teilfolgen von (a,),,c N -

Aufgabe 3.6.6: Zeigen Sie:

a) Konvergiert a,, — a, so konvergiert jede Teilfolge von (a,,) auch gegen a.

b) Zu jedem Hiufungspunkt a* von (a,) gibt es eine Teilfolge (a,, ) mit a, —a*.
(Hinweis: Konstruieren Sie (n;) induktiv, indem Sie der Reihe nach & = 1/k setzen.)

c) Eine beschrinkte Folge ist genau dann konvergent, wenn sie einen einzigen Hiu-
fungspunkt hat.

Aufgabe 3.6.7: Die Menge der Hiufungspunkte einer Folge kann sehr dick sein: Die
Menge {7 : m, n € N*} der positiven Briiche ist abzzhlbar, kann also zu einer Folge

angeordnet werden. Zeigen Sie, dal jede reelle Zahl x >0 ein Haufungspunkt dieser
Folge ist!

Bifurkationsdiagramme dynamischer Systeme

Héufungspunktmengen von Folgen konnen
sehr kompliziert sein. In der Theorie der
dynamischen Systeme, die das sensible
Langzeitverhalten von riickgekoppelten
Systemen studiert, sind sie als Grenzmengen
von besonderem Interesse. Ein typisches
Beispiel ist die folgende Schar von Folgen.
Sie wird erzeugt durch Iteration der
»logistischen Funktion® f(x) =s-x-(1-x),
einer Parabelschar mit Parameter 0 < 5 < 4,
die das Intervall [0,1] in sich abbildet. Fiir festes s bildet man also Folgen nach der Vor-
schrift xj = 0.5, x,,11= fi(x,,) = 5-x,"(1 —x,)) und ermittelt deren Hufungspunkte. In Figur
3.6.1 sind die Haufungspunkte in Abhingigkeit von s dargestellt.

Wir fithren schlieBlich noch die uneigentlichen Grenzwerte +o ein:

Fig. 3.6.1: Bifurkationsdiagramm

Definition 3.6.8: Wir schreiben a, — », wenn fur jede Zahl K > 0 ein Index n, € N
mit a, > K fiir alle n > ny existiert. Der Wert + 00 heif}t ein Haufungspunkt von
(a,,), wenn es eine Teilfolge (a,, ) mit a,, — o gibt. Analog fir — .

Mit dieser Verallgemeinerung hat jede Zahlenfolge (a,,) einen Haufungspunkt.
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3.7 Das Cauchy-Kriterium

Die Kraft dieses qualitativen Kriteriums liegt darin, die Konvergenz von Folgen auch in
solchen Fillen nachweisen zu kénnen, in denen eine direkte Berechnung des Grenzwer-
tes unter Verwendung der Grenzwertsitze nicht gelingt. Der hierfiir entscheidende Be-
griff wurde 1832 von A. CAUCHY' gefunden:

Definition 3.7.1: Eine Folge heifit eine Cauchy- oder Fundamentalfolge, wenn es zu
jedem &£>0 eine natiirliche Zahl ny=ny(g) derart gibt, daB fir alle

m,n > ny(¢) die Ungleichung |a, — a,|< ¢ gilt.

Satz 3.7.2: Jede konvergente Folge ist auch eine Cauchyfolge.

Beweis: Es sei (a,) ecine konvergente Folge mit Grenzwert a. Zu gegebenem

- . . £ -
&> 0 existiert dann eine Zahl ny mit|a, —al< 5 fir alle n> n . Fiir beliebige m,n 2 n

. . £ ¢
folgt dann wie gewlinscht |a,, - a,,|=|a, —a+a-a,|<|a, —a|+|a—am|<5+—2~= e.n

| Satz 3.7.3: Jede Cauchyfolge ist beschriinkt. I

Beweis: Es sei (a,) eine Cauchyfolge. Zu & =1 existiert nach Voraussetzung ein Index
ny mit |a, —ap |<1fir alle n>ny. Dann gilt fir diese n auch |a,|=|a, - ay, +ay)|<

lap —ap |+]ay, |<1+|ay | . Setzt man nun K =max{1+|ay,|,|agl,...,|a, 1|}, so gilt

o
la,|< K fiir alle neN. ]

Satz 3.7.4 (Cauchysches Konvergenzkriterium): Eine Folge (a,) ist genau dann kon-
vergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis: Eine Richtung haben wir schon in 3.7.2 gezeigt. Umgekehrt sei (a,) nun eine

beliebige Cauchyfolge. Wegen Satz 3.7.3 ist sie beschréinkt und hat daher nach dem Satz
von Bolzano-Weierstral einen Haufungspunkt a. Wir zeigen, daB a sogar Grenzwert der

Folge ist. Dazu sei &> 0 beliebig gegeben. Wir wihlen ein ny = ny(¢) derart, daB

lay — a,l< g fiir alle n, m > ny gilt. Nach Definition des Haufungspunktes existiert ein
Index m' > ny mit |a - a,,|< % , und hieraus folgt fir alle » > n, die Abschitzung

£ ¢
lay, —al=la, —ay +a,y —al|<|a, —a,, [Ha,y —a|<—2—+5=£. =

! AUGUSTIN Louts CAUCHY (1789-1857), Professor in Paris. Grundlegung der Analysis durch prizisierten
Grenzwertbegriff, bahnbrechende Arbeiten zur Analysis und Mathematischen Physik.
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Umwandlung periodischer Dezimalbriiche in gemeine Briiche

Vorbereitung: Wir zeigen, daB fiir jede beschrinkte Zahlenfolge (a;) die Folge (s,,) mit

n
den Gliedern s, = Zak -107% konvergiert: Es sei K eine Schranke fiir (ap). Fir belie-

k=1
bige m > n > 0 gilt dann (mit 1.1.7) die Abschitzung
m m m
Ism=sal=| Dap107%[< Y jay-107* <k Y107* <k-107"
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Fir n>1g(K/¢) gilt 10" > K /¢, und somit ist |s,, —s,|< K-107" <& Also ist G,)
eine Cauchyfolge, mithin ist sie konvergent.

Anwendung: Ist (a;) eine Folge von ,Dezimalziffern” aus der Menge {0,1,...,.9}, so
bedeutet obige Aussage, daf3 die formale Dezimalbruchentwicklung s = 0.a,a,a;... auch
als Grenzwert der Folge (s,) aufgefafit werden kann. Hierauf beruht auch ein

¢ Verfahren zur Umwandlung periodischer Dezimalbriiche in gemeine Briiche:

Es sei s=0.13131313...=0.13. Dann ist 100s=13.13. Die Subtraktion ist nach den

=13
99

Aufgabe 3.7.5: Wandeln Sie um: s =0.123 ; s =0.123456789; s=032und s = 6421!

Grenzwertsétzen moglich und ergibt 99s = 13, also s

Die Cantorsche Konstruktion reeller Zahlen: Von CANTOR® stammt eine auf
Cauchyfolgen basierende Methode zur Konstruktion von R. Jede Cauchyfolge rationaler
Zahlen konvergiert in R, und umgekehrt 148t sich jede reelle Zahl als Grenzwert einer
Cauchyfolge rationaler Zahlen schreiben (s. 1.3). Damit ist das Vorgehen klar: Wir set-
zen die Existenz des geordneten Korpers Q voraus und bilden die Menge @ aller
Cauchyfolgen (r,) von rationalen Zahlen. Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~ in ®

durch (r,) ~ (s,) < lim (r,, —5,)=0. Es sei A = ®/~ = {[(r,)]: (r,) € P} die Menge
n—»o0

aller zugehorigen Aquivalenzklassen. Auf A definiert man eine Addition und eine Mul-
tiplikation durch [(r,)] + [(s,)] = [(r,;+s,)] und [(,)]-[(s,)] = [(r,'s,,)] und eine Ordnung
durch [(s,)] < [(r,)] genau dann, wenn fast immer s, < r,, gilt. Der Nachweis der Repra-

sentantenunabhingigkeit der Definitionen ist sehr leicht, ebenso der Nachweis der Kér-
peraxiome (Axiom 1 - 10). Mit etwas mehr Miihe zeigt man dann, daB3 jede monoton
wachsende und beschrinkte Folge von Aquivalenzklassen ein Supremum hat, und hier-
aus folgt dann das Vollstandigkeitsaxiom 11. SchlieBlich bettet man den Kérper Q in A
ein, indem man die rationalen Zahlen mit den stationiren Folgen rationaler Zahlen iden-
tifiziert, und nennt dieses Gebilde den Korper R der reellen Zahlen. Die irrationalen
Zahlen R\ Q sind in dieser Konstruktion Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen.

2 GEORG CANTOR (1845-1918), Professor in Halle. Schopfer der Mengenlehre.
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3.8 Der Banachsche Fixpunktsatz

Ein Hauptanliegen der Mathematik besteht im Losen von Gleichungen. Zunichst wird
man durch geschickte algebraische Umformungen ein Auflésen nach der oder den Un-
bekannten versuchen. Das gelingt in einer Reihe wichtiger Fille, insbesondere im Fall
linearer oder quadratischer Gleichungen, und es gibt leistungsfihige computerimple-
mentierte Formelmanipulationssysteme, die eine starke Hilfe sind. Doch nicht jede Glei-
chung kann trotz nachweisbarer Existenz einer L8sung auch nach der gesuchten Unbe-
kannten mit elementaren Umformungen aufgeldst werden. Hierzu gehort z.B. die harm-
lose Gleichung x = cos x (Probieren Sie es selbst!). In solchen Fillen - und das ist bei
vielen praktischen Problemen fast die Regel - ist man auf numerische Naherungsverfah-
ren angewiesen:

Satz 3.8.1 (Banachscher' Fixpunktsatz): Es sei / ein abgeschlossenes Intervall in R,
und es sei g eine Funktion von / in /. Falls es eine Kontraktionskonstante q mit
0<g<1lund|g(x)-g(x)|<q|x-x"|firalle x, x' € I gibt, so existiert in /
genau eine Ldsung x* der Gleichung g(x) = x. (x* ist ein Fixpunkt von g .)

Man erhilt die Losung als Grenzwert jeder Folge (x,), die durch die Vorschrift
X,+1 = g(x,) mit beliebigem Startwert x;, € I gebildetet werden kann. Dieses

Verfahren zur Konstruktion der Losung heit sukzessive Approximation. Uber-
n

[x1 = xql-

dies gilt die Fehlerabschitzung | x* —x, | < lq

Beweis: Eindeutigkeit. Angenommen, es gibe zwei Losungen x* # x** von g(x) = x.

Dann wire |x* —x"|=|g(x")-g(x"")<q-|x* -x**|<|x* —=x**|. Widerspruch!
Existenz: Wir bilden die Folge (x,) nach der im Satz angegebenen Vorschrift. Dann ist

et = %nl=18(¥n) — 8Fn-1 )< g% = X, 1S G2 | Xp ) ~ X2l ... Sq"|x; — g,
und hieraus folgt

m m
i 1
st = %nl S 1%y = Xne | < 20" 101 = %0l < 9" T 1x1 = ol *)
J=0 J=0 -9
nach 1.1.7. Also ist (x,,) eine Cauchy-Folge. Es sei x* = lim x,, . Da ] ein abgeschlossenes

Intervall ist, gilt auch x* € I. Wir zeigen g(x*) = x*. Dazu sei £> 0 beliebig vorgegeben.
Dann existiert ein Index n; mit |x* —x,,|<§ fur alle n > ny, und hieraus folgt

| 80" ~x"1=| 8(x")— 2l )+ 85 ) %151 (x") ~ 8 1 85 ) —X 1S 1"~ M 11 ¥ < .

Da ¢ beliebig war, zeigt das g(x*) = x* Die Fehlerabschitzung ergibt sich aus (*) durch
Grenzilbergang m — . ]

! STEFAN BANACH (1892-1945), Professor in Lemberg/Lwéw. Fundamentale Arbeiten zur Funktionalanalysis.
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Beispiele und Aufgaben

Beispiel 3.8.2: Wir wollen Losungen der Gleichung cos x = x bestimmen und setzen
dazu g(x) = cos x. Nahegelegt durch Figur 3.8.1 wiahlen wir / = [0,1]. Dann gilt
wirklich g:7— I. Unter Verwendung des Additionstheorems fiir den Kosinus
sowie der Ungleichung |sin w| < |w| folgt wie in Beispiel 2.5.3 die Abschétzung

s—t

. S+t .
|coss—cost|=2 sm——2—~sm——2— <2-sinl-

. s—1 .
sm—2— <sinl-|s—¢]|.

(Die Abschitzung folgt tibrigens leich- v
ter aus dem Mittelwertsatz der Diffe- 1 ' /y =X
rentialrechnung.) Wegen ¢ = sin 1 < :
0.842 < 1 ist die Kontraktionsbedin-
gung des Fixpunktsatzes erfiillt. Mit

Cos x
xg = 0.5 und x,,; = cos x, ergibt sich / P
nun die Folge x, = 0.878, x, = 0.639,..., SN
xg=0.745120, x,,= 0.735006, also Yoxg xpx* x; X
x*=0.74% 1072, Fig.3.8.1: Eine Iterationsfolge fur cosx=x
2

—a
2
a) Weisen Sie nach, daB g das Intervall 7 = [4, 1] in sich abbildet und daB ¢ = 1—%

eine Kontraktionskonstante ist!

Aufgabe 3.8.3: Es sei 0 <a < 1 fest gewdhlt, und es sei g(x) =x - ad

b) Zeigen Sie, da8 die zugehorige Approximationsfolge (x,) zur Berechnung von Ja
geeignet ist!

¢) Vergleichen Sie die Formel zur Bildung von x,, und die Konvergenzgeschwindigkeit
mit der Formel (**) aus 1.4!

Aufgabe 3.8.4: Berechnen Sie den (wegen
3.5.1 oder 5.2.5 existierenden) 3. Schnitt-
punkt des Graphen von y = x20 mit dem Gra-
phen von y = €* (s. Figur 3.8.2)!

(Hinweis: Transformieren Sie die Gleichung
¢* = x* durch die Substitution x = k-t auf die
Gleichung ¢ = In & + In ¢ und zeigen Sie, da
die Funktion g(f) = In &k + In ¢ fiir £ > 3 eine
Kontraktion auf dem Intervall [In £, k] ist.) Fig. 3.8.2: Schnittpunkte x®und e*




4  Zahlenreihen
4.1 Grundbegriffe

Eine wichtige, der Analysis im engsten Sinn zuzuordnende Aufgabe besteht in der
,,Summation unendlich vieler Zahlen. Dieses Problem taucht z.B. bei der Bestimmung
von Flicheninhalten unter Kurvenstiicken oder auch bei der Interpretation von unendli-
chen Dezimalbriichen als ,,unendliche Summen* auf. Der Ubergang von endlich vielen
Summanden zu unendlich vielen bringt eine Vielzahl neuer Phianomene hervor. Dies zu
begreifen setzt vor allem eine saubere Begriffsbildung voraus. Eine Formulierung in der
Art ,,man addiere bis unendlich® a;+a,+ay+... ist viel zu unscharf!

o0
Definition 4.1.1: Unter einer unendlichen Reihe Zak versteht man die Folge (s,,)
k=0

k=0 k=0 k=0

Die Reihe heiit konvergent, wenn die Folge ihrer Partialsummen konvergiert,
im anderen Fall heifit sie divergent. Im konvergenten Fall benutzt man das Rei-

n 00 n
der Partialsummen s, = Zak von (a;), in Zeichen: Zak =(Zakj .
neN

[ ] n
hensymbol auch zur Bezeichnung des Grenzwertes: Za ¢ = lim Zak .
k=0 "0 =0

Die Doppelbedeutung der Symbolik wird nicht zu Verwechslungen fiihren.

0
Satz 4.1.2 (Notwendiges Kriterium): Ist Zak konvergent, so ist (a;) eine Nullfolge.
k=0

Beweis: Nach Voraussetzung ist die zugehorige Partialsummenfolge (s,,) konvergent,

also auch eine Cauchyfolge. Insbesondere gilt |a,|=|s, ~s,_|— 0 fiir n— oo, u

Sehr wichtige Beispiele sind die geometrischen Reihen:

a0
Satz 4.1.3: Eine geometrische Reihe Zxk ist konvergent fiir| x | < 1 und divergent fiir

k=0
|x|=1. Fiir|x | <1gelten dabei Zxk =—— und Zxk =x- Zxk =—.
k=0 I-x k=1 k=0 1-x
n 1 x n+l
Beweis: Nach 1.1.7 gilt fur die Partialsummen s, = Z " fiir x # 1, und der
Grenzilbergang n — o ergibt die Behauptung in allen Fallen x#1. ]

H. Junek, Analysis
© B. G. Teubner Stuttgart - Leipzig 1998
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Aufgaben und Ergiinzungen

0
Beispiel 4.1.4: Wir wollen berechnen.
P! El Kk +1)
Losung: Fur die Partialsummen s, 148t sich eine explizite Formel angeben:
TR () N M THh BT
k(k+1) ok k+l 2 2 3 n n+l n+1
[o0]
Wegen s, — 1 fiir n —» o konvergiert die Reihe, und es gilt Z =1. Lei-
oy Kk +1)
der gibt es solche expliziten Partialsummenformeln nur in sehr wenigen Fillen!

o0

Aufgabe 4.1.5: Behandeln Sie die Reihe kzz 2

nach dem Muster von 4.1.4!

Aufgabe 4.1.6: Nach Definition 4.1.1 ist die Theorie konvergenter Reihen ein Teilgebiet
der Theorie konvergenter Folgen. Man beweise folgende Aussage, die sogar die Aquiva-
lenz beider Gebiete zeigt:

Eine Folge (x,)) ist genau dann konvergent, wenn die sogenannte Teleskopreihe

Z (x41 — x1) konvergiert. Es gilt dann 11m 1 X =Xo + Z (g1 —x) -
k=0 k=0

Aufgabe 4.1.7 (Zur geometrischen Reihe): Ein elastischer Ball fiihre eine wiederholte
Sprungbewegung auf einer festen Unterlage aus, jedoch mogen bei jedem Sprung 5 %
der Bewegungsenergie verloren gehen. Nach welcher Zeit T ist der Ball zur Ruhe ge-
kommen, wenn der Versuch mit einem Fall aus der Hohe 4y = 1m beginnt?

(Hinweis: Bezeichnet ¢, die Fallzeit aus der Hohe 4, , so gilt bekanntlich A, =31, .

Die potentielle Energie ist durch £, = mgh,, mit Masse m und g =9.8 1m/s2 gegeben.)

o0
Gegenbeispiel 4.1.8: Die harmonische Reihe Z 1 =1+ 1 + % + % ist divergent.
k=1

Beweis: Wir betrachten die 2”-te Partialsumme dieser Reihe etwas niher. Es ist

GG (5rrd) ol )
Sop =1+ |+ =+= |+ =+ |+ =+ = [+ | ———— o+ —
2 2 3 4 5 8 9 16 21 2n

1 _
1 + 8 — ..+ 2" r L =1+2 5.
8 16 on 2

Dabher gilt Syn —>® fiir » — o und wegen der Monotonie von (s,,) auch s, — . ]
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4.2 Grenzwertsiitze und Konvergenzkriterien

Aus den Konvergenzkriterien fiir Folgen gewinnt man durch Anwendung auf die
Partialsummenfolgen sofort folgende Kriterien:

Satz 4.2.1: Summen und skalare Vielfache konvergenter Reihen sind konvergent, und

] o0 0 0 [
es gelten Z(an +b,)= Zan + Zb,, und Zc-a,, =c- ) a,firalleceR

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Beweis: Die Formeln gelten fiir die Partialsummen, also auch fiir deren Grenzwerte. =

Satz 4.2.2 (Monotoniekriterium): Eine Reihe mit nichtnegativen Gliedern ist genau
dann konvergent, wenn die Folge ihrer Partialsummen beschrinkt ist.

Beweis: Sind alle a, > 0, so ist die Folge der Partialsummen monoton wachsend. Die
Behauptung folgt nun aus dem Konvergenzkriterium 3.4.1. [ ]

[+ o]
Beispiel 4.2.3: Wir zeigen mit diesem Kriterium, da die Reihe Z ;12— konvergent ist:
k=1
Die Folgenglieder a; = ;15 sind positiv, und mit 4.1.4 gilt fiir die Partialsummen
s, —i—!——l+l+l+ <1+—1—+L+ —1+i <l+i =2
e 497 213277 Skk-) Skk-D)

Nach dem Monotoniekriterium ist die Reihe daher konvergent. Mit der Technik der
sogenannten Fourier-Reihen kann man den Grenzwert berechnen, es ergibt sich die
transzendente Zahl n12/6.

Satz 4.2.4 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen): Eine Reihe Za, ist genau dann konvergent,

n+m
wenn ihre Ausschnitte Zak fiir n»>o gegen Null streben, d.h., wenn fiir
k=n
jedes £> 0 ein ny = ny(&) derart existiert, daB fiir alle » 2 ny und alle m € N
n+m
stets Zak < egilt.
k=n

Beweis: Die zugehorige Partialsummenfolge (s,) ist nach dem Cauchy-Kriterium fiir

Folgen genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist. Dies ist wegen
n+m

Spem—Sp = Z ay, aber mit obiger Bedingung dquivalent. ]
k=n+1
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Aufgabe 4.2.5: Mit Hilfe des Monotoniekriteriums und 4.2.3 zeige man die Konvergenz
o0
. 1 .
der Reihen ,‘Z_:, k_p furallep>2!

Aufgabe 4.2.6: Beweisen Sie mit dem Cauchy-Kriterium die Konvergenz der Leibniz'-

k+1
Relhes—z( D =]- 1+l_l+l_l+'“!
i1k 2 3 4 56

Neues zur Eulerschen Zahl e

Die vorstehenden qualitativen Kriterien erméglichen den Beweis der wichtigen Formel

< 1
=Z~k—!. *)

k=0

n  n
Beweis: Nach der binomischen Formel gilt (1 +l) = Z (n) L . Aus
n o \k n*

(n)‘i_n-...-(n—k+1).i_n-...-(n—k+1)__1__l.(1_l)_ (l_k—l) 1_1
k) n* k! nk n- ... -n k! n)" n/) k' k!

folgt fiir festes m € N* durch Vertauschung von Limes und Summe die Abschitzung

m m m _ k m n
(1+l) <YLl=imy (1—5—1) L < tim Z(")is 1im(1+l) —e.
m k=0k! n—®, o n k! ) k nk n—» n

m [ o]
Alsoist e = lim (1 + —1—) < Z ;1; <e, und das beweist (*).
m 4

mo>eo k=0

. Die Zahl e ist irrational!

Es gilt 2 <e < 3. Angenommen, es wire € = P fir p, ¢ € N*, ¢ > 1. Mit (*) folgt dann
q

] 1 1 1 N 1
e Y

ok W Ga kT atg+l (g+1)? g' 1-@+n7 g

|
Die Multiplikation mit ¢! ergibt nun 0< p-(¢-1)! — Z% <1 im Widerspruch dazu,
k=0""

dafB} der mittlere Ausdruck ganzzahlig ist, denn fiir k < ¢ ;st q!/k! eine ganze Zahl. ]

! GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716), Universalgelehrter, wirkte in Paris, London, Berlin, Hannover.
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4.3 Absolut konvergente Reihen

In diesem Abschnitt lernen wir sehr leistungsfihige Konvergenzkriterien kennen:

Definition 4.3.1: Eine Reihe Za; heit absolut konvergent, wenn die Reihe Z|q,| ihrer
Betrige konvergiert.

| Satz 4.3.2: Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent. —l

Beweis: Jede absolut konvergente Reihe erfiillt das Cauchy-Kriterium

n+m n+m
Zak < Z|akl—> 0 fiir n— o und ist daher konvergent. a
k=n k=n

Warnung: Es gibt konvergente Reihen, die nicht absolut konvergent sind. Wegen 4.1.8
ist die Leibnizreihe aus Aufgabe 4.2.6 ein solches Beispiel!

Ein 4uBerst leicht zu handhabendes Kriterium ist das folgende:

Satz 4.3.3 (Majorantenkriterium): Eine Reihe Za; ist genau dann absolut konvergent,
wenn es eine konvergente Reihe Zc; mit |g;] < ¢, fiir (fast) alle k € N gibt. Die
Reihe Zc; heiBt dann eine konvergente Majorante fiir Za; .

Beweis: Ist Za; absolut konvergent, so ist Z|a;| selbst als Majorante geeignet. Gilt um-
gekehrt |q;] < c; mit einer konvergenten Reihe Zc, so ist die monoton wachsende Folge

n n O

der Partialsummen wegen Zla PRpS ch < ch < o nach oben beschrédnkt. Also ist
k=0 k=0 k=0

Z|a;| nach dem Monotoniekriterium konvergent. |

Zur Anwendung des Majorantenkriteriums benotigt man einen Vorrat an geeigneten
Majoranten. Haufig nimmt man hierfiir geometrische Reihen. Das fiihrt auf die beiden
Spezialisierungen des Majorantenkriteriums:

Wurzelkriterium: Falls eine Konstante 0 < g < 1 mit ¥|a;| <q fir fast alle k € N

existiert, so ist Za; absolut konvergent. Aquivalente Pramisse: E’{/lakl <l

Quotientenkriterium: Falls eine Konstante 0 < g < 1 mit,—T"—‘“ll—, <q furfastalleke N
a

- . P . —|a
existiert, so ist Za; absolut konvergent. Aquivalente Pramisse: llm‘—k"—l—‘ <1

lakl

Beweis: In beiden Fillen ist £C-g¥ mit geeignetem C eine Majorante fiir Za,, . u
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Aufgabe 4.3.4: Zeigen Sie die Konvergenz der folgenden Reihen:
S ok 2 (- & k!
a) > k-27%, b) ZT’ ) Zk—k.
k=0 k=0 k=0

Aufgabe 4.3.5: Beweisen Sie die folgende Erweiterung des Wurzelkriteriums:

Divergenztest: Gilt lim Kla| > 1, so ist Za; nicht konvergent.

(Hinweis:Verwenden Sie das notwendige Konvergenzkriterium 4.1.2!)

Aufgabe 4.3.6: Der Fall lim4fja,| =1wird von obigen Kriterien nicht erfaBt. Diese
Bedingung enthilt ndmlich keinerlei Information iiber Konvergenz oder Divergenz! Die

Reihen mit den Gliedern a) a; = kLZ’ b) a; = und ¢) ay =% erfiillen alle

diese Bedingung, zeigen aber unterschiedliches Konvergenzverhalten. Welches?

SchlieBlich geben wir noch eine Formel zur Multiplikation konvergenter Reihen an.

Satz 4.3.7 (Cauchysche Produktformel): Sind Zak und Zb ; absolut konvergent,

0 0 o k
sogilt Y ag-Dbj=2 X ax;b;.
k=0 j=0

k=0 j=0

Beweisidee: Wir ordnen die Produkte a; b; fur

k, j € N in einer unendlichenTabelle an, um
keines zu vergessen. Fiir festes £ und variables
J =0,..., k durchlauft das Produkt a;_ j bj die -

te Diagonale (s. Figur 4.3.1). Die n-te Partial-

n k
summe s, = Z Zak_ jbj st daher gerade
k=0 j=0
die Summe aller Produkte innerhalb des n-ten
Dreiecks. Zur Abkiirzung definieren wir Fig.4.3.1: Summation nach Diagonalen

0 0 [ 0
A=Y a, B=) b; und HilfsgroBen a,, = Y |ay| und B, = Y |b;| fiir m e N.
k=0 Jj=0 k=m Jj=m

m m m m
Danun [4-B- Z Zakbjl < pBp+1+ 1o und | Z Zakbj = Sp|< apBpi1t 1By
k=0;=0 k=0,=0

fiir n 22m gelten (s. Fig.4.3.1), folgt hieraus mit der Dreiecksungleichung schlieBlich

|A-B=s5,|<2(aofms1 + A ms180) = 0 fir myn— o wegen a,,, B, > 0. =

Aufgabe 4.3.8: Finden Sie mittels 4.3.7 eine Reihendarstellung fiir e =e-e!
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4.4 Potenzreihen und Exponentialfunktion

Potenzreihen erweisen sich als ein wichtiges und leistungsfihiges Instrument zur Unter-
suchung von Funktionen.

L
Definition 4.4.1: Ein Ausdruck der Form f(x)= Z cp(x—x0)" mit xp,c, € R
n=0
heifit eine Potenzreihe in der Variablen x mit dem Mittelpunkt x,, .

In vielen Fillen wird x;, = 0 sein. Die Menge K aller Zahlenx € R, fiir die die Reihe

konvergiert, heilt der Konvergenzbereich der Reihe. Er héingt offenbar von den Zahlen
¢, und von der GroBe | x — x| ab. Der folgende Satz beschreibt diese Menge niher:

Satz 4.4.2 (Satz von Cauchy-Hadamard'): Es sei & ¢,(x — xo)" eine Potenzreihe, und es

1/L fir 0<L<oo,

seien L=En'\'/|c_,,| und R={ © fir L=0,

e 0 fir L=ow.
Dann konvergiert die Reihe auf dem Intervall (x — R, xy + R) absolut, und sie
divergiert auflerhalb von [xg — R, x; + R]. Die Zahl R heiBt der Konvergenz-
radius der Reihe. Fiir den Konvergenzbereich K der Reihe gilt also
(xg—R,xg+R)c Kc[xg—R,xyg+R] im Fall 0 <R < 0, K = (-0, o0) flir
R=owund K = {x,} fiir R = 0. Potenzreihen mit R = o heiflen iberall oder be-
stdandig konvergent, solche mit R = 0 heiflen nirgends konvergent.

Beweis: Wir wenden das Wurzelkriterium als Konvergenztest an und setzen

g =1m % Je, (x—x0)"| =|x —xo|-Tim %|c,| =|x ~xo|- L . Fir | x — x| < R folgt dann
g =|x—xg|-L <1, und das zeigt die absolute Konvergenz. Im Fall | x — x| > R gilt aber
q > 1, und hieraus folgt nach 4.3.5 die Divergenz. ]

Fur die Rinder des Konvergenzintervalls (x, — R, x, + R) kénnen keine allgemeinen
Konvergenzaussagen getroffen werden. Beispielsweise haben die drei Reihen

Zx", le”, zlx" den gleichen Konvergenzradius R = 1, das Konvergenzver-
n n2

halten fiir x = £ 1 ist jedoch sehr unterschiedlich. (Wie ndmlich?)

Natiirlich hétte in 4.4.2 auch das Quotientenkriterium herangezogen werden kénnen:

Falls die Zahl L= lim j_cﬂ existiert, endlich und # 0 ist, so gilt fiir den Konvergenz-
n—o |Cp

radius auch hier R= L' Im Fall L=0 gilt wie oben R = co.

! JACQUES SALOMON HADAMARD (1865-1963), Professor in Paris.
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Aufgaben und Anwendungen

Aufgabe 4.4.3: Ermitteln Sie die genauen Konvergenzbereiche K folgender Reihen

o0 n 0 x" 0 n
a) zog_"—’ b) 217’ C) ZO%"
n= n= = *
: ; o
d) an", e) Zn!x", f) Z—x
n=0 n=1 n=1"

Neues zur natiirlichen Exponentialfunktion

Eine der wichtigsten Anwendungen von Potenzreihen liegt in der Tatsache, daB sie zur

Berechnung vieler elementarer Funktionen geeignet sind. Wir betrachten das am Bei-

spiel der Reihendarstellung der Exponentialfunktion. Ausgehend von der Formel
o0

e= Z_IT kann man wie in 4.3.8 versuchen, durch Anwendung der Cauchyschen Pro-
k=0""

duktformel Reihendarstellungen fiir ¢’, ¢, ... zu finden. Das fuhrt auf die Vermutung

0
Zx—— fir alle x € R, (*)
koo k!
© xk
die wir sogleich beweisen wollen. Wir setzen zur Abkiirzung exp(x) = ZF und be-
k=0""
. . . Ci4l . k! . 1
rechnen den Konvergenzradius. Es ist L = lim —— = lim = lim — ,

im
koo ¢ koo (k+1D)! kow k+1
also R = . Daher konvergiert exp(x) fiir alle x € R. Wir beweisen nun die Formel

exp(x +y) = exp(x) - exp(y) fiir alle x, y € R.

In der Tat ergibt sich unter Anwendung der Cauchyschen Produktformel und der bino-
mischen Formel 1.1.9 fiir die k-te Potenz die Gleichung

k © k k L ® k k! L
exp(x + y) = z( x+y) ZFZ()xk jJ}j:ZFZ(T_—'——'_xk JyJ

k=0 k! k=0 % j=o0 \J k=0 k! 120 !
& ko k=) yJ ( xk] (m
—zg Eo k-pH! jt 2 k! § exp(x) - exp(y)

Offenbar ist die Funktion exp auf [0, o) streng monoton wachsend. Da aber
exp(x) - exp(—x) = exp(x — x) = exp(0) = 1 gilt, ist exp auch auf (-0, 0] streng monoton
wachsend. Nach dem Charakterisierungssatz 2.3.3 fiir Exponentialfunktionen gilt daher
exp(x) = @ mit a = exp(1) = e, womit (*) bewiesen ist. =



5  Stetigkeit
5.1 Der Stetigkeitsbegriff

A. CAUCHY erkannte die grundlegende Bedeutung des Stetigkeitsbegriffs fir einen
strengen Aufbau der Analysis. Die weitreichenden Folgerungen aus dieser Eigenschaft
werden der Gegenstand dieses Kapitels sein. Wir nehmen die in Satz 3.3.3 bewiesene
Grenzwertformel zum Ausgangspunkt fiir die foigende Definition.

Definition 5.1.1 (Folgendefinition der Stetigkeit): Eine Funktion faus R in R heift
stetig an der Stelle a € D(f), wenn fiir alle Folgen (x,) mit x,, € D(f) aus

x, >a auch f(x,)—> f(a)
folgt. In Kurzform gilt also lim f(x,)= f(lim x,), dh., f ist mit der
n—o n—o

Grenzwertbildung vertauschbar. Die Funktion f heifit stetig auf einer Menge
M c D(f), wenn fin allen Punkten von M stetig ist.

Beispiele stetiger reeller Funktionen ergaben sich bereits aus Satz 3.3.3. Insbesondere

sind die Funktionen f(x) = x%, f(x) = ¢* und f (x) = In x auf ihren Definitionsbereichen
stetig. Aber auch f(x) = | x | ist stetig (Satz 3.3.2b).

Eatz 5.1.2: Die Funktionen sin und cos sind auf R stetig. J

Beweis: Es sei eine beliebige konvergente Folge x, — a gegeben. Wegen 2.5.2¢) gilt
|cos x| < 1 fiir alle x, und mit 2.5.3 und 2.5.1c¢) folgt die Abschitzung

. x,—a X, +a
sin 2 —.cos -2
2 2

X, —a

2

. . . Xp—a
[sinx, —sina|=2 <2|sin -2 <2

‘—)O. ]

In vielen theoretischen Untersuchungen ist die folgende dquivalente Fassung des Stetig-
keitsbegriffs zweckmaBiger. In dieser Fassung wird das Grenzwertverhalten der Funkti-
on fdurch eine Fehlerabschitzung ersetzt:

Satz 5.1.3 (& &Definition der Stetigkeit): Eine Funktion faus R in R ist genau dann
stetig in a € D(f), wenn es zu jedem Fehler ¢ > 0 eine Abweichung §= &g, a)
>0 so gibt, daB ausx € D(f)und | x — a| < § stets | f(x) - f(a) | < & folgt.

Fiir stetige Funktionen ziehen also kleine Anderungen im Argument auch nur kleine
Anderungen im Funktionswert nach sich. Aus dieser Formulierung wird die iiberaus
grofle Anwendungsbreite des Stetigkeitsbegriffs deutlich, denn viele Prozesse in Natur
und Gesellschaft haben eben diese Eigenschaft und konnen daher durch stetige Funktio-
nen modelliert werden.

¢ Merke: Stetigkeit bedeutet, daB kleine Ursachen kleine Wirkungen haben.

H. Junek, Analysis
© B. G. Teubner Stuttgart - Leipzig 1998
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Aufgaben und Beispiele

Beispiel 5.1.4: Wir beweisen die Stetigkeit der Funktion f(x) = x%an jeder Stelle aeR:
a) Mit Hilfe der Folgendefinition: b) Mit der £ - § — Definition:

Es sei (x,, ) eine beliebige Folge mit | Essei £>0 beliebig gegeben. Zunéchst ist

X, = a. Aus den Grenzwertsitzen | | f(x)- f(a)|=|x - a?|=|x +al|x —a].
3.3.2 folgt dann Um den Faktor |x+a| abschitzen zu kon-
xrzl a2 , also gilt f(xn) > f(a). nen, wihlen wir vorerst ein § <1. Dann ist

|x+al<2|al+] fiir [x —a|< 6 . Daher gilt

| f(x)- f(@)l<(2al+D)|x~al
<(2al+l)-6<¢

sicherlich dann, wenn 6 = min (1,

)
2{al+1

gewihlt wird.

Dieses Beispiel mag den Eindruck erwecken, daB die Anwendung der & &Definition
wesentlich schwerfilliger ist. Doch bedenke man, da8 im Nachweis a) ja die schon frii-
her bewiesenen Grenzwertsétze benutzt wurden. Es wird Situationen geben, in denen die
& &-Definition tiberlegen ist!

Aufgabe 5.1.5: Weisen Sie die Stetigkeit der Wurzelfunktion f(x)= Jx auf [0, )
nach dem Vorbild von Beispiel 5.1.4 nach!
(Hinweis: Benutzen Sie den Trick aus Aufgabe 3.2.8b)!)

Aufgabe 5.1.6: Zeigen Sie, daBl die Signum-Funktion f(x) = sgn x bei x = 0 unstetig ist
(s. Aufgabe 1.5.8)!

Aufgabe 5.1.7: Beweisen Sie die folgenden Aussagen (Grenzwertsitze benutzen!):

a) Sind fund g in a stetig, so sind auch f+ g, f— gund f - g in a stetig. Gilt zusitzlich
g(a) # 0, so ist auch die Funktion f/ g in a stetig.

b) Ist fin a und g in b = f(a) stetig, so ist die Verkettung go f in a stetig.

Aufgabe 5.1.8: Zeigen Sie unter Verwendung der Aussagen aus Aufgabe 5.1.7 :
a) Jede ganzrationale Funktion ist auf R stetig.

b) Jede gebrochenrationale Funktion ist auf ihrem Definitionsbereich stetig.
Aufgabe 5.1.9: Fiithren Sie den Beweis zum Satz 5.1.3!

(Hinweis: Beweisen Sie die ,,Hin-Richtung® durch indirekten Schluf!)
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5.2 Grenzwerte und Stetigkeit

Bevor wir mit der Untersuchung stetiger

Funktionen fortfahren, wollen wir zur Erwei-

terung unserer Erfahrungswelt mdogliche

Szenarien von Unstetigkeit betrachten. Dazu

werfen wir einen Blick auf die Figur 5.2.1,

die den Graphen einer fiktiven Funktion

darstellen soll. Die Funktion ist an mehreren

Stellen unstetig, doch ist die Art der Unste-

tigkeit graduell verschieden. Recht harmlos

ist die Licke bei x;. Diese Unstetigkeit Fig. 5.2.1: Fallstudium

konnte durch Ausfiillen der Liicke behoben

werden, man spricht daher auch von hebbarer Unstetigkeit. Recht definitives Verhalten
hat man auch in den Fillen des Sprunges (bei x5) oder des Poles (bei xp). Alle weiteren
Arten von Unstetigkeit nennen wir wesentliche Unstetigkeiten. Bei xj, liegt eine solche
vor (z.B. f(x) = sin (1/x) mit xj = 0). Um unabhéngig von der grafischen Darstellung

die Klassifikation vornehmen zu konnen, fithren wir den Begriff des Grenzwertes fiir
Funktionen ein.

Definition 5.2.1: Es sei f eine reelle Funktion, es sei a ein Hiufungspunkt von D(f').
Dann heifit b € R U {~w, +o} der Grenzwert von f bei a, in Zeichen
b= lim f(x), falls fiir jede Folge (x,) mit Werten x,, € D(f) \ {a} aus x, > a

x—ra
auch f(x,) — b folgt. Ein linksseitiger Grenzwert b = li%n f(x) liegt dann vor,
xla

wenn es eine Folge (x,) mit Werten x,, € D(f) \ {a} und ana gibt und falls fiir

jede solche Folge b = lim f(x,) ist. Entsprechend wird ein rechtsseitiger
n—»w

Grenzwert definiert.

Die oben eingefithrten Unstetigkeitsstellen lassen sich nun wie folgt charakterisieren:

Satz 5.2.2: Es seien f eine reelle Funktion und a ein Hiufungspunkt von D(f). Dann
gelten

a) fist stetig in @ < aeD(f) und lim f(x)= f(a),
x—>a
b) fhat eine Licke beia << a¢D(f), lim f(x) existiert und ist endlich,
x—>a
¢) fhat einen Sprung bei a < li$n f(x) und liin f(x) existieren, sind endlich
xla Xwva

und verschieden,

d) fhat einen Pol bei a o li%n f(x) und liin f(x) existieren und sind .
xla Xva
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Beispiele und Aufgaben

Beispiel 5.2.3: Grenzwerte konnen sehr gut zur Ermittlung des Kurvenverlaufs gebro-
chenrationaler Funktionen verwendet werden. Wir erldutern das am Beispiel der

Funktion f(x) =Ll. Es ist D(f) = R\ {1}. Die Grenzwerte fiir a = 1 und

x.—
a =+ oo sind:
lim—— = o, lim—"— =400, lim —*—= lim ——=1, lim —*—=1.
xtx-1 xdlx—1 x50 Xx—1 x—)ool_l x>—0x—1

Bestimmt man zusitzlich noch einige
Funktionswerte, etwa f(0)=0 und
f(2)=2, so erhilt man bereits einen
guten Uberblick zum Kurvenverlauf.

Die Geraden x = 1 und y = 1 erweisen i >
sich als Asymptoten. In Figur 5.2.2 ist 2 1,\ i 2 4 x

dieser Kurvenverlauf dargestelit.

Fig. 5.2.2: Graphische Darstellung

Aufgabe 5.2.4: Bestimmen Sie den Kurvenverlauf durch Verwendung von Grenzwerten
fiir die Funktionen

2
-1
@ﬁuF%Tr

!
x -—

x x-2
2

L DA@=— AR =, IS
-X

1+x
Aufgabe 5.2.5: Beweisen Sie unter Verwendung der Reihendarstellung der e-Funktion
) x

. . . €
oder mittels der monotonen Konvergenz aus 3.5.1 die Formel lim — =®-
X—>®O x

Aufgabe 5.2.6: Zeichnen Sie die Funktion f(x)= xZe™ firx>0! Vergleichen Sie
das Wachstum zwischen x> und e*!

Aufgabe 5.2.7: Zwei wichtige Standardgrenzwerte sind:

x_ .
a) lim & —'-1, b) lim 32%

x>0 X x>0 Xx

=1.

Beweisen Sie die Formel a) mittels Reihendarstellung der e-Funktion! (Einen elementa-
ren Beweis findet man in 6.3.2a), die zweite Formel beweisen wir in 6.3.11(*).)
. . . sin2x
Aufgabe 5.2.8: Beweisen Sie unter Benutzung der Formel 5.2.7b): lim =21
x>0 Xx
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5.3 Nulistellensatz und Zwischenwertsatz

Wir wollen nun aus der Eigenschaft der Stetigkeit Nutzen ziehen und zwei wichtige
Existenzsitze beweisen.

Satz 5.3.1 (Nullstellensatz von Bolzano): Ist die reelle Funktion f auf dem Intervall
[a, b] stetig und gilt f(a)- f(b) <0, so hat fin [a, b] mindestens eine Nullstelle.

Beweis: Der Beweis ist konstruktiv und wird mit dem wichtigen Halbierungsverfahren
gefiihrt. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei f(a) <0 < f(b). Wir setzen a; = a,

bp=bund ¢y =

90 ;bo . Nun unterscheiden wir zwei Fille: Falls f(cy) > 0 ist, so set-
zen wir a; = ayund b = ¢, . Im anderen Fall seien a; = ¢y und b; = b . In beiden Fillen
gilt f(a;) <0< f(b). Wir setzen das Verfahren induktiv fort. Sind also bereits a, < b,
mit f(a,)<0< f(b,)konstruiert, so betrachten wir wiederum den Mittelpunkt

a, +b,

Cn des Intervalls [a,, b,] und setzen a,, =a, und b, =c, bzw.

apy1 =cp und b, = b, je nach dem, ob f(c,) > 0 oder f(c,) <0 ausfillt. Auf diese
Weise entsteht eine Intervallschachtelung (a,, | b,) mit f(a,) <0 < f(b,). Es sei nun x,
der gemeinsame Punkt aller dieser Intervalle. Dann gelten a,, — x, und b, = x, , und die
Stetigkeit von fergibt f(x,) = lim f(a,) < 0 <lim £(b,) = f (x,). Also ist f(x,) = 0. ]

Als leichte Verallgemeinerung des Nullstellensatzes erhalten wir den Satz iiber die Liik-
kenlosigkeit der Bildmenge:

Satz 5.3.2 (Zwischenwertsatz): Ist die reelle Funktion f auf dem Intervall [a, b] stetig,
so existiert zu jeder Zahl ¢ zwischen f(a) und £ (b) ein t € [a, b] mit f(£) = c.

Beweis: Es geniigt, den Fall f(a)<c < f(b) zu betrachten. Die verschobene Funktion
g(x) = f(x)-c erfullt dann die Voraussetzungen von Bolzanos Nullstellensatz. Daher
existiert ein ¢ € [a, 5] mit 0 = g(¢) = f(¢) — ¢, also gilt f () = c. n

lFolgerung 5.3.3: Stetige Funktionen bilden Intervalle auf Intervalle ab. I

Beweis: Es sei / ein beliebiges (offenes, abgeschlossenes oder halboffenenes) Intervall,
es sei M = f(I) die Bildmenge von [ unter f. Dann enthélt M nach dem Zwischenwertsatz
mit je zwei Zahlen u, v auch das ganze Intervall [«, v]. Daher ist M selbst ein Intervall. =

Die in Folgerung 5.3.3 zum Ausdruck kommende Eigenschaft stetiger Funktionen, dafl
»Zusammenhéngendes* beim Abbilden zusammenhingend bleibt, ist sogar dquivalent
zu unserer Definition der Stetigkeit. Wir wollen diesen Zugang hier jedoch nicht weiter
verfolgen.



5.3 Nullstellensatz und Zwischenwertsatz 59

Anwendungen und Ubungen

Beispiel 5.3.4: Wir bestimmen die drei Nullstellen von f(x) = x3 — 3x + 1 auf 2 Dezi-
malstellen genau:

Lésung: Es ist f(-2) = -1, £(0) = 1, f(1) = -1 und £ (2) = 3. Die Funktion f hat
daher in den drei Intervallen [-2,0], [0, 1] und [1,2] Vorzeichenwechsel, und
nach dem Satz von Bolzano enthilt jedes dieser Intervalle eine Nullstelle. Wir be-
rechnen die in [-2,0] enthaltene Nullstelle nach dem Halbierungsverfahren. Es
sind

ao = —2, bo = 0,

a; =-2, by =-1 wegen f(-1) >0,

ay=-2, by=-15 wegen f(-1.5) >0,

az=-2, by=-1.75 wegen A-1.75)>0.
Das Verfahren muB so lange fortgesetzt werden, bis b, —a, =2-27" <0.01 ist.
Das wird fiir n = 8 erreicht, und dann ist

as=—1.883, b8=—1875.

Daher ist x = —1.88 £+ 0.01 eine Nullstelle. Entsprechend berechnet man die bei-
den anderen Nullstellen: x, = 0.34 + 0.01 und x5 = 1.53 £ 0.01.
Ein kleines Computerprogramm erleichtert die Rechnung:
a:=-2;b:=0; fehler :=0.01;
while b — a > fehler do
begin ¢ := (b + a)/2;
iff(c)>0then b:=celsea:=c;
end;
write ("Nullstelle=", a).

Aufgabe 5.3.5: Ermitteln Sie mit Hilfe des

Halbierungsverfahrens die drei (!) Schnitt-
=x4 = i

punkte von f(x) = x* und f)(x) = €* (s. Figur Fig. 5.3.1: Schnittpunkte

5.3.1, vgl. auch Aufgabe 3.8.4)!

Aufgabe 5.3.6: Der Zwischenwertsatz ermoglicht auch eine vereinfachte Methode fiir
das Auflosen von Ungleichungen: Losen Sie die Ungleichung x2—x—6 > 0, indem Sie die
Losungen x,, der zugehdrigen Gleichung bestimmen und dann das Verhalten von
x2-x—6 auf den Teilintervallen (o, x}),(x],%5) und (x, ,+o) testen! Warum kann die
Funktion innerhalb dieser Intervalle ihr Vorzeichen nicht wechseln? (Vgl. 1.5.6b)!)
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5.4 Der Satz vom Maximum und Minimum

Wir betrachten den Graphen einer beliebigen stetigen Funktion und stellen die Frage
nach absoluten Maximal- und Minimalwerten. Die Existenz solcher Werte ist wegen der
moglichen Kompliziertheit der Kurve (z.B. Figur 2.1.4) keineswegs selbstverstindlich!
Vor diesem Hintergrund ist der folgende Satz schon iiberraschend:

Satz 5.4.1 (vom Maximum und Minimum): Es sei f auf dem abgeschlossenen und be-
schrdankten Intervall [a, b] stetig. Dann existieren Punkte x, x; € [a, b] mit

S(xg) £f(x) <f(x)) fur alle x € [a, b].
Die Funktion f nimmt also bei x; ihr (absolutes) Minimum und bei x; ihr
(absolutes) Maximum an. Insbesondere ist f auf [a, 5] beschrénkt.

Beweis: Wir wollen die Existenz eines Maximums zeigen. Falls die Menge
M= {f(x): a < x < b} nach oben beschriinkt ist, so sei z = sup M, andernfalls sei z = 0. In
jedem Fall existiert eine Folge (x,,) in [a, b] mit f(x,) 1 z . Die Folge (x,,) kann im Inter-
vall [a, b] zwar wild verteilt sein, doch sie hat nach dem Satz von Bolzano-Weierstra}
zumindest einen Haufungspunkt x*, der wegen der Abgeschlossenheit von [a, 5] auch zu
[a, b] gehort. Nach 3.6.6b) gibt es eine Teilfolge (xp;, ) von (x,)mit x, g x*. Wegen

der Stetigkeit von fgilt dann f(x,, ) > f(x*), und wegen f(x,) - z und der Eindeutig-

keit des Grenzwertes ist z = f(x*) < 0. Also hat fbei x* ein Maximum. Insbesondere ist
auf [a, b] nach oben beschrinkt. Entsprechend zeigt man die Existenz eines Minimums
und die Beschrinktheit von fnach unten. L

Leider ist der Beweis des Satzes vom Maximum und Minimum nicht konstruktiv, schon
die Existenz von z basiert ja nur auf dem nicht konstruktiven Vollstdndigkeitsaxiom aus
1.2. Fir die praktische Berechnung von Maxima ist der Satz also nicht geeignet, sein
theoretischer Stellenwert ist aber iiberaus hoch (vgl. 6.4.1/2, 8.4.1). Als erste Anwen-
dung erhalten wir:

Folgerung 5.4.2: Stetige Funktionen bilden abgeschlossene Intervalle auf abgeschlos-
sene Intervalle ab.

Beweis: Wegen Folgerung 5.3.3 ist die Bildmenge eines abgeschlossenen Intervalls ein
Intervall, wegen des Satzes vom Maximum und Minimum gehéren aber auch die Rénder
dieses Intervalls zur Bildmenge. ]

Der Satz vom Maximum und Minimum gilt nicht nur fiir stetige Funktionen auf Interval-
len. Er 1468t sich bei geeigneter Begriffsbildung auch auf stetige Funktionen mit mehre-
ren Variablen iibertragen und ist sehr niitzlich fiir das Studium von Funktionen, die auf
Teilmengen der Ebene oder des Raumes definiert sind (z.B. in 8.3.6). Eine Anwendung
geben wir in 8.4.
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Aufgaben und Ergéinzungen
Aufgabe 5.4.3: Es sei £ R — R eine ganzrationale Funktion vom Grad > 1. Zeigen Sie:

a) lim | f(x)|=. b) Die Funktion | | hat auf R ein Minimum.
x—» o0

Aufgabe 5.4.4: Die stetige Funktion f(x) = e* hat auf R weder ein Maximum noch ein
Minimum. Widerspricht das dem Satz vom Maximum?

Aufgabe 5.4.5: Zur Vermeidung von Miflverstindnissen sollte sich der Anfinger den
Unterschied zwischen dem (absoluten oder globalen) Maximum einer Funktion im Sinn
von Satz 5.4.1 und den relativen oder lokalen Maxima, die wir in 6.5.2 definieren wer-
den, deutlich machen. Bestimmen Sie zur Ubung die absoluten und die relativen Maxi-
ma und Minima von £ (x) = |x| auf dem Intervall [-1, 2]!

Beispiel 5.4.6: Stetige Funktionen konnen an sehr vielen Stellen ihr Maximum anneh-
men. Eine besonders exotische stetige Funktion ist das folgende Beispiel von
TAKAGI' (1903), das wir auch im Kapitel 6 als Gegenbeispiel verwenden wollen.
Es sei f:R—[0,1] die Sigezahnfunktion mit der Periode 1 und der Amplitude 1,

die fiir 0 < x <0.5durch f(x)=2x und fiir 0.5 < x <1durch f(x) =2 - 2x definiert

f@2*x)
2k
und durch Aufsummieren erhilt man die stetigen (Nachweis?) Funktionen

n =]
g€.(0)=Y fir(x») und g(x)=) fi(x) furallex e R.
k=0 k=0

In Figur 5.4.1 ist der Graph der Takagi-
Funktion g dargestellt, der keineswegs y
. . . . 4/3

so rund und glatt ist, wie es die Skizze
nahelegt. Da g durch Aufsetzen von
immer mehr Spitzen f; entstanden ist,

ist der Graph von g sehr "rauh" und hat
keine Tangenten. Jede Vergrofierung

eines Ausschnittes wire ebenso rauh. 0
SchlieBlich erahnt man aus der Skizze,
daB g an sehr vielen Stellen ihren Ma- Fig. 5.4.1: Takagi-Funktion
ximalwert 4/3 annimmt. Unter Ver-

ist. Die Funktionen fj (x) = fir £ € N sind immer feinere Abbilder von f,

4

—
=

wendung der Formel g,,,1(x) = g2,-1(*)+47" g1(4" x) fiir alle x € [0, 1] kann
man in der Tat zeigen, daB der Funktionswert g(x) genau dann maximal wird, wenn
in der 4-adischen Entwicklung von x = 0.a,a,a;... genau die Ziffern 1 oder 2 vor-
kommen. Die Funktion g hat also auf dem Intervall [0, 1] ebenso viele Maximal-
stellen, wie es reelle Zahlen gibt!

! TEI TAKAGI (1875-1960), Professor in Tokio.
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5.5 GleichmiiBige Stetigkeit und Lipschitz-Stetigkeit

Dieser etwas schwierige Begriff wurde erstmals von HEINE' zur SchlieBung einer we-
sentlichen Liicke in CAUCHYs Arbeiten zur Existenz des Integrals stetiger Funktionen
geprigt und verwendet. Wir werden ihn an gleicher Stelle benutzen. Inzwischen haben
die Begriffe der gleichm#Bigen Stetigkeit und der gleichmifligen Konvergenz ihre
Niitzlichkeit an vielen Stellen erwiesen. Wir kommen hier erstmalig mit dieser Eigen-
schaft , gleichm#Big™ zusammen. Erinnern wir uns: Eine Funktion £ / — R ist stetig auf
dem Intervall /, wenn fiir jede Stelle x € 7 und jede Folge (x,) in I aus x, —> x stets

f(x,)— f(x) folgt. In dquivalenter Formulierung bedeutet dies: Fiir jedes x € I gilt
limo | f(x+h)-f (x)| = 0. GleichmiBige Stetigkeit auf / bedeutet nun, daf} diese Kon-
h—>

vergenz an allen Stellen x € I ,,gleichmdfig schnell'* vonstatten geht. In priziser Formu-
lierung also:

Definition 5.5.1: Eine Funktion £ I — R heif3t gleichmdfig stetig auf dem Intervall /,
falls lim sup |f(x+h)— f(x)=0 gilt.
h—>0 x x+hel

Aquivalente & &Charakterisierung: Filr jedes £> 0 existiert ein §> 0 derart, dafl
fiir alle Punkte x, x’ € Taus | x —x' | < J'stets | f(x) —f(x') | < ¢ folgt.

Nun die entscheidende Entdeckung von HEINE:

Satz 5.5.2: Ist fauf dem abgeschlossenen und beschrinkten Intervall [a, 5] stetig, so ist
fdort sogar gleichmiBig stetig.

Beweis: Angenommen, f wire auf [a, b] nicht gleichmiBig stetig. Dann gibe es ein

£> 0 derart, daB zu jedem n € N* und jedem &, =% zwei Punkte x,, x, € [a, b] mit
|x, = x| <6y = % , aber | f(x,)— f(x,)|= ¢ existieren wiirden. Nach dem Satz von
Bolzano-WeierstraB hat die beschrinkte Folge (x,) einen Hiufungspunkt x*, und wir
konnen nach 3.6.6b) eine Teilfolge (xk,,) von (x,,) mit Xk, = x* auswihlen. Da [a, b]
abgeschlossen ist, gilt x* € [a, b], und wegen | xp, —x,',|<% gilt mit Xk, — x" auch
Xk, = x* . Nach Voraussetzung ist fauch bei x* stetig, also gilt
Lf (e, )= fOxp ) = 1 f (e, )= S() = (f(x, )= (D))
< 1 f O )= FGMN+1f(xh )= F(] 0.

Das steht aber im Widerspruch zur Annahme | f(x,)— f(x},)|> ¢ firalle n € N*. [ ]

! HEINRICH EDUARD HEINE (1821-1881), Professor in Halle.
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Aufgaben und Erginzungen

Beispiel 5.5.3: Die Funktion f (x) = x2 ist iiberall stetig und daher nach 5.5.2 auf jedem
beschrdnkten und abgeschlossenen Intervall sogar gleichmiBig stetig. Auf M=R =
(—oo, +o0) ist sie aber nicht gleichmdfig stetig: In der Tat, fir jedes 4> 0 gilt

sup |[(x+h)? -x2|= sup |2xh+h?*|= o,
x,x+heR x,x+heR

und der Limes fiir # — 0 ist daher auch = «. In &&-Charakterisierung: Schon zu
£=1 kann es kein passendes &> 0 geben, denn wihlt man zu beliebigem &> 0 die

Punkte x =é und x' = x + 0.9-8, so ergibt sich zwar | x — x' | = 0.9-§ < §, aber

auch |x2 - x'2 ]=|x+x']-|x—x’|22x-0.9-5=%-0.9-5=1.8>l=£.

Definition 5.5.4: Eine Funktion £ I — R heif3t Lipschitzz-stetig auf einem Intervall 7,
wenn es eine Konstante L mit

IfG) —f() | <L-|x—x|furallex,x eI

gibt.

¢ Grob gesprochen bedeutet Lipschitz-Stetigkeit, daB & proportional zu £ gewéhlt
werden kann!

Aufgabe 5.5.5: Beweisen Sie: Ist fauf dem Intervall / Lipschitz-stetig, so ist f dort auch

gleichmifig stetig!

Aufgabe 5.5.6: Zeigen Sie, daBl die Funktion f(x)= Jx auf [0, 1] zwar gleichmiBig

stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist!

Aufgabe 5.5.7: Zeigen Sie, daB die Sinusfunktion auf R gleichm#Big stetig ist!

Aufgabe 5.5.8: Zeigen Sie:

a) Summe, Differenz und Produkt zweier auf [a, 5] Lipschitz-stetiger Funktionen sind
Lipschitz-stetig.

b) Die Verkettung Lipschitz-stetiger Funktionen ist Lipschitz-stetig.

Didaktische Anmerkung:

Die Lipschitz-Stetigkeit ist begrifflich wesentlich leichter zu erfassen, als die gewéhnli-
che Stetigkeit. Daritber hinaus hat auch die Lipschitz-Stetigkeit gute Invarianzeigen-
schaften (s. Aufgabe 5.5.8). Vor diesem Hintergrund sind Versuche verstindlich, den
Analysiskurs der Schule auf die sogenannte Lipschitz-Analysis zu reduzieren.

2 RUDOLF LIPSCHITZ (1832-1903), Professor in Bonn.



6 Differentialrechnung
6.1 Differenzierbarkeit

Der Begriff der Ableitung einer Funktion kann sowohl geometrisch als Tangentenan-
stieg als auch analytisch als Anderungsrate der Funktion eingefiihrt werden. Beide Kon-
zepte ergénzen sich hervorragend. Der analytische Zugang ist jedoch wesentlich lei-
stungsfihiger: Er liefert quantitative Ergebnisse, ermdglicht Existenzuntersuchungen
und ist verallgemeinerungsfahig. Zur Vorbereitung definieren wir noch:

Definition 6.1.1: Ein Punkt a heiBt ein innerer Punkt einer Teilmenge M < R, falls
es ein ganzes Intervall Us(a) = (a - &, a + &) mit Us(a) c M gibt.

Offene Intervalle und ihre Vereinigungen sind wichtige Beispiele fiir Mengen, die aus-
schlieBllich aus inneren Punkten bestehen. Solche Mengen heifien offen.

Definition 6.1.2: Es sei f eine Funktion aus R in R, und es sei a ein innerer Punkt von
D(f). Dann heiBt f differenzierbar bei a, wenn der sogenannte Differentialquo-
tient f'(a) = lim Sx)=-J@)

x>a X—a

heift die Zahl f'(a) die Ableitung von f bei a. Durch die Vorschrift x > f'(x)

wird auf D(f') ={x: fist bei x differenzierbar} eine Funktion f/* definiert. Diese
heift die Ableitung von f.

existiert und endlich ist. Im Fall der Existenz

Die Differenzierbarkeit ermoglicht eine sogenannte ,,Linearisierbarkeit im Kleinen®, die
in geometrischer Fassung die Existenz der Tangente bedeutet. Genauer gilt:

Satz 6.1.3 (Weierstra3sche Zerlegungsformel): Die Funktion f ist genau dann bei
a € D(f) differenzierbar, wenn es eine Zahl m und eine Funktion p,(x) in einer
Umgebung Us(a) = (a - 8, a + 9) so gibt, daB auf Us(a) die Formel

S(x)= f(a)+m-(x—a)+ p,(x)-(x —a) mit lim p,(x)=0 (WZF)
x—>a

gilt. Dabei ist dann m = f"(a) die Ableitung von fbei a.

b

Beweis: Definiert man p, fiir eine feste Zahl m € R durch p,(x)= I®-/@ _ m

x—a

so gilt lim p,(x)= 0 genau dann, wenn lim J)= /(@) = m ist. ]
x—>a x—>a X—-a

LFolgerung 6.1.4: Ist f bei a differenzierbar, so ist f dort auch stetig. 1

Beweis: Der Grenziibergang x — a in der Formel (WZF) aus Satz 6.1.3 ergibt
f(x) > f(a).Das zeigt die Stetigkeit von f bei a. ]

H. Junek, Analysis
© B. G. Teubner Stuttgart - Leipzig 1998
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Aufgaben und Ergiinzungen

Aufgabe 6.1.5: Beweisen Sie die folgenden Ableitungsformeln durch Berechnung der
Differentialquotienten:

a) ()= 2x, b) (") = nx"1 fir n € N, )Gy ==x"fiirx=0.

Gegenbeispiel 6.1.6: Stetigkeit ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir Differenzier-
barkeit! Zeigen Sie, daf3 die #berall stetige Funktion f(x) =|x| bei x = 0 nicht differen-
zierbar ist! (Die stetige Takagi-Funktion aus 5.4.6 ist sogar nirgends differenzierbar!)

Das Tangentenproblem und die Weierstrafformel

f(x)-f(a)

xX—a

konnen geometrisch als Sekantenanstiege gedeutet

werden (s. Fig. 6.1.1). Die Ableitung lim S(x)-f@)

x—>a X—a
der Grenzwert der Sekantenanstiege fiir x—>a. Wir wollen nun eine geometrische Inter-
pretation der WeierstraBschen Zerlegungsformel finden: Der Teilausdruck
g(x) = f(a) + m-(x—a) aus der Zerlegungsformel (WZF) definiert eine lineare Funkti-

on g. Die Zerlegungsformel postuliert also die Moglichkeit der Zerlegung

Differenzenquotienten

ist daher (im Fall der Existenz)

f(x) = lineare Funktion + ,.kleiner” Fehler

als charakteristisch fiir die Differenzierbarkeit von f. Geometrisch bedeutet dies, daf die
durch y = g(x) beschriebene Gerade den Graphen der Funktion f sehr gut beriihrt und
daher Tangente an die Kurve genannt wird (s. Abb. 6.1.2).

A A g(x) Fehler
y f y
1 X
Sx) - fla) : S
| L s I >
a X a X
Fig. 6.1.1: Differenzenquotient Fig. 6.1.2: Linearisierbarkeit im Kleinen

Merke: Ist die Funktion f bei a differenzierbar, so hat der Graph von f im Punkt
(a, f (a)) eine Tangente mit der Gleichung g(x) = f (a) + f'(a) - (x — a) und ei-
nem Anstieg f"(a), der sich als Grenzwert der Sekantenanstiege errechnen l4t.

Aufgabe 6.1.7: Bestimmen Sie die Gleichung der Tangenten fiir die folgenden Funktio-
nen und machen Sie sich den kleinen Fehler p,(x) - (x — a) durch eine Wertetabelle und
eine graphische Darstellung fiir fund die Tangente klar:

a) f(x) = x* im Punkt (1, 1), b)f(x) = 1/x im Punkt (1, 1).
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6.2 Differentiationsregeln

Die Berechnung von Ableitungen erweist sich zum Gliick als recht einfach, da sich mit-
tels der frither bewiesenen Grenzwertsitze sehr handliche Differentiationsregeln gewin-
nen lassen. In modermen Computeralgebrasystemen sind diese Regeln ebenfalls imple-
mentiert, so da formales Differenzieren mit dem Computer méglich ist.

Satz 6.2.1: Die Funktionen f und g seien in einem inneren Punkt a von D(f') n D(g)
differenzierbar. Dann sind auch skalare Vielfache, Summe, Differenz, Produkt
und Quotient (unter der Voraussetzung g(a) # 0) differenzierbar, und es gelten:

a) (A)'(@)=Af"(a) firalle 1 € R,
b) (f+g)'(a)=/f"(a) + g'(a), (Summenregel)
) (f-gY(@=f(a)- ga)+f(a) g, (Produktregel)

d) (f_] (a) = f@)ga)-fla)g '(a) (Quotientenregel)
g

g(a)?

Beweis: Die Beweise zu a) und b) sind sehr leicht, und wir Uiberlassen sie dem Leser.
Der Beweis zur Produktregel erfordert einen kleinen Trick: Fiir x € D(f) n D(g) gilt

S(x)g(x) - f(a)g(a) _ f(x)g(x) - f(x)g(a) + f(x)g(a) - f(a)g(a)

xX—-a X—a

g(X) g(a) f(x) f(a)

= f(x)

ga) = f(a)g'@+f'(a)ga)

fiir x — a nach Voraussetzung und wegen f(x) — f(a) nach Folgerung 6.1.4. Die Quoti-
entenregel beweist man auf analoge Weise. ]

Satz 6.2.2 (Kettenregel): Es seien g bei a und f bei g(a) differenzierbar. Dann ist die
Verkettung f o g bei a differenzierbar, und es gilt

(fog)(@=/'(ga) - ga)

Beweis: Ein sehr einfacher Beweis, der allerdings g(x) # g(a) fiir alle x # a voraussetzt,
ergibt sich wie folgt: Wir erweitern den Differenzenquotienten fiir f o g und erhalten

S(8(x) - f(g@) _ f(&(x)) - f(g(a)) g(x)-g(a)
x-a g(x) - g(a) x-a

fir x - a nach Definition der Ableitungen von fund g und wegen g(x) - g(a). Ein
allgemeiner Beweis, der die Division durch g(x) — g(a) vermeidet, ergibt sich durch die
Untersuchung der Weierstra3schen Zerlegungsformel fiir fo g. ]

- f'(g(a))-g'(a)
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Beispiele und Aufgaben
Beispiel 6.2.3: Wir bestimmen die Ableitung der ganzrationalen Funktion
f)=x*+23-x+1

mit Hilfe der Regeln aus Satz 6.2.1. Diese erlauben die gliedweise Differentiation,
und unter Verwendung der Formeln aus Aufgabe 6.1.5b) ergibt sich

f1(x) = (23 -x+1) = (¥ H3Y —(x)+(1) = 4x3 +2:3x2 — x0 + 0 = 4x3+6x2-1.

Merke: Ganzrationale Funktionen konnen gliedweise differenziert werden, dabei gilt

’

n
[Z akxk] = i k-ay xk 1
k=0 k=1

Aufgabe 6.2.4: Bestimmen Sie die Ableitung von f(x) = —x5 + 3x2 - 2!
Aufgabe 6.2.5: In welchen Punkten hat die Tangente an die Funktion

fx)= %x3+%x2——%x+l

den Anstieg 1?

Aufgabe 6.2.6: Bestitigen Sie die Formel (x3)' = 3x2 durch wiederholte Anwendung
der Produktregel auf die Funktion f(x) = x3 = x-x-x !

Aufgabe 6.2.7: Bestitigen Sie mittels vollstindiger Induktion und unter Verwendung
der Produktregel erneut die Ableitungsformel (x”)' =n x" ! firn e N*

Aufgabe 6.2.8: Bestitigen Sie unter Verwendung der Quotientenregel die Formel
Y =-nx D firne N undx#0!
Aufgabe 6.2.9: Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f(x)= IL !

+x

Beispiel 6.2.10 (Anwendung der Kettenregel): Wir bestimmen die Ableitung der
Funktion F (x) = (2x + 6)3. Diese Funktion ist die Verkettung der Funktionen

g(x) = 2x + 6 als innere und f (y) = > als 4uBere Funktion. Die Kettenregel ergibt
daher:

F'(x)=f"(g(x)) - g'(x) =3-2x + 6)>"1 - 2=6(2x + 6)".
Aufgabe 6.2.11: Bestimmen Sie die Ableitung folgender Funktionen:
a) Fx)=(3x4+ 1), b) F(x) = (2x2 + x)3 — x2!
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Satz 6.2.12 (Differentiation der Umkehrfunktion): Es sei f streng monoton und stetig
auf dem offenen Intervall /, es sei g die Umkehrfunktion zu f. Falls fbeia € 1
differenzierbar und f'(a) # 0 ist, so ist g bei b = f(a) differenzierbar, und es gilt

g'(b)=

1
ICON
Beweis: Mit y = f(x) folgt

g0) - gb) _ g/()-g(f(@) _  x-a =(f(x)—f(a))“'_) 1
s

y—b fO-f@  Jo-f@ \ x-a @

Satz 6.2.13: Potenzreihen kénnen auf dem Innern ihres Konvergenzbereichs glied-
weise differenziert werden, und es gilt

’

o0 o0
(Zakxk] = Zk-a,‘xk_l fiir | x | < R = Konvergenzradius.
k=0 k=1

Beweis: Der Beweis ist etwas schwierig und kann beim ersten Lesen iibergangen wer-
den. Wir setzen

f(x)= Zakxk , Sn(x)= Zakxk s r(x)= Zakxk s

k=0 k=0 k=n+1

o0 n o0
g=Y kax*l,  g@=Y kaxFl, p,0= Y klagllx*!
k=1 k=1 k=n+1

und wollen PACINAC)) — g(a) zeigen. Es sei R > 0 der Konvergenzradius von f (x).
x—a

Wegen @k,/ |k-a| =l—ilxc;<‘/;-k,/|ak| =ﬁkB \ay| ist R auch der Konvergenzradius von

g(x) und von p,(x). Wir wihlen nun eine Zahl r mit |a| <r < R. Zu gegebenem £> 0
gibt es eine Zahl m = m(¢) mit p,(r) < & Wegen f,(x)=g,(x) existiert zu ¢ ein
0=&ée)<r-|a|mit

Sm (%)= fm(a)

<¢ furallexmit|x—a|<d.
x—a

—8m (a)

Somit gilt fiir diese x wegen |x|, |a| < r und Formel 1.1.7 die Abschétzung

f(x)-f(a) | Im) = fmla@)
a a x—-a

—————-gla)

X -

<

Im(x) = 1 (@)
.

+| gm(a) - ga) |+
a

gm(a)

k_
<E+ppla)+

0
S e+pu(N)+ Z:|ak|-k-rk_1 =e+2p,(r)<3c.m
k=m+1

> x
2. ak

k=m+1
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Aufgaben und Ergénzungen
Aufgabe 6.2.14: Beweisen Sie die Quotientenregel auf zwei Weisen:
a) Mit der zum Beweis der Produktregel angewandten Methode!
b) Mit der Produkt- und Kettenregel durch Differentiation von f (x)-g(x)_'!

Aufgabe 6.2.15: Beweisen Sie die Formel (\/;c_ ) = L fiir x > 0 mittels 6.2.12!

2Jx

Aufgabe 6.2.16: Bestimmen Sie die Ableitung von e* durch Differentiation der Reihe!

Die Differentiationsregeln in Leibniz-Symbolik

Die Differential-Integralrechnung wurde zeitgleich, aber unabhingig voneinander von
GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716) und ISAAC NEWTON (1643-1727) entwik-
kelt. Fiir LEIBNIZ stand im Zentrum des Interesses die infinitesimale Abhingigkeit einer
GrofBe y = f(x) von der Grofie x. Das fiihrte ihn auf die Untersuchung des Differential-

quotienten
dy = lim é.y_= lim f(x+h)_f(x) ,

; Ax—>0Ax  h—>0 h

den wir bisher (mit NEWTON) durch f'(x) bezeichnet haben, um den Funktionscharakter
zu betonen. Doch bietet auch die Leibnizsche Symbolik einige Vorteile und hat sich
letztlich auch durchgesetzt. Die Differentiationsregeln nehmen in diesem Gewand die
Gestalt einer ,,Bruchrechnung“ an. Diese ,,Bruchrechnung fiir Differentiale“ wird gern
benutzt, ohne daB man den Differentialen dy und dx selbstdndige Bedeutung gibt (was
aber auch moglich wire).

Die Summenregel: Es seien y = y(x) und z = z(x) zwei differenzierbare Funktionen.
Dann gilt nach 6.2.1b) die Formel:

dy+z) & &
d  dx dx

Die Kettenregel: Es seien y = y(x) und z = z(y) zwei differenzierbare Funktionen. Dann
gilt nach Satz 6.2.2 fiir die Ableitung der verketteten Funktion x > z(y(x)) die Formel:

Z =2 »Kirzungsregel

Die Differentiation der Umkehrfunktion: Es sei y = y(x) differenzierbar wie in Satz
6.2.12, und es sei x = x(y) die zugehérige Umkehrfunktion. Dann gilt nach Satz 6.2.12:
a1

.Kehrwertformel*

B &
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6.3 Differentiation elementarer Funktionen

Wir wollen die im vorangegangenen Abschnitt erhaltenen Regeln zur Differentiation
elementarer Funktionen heranziehen. Aus Satz 6.2.1, 6.2.3 und 6.2.13 ergibt sich:

Satz 6.3.1:

a) Ganzrationale Funktionen und Potenzreihen kénnen gliedweise differen-
ziert werden, ihre Ableitungen sind wieder von gleicher Art.

b) Gebrochenrationale Funktionen kénnen nach der Quotientenregel differen-
ziert werden, ihre Ableitungen sind wieder gebrochenrationale Funktionen.

Fur die Exponential-, Logarithmus- und allgemeine Potenzfunktion gilt:

Satz 6.3.2:

a) Fiir alle x € R gilt (e*)' = ¢*.
b) Fiir alle x > 0 gilt (Inx)’ = l
x

¢) Fiir alle x>0 und alle @ € R gilt (x*) = ax%7!.

Beweis: Zu a): Wir beweisen zunéchst die Hilfsformel

x—-
lim & =11, )

x>0 X

die der Ableitung an der Stelle x = 0 entspricht. Nach 3.5.1 mitn =1 gilt 1+ x <e** fur

|x| < 1, und hieraus folgt nach Umstellung die Doppelungleichung x < e* — 1 < x e *. Die

X X

—— <e* fiir x> 0 bzw. 129—_—12e" filr x < 0. Nach
P P

dem EinschlieBungskriterium 3.3.1 folgt hieraus unsere Zwischenbehauptung wegen

e** - 1fiir x - 0. Im allgemeinen Fall seien nun g, x € R gegeben. Mit der Substituti-

on & = x — a und der Formel (*) ergibt sich dann wie behauptet

Division durch x liefert 1< d

x a x-a h

. e = . e 1 .
lim = lim e? - =¢? . lim
x—a X—a x—>a x-a -0 h

Zu b): Die Funktion f(x) = In x ist die Umkehrfunktion von g(y) = e” . Daher ist
111

g(f(x)) /) glnx

Zuc): Esist f(x)=x% = e%"* pach Problem 2.3.5. Mit der Kettenregel folgt daher

f'(x)=(ea-lnx)' =ea-lnx (a-Inx)’ =eoz-lnx ca-x] - -x—l =a-x%1 -

S'(x)=

1
.
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Ubungen zur Differentialrechnung

Aufgabe 6.3.3: Berechnen Sie die folgenden Ableitungen :

2) - '
a) (x> +ax?+5x7ly, b) (—"——J , ) ( X J .

1+x 2+x

Aufgabe 6.3.4: Berechnen Sie die folgenden Ableitungen mittels Kettenregel:

a) (e"2)’, b) (e‘/; ) 0 (e2x+3)’ . (m : +1x2), .

Aufgabe 6.3.5: Bestimmen Sie die Gleichungen der Tangenten an die Funktionen
a) f(x) = x> 1 im Punkt (1,0), b) f(x) = 2* im Punkt (0,1)!

Aufgabe 6.3.6: Bestimmen Sie eine Parabel mit Nullstellen bei 0 und 1 und einem An-
stieg 2 beix = 1!

Aufgabe 6.3.7: Fiigen Sie durch geeignete Wahl der Parameter a, 4 die Funktionen

f(x)= e?* fir x>0 und g(x) = x* +a x +b fiir x < 0 so zusammen, daB eine auf ganz R
differenzierbare Funktion /4 entsteht!

Aufgabe 6.3.8: Begriinden Sie mit der WeierstraBschen Zerlegungsformel, weshalb
e*~ 1 +xund In (1 + x) = x fiir x nahe bei 0 gute Ndherungen sind!

Machen Sie sich die Giite der Approximation auch mittels einer Wertetabelle fiir
x=-0.2, ..., 0.2 mit der Schrittweite » = 0.1 klar!

Aufgabe 6.3.9: Beweisen Sie (a*)' =a* -Ina und (log, x) = !

(Hinweis: Benutzen Sie die Formeln a* = ¢*!"® und log, x = %Ili )
na

Aufgabe 6.3.10: Zeigen Sie, daBl die Funktion y= f(x)= e™ die Differentialglei-
chung y’ = —ky erfiillt! Diese Differentialgleichung heiBt fiir k > 0 Zerfallsgleichung, sie
modelliert Zerfalls- und Sterbeprozesse. Die Gleichung y' = +ky mit k > 0 heiit Wachs-
tumsgleichung. Finden Sie Lésungen!
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Die Ableitung der trigonometrischen Funktionen

Erstaunlich einfach sind die Ableitungsregeln flir die trigonometrischen Funktionen:

Satz 6.3.11: Fiir alle x € R gelten (sin x)’ = cos x und (cos x)' = —sin x.

Beweis: Die Beweisidee ist dhnlich wie im Fall der Exponentialfunktion: Wir beweisen
zuerst die Differenzierbarkeit an der Stelle x = 0 und nutzen fiir den allgemeinen Fall
dann Additionstheoreme aus. Wir starten also mit der Hilfsformel
lim 22X =1, *)
x>0 Xx
die wegen sin 0 = 0 der Ableitung der Sinusfunktion an der Stelle x = 0 entspricht.
Wegen sin(zx) _ sinx genilgt es, den Grenzwert fiir x 4 0 zu berechnen. Aus 2.5.1c)
X

folgt durch Umstellen 0 < cosx < SO¥ <1 fur 0<x< 3>
X
Bungskriterium ergibt sich wegen cos x— cos 0 = 1 fiir x — 0 hieraus die Zwischenbe-

—-a

und nach dem Einschlie-

hauptung (*). Im allgemeinen Fall seien nun a, x € R gegeben. Wir setzen h = X

und ¥ = a + h. Dann sind ¥ + h = x und ¥ — h = a. Die Additionstheoreme aus 2.5.1 erge-
ben somit

sin x — sin @ = sin(u + h) — sin(u —h) =2 cos u - sin h=2 cos(a + h) - sin h.

Hieraus folgt

o i h . _
smx—sng =2cos(a+h)-———sm =cos(a+h)-—smh scosa fir h=222 50
x—a 2h h 2
wegen (*) und der Stetigkeit von cos x. Die Formel (cosx)’'=-sinx kann analog her-
geleitet werden. n

Satz 6.3.12: Fiir alle x € (-1, 1) gilt (arcsinx)’' = !

h

1-x

Beweis: Wir wenden die Regel fiir die Differentiation der Umkehrfunktion an. Die
Funktion x = g(y) = sin y ist auf dem Intervall (-n/2, n/2) die Umkehrfunktion zu
y =f(x) = arcsin x. Daher ist

1 _ 1
g'(f(x)) cos (arcsin x)

(arcsin x)' =f'(x) =

Wegen cos” u + sin” u = 1 und cos u > 0 fiir u € (-n/2, n/2) gilt cos u = +V1-sinu .
Folglich ist cos (arcsin x) = v1- x2. [
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Aufgabe 6.3.13: Berechnen Sie die Ableitungen folgender Funktionen:
Af@=sin@2+1),  bf@=xe>,  f(x)=e"%.
Aufgabe 6.3.14: Leiten Sie durch Differentiation der fiir alle |x| <1 giiltigen Gleichung
1 o0 o0
—= Zxk die Formel Zk-Z"k =2 her!
~* k=0 k=1

Aufgabe 6.3.15: Leiten Sie die Formel (cos x)' = —sin x durch Differentiation der Iden-
titat sin> x + cos” x = 1 her! (Hierbei wird die Differenzierbarkeit der Funktion cosx
vorausgesetzt!)

Aufgabe 6.3.16: Zeigen Sie (tanx)' =1+ tan? x = 3 !
cos” x

(Hinweis: Verwenden Sie die Definition von tan x und die Quotientenregel.)

1
1+x

Aufgabe 6.3.17: Zeigen Sie (arctan'x)’' = fiir alle x € R!

2
Aufgabe 6.3.18: Zeichnen Sie den Graphen der Funktion

L1
x2.sin— fir x#0,
x

f(x)=
0 fir x=0.

Zeigen Sie, daB /' iiberall existiert, aber nicht iiberall stetig ist!
Aufgabe 6.3.19: Am Ende des Abschnittes 2.3 wurden die hyperbolischen Funktionen
sinh x= f%—x und cosh x = # fiir x € R eingefiihrt. Beweisen Sie die For-
meln

(sinh x)’ = cosh x und (cosh x)’ = +sinh x fiir alle x € R!

Aufgabe 6.3.20: Die Funktion sinh : R — R ist streng monoton wachsend (vgl. 2.3.9),
ihre Umkehrfunktion heiflt Area Sinus hyperbolicus und wird durch arsinh bezeichnet.
Es gilt also

y =arsinh x <>x =sinh y.

Beweisen Sie die folgende Formel, und vergleichen Sie sie mit der Ableitungsformel fiir
die Funktion arcsin x:

1
\/1+x2

(arsinh x)’ = fiir allex € R.
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6.4 Mittelwertsiitze der Differentialrechnung

Die Mittelwertsétze der Differentialrechnung sind das wichtigste Werkzeug, um aus
Eigenschaften der Ableitung auf die Funktion selbst zuriickzuschlieBen. Sie erlauben es
nidmlich, Funktionswertdifferenzen durch Ableitungen auszudriicken. Vorldufer und
Spezialfall ist der

Satz 6.4.1 (Satz von M. ROLLE (1652-1719)): Ist fauf [a, b] stetig, in (a, b) differen-
zierbar und gilt f(a) = f(b) =0, so existiert (mindestens) eine Zahl & e(a, b)

mit f'(£)=0.
Beweis: Nach dem Satz vom Minimum und Maximum existieren Zahlen u, v € [a, b]

mit £ (u) < f(x) <f(v) fur alle x € [a, b]. Im Fall f(v) > 0 gilt sicher v € (a, b), und nach
Konstruktion von v ist

S+ -f@) | <0furh>0,
h >0 fiir h<0.

Hieraus folgt aber durch Grenziibergang 440 bzw. #T0 die Gleichheit

F) = im SOED=1O)

Daher lst £ = v das Problem. Im Fall £(v) = 0 und f (4) < 0 zeigt man analog f'(u) = 0.
Ist aber f(v) = f(u) = 0, so ist f= 0, und damit ist jedes & (a, b) geeignet. u

Satz 6.4.2 (Mittelwertsatz): Es sei fstetig auf [a, b] und differenzierbar in (g, ). Dann

existiert eine Zahl £ € (a, b) mit /(&) = L =S(@) (bz ~ /(@
—-a

Beweis: Die Gleichung der Sekante durch die Punkte P, = (g, f(a)) und P,= (b, f (b)) ist
durch

S®) - f(a) (b) f (@)

g(x)=—"——=(x~-a)+ f(a)

gegeben. Die Differenzfunktion /(x) = f(x)— g(x) erfiillt aber nun die Voraussetzungen

des Satzes von Rolle. Daher existiert ein & € (a, b) mit
0=H(©)=1O-g§=ro-LD=LD

Umstellen der Gleichung nach f'(£) ergibt die Behauptung. ]

Folgerung 6.4.3: Gilt f'= 0 auf einem Intervall (¢, d), so ist f= const auf (¢, d). l

Beweis: Gibe es zwei Zahlen a < b im Intervall (¢, d) mit f(a) # f (b), so gibe es nach
dem Mittelwertsatz ein £ € (a, b) mit f'(£) # 0 im Widerspruch zur Voraussetzung. &
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Aufgaben und Anwendungen A

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung fib)
ist leider nicht konstruktiv, da er sich auf den '
Satz vom Maximum und Minimum stiitzt. fla) + ! S%)
Trotz der Unbestimmtheit der Lage von & E

ermoglicht er dennoch sehr weitgehende |

Anwendungen. Einige wollen wir hier be- s ? b >
sprechen.

Fig. 6.4.1: Der Mittelwertsatz

Aufgabe 6.4.4: Man beweise: Gilt f' > 0 auf einem Intervall (¢, d ), so ist f auf diesem
Intervall monoton wachsend. Gilt sogar f'(x) > 0 fiir alle x € (¢, d), so ist f sogar streng
monoton wachsend. (Hinweis: Benutzen Sie die Idee des Beweises zu 6.4.3!)

Aufgabe 6.4.5: Beweisen Sie den Verallgemeinerten Mittelwertsatz: Es seien fund g
auf [a, b] stetig und in (a, b) differenzierbar, und es sei g'(x) # 0 fiir alle x € (a, ). Dann
existiert eine Zahl & € (a, b) mit

f'@) _ fB)-f(a)

g'e) gb)-g(a)
(Hinweis: Zum Beweis konnen Sie den gewohnlichen Mittelwertsatz auf die Funktion

_ _f®)-f(a)
p(x)=f(x) 2(5)— g(a)

Aufgabe 6.4.6: Beweisen Sie mit dem verallgemeinerten Mittelwertsatz:

g(x) anwenden und dabei p(a) = p(b) benutzen.)

Regel von Bernoulli-de I'Hospitall: Es seien fund g zwei Funktionen, die in einem
geeigneten Intervall (xg — J, xj + 6) um den Punkt x differenzierbar sind, und

es sei f (xy ) = g (xo ) = 0. Dann gilt lim S _ iy L)

, falls der rechts
xoxy (x)  x-ox g'(x)

stehende Grenzwert existiert.

2

Beispiel 6.4.7: Wir benutzen die Regel zur Berechnung von lim . Esist

x->0e* —1
2 2
im = = lim - _im 2%y .
x>0e* -1 x0(e* -1) x0¢* 1

Aufgabe 6.4.8: Berechnen Sie mit obiger Regel, die auch fiir den Fall x;, = oo gilt:

2 cosx —1 x2 Inx

a) lim , b) lim 2 , € lim— d) lim —.
x>0 X x>0 x x> ¥ x—>o X

sin x

! JoHANN BERNOULLI (vgl. S. 10), GUILLAUME FRANCOIS ANTOINE DE L'HOSPITAL (1661-1704), Paris.
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6.5 Kurvendiskussion

Die Differentialrechnung ist ein unverzichtbares Hilfsmittel fir die Analyse von Funkti-
onsgraphen. Wir stellen im folgenden die wichtigsten Werkzeuge zusammen. Aus Auf-
gabe 6.4.4 wissen wir bereits:

Satz 6.5.1: Gilt f'(x) > 0 fiir alle x € (a, b), so ist fauf (a, b) monoton wachsend. Gilt
sogar f'(x) > 0, so ist fauf (a, b) streng monoton wachsend.

Von besonderer theoretischer und praktischer Bedeutung ist das Auffinden lokaler und
globaler Maxima und Minima. Hierunter verstehen wir folgendes:

Definition 6.5.2: Es sei f eine reelle Funktion, und es sei x, € D(f) fixiert. Dann hat f
bei x ein lokales Maximum, falls ein Intervall (x, — J, x, + J) so existiert, da3
fir alle x € (xy — 6, xo + 6) N D(f) die Ungleichung f(x) < f (x,) erfiillt ist. Gilt
dabei sogar f(x) < f(xy) fir alle x # x;, so hat f'bei x ein eigentliches lokales

Maximum. Analog definiert man lokale Minima. Der Oberbegriff ist der lokale
Extremwert.

Durch Wiederholung der Idee zum Beweis des Satzes von Rolle in 6.4.1 ergibt sich:

Satz 6.5.3 (Notwendiges Kriterium fiir Extremwerte): Ist f bei x, differenzierbar und
hat f'bei x, einen lokalen Extremwert, so gilt f'(xg) = 0.

Beweis: Hat f bei x; ein lokales Maximum, so ist

S(xg+h) = f(xq) | <Ofiir >0,
h >20fir h<O.
Durch Grenziibergang 440 bzw. 4T0 folgt f '(xo) = 0. Entsprechend fiir Minima. ]

Nullstellen der Ableitung liefern umgekehrt aber nicht immer Extremwerte, wie man

sich am Beispiel der Funktion f(x) = x3 klarmacht: Es gilt zwar f'(0) = 0, aber fhat bei 0
keinen Extremwert. Man benotigt also zusétzliche Voraussetzungen:

Satz 6.5.4 (Erstes Hauptkriterium fiir Extremwerte): Die reelle Funktion fsei in einem
Intervall (xy - &, x( + ) differenzierbar, und es gelte f'(x,) = 0. Gilt dann zu-

sitzlich f'(xo — h) <0 < f'(x + h) fur alle 0 < & < §, so hat f bei x, ein eigentli-
ches lokales Minimum. Im Fall f*(x; — 4) > 0 > f'(x, + h) fur alle 0 < h < Shat
J bei x; ein eigentliches lokales Maximum.

Beweis: Wir wollen f(x + h) > f(x,) fiir alle 2 mit 0 < & < §zeigen. Wire dem nicht so,
dann gibe es ein & > 0 mit f(xy + 1) — f(x;y) < 0. Nach dem Mittelwertsatz gibe es dann
aber eine Zahl & € (x, xo + h) mit £'(£ ) < 0 im Widerspruch zur Voraussetzung iiber
f'. Analog zeigt man f (x, — h) > f(x,) fir alle Amit 0 <h < 6. ]
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Aufgaben und Anwendungen

Aufgabe 6.5.5: Ermitteln Sie mit dem Kriterium 6.5.1 die Monotonieintervalle fiir die
Funktion f(x) = 2x3 — 6x2 — 18x + 4 und skizzieren Sie die Graphen von fund f* in dem-
selben Koordinatensystem!

Aufgabe 6.5.6: Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion
F()=2x3 —3x% —12x!

Beispiel 6.5.7: Wir fiihren eine Kurvendiskussion fiir die Funktion f(x)=x 'e_"2 in
den folgenden Etappen durch:

Definitionsbereich: Offenbar ist D(f) = R.

Nullstellen : Die einzige Nullstelle ist x = 0.

Extremwerte : Wir bestimmen die Nullstellen der Ableitung. Es ist
2 2
f'(x)= (xe_"2 Y=1l-e* +xe* (2x)= e (1-2x2),

und diese Funktion hat ihre Nullstellen bei x|, = i\/; . Diese beiden Stellen

sind also potentielle Kandidaten fiir Extremwerte. Wir wenden das erste Haupt-
kriterium zur endgiiltigen Entscheidung an: Die Funktion (1 — 2x2) und damit

auch f'(x) wechseln beim Durchgang durch x; = +\/g ihr Vorzeichen vom

Positiven zum Negativen. Also hat f dort ein eigentliches Maximum. Entspre-

chend hat fbei x, = —\/g ein eigentliches Minimum. Das folgt auch daraus, dafl

f eine ungerade Funktion ist und ihr
Graph daher symmetrisch zum Ko-
ordinatenursprung liegt. 1

Grenzwerte fiir x — 1o: Man er-

halt lim —=-=0 leicht durch An- M 07 *
X—>to0 e*

wendung der Regel von Bernoulli-de

I’Hospital. Damit ist der Kurvenver- — -
lauf qualitativ aufgeklért. Fig. 6.5.1: Der Graph der Funktion

X

Aufgabe 6.5.8: Fiihren Sie eine Kurvendiskussion fiir die Funktion f(x)= aus

1+x2

und zeichnen Sie den Graphen!



78 6 Differentialrechnung

Wir wollen ein weiteres Kriterium zur Bestimmung von Extremwerten herleiten. Der
erste Fall in Satz 6.5.4 tritt sicher dann ein, wenn f’ bei x; eine Nullstelle hat und
streng monoton wachsend ist. Letzteres konnte nach Satz 6.5.1 aber an der Ableitung

von f'abgelesen werden: Sie miifite positiv sein. Das motiviert die Einfithrung héherer
Ableitungen durch rekursive Definition:

Definition 6.5.9: Unter der (» + 1)-ten Ableitung einer Funktion f versteht man im
Fall der Existenz die Ableitung der n-ten Ableitung von f, also

f("“) = (f("))' . Fiir n = 0 setzt man f(o) = f, und fiir n = 1,...,4 schreibt
man auch ', f", f™, f™ anstelle von .

Satz 6.5.10 (Zweites Hauptkriterium fiir Extremwerte): Die reelle Funktion f'sei bei x

zweimal differenzierbar, und es gelte f'(xg) =0 und f"(x() # 0. Dann hat f
bei x;) ein eigentliches lokales Extremum.

Beweis: Die Existenz der zweiten Ableitung setzt voraus, daB f' auf einem kleinen In-
tervall um x existiert. Ist nun f ”(x() >0, so mufl nach Definition von /" ein Intervall

’ + — f!
f(xo—ﬁ)h S *0) | o fuyr alle 0 < h < S gilt.

Somit ist f'(xy — h) < f'(xp) = 0 < f'(xy + h), und fhat nach 6.5.4 bei x, ein eigentliches
lokales Minimum. Im Fall f"'(x() < 0 schlieft man analog auf ein Maximum. -

(xg — 9, x( + J) so existieren, daf} dort

Geometrisch 146t sich die 2. Ableitung mit der Kriimmung des Funktionsgraphen in
Verbindung bringen: Eine Funktion f heiflt konvex auf dem Intervall (a, b), wenn jeder

Sekantenabschnitt in diesem Intervall oberhalb des Funktionsgraphen liegt. Analytisch
ausgedriickt:

Fiir jede Wahl von Zahlen a<u<x<v<b gilt f(x)< f(v) f( )(x u)+ f(u).
Die Funktion fheiBt konkav auf (a, b), falls —f dort konvex ist.

Satz 6.5.11: Gilt f''(x) > 0 auf (a, b), so ist f dort konvex. Gilt f"'(x) < 0 auf (q, b), so
ist f dort konkav.

Beweis: Es seien Zahlen a<u<x<v<b fixiert. Wendet man den Mittelwertsatz auf die
Funktion fauf den Intervallen [u,x] und [x, v] an, so erhilt man Zahlen u<&<x<n<v mit

SO _ gy ypa LO=LD _ o
x—u v-x

Im Fall /"' > 0 ist /" monoton wachsend. Es gilt also f'(£) < f'(#n). Folglich gilt auch
fG) = f ) _ f0) = f()
xX—u v-x
und hieraus ergibt sich durch sorgfiltiges Umstellen die obige Konvexitétsbedingung. ®
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Aufgaben und Erginzungen

Beispiel 6.5.12: Nebenstehende Abbildung
veranschaulicht konvexe und konkave f
Funktionsverldufe. Natiirlich gibt es auch
nichtdifferenzierbare konvexe Funktionen;
die Funktion f(x) =|x| ist ein Beispiel da-
fiir. Doch falls die zu untersuchende Funkti-
on zweimal differenzierbar ist, so hat man
mit dem Satz 6.5.11 ein sehr einfaches Test-
verfahren!

Aufgabe 6.5.13: Bestimmen Sie mit dem zweiten Hauptkriterium die Extremwerte der
Funktion f(x) =2x’ +3x* - 12x - 6 !

Aufgabe 6.5.14: Zeigen Sie, dafl die Funktion f(x) = x* +6x* - 3 auf R konvex ist!

konvex konkav
a a

Fig. 6.5.2: Zur Konvexitit

Aufgabe 6.5.15: Bestimmen Sie die Konvexititsintervalle der Funktion f(x) = sin x und
vergleichen Sie das Ergebnis mit der graphischen Darstellung der Funktion !

Aufgabe 6.5.16: Fithren Sie eine Kurvendiskussion mit Ermittlung der Konvexit4tsin-
tervalle fiir die Gausche Glockenkurve

J‘:2

fx)= Le——z— firxeR

J2n
aus. Punkte, in denen Konvexitit in Konkavitit (oder umgekehrt) umschligt, heiflen
Wendepunkte des Graphen. Wo liegen die Wendepunkte der Glockenkurve?

Aufgabe 6.5.17: Bestimmen Sie die hoheren Ableitungen der Funktion f(x) = sin x,
und finden Sie allgemeine Formeln fiir £(27) und f(27+1) 1

Aufgabe 6.5.18: Zeigen Sie: Ist f eine ganzrationale Funktion vom Grad », so ist
[t =0 1

Beispiel 6.5.19: Wir betrachten die Funktion f(x) = x* . Diese hat bei x, = 0 offensicht-
lich ein absolutes Minimum, das aber vom zweiten Hauptkriterium nicht angezeigt
wird, denn im vorliegenden Fall ist f "(x;) = 0. Das zweite Hauptkriterium ist also
nur hinreichend, jedoch nicht notwendig. Allerdings 148t sich das Kriterium noch
etwas verbessern. Man kann nimlich (mittels Taylorformel) folgendes beweisen:

Ist f beix, (2n)-mal differenzierbar, gilt f®) (x;) =0 firalle 1 <k <2n-1
und ist ") (x,) # 0, so hat fbei x, ein lokales Extremum.
Dieses Kriterium erfaft nun alle Funktionen der Form f (x) = x2” mit neN. Es gibt

aber erstaunliche Funktionen, deren sdmtliche Ableitungen bei x,= 0 Null sind und
die dennoch ein eigentliches Minimum bei x, haben. Ein Beispiel ist die Funktion

2
f(x)=¢"Y*" fir x # 0 und mit f(0) = 0. Zeichnen Sie den Graphen!
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6.6 Taylorentwicklung
Es sei feine Funktion, die in einer Umgebung U 5(x() = (xg —J,x +J) eines Punktes

xo € D(f) definiert sei. Wir mdchten fals Potenzreihe der Form

0
f®)= Y ap(x-xp)*
k=0
darstellen. Falls dies ginge, so miifite f beliebig oft differenzierbar sein, und es wére

[+ o]
FO@ =3 k-(k-1)-.c(k=1+1)-a;(x-x9)* nach Satz 6.2.13. Fur x = x, folgt

k=l
S (xo) = I! @y, und durch Umstellen erhilt man eine Formel zur Berechnung der gy
(k)
a, = f_(x(ﬁ . (Taylorkoeffizienten) (*)

k!
Dies motiviert den folgenden Ansatz: Es sei f eine beliebige Funktion, die auf einem
gegebenen Intervall (x; — &, xj + &) n-mal differenzierbar sei. Die nach der Formel (*)
gebildeten Zahlen a; heiBen die Taylorkoeffizienten von f bei x,, und die Funktionen

f"‘)( xp)
P,(x)= P(xo,x)—z L 220005 —x0)* und R, (xg,x) = f(x)- Py(x)

heilen das Taylorpolynom der Ordnung n bzw. Restglied der Ordnung (n+1) von f an
der Stelle x; . Nach Definition dieser Funktionen gilt dann

)(x0)
k!

00— x0 ), Ry (0, %)

r*
FO) =P, (@) + Rpy(xg, ) = z

Das Restglied gibt also den Approx1mat10nsfehler an. Wie 146t es sich erfassen?

Satz 6.6.1 (Satz von TAYLOR' ): Es sei fin (xy = &, xg + ) (n+1)-mal differenzierbar.

Dann existiert zu jedem xe(xy — 9, x, + ) eine Zahl & zwischen x und x, mit

(n+])
f (&) (x x )n+1

D! (Restgliedformel von LAGRANGE® )

Rpi1(x,x) =25

Beweis: Wir variieren x, und setzen F(¢f) = R,..(t,x) = fix) — P,(t,x) und G(f) = (x-£)"*1.
Dann sind F(x) = G(x) = 0, F(x,) = R,y (xo, X) und G(xo) = (x—xo)"*1. Mit etwas Milhe
erhilt man weiter F'(r) = —P,’ (t, x) = f ("*1)(#) (x — £)"/n!. Nach dem verallgemeinerten
Mittelwertsatz existiert nun eine Stelle & zwischen x und x, mit
Rus1(x0,%) _ F(xg) _ F(xq)-F(x) _ F'(§) _ —f"V&-8" _ f™g
(x-x)"' G(xp) Gx)-G(x) G'(& -n(n+)(x-&" (+l) ’
und hieraus folgt die Behauptung des Satzes durch Umstellen nach R, ;(x, , x). ]
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Anwendungen und Aufgaben

Beispiel 6.6.2: Der Satz von Taylor stellt ein sehr leistungsfihiges Instrument zur Be-
rechnung der Funktionswerte elementarer Funktionen dar. Wir demonstrieren das
am Beispiel der Sinusfunktion: Wir wollen fiir die Funktion £ (x) = sin x eine Wer-

tetabelle fiir x = 0,..., 1 mit Schrittweite 0.1 und Fehler < 1072 aufstellen. Wir
setzen x = 0 und berechnen die Taylorkoeffizienten. Es sind f (x) = sinx, f'(x) =

cos x, f''(x)=-sinx, f'"""(x)=—cosx, f¥(x)= f(x) usw. Mit xo = 0 ergibt
k

2k +1)!

x3 cosé s
6.6.1 n =4, so folgt sinx = x—? + R5 (0, x) mit R5(0, x) = ——5'—x . Der Maxi-

fir alle £ € N nach (*). Wahlt man in Satz

sich ay; =0und ay;, =

malfehler fiir x €[0, 1] 148t sich daher folgendermaflen abschitzen:

3
. x cosé 5| 1 1 2
sinx—(x-——)|=|Rs(0,x)[=|—=x"|£—=——<107° .
=) =R O0) | == 51120
Damit ist die gewiinschte Genauigkeit erreicht. Symbolisch konnten wir dafiir

3
sinx = x — % +1072 schreiben. Hiermit ergibt sich die gewiinschte Tabelle:

x| 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
sinx | 0 010 020 029 039 048 056 064 071 078 083

Will man eine hohere Genauigkeit erzielen, so mu8 man » so grof3 wihlen, daf3
| Ry41(0,x)| < "zugelassener Fehler" ausfillt.

Aufgabe 6.6.3: Bestimmen Sie eine Wertetabelle fiir die Funktion f(x) =e* im Inter-
vall [-0.5, 0.5] mit Schrittweite 0.1 und Fehler <1073

Aufgabe 6.6.4: Erginzen Sie folgende Tabelle!

f(x) Niherungspolynom Fehlerordnung
sin x x | x3 [
sinx x— ’g—: | x° |
e ’ Xl
In(1+x) ? [x3]
1+x ? | x? |

! BROOK TAYLOR (1685-1731), Privatgelehrter in London.
2 JoSEPH LOUIS LAGRANGE (1736-1813), Professor in Turin, Berlin, Paris.
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Wir koénnen nun unsere eingangs gestellte Aufgabe, eine gegebene Funktion in eine
Potenzreihe zu entwickeln, 1¢sen. Nach Definition des Restgliedes gilt nimlich:

Satz 6.6.5 (Entwicklungssatz): Es sei fauf einem Intervall (x; - &, x; + J) beliebig oft
differenzierbar, und es sei x € (xy — &, xy + 9) fixiert. Dann gilt

(k)
f(x)= Zf ( 0)(x X ) genau dann, wenn 11m R,,+1(x0,x) 0 ist.
k=0

Zur Uberpriifung der Bedingung lim R,,;(xg, x) =0 benutzen wir die Restgliedformel
n—»oo

aus Satz 6.6.1. Damit haben wir ein praktisches Kriterium gewonnen! Wir wollen dies
sogleich auf einige elementare Funktionen anwenden.

Folgerung 6.6.6: Es gelten:

, 2 D* gk
a) sinx= 2 x fiir alle x € R,
k=0 :
o0

D ok g
b) cosx= x“" furalle x € R,
k=0 (2!
X _
c) e —kz_oﬁx firalle x € R,

o ok
B ma+x0= Y E ok fyrallex e (-1, 1),

koo K+1
- (-1
e) arctanx= ) 2 % firallex e (=1, 1),
=0 2k+1
< (a
) Q+x)% = Z (k) x* firallex e (-1, ) und alle o« € R.
k=0

Beweis: Zu a): In Beispiel 6.6.2 haben wir bereits die Taylorkoeffizienten und das
Restglied fiir die Funktion f (x) = sin x bei x;, = 0 berechnet. Beriicksichtigt man noch

n

Isin § <1 und |cos & < 1, so erhdlt man fiir alle xeR die Aussage |R,,(0,x)] <|—

Der rechts stehende Ausdruck strebt nach 3.2.8c) aber fiir n — o gegen Null. Beziiglich
der Formeln b) - ) verweisen wir auf die nachfolgenden Aufgaben. Den schwierigeren
Beweis zu Formel f) wollen wir iibergehen. Die Formel sollte als Verallgemeinerung der
binomischen Formeln auf nichtganzzahlige Exponenten « aber erwihnt werden. n
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Aufgaben und Anwendungen

Aufgabe 6.6.7 (Geometrische Veranschaulichung): Zeichnen Sie die Sinusfunktion und
ihr Taylorpolynom der Ordnung 5 zum Entwicklungspunkt x, = 0 und betrachten Sie,
wie gut das Polynom die Sinuskurve approximiert!

Aufgabe 6.6.8: Beweisen Sie die Formeln b) und c) aus 6.6.6 durch Bestimmung der
Taylorkoeffizienten und Restgliedabschitzung! (Die Formel c) ist uns natiirlich bereits
aus Abschnitt 4.4 bekannt, die Taylorentwicklung liefert somit einen zweiten Bewesis.)

Beispiel 6.6.9: Die Formel d) koénnte auf analoge Weise bewiesen werden. Wir benutzen
jedoch eine alternative Technik, die in diesem Fall fast miihelos zum Erfolg fiihrt:

Die Ableitung von In(1+x) ist nimlich 1—1~, und fiir diese Funktion ist eine Rei-
+x

hendarstellung bekannt, némlich die geometrische Reihe. Folglich ist

1 1 o ko kk [ 2EDE
In(l+x)) =——= =Y (-x)* =) (-1 = AL .
InQ+x) === 125 ,§,‘ %) k‘éo( ) x (Zg)kﬂ x
2 (DF e
Nach 6.4.3 muf dann aber In(1+x) = Zﬁx *! 4+ ¢ mit einer Konstanten ¢
+
k=0

auf dem Konvergenzbereich der Reihe gelten. Zur Bestimmung der Konstanten ¢
setzen wir x = 0 und erhalten 0 = In (1+ 0)=0 + ¢. Also ist c = 0.

Aufgabe 6.6.10; Behandeln Sie die Formel €) analog zum Beispiel 6.6.9 unter Beach-

tung von (arctanx)’ = 5 -
1+x

Die Zahl  kann nun berechnet werden, es ist 1 ~ 3.1416 + 107

Wir benutzen die Formel e). Zwar ist arctanl = % , jedoch darf in Formel e) nicht ohne

weiteres x =1 gesetzt werden. Unter Verwendung der Doppelwinkelformel

2tana

tan2a=——2— erhdlt man mit ot=E aber tanlt—=\/§ -1, und das liefert
1-tan” o 8 8

T - arctan (\/E— 1). Somit ist 1 =8 -arctan(~/2 — 1), und mitx = V2-1<1 folgt aus e):

o0 (_1)k+l 9 (_1)k+l
n=8-Y Z-p?klxg. ¥ V2 -1 1107 =31416+1074 .
=0 2k+1 ico 2k +1

Warnung: Die Differenzierbarkeitsbedingung im Entwicklungssatz allein reicht nicht
aus, um die Gleichheit zwischen Funktion und Reihe zu bekommen. Die aus Beispiel

2
6.5.19 bekannte Funktion f(x)= e™V*" fir x # 0 und f(0) = 0 ist ein Gegenbeispiel:
Alle Taylorkoeffizienten zu x, = 0 existieren und sind gleich 0, aber f(x) # 0 fiir x # 0!
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6.7 Rundungsfehler und Fehlerfortpflanzung

Als weitere Anwendung der Differentialrechnung behandeln wir die praktisch bedeut-
same Problematik der Rundungsfehler und ihrer Fortpflanzung. Rundungs- oder Néhe-
rungsfehler sind aus zwei Griinden grundsétzlich nicht zu vermeiden. Erstens miissen
wir zur Anwendung der Algorithmen der elementaren Arithmetik die irrationalen Zahlen
durch rationale Zahlen - hiufig in Gestalt von dezimalen Niherungen mit sehr begrenz-
ter Stellenzahl - ersetzen, zweitens jedoch, und dies ist noch einschneidender, sind in
physikalisch-technischen Anwendungen reelle MeBgréBen immer mit einem Meffehler
behaftet. Da sich diese Ungenauigkeiten also nicht vermeiden lassen, miissen sie wenig-
stens kontrolliert und abgeschiitzt werden. Wir wollen das Problem wegen seiner prakti-
schen Relevanz ein wenig beleuchten, ohne in die Terminologie der mathematischen
Statistik einzutauchen oder den Begriff des Fehlers genauer zu definieren. Betrachten
wir ein Beispiel:

Beispiel 6.7.1: Gegeben sei der Radius ry = 2,53 + 0,01 cm eines Kreises. Wieviel
Dezimalstellen im Produkt A (rg) = - ro2 =20.10902...cm? sind wzuverldssig“?
Auf wieviel Stellen ist das Ergebnis zu runden?

Wir untersuchen das Problem zunichst mit elementaren Mitteln. Fiir beliebiges r (in der
"Néhe" von r() seien 4r = | r — rg | und AA(r) = | A(r) — A(r) | die zugehdrigen Absolut-
fehler. Dann ist
AA(r) =| A(rg = 4r) — A(rp)| = |n(rg = Ar)2 - nr% |=|n-2ry- Artm. (Ar)zl,
und fiir | A7 | < 0.01 kann der Summand = - (4r)? gegen m - 2rg - Ar vernachléssigt wer-
den. Also ist AA(r) ~2m ry - Ar =~ 16 - Ar = 0.2, und A(ry) = 20.1 £ 0.2 cm? ist die richti-
ge Niherung. Wir haben im Vergleich mit r, sogar eine Dezimalstelle verloren.
Dieses elementare Vorgehen kann problemlos zur Abschitzung der Rundungsfehler bei
den Grundrechenoperationen angewandt werden und fiihrt zu den Resultaten der Aufga-
be 6.7.3. Als sehr leistungsstarkes Werkzeug zur Untersuchung der Fehlerfortpflanzung
erweist sich aber die Differentialrechnung. Prizisieren wir nochmals die
Fragestellung: Es sei x eine Naherung von x mit dem Fehler Ax = | x — x |, und es sei
f eine reelle Funktion der Variablen x. Was kann dann iiber den Fehler
Af=| f(x) — f(xy) | gesagt werden?

Fiir differenzierbare Funktionen haben wir derartige Probleme durch die WeierstraBsche
Zerlegungsformel langst beantwortet. Auf die vorliegende Situation angepaBt, ergibt
sich aus 6.1.3 das allgemeine Fehlerforipflanzungsgesetz:

Satz 6.7.2: Ist f differenzierbar bei x; und gilt Ax = | x — x|, so ist
Af (xg) =|fx)—f(xp) | =|f'(xg) | - Ax + "Fehler hoherer Ordnung" , also
4f (xg) = | f'(xp)| - Ax.
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Aufgaben

Aufgabe 6.7.3: Es seien u > 0 und v > 0 fehlerbehaftete Groflen mit den Fehlern Au und
Av. Beweisen Sie auf direktem Weg die Formeln:

a) Fehler der Summe: A(u +v) < du+ Av (Addition der Absolutfehler)
b) Fehler des Produkts: ‘?(“'”I) < IA_T + % (Addition der Relativfehler)
u-v u v

Nebenstehende Abbildung macht auf geome-
trischem Weg deutlich, warum sich bei der
Produktbildung u - v die Fehler nicht einfach
multiplizieren: Der Flachenanteil du - Av
macht nidmlich nur einen Bruchteil des ge-
samten Fehlers aus!

Fig. 6.7.1: Fehler beim Multiplizieren

Bemerkung 6.7.4: Manchmal kann die Genauigkeit bei der Fehlerfortpflanzung sogar
besser werden. Ist nimlich f eine konstante Funktion, so gilt immer 4f = 0, unabhingig

von dem Fehler Ax. Aber auch bei weniger trivialen Funktionen kann eine Verbesserung
auftreten. Ein Beispiel dafiir ist die folgende Aufgabe.

Aufgabe 6.7.5: Es sei f(x) = In x und x = 20 + 1. Zeigen Sie 4f=| f(x) — £(20)| < 0.1!

Aufgabe 6.7.6: Beweisen Sie die Formeln:

2) A(l) <& py AW/V) (M A Aqdition der Relativfehler)
v,y lu/vi — lu |v]|

Aufgabe 6.7.7: Schitzen Sie den Fehler bei der Berechnung des Kugelvolumens
V(r)=%1tr3 firr=20%+0.1cmab!
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Die klassische Anwendung und historische Wurzel der Integralrechnung liegt in der
Berechnung von Flichen- und Rauminhalten und in der Konstruktion einer ,,Um-
kehroperation" zur Differentiation. Integrale sind aber dariiber hinaus ein michtiges
Werkzeug fiir viele andere Probleme. Exemplarisch seien ihre Anwendungen in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung (als Erwartungswerte, Streuungen und Verteilungsfunk-
tionen) oder bei der Analyse und Synthese von Schwingungen (Fourier-Reihen) ge-
nannt.

Motiviert durch die Inhaltsproblematik, aber mit dem Ziel, nicht nur stetige Funktionen
integrieren zu konnen, fithren wir das Integral nach einer Idee RIEMANNs' mit Hilfe von
Zerlegungssummen ein.

7.1 Das Riemannsche Integral

Definition 7.1.1: Es sei fauf dem Intervall I = [a, b] definiert und beschrénkt.
a) Eine Zerlegung Z von [a, b] ist ein (n+1)-Tupel Z = (x; ,..., x,, ) von Zahlen
x; € [a, )] mit a=x; <... <x, = b. Die Intervalle I; =[x;_,x;] furi=1,.,n
haben dann hochstens Randpunkte gemeinsam, ihre Vereinigung ist [a, b].

b) Die Unter- bzw. Obersumme von fzur Zerlegung Z ist definiert durch

S(UL2)=2 UL bzw.  S(f,2)=Y fU;) 1.
i=1 i=1

Dabei sind
|1;|=x; —x;_; die Lange des Intervalls /; =[x;_j,x;], und
SU)=inf{f(x):xel;} bzw. 7(1,-)= sup {f(x):xel;}.
¢) Die Darbouxsche® Untersumme bzw. Obersumme von fsind
S(f)=sup { S(f,Z): Zist eine Zerlegung von [a, b]} und
S(f)=inf {S(f,Z): Zist eine Zerlegung von [a, b]}.

d) Die Funktion f heit (Riemann-) integrierbar auf [a, b, falls S(f)= ._S”_( f)
gilt. In diesem Fall heiBt diese Zahl das (Riemann-) Integral von £, in Zeichen

b
[fea = s(f) =51

! BERNHARD RIEMANN (1826-1866), Gottingen. Epochale Arbeiten zur Analysis, Geometrie, Zahlentheorie.
2 GASTON DARBOUX (1842-1917), Paris. Bedeutende Arbeiten zur Differentialgeometrie.

H. Junek, Analysis
© B. G. Teubner Stuttgart - Leipzig 1998
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Die nebenstehende Abbildung soll die Vor-
gehensweise illustrieren. Fiir eine nicht ne-
gative Funktion f kénnen Ober- bzw. Unter-
summe zur Zerlegung Z als Flicheninhalt
der grau markierten Flichenstiicke gedeutet
werden. Damit werden die Beziehungen zur
Flidchenberechnung klar.

Fig. 7.1.1: Unter- und Obersummen
Historische Bemerkungen

Geschichtlich entspringt die Integralrechnung aus Bedirfnissen der Ermittlung von
Flicheninhalten, Volumina und Bogenlédngen, und entsprechende Berechnungen sind
bereits aus den 4ltesten Kulturen bekannt (Agypten, Babylon, China). Von alters her hat
man dabei die Ausmessung eines Flidchenstiickes auf die Konstruktion eines flichenglei-
chen Quadrates zuriickgefiihrt, weshalb man die Verfahren zur Flichenberechnung auch
als Quadratur bezeichnete. In der hellenistischen Periode wurde mit der Schaffung einer
neuen geometrischen GréBenlehre von EUDOXOS VON KNIDOS (4007?-347? v.Chr.) ein
Hilfsmittel zur strengen Durchfithrung infinitesimaler Betrachtungen gefunden. Ihr
Kemnstiick ist die Exhaustionsmethode, worunter man die potentielle "Ausschopfung"
der Fliche mit kleinen Dreiecken oder anderen elementaren Figuren versteht, ohne daB
jedoch wirklich zum Limes iibergegangen wurde. Auf dieser Basis entwickelte AR-
CHIMEDES (2877-212 v.Chr.) zahlreiche geniale Methoden zur Bestimmung der Flichen-
und Rauminhalte klassischer Figuren (Parabel, Kreis, Kugel, Zylinder). Insbesondere

erhielt er in der Kreismessung die gute Ndherung 31791 <M< 3E durch Vergleich der
Fliacheninhalte des Kreises mit ein- bzw. umbeschriebenen regelméfigen 96-Ecken.

Die Neubegegnung mit dem antiken Wissen bringt in der Renaissance mit der Weiter-
entwicklung der Exhaustionsmethode durch Verwendung eines (wenn auch mystischen)
Limesbegriffs eine Fiille neuer Ergebnisse zur Inhaltslehre. Besonders einfluBreich war
dabei CAVALIERI (1598?-1647). Der eigentliche Durchbruch wird aber erst durch die
Verbindung mit der Differentialrechnung durch BARROW (1630-1677), NEWTON und
LEIBNIZ erzielt. Damit konnten die zahlreichen Einzelergebnisse und Methoden Teil
einer geschlossenen Theorie werden (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Die Leibnizsche Symbolik zur Bezeichnung des Integrals wird bis heute benutzt.

Wie bereits gesagt, geht die hier prisentierte Einfithrung des Integrals auf RIEMANN
zuriick. Sie zeichnet sich durch klare Begriffsbildungen und hohe Verallgemeinerungs-
fahigkeit aus. Mit diesem Integral und seiner weiteren Ausdehnung durch LEBESGUE
(1875-1941) wurden der Integralrechnung weitere Anwendungen erschlossen, von de-
nen exemplarisch nur die Differentialgeometrie, die Spektraltheorie und die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung genannt seien. Die Darstellung des Lebesgueschen Integrals
itbersteigt aber die Moglichkeiten dieses Buches.
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7.2 Integrabilititskriterien

Die bisherige Charakterisierung der Integrierbarkeit ist sehr plausibel, erweist sich fuir
praktische Zwecke aber als schwer handhabbar, da die Berechnung der Darbouxschen
Summen die Ermittlung von Suprema und Infima beziiglich einer uniiberschaubaren
Menge von Zerlegungen erfordert. Wir leiten hier Kriterien her, die ,,lediglich® die Un-
tersuchung von Zahlenfolgen erfordern (Satz 7.2.4). Ein wichtiges Hilfsmittel ist dabei
der Begriff der Verfeinerung von Zerlegungen.

Es seien Z und Z' zwei Zerlegungen von [a, b]. Wir sagen, dal Z' feiner als Z ist, wenn
jeder Teilpunkt x; von Z auch in Z' vorkommt. Mit diesem Begriff gilt nun:

Satz 7.2.1: Aus Z'feiner Z folgt S(f,Z)<S(f,Z')<S(f,Z')<S(f,Z).

Beweis: Nach Voraussetzung zerfillt jedes Z-Intervall I; =[x;_;,x;] in eine Vereini-
gung [; =1;;u..0l{, von Z'-Intervallen mit |J; |/, [+..+1{,.|. Daher ist

Y

SUNALIS Y UL gl < 3 UL 1< FUNALL,

k=1 k=1
und durch Summation iiber i folgt die Behauptung. [ ]

Folgerung 7.2.2: Stets ist S(f)< S( ).

Beweis: Sind Z und Z' zwei beliebige Zerlegungen von [a, b], so bilde man die gemein-
same Verfeinerung Z* dieser Zerlegungen durch Ineinanderfiigen der beiden Ketten zu

einer neuen Kette. Aus 7.2.1 folgt dann S(f,Z)< S(f,Z*)< S(f,Z*)<S(f,Z").

Also gilt S(f,Z2)< 3’( f,Z") fiur beliebige Zerlegungen Z und Z' von [a, b]. Der Uber-
gang zum Supremum bzw. Infimum ergibt die Behauptung. L]

Satz 7.2.3 (Riemannsches Integrabilititskriterium): Eine auf [a, b] beschrinkte Funk-
tion f ist dort genau dann integrierbar, wenn zu jedem & > 0 eine Zerlegung Z

von [a, b] mit S(f,Z)- S(f,Z)< ¢ existiert.

Beweis: Aus der angegebenen Beziehung folgt S(f)- S(f)<S(f,Z)- S(f,Z)<e.

Fir £ — 0 folgt S(f)-S(f)<0, und wegen 7.2.2 bedeutet dies §( f)=S(f). Folglich
ist f integrierbar. Zum Beweis der Umkehrung sei f integrierbar. Zu ¢ > 0 wihlen wir
Zerlegungen Z, Z' mit S(f,Z')~-S(f)< % und S(f)-S(f,2)< % Fiir die gemein-

same Verfeinerung Z* von Z und Z'gilt dann wegen 7.2.1 und S(f )=§( f)die ge-
wiinschte Abschitzung

S(f,.2")-S(f,Z") < S(f,Z") - S(f,2) = S(f,Z")-8(f) +S(f)-S(f,Z) <&. m
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Satz 7.2.4 (Hauptkriterium): Es sei f auf [a, b] beschrinkt. Falls eine Folge (Z,) von
Zerlegungen von [a, b] mit lim S(f,Z, )= lim S(f, Z,) existiert, so ist fauf
n—»o n—»o0

b
[a, b] integrierbar, und es gilt jf(x)dx = lim S(f,Z,) = lim §(f, Z,).
n—»w n—»w

a

Beweis: Aus 7.2.2 folgt S(f,Z,) < S(f) < S(f)<S(f,Z,), und somit gilt
lim S(f,Z,)=S(f)=S(f) = lim S(f,Z,). .
n—»o n—o

Anwendungen und Aufgaben

Die Berechnung von Integralen mit Hilfe des Hauptkriteriums héngt auch von dem Ge-
schick ab, geeignete Zerlegungsfolgen zu finden. Haufig kommt man mit dquidistanten
Zerlegungen zum Ziel: Fiir festes n € N* zerlegt man das Intervall [a, b] in gleich lange

b- . . .
Teilstiicke der Lénge h=h, =—a. Die zugehorige Zerlegungsfolge (Z,) ist dann
n
durch Z, =(a,a+h,...,a+nh)= (xjp=a+hy,-i, i=0,...,n) gegeben.

b 2
Beispiel 7.2.5: Wir zeigen J'x dx = % fiir b > 0. Dazu konstruieren wir die dquidistan-
0
ten Zerlegungen Z, des Intervalls / = [0, 5] und berechnen die Ober- und Unter-
0 b

summe zur Funktion f(x) = x. Wir setzen h= b- =— undx;= 0+ A - i. Dann
n n

folgt

- il L n(n +1) b2
S(f,Z,,)=Z;x,--h=Z;h-z-h——22 3 —»7 fiirn —» o .

1= 1 =
Hierbei haben wir die arithmetische Summenformel aus 1.1.6 verwendet. Ent-

sprechend ergibt sich S(f,Z,)—> b2 /2. Daher ist S (x) = x auf [0, b] integrier-
bar, und b2 /2 ist der Wert des Integrals.

b
Aufgabe 7.2.6: Zeigen Sie nach obiger Methode Iex de=e®-1firb>0!
0

Aufgabe 7.2.7: Zeigen Sie Ildx =Inb fir b 2 1 unter Verwendung geometrischer
X
1
Zerlegungsfolgen Z, = (x, = b kn:k=0,..., n) und der Formel lim n( b - D=Inb"!
n—oo
Aufgabe 7.2.8: Zeigen Sie, daB auch die Umkehrung des Hauptkriteriums gilt!
(Hinweis: Verwenden Sie 7.2.3.)



90 7 Integralrechnung

7.3 Existenzsiitze

Nicht jede beschrinkte Funktion ist integrierbar. Ein Gegenbeispiel wird in Aufgabe
7.3.2 angegeben. Doch erlauben die Kriterien des vorhergehenden Abschnittes fiir zwei
groBe Funktionenklassen den Nachweis der Integrierbarkeit.

Satz 7.3.1 (Existenzsitze): Folgende Eigenschaften garantieren die Integrierbarkeit:

a) Jede auf [a, b] monotone Funktion ist dort integrierbar.

b) Jede auf [a, b] stetige Funktion ist dort integrierbar.

Beweis: Wir filhren den Beweis in beiden Fillen durch Anwendung des Riemannschen
Integrabilititskriteriums:

Zu a): Wir setzen voraus, daB f monoton wachsend sei (im anderen Fall verfihrt man
analog). Zu £ > 0 wihlen wir eine natiirliche Zahl »n so gro8, da die Ungleichung

b—a(f(b)—f(a)) < ¢ erfiillt ist. Wir setzen nun h= b-a
n n

dquidistante Zerlegung Z mit den Teilpunkten x; =a+h-i fir i=0,...,n und den

und bilden hierzu die

Intervallen /; =[x;_;, x;]. Wegen der Monotonie von f gelten 7(1,-)= f(x;) und
SU;)= f(x;-). Daher ist 7(1,-)—]_’(1,-) = f(x;)— f(x;i_;), und folglich ist

_ n
S(f,2)-S(f,2) =2, (fx) = f(xie))-h=(f(B) - f(@))-h<&.
i=1
Damit sind die Bedingungen des Riemannschen Integrabilititskriteriums erfiilit.
Zu b): Da fauf [a, b] sogar gleichmdfig stetig ist (Satz 5.5.2!), existiert zu vorgegebe-
nem £> 0 ein 6> 0 derart, dafl aus | x — x' | < §stets | f(x) - f(x") | < & folgt. Wir zerle-
gen nun das Intervall [a, 4] in Teilstiicke /; der Linge < &, um die Schwankung von f

. .. . a
kontrollieren zu kénnen. Dazu wihlen wir eine Zahl » € N mit n> und setzen

b—
h=""2und x;=a+h-ifuri=0,..., n. Nach Voraussetzung gilt dann | f(x) - f(x)| <&
n

fir x,x' €l; =[x;_y,x;], woraus 7(1,-)—[(1,-)58 fiir alle i = 1,..., n folgt. Fiir die
zugehorige Zerlegung Z gilt daher
— n [—
5(f,2)-S(f,2)= X (fU;)- fU))-h<e-n-h=¢g-(b-a).
i=1

Da aber mit £ auch &£ (b — a) beliebig klein gemacht werden kann, sind wiederum die
Bedingungen des Integrabilitétskriteriums erfiillt. ]
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Aufgaben und Anwendungen

Aufgabe 7.3.2: Die Dirichlet-Funktion D (Figur 2.1.3) ist auf [0, 1] nicht integrierbar!
(Hinweis: Zeigen Sie S(D,Z)=0 und E(D, Z)=1 fur jede Zerlegung Z von [0, 1]!)

K
- j' ldx
1 1 ¥
(Hinweis: Vergleichen Sie das Integral mit den Ober- und Untersummen zur Zerlegung
Z=(1,2,...,K))

=

-1

Aufgabe 7.3.3: Beweisen Sie die Ungleichung <1 fiir alle K € N*!

S |

n

i

K
Anwendung: Nach Aufgabe 7.2.7 (oder nach 7.5) gilt I—l—dx =InK. Aus 7.3.3 ergibt
x
1
sich damit die folgende interessante Formel fiir die Partialsummen der (divergenten)
harmonischen Reihe:

:I-
|+

Die Rechteckregel zur niiherungsweisen Berechnung von Integralen:

Es seien f auf [a, b] beschriankt und n € N*

—-a

fixiert. Wir setzen h= b . Dann heifit

n
die Formel

n-1
R,(f)=D fla+h-i)-h

i=0

die Rechteckregel fur f.
Fig. 7.3.1: Die Rechteckregel

Aufgabe 7.3.4: Zeigen Sie, daB die folgende Fehlerabschétzung gilt:

Satz 7.3.5: Ist f auf [a, b] Lipschitz-stetig mit einer Konstanten L, so gilt

(b- a)

jf(x)dx Ry(f)| s L ——

(Hinweis: Wiahlen Sie die zu 4 gehérende dquidistante Zerlegung Z und vergleichen Sie

den im Betrag stehenden Ausdruck mit der Differenz 3‘( f52)-S(f,Z)! Schitzen Sie
dann diese Differenz mit der Lipschitz-Ungleichung ab!)
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7.4 Eigenschaften des Integrals

Wir leiten hier erste Regeln fiir das Rechnen mit Integralen her. Zusammen mit den
Formeln aus 7.5 und 7.6 wird es damit gelingen, Integrale in vielen Fillen auch berech-
nen zu kénnen.

Satz 7.4.1: Es seien fund g auf [a, b] integrierbar, und es sei A € R beliebig gegeben.
Dann sind auch f+ g und A fauf [a, b] integrierbar, und es gelten:

b b b
a) J.(f (x) + g(x))dx = If (x)dx + Ig(x)dx , (Summenregel, Additivitét)

b b
b) [Af(x)dx =1 [f(x)dk, (Homogenitt)

b
c) aus f(x) > 0 fiir alle x € [a, 5] folgt j f(x)dx >0, (Positivitit)

a

b b
d) aus f(x) < g(x) fir alle x € [a, b] folgt j f(x)dx < j g(x)dx, (Monotonie)

a a

b
e) aus K| <f(x) < K, fur alle x[a, ] folgt K;(b—-a)< If(x)dx < Ky(b-a).

(Beschrinktheit)

Beweis: Zu a): Wir untersuchen die zugehorigen Darbouxschen Ober- und Untersum-
men. Es seien Z und Z' zwei beliebige Zerlegungen von [a, 5], und es sei Z* eine ge-
meinsame Verfeinerung von Z und Z’ . Dann gilt offenbar

S(f,2)+8(8,2)<S(f + & Z*)<S(f +82Z%) < 5(f,2)+5(g,Z"),
und durch Ubergang zum Supremum bzw. Infimum ergibt sich mit Satz 1.2.2 die Bezie-
hung

S(f)+8(8)<S(f +g)<S(f +8)<S(f)+5(g).

Hier gilt aber sogar Gleichheit, denn nach Voraussetzung sind S(f )=§( f) und

S(g)= §( g) . Damit ist a) bewiesen. Entsprechend zeigt man b) und c) durch Riickgriff

auf Ober- und Untersummen. Die Aussagen d) und €) sind dann eine Folgerung aus a),
b) und c). [
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Aufgaben und Anwendungen

Veranschaulichung von 7.4.1e): Integrale
konnen als (vorzeichenbehafteter) Flichen-
inhalt der unter dem Graphen der Funktion
liegenden Fliche gedeutet werden. Wir wer-
den darauf in 7.9 nidher eingehen. Unter
Benutzung dieser Interpretation kann die
Ungleichung 7.4.1e) als Vergleich dreier
Fliacheninhalte gedeutet werden. Das ist in
der nebenstehenden Abbildung dargestellt.
Fig. 7.4.1: Beschrinktheit des Integrals

Aufgabe 7.4.2: Berechnen Sie unter Verwendung von 7.2.5/6 und 7.4.1a)-b):
1 1
a) [@x+Ddr, b) (¥ +x)ax!
0 0

Aufgabe 7.4.3: Fiihren Sie die Beweise zu 7.4.1c)-¢) aus!
Aufgabe 7.4.4: Beweisen Sie die folgende Aussage:

Satz: Ist fauf [a, b] integrierbar, so ist auch | f| integrierbar, und es gilt

b b
J. f(x)dx | < I | f(x)|dx. (Dreiecksungleichung)

Der Name Dreiecksungleichung riihrt daher, daB diese Formel eine Verallgemeinerung
der bekannten Dreiecksungleichung | a; + a, | <| a; | + | a, | fiir zwei Summanden bzw.

von |Za; | < Z|ay | fiir mehrere Summanden ist.

(Hinweis: Beweisen Sie die Integrierbarkeit von | /| durch Nachweis der Ungleichung
SUf1,.2)-S(11,Z)< S(f,Z)-S(f,Z) und Abschétzung mittels 7.4.1d) 1)

b
Aufgabe 7.4.5: Beweisen Sie: Ist f auf [a, b] stetig und gilt J.| f(x)|dx =0, so ist

a

f(x) =0 fiir alle x € [a, b]. (Hinweis: Fiihren Sie den Beweis indirekt.)

Aufgabe 7.4.6: Zeigen Sie am Beispiel der Funktion f (x) = D(x) — 0.5 mit D(x) = Di-
richlet-Funktion, daB in Satz 7.4.4 die Umkehrung nicht gilt!

Aufgabe 7.4.7: Zeigen Sie durch Riickfithrung auf Ober- und Untersummen die Ver-
schiebungsformel:

b—c

j f(x+c)dx fur beliebige c € R.

a-c

b
[7Gya =
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Wir setzen jetzt die allgemeine Theorie fort. Fiir die Zerlegung des Integrationsbereichs
[a, b] in Teilintervalle gilt die folgende Aussage, die wir spiter in verschiedenen Versio-
nen verwenden werden:

Satz 7.4.8: Es seien a < ¢ < b. Eine reelle Funktion f ist genau dann auf [a, b] inte-
grierbar, wenn f auf den Teilintervallen [a, c] und [c, b] integrierbar ist. In die-

b c b
sem Fall gilt [f(x)dx = [fxax+ [fx)ax.

Beweis: Wiederum betrachten wir Zerlegungssummen. Es seien I' = [a, c], 1" = [c, b]
und / = [a, b]. Sind Z' und Z” Zerlegungen von I' bzw. I"” und ist Z die durch Anfligen
von Z"” an Z' gebildete Zerlegung von I, so gilt §1'(f,Z') + §1" f,Z") =§](f,Z).
Umgekehrt entsteht jede Zerlegung Z von [a, b] mit Teilpunkt ¢ auf diese Weise. Hier-
aus folgt ST (f)+S7'(f)=S8'(f). Da ecine entsprechende Beziehung fiir die Ober-
summen gilt, ergibt sich die Behauptung. ]
Wir kommen nun zu einem grundlegenden theoretischen Resultat, das den Vergleich des
Integrals mit den Funktionswerten des Integranden in direkten Zusammenhang setzt.

Dieser Satz wird eine Schliisselstellung fiir den Beweis des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung einnehmen.

Satz 7.4.9 (Mittelwertsatz der Integrairechnung): Es sei f stetig auf [a, 5]. Dann exi-
b
stiert eine Zahl 7 €(a,b) mit {f(1)dt = f(z)-(b-a).

a

Beweis: Wir setzen m = min { f(9): ¢ € [a, b]} und M =max { f(?): t € [a, b]}, und es
sei f(#)) = m und f (t,) = M fiir geeignete ¢, ¢, € [a, b]. Dann gilt f(t;) <f (1) < f(t)
fiir alle ¢ € [a, b] , und aus 7.4.1¢) folgt

b
f)-(b-a)s [f(0)dt < f(1)-(b-a).
Die Division durch (b —aa) ergibt

1
b-

b
fays— [f0d< f(1)

Daher existiert nach dem Zwischenwertsatz 5.3.2 eine Zahl 7 zwischen ¢, und #, mit

b
1
f=7— Jf(t)dt- .
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Weitere Aufgaben und Ergiinzungen

In der nebenstehenden Abbildung ist eine
Veranschaulichung des Mittelwertsatzes
versucht. Die Zwischenstelle 7 ist so zu
wihlen, daB die Hohenlinie zum Niveau
A9 die Figur derart schneidet, da3 die durch
(+) und (-) gekennzeichneten Flichenstiicke
inhaltsgleich sind. Die Abbildung zeigt auch,
daB es durchaus mehrere solcher Zwischen-

stellen geben kann. . )
Fig. 7.4.2: Der Mittelwertsatz

Aufgabe 7.4.10: Zeigen Sie: Es sei f auf [a, ] integrierbar. Dann ist die Funktion

X

D(x)= I f(t)dt auf [a, b] stetig! (Man sagt dazu, daB das Integral als Funktion der
a

oberen Grenze stetig ist.)

(Hinweis: Zeigen Sie unter Verwendung von 7.4.8, 7.4.4 und 7.4.1e), da @ sogar Lip-
schitz-stetig ist.)

Integrieren "glittet": Die Aussage in Auf-
gabe 7.4.10 kann so interpretiert werden, dafl
Integrieren ein Gldttungsprozefl ist: Aus
integrierbaren Funktionen werden stetige und
aus stetigen werden sogar differenzierbare
Funktionen (s. Satz 7.5.2)! In der nebenste-
henden Abbildung sind zur Illustration die
unstetige "Méander"- Funktion f (x) und die
hieraus durch Integration erhaltene stetige

Fig. 7.4.3: Glitten durch Integrieren
Funktion dXx) dargestellt.

Aufgabe 7.4.11: Zur Verallgemeinerung der Formel aus 7.4.8 definiert man noch:
a b a
[fG)ax =0 und [f(x)dx =-[f(x)dx firb<a.
a a b

Beweisen Sie: Ist fauf dem Intervall / integrierbar, so gilt fiir alle a, b, ¢ € I die Formel:

b c a
[fae+ [f@xyde+ [fx)de=0.
b c

a
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7.5 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Als einen Hohepunkt zeigen wir nun, dafl Integral- und Differentialrechnung komple-
mentér zueinander sind. Das eben ist der Inhalt des Hauptsatzes und seiner Umkehrung,
und es war die Leistung von BARROW, LEIBNIZ und NEWTON, eben diesen Zusammen-
hang erkannt zu haben.

Definition 7.5.1: Eine differenzierbare Funktion F heifit eine Stammfunktion von f auf
einem offenen Intervall J, falls F '(x) = f (x) fiir alle x € / gilt.

Der folgende Satz zeigt nun, dal man Stammfunktionen durch Integration mit variabler
oberer Grenze erhalten kann:

Satz 7.5.2 (Hauptsatz der Differential-Integralrechnung): Es sei f auf dem offenen In-
tervall [ stetig, und es sei a e/ beliebig gegeben. Dann ist die Funktion

X
d(x)= .f f(t)dt fir x el eine Stammfunktion von fauf /. Fir alle x e/ gilt

a

X
also @'(x)= % I f(t)dt = f(x). (Integration produziert Stammfunktionen,
a

und Differentiation hebt Integration auf.)

Beweis: Wir untersuchen den Differenzenquotienten fiir @(x) an der Stelle x und ver-
wenden dazu mafigeblich den Mittelwertsatz der Integralrechnung,. Es ist

| x+h x x+h
9("_"}2_“3("_)=%|i J’f(t)dt—jf(t)dt}% j'f(t)dt=%'f(fh)'h=f(7h)

fir ein geeignetes 7, zwischen x und x + 4. Nun gilt f(z,)— f(x) fiir # - 0 wegen
7, — x und der Stetigkeit von f. Das zeigt insgesamt @'(x) = f(x) fiir alle x € 1. [ ]

Satz 7.5.3 (Umkehrung des Hauptsatzes): Ist fauf dem offenen Intervall / stetig und ist

X
F eine Stammfunktion von f auf /, so gilt j f(t)dt = F(x)- F(a) fiir alle

a
td x .
a, x € I In anderer Fassung: J‘E F(t)dt = F(x)~ F(a) = F(1), (Integration
a

hebt Differentiation bis auf eine Konstante auf ).

Beweis: Nach 7.5.2 ist die dort konstruierte Funktion @ ebenfalls eine Stammfunktion
von f. Also gilt @'(x) = f(x) = F '(x) fur alle x € /. Daher ist (@ —-F )’ = 0 auf /, und aus
6.4.3 folgt @ - F = const auf /. Fiir x = a folgt hieraus const = —F(a) wegen @ (a) = 0.
Daher ist @(x) = F (x) ~ F (a) fiir alle x € /, und das ist die Behauptung des Satzes. =
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Anwendungen

Die Menge aller Stammfunktionen einer stetigen Funktion f (auf einem offenen Intervall
1) wird symbolisch durch I f(x)dx bezeichnet und unbestimmtes Integral von f ge-
nannt. Nach 6.4.3 unterscheiden sich Stammfunktionen zu f nur durch eine additive
Konstante. Daher ist I f(x)dx = {F +C: C €(~m, oo)} mit irgendeiner Stammfunktion
Fvon f, zB. mit F = @ aus 7.5.2. In Formelsammlungen benutzt man hiufig die prakti-
sche, aber problematische Schreibweise j' f(x)dx = F(x)+ C. Die im Kapitel 6 berech-
neten Ableitungen elementarer Funktionen fithren somit zu der folgenden Tabelle von

Grundintegralen, wie man leicht durch Differentiation bestitigt:

Tabelle einiger Grundintegrale

Intervalle If(x)dx =F(x)+C Probe: F' =f
(0, ) [x% ax = M Caz-l
a+1
(~,0) oder (0,0) | (9 _
) , I—— Injx|+C
X
(-0, ) Jeorde=er+C
(=00, ) J'sinxdx=—cosx+C
(~o0, ) Icosxdx=sinx+C
(_E’ E) I d; =tanx +C
22 cos” x
dx .
L1 J' —; = arcsinx + C = —arccos x + C) (vgl. A2.5.6)
vi—-x
(o0, ) “-1 :ixz =arctanx + C = —arccotx + C (wie A2.5.6)
x

Aufgabe 7.5.4. Berechnen Sie die folgenden Integrale:

1 4 V3
a) [x?+4xdx, b) [Vx dx, ¢) [sinx dx, d) [——dx !
0 1 -7 0
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7.6 Integrationsmethoden

Da sich die Integration nach dem Hauptsatz als "Umkehrung" der Differentiation er-
weist, lassen sich neue Integrationsregeln durch Ubertragung der Differentiationsregeln
erhalten. Insbesondere erhalten wir aus der Produkt- und Kettenregel sehr leistungsfihi-
ge Integrationsregeln. Wir wollen das ausfithren. Eine Funktion fheilit dabei stetig diffe-
renzierbar auf einem Intervall J, falls /' auf I existiert und stetig ist.

Satz 7.6.1 (Partielle Integrétion): Sind fund g auf dem offenen Intervall / stetig diffe-
renzierbar, so gelten:

b b
[£(x)g'(x)dx = £ (x) g5 - [£'(x) g(x) dx furallea, b € [und

a a

j F(x)g'(x)dx = f(x)g(x)- j F'(x) g(x)dx (als unbestimmtes Integral).
Hierbei bedeutet f(x)g(x)|2 = £(b) g(b) - f(a)g(a).

Beweis: Durch Integration der Produktregel (f-g)' = f'-g+ f-g' ergibt sich nach

7.5.3 die Formel f(x)g(x)- f(a)g(a)= J’ f(Og(t)dt + j f(t)g'()dt, und hieraus

a a

folgen beide Behauptungen. [ ]

Satz 7.6.2 (Substitutionsregel): Es sei f stetig auf dem Intervall /, und es sei g stetig
differenzierbar auf einem Intervall /| mit g(/;) < /. Dann gelten

x &(x)
a) [f(g(0) g'(dt= [f(z)dz furallea,xely,
a g(a)
b) [/(g(x))-g'(x) dx = [f(2) dz |, gy (als unbestimmtes Integral).

Beweis: Es geniigt, die Gleichung a) zu beweisen. Wir differenzieren die rechte Seite
von a) mit der Kettenregel nach x und erhalten

d g(x) d z d
= [r@&|=|— [row o 80 = f(g(x) g'¥).
g(a) g(a)

z=g(x)

Also ist die rechte Seite von a) eine Stammfunktion von f (g(x)) - g’ (x). Daher unter-
scheiden sich die beiden Integrale in a) nach 7.5.3 hochstens durch eine Konstante. Da
beide Seiten fiir x = a aber Null ergeben, ist diese Konstante gleich Null. ]

¢ Merke: Beide Regeln liefern kein "fertiges Ergebnis", sie transformieren nur ein ge-
gebenes Integral in ein anderes, das hoffentlich leichter zu behandeln ist. Die
Anwendung der Regeln erfordert also vorausschauende Uberlegungen, denn es
ist auch moglich, daB das resultierende Integral komplizierter werden kann!
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Gemischte Aufgaben

Die Kombination der Rechenregeln aus 7.4 und 7.6 mit den Grundintegralen aus 7.5
ermoglicht die Berechnung von Stammfunktionen in vielen (aber nicht allen) Féllen:

Aufgabe 7.6.3 (zur Summenregel): Berechnen Sie
V3

a) j(x2+3x—1)dx, b) [(2e* -1)dx, ¢) f2sinx dx !
0

Aufgabe 7.6.4 (zur partiellen Integration): Berechnen Sie
a) jx-cosx dx, b) Ix-ex dx, ¢) [x%e*ax, d) jlnx dx, e) J'cos2 xdx!

(Hinweise: Zu d): Fassen Sie In x = (1-In x) als Produkt auf! Zu e): Fassen Sie cos2 x als
Produkt auf, und verwenden Sie nach Anwendung der Integrationsregel auBerdem die
Formel sin2 x = 1 — cos? x.)

Beispiel 7.6.5: Wir berechnen I e2**! gx | indem wir die Substitutionsregel 7.6.2 ,,von
links nach rechts* anwenden. Mit z = g(x) =2x+1 gilt g'(x) =2, also ist

2x+1 1 2x+1 1 (.2 1.z 1 2x+1
Ie = ije 2dx=§.[e dZ|z=2x+1 —Ee |z=2x+1+C=76 +C.

Aufgabe 7.6.6 (zur Substitutionsregel ,,von links nach rechts*): Berechnen Sie:

a) [sin(2x +1)dx, b) [V2x-1dx, ©) [xsinx?d,
d | 1+xx2 dx, e) Imedx, f) fcosx-eS"* dx.

Aufgabe 7.6.7 (zur Substitutionsregel ,,von rechts nach links“): Zeigen Sie:

1

J. 1-22 dz= Ll (Hinweis: Verwenden Sie die Substitution z =sin ¢ !).

-1 2
Bemerkung 7.6.8: Leider gelingt die formelmdfige Auswertung von Integralen nicht
immer! Fiir die Differentiation war alles einfach: Elementare Funktionen und ihre Zu-
sammensetzungen konnten mit Hilfe der Differentiationsregeln in allen Fillen abgeleitet
werden, und ihre Ableitungen waren wieder von dieser Art. Integrieren fiihrt dagegen
héufig von einfachen Funktionen zu komplizierteren, so ist z.B. jede Stammfunktion der
gebrochen rationalen Funktion f (x) = 1/x eine transzendente Funktion In |x| + C. JOSEPH
LIOUVILLE (1809-1882) hat schlieBlich bewiesen, dal der Integralsinus

X . 2
si(x) = [ S‘T‘" dt und die Gaufische Fehlerfunktion ®(x) = Ly

o
— e
0 2n -0
nicht durch Zusammensetzung der bekannten elementaren Funktionen ausdriickbar sind.
Beide Integranden sind jedoch analytisch, und daher kann eine Potenzreihenentwicklung
von Si(x) und ®(x) durch gliedweise Integration leicht angegeben werden.
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7.7 Integration gebrochenrationaler Funktionen

Gebrochenrationale Funktionen konnen mit der Methode der Partialbruchzerlegung
integriert werden. Ohne die allgemeine Theorie allzuweit zu entwickeln, demonstrieren
wir dies am Beispiel der Funktion

2
x“+6x+3
f)=52220

Bex?-2

Schritt 1. Wir zerlegen den Nenner N(x) = x3 + x2 — 2 in nicht weiter zerlegbare Fakto-
ren: Eine Nullstelle von N(x) ist x, = 1, und die Polynomdivision ergibt die Zerlegung

NEx)=(x-1)(x2+2x+2). Q)
Der quadratische Faktor hat keine reellen Nullstellen und ist nicht weiter zerlegbar.

Schritt 2. Ausgehend von der Zerlegung (*) machen wir den Ansatz

x+6x+3 A ,_Br+C
(x=Dx2+2x+2) *-1 x24+2x+2

fx)= (**)

und versuchen, die Zahlen A4, B, C € R geeignet zu bestimmen. Diese Zerlegung nennt
man Partialbruchzerlegung. Zur praktischen Bestimmung der Zahlen 4, B und C mul-
tiplizieren wir die Gleichung mit dem Nenner N(x). Das ergibt nach dem Kiirzen

X2 +6x+3=A242x+2) + (Bx+CY(x-1)=(A+B)x2+(24-B+C)x+24-C.

Der Koeffizientenvergleich fithrt auf das folgende lineare Gleichungssystem 4 + B=1,
24-B+(C=6,24 - C=3,das die Losung 4 =2, B=—-1und C =1 hat.

Schritt 3. Wir konnen die Einzelterme in (**) integrieren. Es sind:

2
a) Tj= jx—_Idx=21n|x—1|+C (Substitution z = x — 1),

b) T2=I 2—x+1 dx=j —x;l e
x°+2x+2 (x+D° +1

-z+2
=I ;+ dz:‘j zz dz+2j—fi— (Substitution z = x + 1 und dz = dx)
z°+1 z°+1 z°+1
1 ¢l
:_E I—du+2arctanz (Substitution u=22 + 1’ du___zzdz)
u

1
=——2—ln|u|+2 arctanz+C=—%ln((x+l)2 +1)+2arctan(x + 1)+ C.

Somit ist J'f(x)dx= h+7, =2ln|x—1|—%ln((x+l)2 +1)+2arctan(x+ 1)+ C.
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Aufgaben und Beispiele

Beachte: Das Verfahren der Partialbruchzerlegung ist nur auf gebrochenrationale Funk-
tionen anwendbar, fiir die der Zihlergrad < Nennergrad ist. Sollte dies nicht der Fall
sein, so muB vorher eine Polynomdivision zur Abspaltung eines ganzrationalen Anteiles
durchgefiihrt werden.

Aufgabe 7.7.1: Bestimmen Sie Stammfunktionen zu folgenden Funktionen:

4-x 3x2 -3x+4
a)f(x)=——2—-——, b)f(x)=T—2—'—-
x“+x-2 x7 -x"+2
Beispiel 7.7.2: Bei der Partialbruchzerlegung ist der Sonderfall mehrfacher Nullstellen
zu beachten. Wir betrachten das am Beispiel der folgenden Funktion:
x+1  x+]

x2-2x+1 (x-1)2°

J(x)=

Hier ist x = 1 eine doppelte Nullstelle des Nennerpolynoms. In solchen Fallen muf3
folgender Ansatz mit konstanten Zihlern 4 und B gemacht werden:

A B
f(x)—:Jr(x_l)z .

Die Multiplikation der Gleichung mit dem Nenner (x — 1)’ von f(x) ergibt
xt1=A(x-1)+B=Ax-A+B,

und durch Koeffizientenvergleich folgt 1 = 4 und 1 = -4 + B. Die Losung dieses
Gleichungssystems ist 4 = 1 und B = 2. Das ergibt

1 2
f(X)-—:'F(x—_l)-i—.

Mit der Substitution # = x — 1, du = dx fiir den zweiten Term ist die Integration
leicht durchfiihrbar (ndmlich wie?). Ist der Grad der Nennerfunktion noch héher,
so sind weitere Spezialfille moglich: Auch die irreduziblen quadratischen Faktoren
konnten mehrfach auftreten. Man kann dann analog eine Zerlegung mit linearen
Zihlern erreichen. Wir wollen dies aber nicht vertiefen.

Aufgabe 7.7.3: Berechnen Sie fiir alle moglichen Fille a, b € R Stammfunktionen zu

1
fx)=—F5—7"—"!
X +2ax+b
Automatische Integration: Alle gingigen Computeralgebrasysteme ermoglichen eine
automatische Partialbruchzerlegung (und Integration gebrochenrationaler Funktionen).
Damit kann die miihselige Handarbeit vermieden werden! Probieren Sie das!
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7.8 Uneigentliche Integrale

In manchen Fillen 148t sich die Integration auf unbeschrdnkte Intervalle und unbe-
schrdnkte Funktionen ausdehnen. Dazu definieren wir:

Definition 7.8.1: Die Funktion fsei wenigstens auf dem rechts offenen Intervall [a, b)
definiert (wobei auch b = o zugelassen ist) und auf jedem abgeschlossenen
Teilintervall [a, ¢] < [a, b) integrierbar. Dann heif3t

b c
aj S ) = lim j f(x)dx

(im Fall der Existenz des Grenzwertes) das uneigentliche Integral von f auf
[a, b). Entsprechend wird die Integration auf (a, b] und auf (a, b) definiert.

Die Definition erfordert eine Rechtfertigung: Wir haben sicherzustellen, daB fiir Funk-
tionen £, die auf [a, b] integrierbar sind, das eigentliche mit dem soeben definierten un-
eigentlichen Integral zusammenfillt, damit die Symbolik nicht zweideutig ist. Dieses ist
aber einfach eine Konsequenz der Stetigkeit des Riemann-Integrals als Funktion der
oberen Grenze. In der Tat gilt

<|b—c| sup | f(x)]> 0 furcTh.

asx<b

b c
[Feoa - jf(x)dxl=

b
[Fixyax

= <]
Die Definition schliet insbesondere Integrale der Form I ein, und dieser Spezialfall

a
ist fiir viele Anwendungen von besonderer Bedeutung. Eine solche Anwendung ist:

Satz 7.8.2 (Cauchys Integraltest zur Reihenkonvergenz): Es sei f eine monoton fallen-
de, nichtnegative Funktion auf [1, o). Dann gilt
Ll 0
jf(x)dx<oo o > f(k)<o.
k=1

1

Beweis: Die Beweisidee ist einfach: Da /' monoton fallend ist, kénnen wir die Partial-

n
summen der Reihe als Ober- bzw. Untersummen des Integrals j‘ f(x)dx zu der Zerle-

1
n n n-1
gung Z, =(1,...,n) auffassen. Somit ist Zf(k)-l < J'f(x)dx < Zf(k)-l. Daher ist
k=2 1 k=1
die Folge der Partialsummen der Reihe genau dann beschrinkt, wenn die Folge der Inte-
grale beschrinkt ist. Da beide Folgen wegen f >0 aber monoton wachsend sind, miis-

sen ihre Grenzwerte fiir n — o entweder beide endlich oder beide unendlich sein. [ ]
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Aufgaben und Anwendungen

[>¢]
Beispiel 7.8.3: Wir ermitteln J' e *dx . Hier ist [a, b) = [0, ). Somit ist

0
o c
fe*dx = lim e dx = lim (~e7*|5) = lim (e* — ™) =1.
0 CTOO cToo cToo

Aufgabe 7.8.4: Berechnen Sie

oo] © _ 1l 1
a) I;dx, b) [xPdx firp>1, o) I;dx, d) [nxds.
1 1 0 0

1
Aufgabe 7.8.5: Warum ist jl—]—dx als uneigentliches Integral zu behandeln?
-x
0

Aufgabe 7.8.6: Untersuchen Sie mit Hilfe von Cauchys Integraltest die Konvergenz der

Dirichlet'-Reihen Z— in Abhéngigkeit vom Parameter p € (0, ©) !
n=1 n?

Aufgabe 7.8.7: Zeigen Sie mit Hilfe von Cauchys Integraltest:

a) Z i:: oo !

‘(In n)
Aufgabe 7.8.8. Die Funktion

nlnn

I(s)= [x*e*dx, 5>0,
0
heiit Gamma-Funktion. Sie wurde von EULER eingefithrt und verallgemeinert die Fakul-
tdtsfunktion auf nichtganzzahlige Argumente (siehe Teil ¢) der Aufgabe).

a) Zeichnen Sie den Integranden f,(x)=x*"e ™  fiir x > 0 und einige Werte von s !

b) Wenden Sie Cauchys Integraltest zum Nachweis der Konvergenz des Integrals an!

c) Zeigen Sie (durch partielle Integration) die Formeln

I'(s+1)=s-T(s) fiir alle s > 0,
r)=1, I’'(n+1)=n! firallen e N.

! PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859), Professor in Berlin und Géttingen.
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7.9 Integration und Inhaltslehre

Wir schlagen nun die bereits mehrfach angesprochene Briicke zur Inhaltslehre. Zur De-
finition des Inhalts einer Teilmenge M — R* benutzen wir die Methode der Ausschp-
fung bzw. der Uberdeckung der Figur M durch Eichquadrate:

Definition 7.9.1 (Riemannscher Inhalt):

Schritt 1. Die achsenparallelen Quadrate
der Form

Q(,,) [m m+l:| |:k k+l] R2
2" 2" n

mit m, n, k € Z heilen Eichquadrate
n-ter Ordnung. Es sei @, die Menge

aller Eichquadrate n-ter Ordnung. Wir
setzen e, = 2%51;; = ;;—n— und nennen
diese Zahl den elementaren Inhalt der Eichquadrate n-ter Ordnung.

Fig. 7.9.1: Riemannscher Inhalt

Schritt 2. Fir jede beschrinkte Menge M c R? definieren wir den inneren bzw. den
aufleren Inhalt vom Grad n durch

1 (M)=e, «card'{QeQ,: O c M} bzw. u, (M) = e, card {QeQ,: Q N M = B}.
Der innere bzw. cuflere Inhalt von M ist nun definiert durch die Formeln

p(M) =sup p (M) = llm i (M) bzw. (M) = inf p,(M)= lim p,(M).
neN— —»c0 1 neN n—»o

Schritt 3. Die Menge M ¢ R? heifit quadrierbar, wenn H(M) = 2(M) gilt. In diesem
Fall heiBit diese Zahl der zweidimensionale Inhalt u(M) von M.

Mit dhnlicher Argumentation wie zu 7.4.1a) beweist man:

Satz 7.9.2: Der zweidimensionale Inhalt 4 hat folgende Eigenschaften:
a) (D) =0, 1(Q) =e, fiir O €0, und u([a,b} x[c,d]) = (b—aXd —c) fira<b,c <d.
b) Sind M;, M, c R? quadrierbar und disjunkt, so ist auch M, U M, quadrierbar,
und es gilt LAM, U M) = 1(M)) + tAM,). (Additivitit)

Welche Figuren sind quadrierbar, und wie berechnet man effektiv den Inhalt?

Definition 7.9.3: Eine Teilmenge M < R? heiit ein Normalbereich, wenn es ein Inter-
vall [a, b] < R und stetige Funktionen fund g auf [a, b] so gibt, daB sich M in

der Form M = Mg ={(x,y):x €[a,b], g(x) < y £ f(x)} darstellen 148t

! card(4) = Anzahl der Elemente von A4, Kardinalzahl von 4.
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b
Satz 7.9.4: Normalbereiche M g sind quadrierbar, es gilt (M g )= j( f(x) - g(x))dx.

a

Beweis: Es sei Z eine beliebige Zerlegung des Intervalls [a, b]. Fir M = M g{ gilt

5(f.2)-8(g,Z) 2 p(M) 2 (M) 2 S(f,Z)- S(g,Z),
wegen 7.9.2a)-b), und hieraus folgt durch Ubergang zum Infimum bzw. Supremum

b b

[ ()= g(x)dx = (M) = u(M) 2 [ f(x)- g(x)dx , also gilt Gleichheit. =

a a
Bemerkung: Der Satz enthilt die zweidi-
mensionale Version des Prinzips des Cava-
lieri: Figuren, die in gleichen Hohen gleiche
Breiten haben, sind fldchengleich. Der Inhalt
eines Normalbereiches héngt ndmlich nicht
direkt von seiner Kontur, sondern nur von
seiner "Dicke" f(x)— g(x) ab!

Beispiele und Anwendungen

Beispiel 7.9.5: Wir berechnen den Flichen- Fig. 7.9.2: Normalbereiche
inhalt der Einheitskreisscheibe K, die sich als Normalbereich itber dem Intervall
I =[-1,1] mit den Randfunktionen f(x)= v1-x2 und g(x)=- 1-x2 in der

Form K =M g schreiben 146t. Nach Satz 7.9.4 und Formel 7.6.7 gilt dann

1 1
wK)y = ML) = [V1-x? —(V1-x?)yar=2 | l—xzdx=2-g=n.
-1 -1
Damit haben wir nachtriglich die Verbindung zu der in der Schule iiblichen Defi-
nition der Zahl n als Flicheninhalt der Einheitskreisscheibe hergestelit.
2 2

Aufgabe 7.9.6: Wie gro8 ist die von der Ellipse x_2+y_2 =
a b

1 eingeschlossene Fliche?

(Hinweis: Gehen Sie wie in 7.9.5 vor und benutzen Sie die Substitution x/a=1.)

Aufgabe 7.9.7: Berechnen Sie die Fliche, die von der Parabel y = x2 und der Geraden
y = x begrenzt wird!

Beispiel 7.9.8 (Beispiel einer nichtquadrierbaren Menge): In Anlehnung an die Di-
richlet-Funktion konstruiert man die Menge M = (Q N [0, 1]) x [0, 1] < R2. Man
sieht sofort, daf3 ,1_1n(M)= 0 und ;n(M )=1 fiir alle n € N gelten. Folglich ist

HM)=0= ;_1( M)=1, und M kann nicht quadrierbar sein. Diese wie ein
,Lattenrost” aussehende Menge M hat also keinen Flicheninhalt.
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8.1 Der Kérper der komplexen Zahlen

Der Korper C der komplexen Zahlen wird als Erweiterung von R mit dem Ziel
konstruiert, in diesem Bereich C eine Losung der in R unlésbaren Gleichung x~ = -1 zu
finden. Da man in C sehr viel mehr machen kann, zeigt sich spiter (z.B. in 8.4, 8.5).
Um die Konstruktion von C vorzubereiten, nehmen wir zunéchst folgendes an:

Annahme 8.1.1: Es gibe eine Obermenge C von R und eine Fortsetzung der Addition
und Multiplikation von R nach C derart, daB die Axiome 1 - 4 aus 1.1 giiltig
bleiben und die Gleichung x* = -1 in C (mindestens) eine Losung hat. Es sei i

eine solche Losung.' (Manchmal schreibt man symbolisch i = J-1 J)

Wir untersuchen die Struktur eines solchen Oberbereichs C von R. Wegen der Axiome
1 - 4 enthilt C mit R und i auch alle Elemente der Form a + b-i mit a, b € R, und wegen
i2=—1undi ¢ R gelten fiir diese Elemente die folgenden Aussagen:

Rechenregeln 8.1.2: a) Es gilt a + b-i = ¢ + d'i genau dann, wenn a = ¢ und b = d ist.
b)(a@a+bi)+(c+di)=(@+c)+(b+d)ifiralleqa, b,c,deR.
c)(a+bi)-(c+di)=(ac-bd)+ (ad + bc)i furallea, b,c,d e R.
d)Esgelteni=0+1-iund 1 =1 +0-i.

Damit ist umgekehrt die Konstruktion von C als kleinste derartige Erweiterung von R
vorbereitet:

Die Konstruktion von C: Im Einklang mit 8.1.2 a) setzen wir C = {(a,b): a, b € R},
und motiviert durch b) und c) definieren wir die Rechenoperationen

(a,b) + (c,d)=(a+c, b+d)und (a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc) .

Es ist leicht, die Giiltigkeit der Axiome 1 bis 4 aus 1.1 nachzuweisen. Lediglich der
Nachweis der Umkehrbarkeit der Multiplikation erfordert einen kleinen Trick, den wir
erst in 8.1.4 kennenlernen. Die Abbildung

R —> {(a,0): a € R} ¢ C vermége a+> (a,0)

ist wegen 8.1.2a) eineindeutig, und wir konnen daher R als Teilmenge von C auffassen.
Insbesondere ist dann 1= (1,0). Setzt man noch i = (0,1), so ergibt sich die Darstellung

(a,b)=(a,0) + (0,6) =a+(b,0) - (0,1)=a+ bi

fiir alle Elemente von C. Die auf diese Weise konstruierte Erweiterung C von R heifit
der Korper der komplexen Zahlen.

! Das Zeichen i wurde von EULER als Symbol fiir eine imaginire (= scheinbare) GroBe eingefuhrt. Natirlich
ist i auf seine Art nicht seltsamer als beispielsweise m .

H. Junek, Analysis
© B. G. Teubner Stuttgart - Leipzig 1998
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Aufgaben und Ergiinzungen
Aufgabe 8.1.3: Berechnen Sie unter Verwendung der Regeln 8.1.2 a)-d):
a)2+i+3-2i), b)Y +i)2 <1 +i)l-i), d) (a + bi)(a - bi)!

8.1.4 Die Division komplexer Zahlen: Die Division wird durch Erweitern mit dem
"konjugiert" komplexen Nenner ausgefiihrt (Reellmachen des Nenners!), z.B.:

345 _ (3+5i)2-1) _ 6+5+(10-3)i _11 7.

2+i (2+i)2-1) 4+1 5 5°
Aufgabe 8.1.5: Berechnen Sie: a) 3+ ‘?l , b) L , c) ! !
1+i 1-i 1-i

8.1.6 Die GauBische Zahlenebene: Im Korper C kann keine Ordnung, die die Axiome
5 - 10 aus 1.1 erfiillt, definiert werden, denn aus diesen Axiomen folgt, daB alle Quadra-

te nichtnegativ sind. Wir brauchen aber i2 = —1 < 0 ! Eine Veranschaulichung von C in

der Zahlengeraden ist daher nicht moglich.

Wohl aber gelingt die Veranschaulichung in Im z=a+bi
der sogenannten Gaufischen Zahlenebene. b Il

Darunter versteht man einfach die Abbildung

C - R2 vermoge z = a + bi — (g, b). Die >
Addition komplexer Zahlen kann dann als S @ Re
Vektoraddition in der Ebene R2 gedeutet ~ ~
werden. Fir die Multiplikation komplexer s=q—bi
Zahlen gibt es in R2 aber zunichst keine .

Entsprechung. Fig. 8.1.1: GauBsche Zahlenebene

8.1.7 Konjugiert komplexe Zahlen: Die Funktionen
Re: C - R vermége z=a+bi > Rez=a,

Im: C > R vermége z=a+bi >Imz=5,
|-]:C—>R vermdge z=a+bi > |z|= Va® +b?,
T:C—>C vermdge z=a+bi > z=a- bi

heiBlen Realteil, Imagindrteil, Betrag und Konjugation. Die Zahl z heiBt die zu z

konjugiert komplexe Zahl. Nach Figur 8.1.1 ist die Abbildung z+— z eine Spiegelung an
der reellen Achse.

Aufgabe 8.1.8: Beweisen Sie die oft benutzten Rechenregeln

A)z=z bn+n=z+zn, )z =71z, dP=z2z20!
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8.2 Die trigonometrische Darstellung komplexer Zahlen

Die bisherige Darstellung komplexer Zahlen orientierte sich an der Zerlegung in Real-
und Imaginirteil, und diese Darstellung z = a + bi entsprach den kartesischen Koordina-
ten in der GauBschen Zahlenebene. Nun ist es aber auch moglich, die Position einer Zahl
z in der Ebene durch ihre Polarkoordinaten
(r, ¢) anzugeben: durch den Abstand r vom
Koordinatenursprung und durch den Winkel

b+ z=a+bi
@ iiber der reellen Achse. Wir nennen diesen B
Winkel das Argument von z, in Zeichen r=lz}

= Arg z, und richten die Winkelmess
Q g z, und ri i essung so /i 0
a

Im 4

ein, daB der Winkel im Intervall [0,2x) liegt.
Aus der Trigonometrie ergeben sich dann die
folgenden:

»
»

Re

Fig. 8.2.1 : Trigonometrische Darstellung

Transformationsformeln von kartesischen auf Polarkoordinaten:
r=lz|=Va? +52,

a
z=a+bim(r,p) mit NCCOSQ fiur b 20,
p=Argz= 4
21t—arccos|——| fiir b < 0.

z

Riicktransformation von Polarkoordinaten auf kartesische Koordinaten:

a=rcos
(r.p)>z=a+bi mit { ¢}, also z=r(cos p+isin @).

b=rsing

Ein wichtiger Vorzug der trigonometrischen Darstellung besteht darin, dal der Multipli-
kation und Division komplexer Zahlen eine neue Gestalt gegeben werden kann:

Satz 8.2.1 (Formel von DE MOIVRE (1667-1754)): Fiir die Multiplikation komplexer
Zahlen z) =r(cosg; +ising;) und z; =r,(cosp, +ising,) gilt
z) -2y =1 -rp(cos(p +@y) +isin(p) +¢7)).
(Die Betrige multiplizieren sich, die Argumente addieren sich (modulo 2x).)

Beweis: Unter Benutzung der Additionstheoreme fiir sin und cos folgt:
z) - zy =[ry (cos @, +isin ¢)] - [r, (cos @, +isin p,)]
=r, - r, [cos @, cos @, + iZ sin @) sin @, +i (sin @; cos @, + cos @, sin )]
=ry - rp [(cos @, cos @, —sin @, sin @) + i (sin @; cos @, + cos @, sin @,)]
=r, - ry[cos(p, + @) +isin(g; + ¢)]. ]

Folgerung 8.2.2. Fiir z = r (cos ¢ + i sin ¢) und n € N gilt z* = r* (cos ng + i sin ng).
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Aufgaben und Anwendungen
Aufgabe 8.2.3: Finden Sie die trigonometrische Darstellung fiir:

a)z=2+2i, b)z =i, €)z=-i, d)z=(-1-1i)?!
Aufgabe 8.2.4: Finden Sie die kartesische Darstellung fiir:

a)|z|=1und Argz= —;i, b)|z|=2und Argz= 377:, c)|z|=1und Argz= 1!

Graphische Interpretation der Moivreschen Formel:

Wir betrachten der Einfachheit halber den
Fall zweier komplexer Zahlen z;, z, auf dem 1

Einheitskreis und mochten das Produkt z,-z,
finden. Die Moivresche Formel lehrt |z z,|
=|z)| - lzp] = 1 und Arg (z; - z,) = Arg z; +
Arg z, (mod 2x). Wir erhalten also das Pro-
dukt z;-z, als Punkt auf dem Einheitskreis
durch Addition des Winkels ¢; zum Winkel
. Ubrigens ergibt sich die Division IR
durch Subtraktion der Argumente. Warum?

Fig. 8.2.2: Moivresche Formeln

Aufgabe 8.2.5: Zeigen Sie, daB die Abbildung z+>i-z in C eine Drehung um 90°
bewirkt!

Aufgabe 8.2.6: Fixieren Sie einen Winkel ¢ € [0,2m) und betrachten Sie die Menge der
Potenzen {z" : n € Z}! Veranschaulichen Sie diese Menge auf dem Einheitskreis fiir die
2

—65, —2373, g, 1,;—, 1! Welche allgemeinen Aussagen kénnen getroffen werden?

Die n-ten Einheitswurzeln

Winkel g =

Die Moivresche Formel gestattet die Bestimmung der Lésungen von z” = 1. Fiir jede
Losung z gilt nach Voraussetzung |z |* =| z" | = 1, also ist | z | = 1. Daher hat z die Dar-
stellung z = cosg +ising. Aus 8.2.2 folgt z” = cos ne + i sin ne, und mit z" =1 fol-

gen cos ng = 1 und sin ng = 0. Dies ist genau dann der Fall, wenn nep = 2kn fiir ein
k € Z gilt. Damit ergibt sich:

2" =1<:>z=cosyz+i-sin2k—” fir £=0,..,n-1.
n n

Aufgabe 8.2.7: Geben Sie die Losungen der Gleichungen z” = 1 fiir n = 2,3,4,5 explizit
an und veranschaulichen Sie diese Losungen in der GauBschen Zahlenebene!

Aufgabe 8.2.8: Finden Sie die Losungen der Gleichung z7 =i fir n € N*!
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8.3 Konvergenz und Grenzwerte in C

Im reellen Koérper R hatte sich der Begriff der Konvergenz als grundlegend erwiesen.
Wir wollen dieses Instrument auch in C nicht missen. Dazu verallgemeinern wir den
Begriff der &-Umgebung U (a) = (a - ¢, a + &) eines Elementes a € R wie folgt auf C:

Definition 8.3.1: Fur festes z* €« Cund 6> 0 heift U(z*)={z e C:|z-z*|< ¢}
eine &-Umgebung von z* in C. Geometrisch ist U(z*) die offene Kreisscheibe
um z* mit Radius £.

Hiermit kdnnen nun wie in 3.2.1 und spiteren Definitionen die Begriffe der konvergen-
ten Folgen und Reihen, Grenzwerte, Haufungspunkte, Stetigkeit und Differenzierbarkeit
wie selbstverstindlich eingefithrt werden. Exemplarisch also:

Definition 8.3.2: Eine Folge (z,) von komplexen Zahlen heifit konvergent gegen eine

Zahl z* € C, wenn es zu jedem &> 0 eine Zahl ny = ny(¢) mit |z, - z* | < ¢

fiir alle n > ng gibt.

Gliicklicherweise lassen sich viele Sitze iiber die Konvergenz in R unmittelbar auf C
iibertragen, indem man einfach Real- und Imaginirteil fiir sich betrachtet:

Satz 8.3.3: Es sei (z,) eine Folge in C, es seien a,, = Re(z,) und b, = Im(z,) fiir n € N.

Dann ist z, — z* mit a, — Re(z*) und b, — Im(z*) dquivalent.

Beweis: Die Aquivalenz folgt daraus, daB fiir jede komplexe Zahl z die wechselseitigen
Abschitzungen

| Re(z)

Im(z)| <|z| und |z|=|Re(z) +i-Im(z) | <| Re(z) | +| Im(2) |

’

bestehen (Dreiecksungleichung!). Daher lassen sich auch die Abweichungen |z, — z* |,
|a, — Re(z*)| und | b, — Im(z*) | wechselseitig abschitzen. ]

Folgerung 8.3.4 (Satz von Bolzano-Weierstral): Jede beschrdnkte komplexe Folge
(z,) hat (mindestens) einen Haufungspunkt in C.

Folgerung 8.3.5 (Vollstandigkeit von C): Jede Cauchy-Folge in C ist konvergent.

Folgerung 8.3.6 (Satz vom Minimum und Maximum): Es sei K eine abgeschlossene
Kreisscheibe in C, und es sei f: K — C eine stetige Funktion. Dann existieren
Punkte z* € K mit |f(z*)] = min{|f (2)|: z € K} und z** € K mit |f (z**)| =
max{|f(z)|: z € K}.
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Ergiinzungen und Aufgaben

In nebenstehender Skizze ist eine £ - Umge-
bung eines Punktes z* € C veranschaulicht.
Man mache sich auch klar, daB fiir eine
konvergente Folge z,, - z* im Komplexen

viel mehr Freiheiten bestehen als im Reel-
len: Die Folge kann beispielsweise radial,
spiralformig oder auf anderen verschlunge-
nen Wegen auf z* zulaufen.
Fig. 8.3.1: Eine e-Umgebung in C

Aufgabe 8.3.7: Berechnen Sie die Grenzwerte der durch nachfolgende Formeln gegebe-
nen Folgen:
n 2

a)z,=——+——i, b)z,=%2-i, ¢)z,=
n+l n-1

l—i'
1+ni

Aufgabe 8.3.8: Beweisen Sie: Aus z, -z folgt |z, | &> | z|!

Aufgabe 8.3.9: Der Begriff der Reihe und ihrer Konvergenz kann sofort auf C iibertra-
gen werden. Zeigen Sie, daB auch in C absolut konvergente Reihen konvergent sind und
daB das Cauchy-Hadamardsche Konvergenzkriterium gilt!

Aufgabe 8.3.10: Der Begriff der Ableitung von Funktionen kann problemlos auf kom-
plexe Funktionen f: C — C iibertragen werden. Beweisen Sie folgende Formeln durch
Wiederholung der im Reellen gebrauchten Argumente:

a) Die Ableitung von f(z) = z2 ist f'(z) = 2z.
b) Die Ableitung von f(z) = 1 ist f'(z)=- —li— fiir alle z # 0.
z z

Der uneigentliche Grenzwert « in C

Fiir eine komplexe Folge (z,, ) definieren wir z, & © < |z, | - . Da es in C keine

(verniinftige) Ordnung gibt, macht es keinen Sinn, ein — c einzufithren! Im Komplexen
gilt also beispielsweise + n — c© . Verwirrungen ergeben sich dadurch aber nicht.

Aufgabe 8.3.11: Zeigen Sie z” — « fiiralle z € C mit |2/ > 1!

n
Aufgabe 8.3.12: Es sei f(z)= Zakzk eine ganzrationale Funktion in C mit » > 1 und
k=0
a, # 0. Zeigen Sie f(z) — o fiir z — o, d.h., zu jeder (beliebig groBen) Zahl X > 0 exi-
stiert eine Zahl R > 0 mit | f(z) | > K firallez € Cmit|z|>R!

(Hinweis: Vergleichen Sie diese Aufgabe mit Aufgabe 5.4.3a)!)
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8.4 Der Fundamentalsatz der klassischen Algebra

Mit der Macht der bisher entwickelten analytischen Werkzeuge beweisen wir den von
GAUSS 1799 entdeckten Fundamentalsatz der klassischen Algebra:

Satz 8.4.1 (Fundamentalsatz der klassischen Algebra):
a) Jede ganzrationale Funktion f vom Grad » > 1 hat in C mindestens eine
Nulistelle.

b) Jede ganzrationale Funktion f vom Grad »n > 1 148t sich in C vollstéindig in
Linearfaktoren f(z)=a,(z ~z))" -... (z -z} )Pk mitp;+...+p, = n zerlegen.

Beweis: Es geniigt, die Aussage a) zu beweisen, denn hieraus folgt b) durch wiederholte
Anwendung von 2.4.2 (komplexe Polynome). Die Beweisidee zu a) besteht darin zu
zeigen, daB die reellwertige Funktion |f(z)| ein Minimum in C hat und daB dieses = 0 ist.

Schritt 1: Wir zeigen die Existenz eines Minimums. Wegen Aufgabe 8.3.12 existiert
eine Zahl R > 0 derart, daf |[f(z)| 2 | (0)| fur alle | z | > R ausfdlit. Auf der Kreisscheibe
{z: |z| < R} hat die stetige Funktion |f (z)| wegen Folgerung 8.3.6 aber ein Minimum,
etwa bei w. Wegen |f(w)| < |f(0)| gilt dann aber sogar |f (w)| < |f(z)| fiir alle z € C.

Schritt 2: Wir zeigen f(w) = 0 und hiitten somit eine Nullstelle. Angenommen, es wire
|f (w)| # 0. Dann kénnten wir die ganzrationale Funktion

f(z+w)
S(w)

bilden. Sie erfiillt |g(z)| = 1 fiir alle z € C nach Konstruktion von w. Wegen g(0) = 1 hat
h(z) = g(z) — 1 bei z = 0 eine Nullstelle. Wie in 2.4.2 konnen wir daher eine Zerlegung

g(z)-1=h(z) = (z-0)? q(z) = zPq(z) mit p > 1 und ¢(0) # 0 vornehmen. Folglich ist

g(2)= , z€C,

12]g@)P = 1+2Pq(2)* = (1+2Pq(2))-(1+2Pq(2)) = (1+2Pq(2))- (1 + 2P4(2))
=1+(zPq(2) + 2P (2))+|2Pq(2)]* =1+ 2Re(zPq(2)) +|2Pq(2)* .

Das ergibt 0 <2Re(z”¢(2)) +|zPq(z)* fiir alle z € C. Ersetzt man z durch Z und mul-

tipliziert man mit n” | so folgt 0 <2Re(z” q(%)) + Lp|zp q(f) [> wegen des Quadrates
n

im zweiten Summanden. Der Grenziibergang n — o ergibt

0<2Re(z”¢(0)) furallez € C. *

Wir fithren dies zum Widerspruch. Die reine Gleichung z? = i ist nach 8.2.8 15sbar, es
sei u eine Losung. Mit z = o°, ', o, u’ ergibt sich aus (*) der Reihe nach 0 < Re(g(0)),
0 < Re(i-g(0)) = ~Im(g(0)), 0 < -Re(q(0)) und 0 < Re(-i-g(0)) = Im(g(0)), was nur mit
q(0) = 0 vertréglich ist. Das widerspricht aber der Konstruktion von g. ]
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Die reelle Version des Fundamentalsatzes

Fiir ganzrationale Funktionen mit durchweg reellen Koeffizienten méchte man natiirlich
gern eine Faktorzerlegung im Reellen konstruieren. Mit Linearfaktoren wird das nicht
immer gehen, aber der folgende Satz erdffnet eine Mdoglichkeit:

Satz 8.4.2: Ist f(z) = a,, z" +...+ a, eine ganzrationale Funktion mit durchweg reellen

Koeffizienten und ist w € C eine Nullstelle, so ist auch w eine Nullstelle.

Beweis: Es sei f(w) = 0. Mit den Rechenregeln aus 8.1.8 ergibt sich dann

fOW) =a,w" +.+ay = a,w"+..+ay = (@,w"+..+ay) = f(W)=0=0,

also ist auch w eine Nullstelle. [}

Ist also w eine nichtreelle Nullstelle von f(z), so 14dBt sich sogar das Produkt

(z-w)(z - w) abspalten. Eine ganzrationale Funktion f vom Grad n > 1 mit durchweg
reellen Koeffizienten hat nach diesem Satz und nach dem Fundamentalsatz 8.4.1 also
eine Zerlegung

f@=a,(z=2))P .o (z=2,)Pr -z =w)D -z W) .. (2 = W) P (2 — wy )

mit einigen reellen Nullstellen z und weiteren nichtreellen Nullstellen w j,w_j, die

dann paarweise auftreten. Dabei gilt p; +...+ p, + 2, +...+ 2g, = n. Wir betrachten nun

exemplarisch das Produkt (z —w;)(z - E). Setzt man w; = a+i f mit a, f € R, so ist

(z-w)Xz-w) =[(z-a)-iBllz-a)+i )= (z-a)* + B

ein quadratisches Polynom in z, das wegen £ # 0 keine reellen Nullstellen, aber wenig-
stens reelle Koeffizienten hat. Fiihrt man diese Zusammenfassung mit allen Faktoren der

Form (z - w; Xz - w;)aus, so erhélt man schlieBlich:

Satz 8.4.3 (Fundamentalsatz der klassischen Algebra, reelle Version):
Es sei f(2) = a,Z" +...+ a; eine ganzrationale Funktion vom Grad n > 1 mit

reellen Koeffizienten a; . Dann existiert eine Zerlegung

f@) =ay(z=2)P oz =2,)Pr [(z- @) + B2)0 . [(z - ay)? + B21%

mitz;, a;, f; € Rundp, +...+ p, +2q, +...+ 29, =n.
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8.5 Exponential- und Sinusfunktion im Komplexen

Wir wollen nun die Exponential- und die trigonometrischen Funktionen unter Beibehal-
tung der typischen Rechenregeln (Additionstheoreme) auf C ausdehnen. Als erstaunli-
ches Ergebnis werden wir dabei einen erst im Komplexen erkennbaren engen Zusam-
menhang zwischen diesen Funktionen entdecken. Wie kann nun e? fir z €C definiert
werden? Was sollte z.B. el sein? Im Abschnitt 2.3 haben wir die Exponentialfunktionen
S (x) = @* durch schrittweise Erweiterung des Definitionsbereiches von N auf R unter
maflgeblicher Verwendung von Monotonieeigenschaften definiert. Wegen des Fehlens
einer Ordnung in C versagt hier aber diese Methode. Ebenso ist der monotone Approxi-
mationssatz 3.5.1 nicht verallgemeinerungsfshig. Zum Gliick haben wir noch die Po-
tenzreihendarstellung der Exponentialfunktion (siehe 4.4 oder 6.6.6), und Formeln die-
ser Art lassen sich problemlos in das Komplexe iibertragen. Wir definieren also:

Definition 8.5.1 (Die komplexe Exponential-, Sinus- und Kosinusfunktion):
w _k
e? = Z Z_ furze C,
k!
k=0
© k
sinz = Z GV 22k fur 7 € C,
o (Zk+1)!
k
cosz = Z D 22k firze C.
o (26)!

Die absolute Konvergenz der Reihen auf ganz C ist gesichert, da der Konvergenzradius
in allen Fillen R = oo ist. Durch Wiederholung der Rechnung zum Beweis der Formel
exp(x + y) = exp(x) - exp(y) in 4.4 und durch eine analoge Betrachtung fiir die Sinus-
und Kosinusreihe beweist man die Giiltigkeit der Additionstheoreme in C:

Satz 8.5.2: Fiir alle z|, z, € C gelten

e?1"%2 = ¢™ .¢"2 und sin(z; + z,) = sin z; cos z, + €05 z, sin z,.

Nun das angekiindigte Wechselspiel dieser Funktionen:

Satz 8.5.3 (Eulersche Formel): Es gilt e =cosz+isinz firallez e C.

Beweis: Durch Trennung gerader und ungerader Indizes in der Exponentialreihe folgt

. 00 (i) (lz)Zn (]z)2n+1 o i2n22n o i-iz" '22,,+1
) kz:%) ! Z o (2n)! Z(2n+1)v z;;, (2n)! +n§) (2n+1)!

_Z( l)n 2n i ( l)n 2n+l1

= (2 )! (2n+1)! =cosz+1sIinz. [ ]
n=0 n=0
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Aufgaben und Ergéinzungen

Aufgabe 8.5.4: Beweisen Sie die Formel e2**' =1 fiir alle k € Z!

Aufgabe 8.5.5: Beweisen Sie die Formeln
sin(—z) = —sin z und cos(—z) = cos z fiir alle z € C!

Aufgabe 8.5.6: Beweisen Sie die Formeln

iz | iz iz _ -z
e¥ +e . e’ —e !
a) cosz =———— und sinz=———— fiirallez € C,
2 2i
e+e’l e—e!

b) cos(i)= € Rund sin(i) =

i!

Die graphische Darstellung komplexer Funktionen:

Als wichtiges Instrument bei der Untersuchung von Funktionen hat sich ihre graphische
Darstellung erwiesen. Fiir reelle Funktionen £ R — R ist der Graph eine Teilmenge
(Kurve) der Ebene R = R x R. Fiir komplexe Funktionen £ C — C wird der Graph eine
Teilmenge von C2 = C x C = R x RZ = R4 sein, und die zeichnerische Darstellung ist
kaum mdoglich. Zerlegt man aber die Funktion f'in ihren Real- und Imaginérteil, so erhélt
man die Funktionen Re £ € - R und Im £ C » R, deren Graphen als Teilmengen
(Flichen) von C x R = R3 dargestellt werden konnen. Wir betrachten ein Beispiel:

Beispiel 8.5.7: Wir mochten den Realteil der komplexen Exponentialfunktion f(z) = ¢?
graphisch darstellen. Es sei also g(z) = Re(f(2)) = Re(e?) . Fiir z =x + iy ist
x+iy

e’ ="V =e*e¥ =e*(cos y +isin y).

Also ist g durch die Zuordnung
z=x+iy+> g(z)=Re(e*)=¢e* -cosy fiiralle x, y € R gegeben.

Der Graph von g: C — R ist nebenstehend
angegeben. Lings der reellen Achse (y = 0)
findet man das Bild der reellen Exponential-
funktion wieder, ldngs der imagin#ren Achse
(x = 0) zeigt der Graph die Periodizitit des
reellen Kosinus. Das veranschaulicht noch-
mals die engen Beziehungen zwischen den

Funktionen e?,sinz und cosz im Komple-

xen. Fiir das Zeichnen solcher Graphen ver- Fig. 8.5.1: Graph von Re(e”)
wendet man am besten geeignete Computer-
programme.

Aufgabe 8.5.8: Wie sieht die graphische Darstellung von Re( f) fiir f(z) = 22 aus ?
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Losungen der Aufgaben

Al.1.4: Angenommen, es wire x1<0. Dann ergibt die Multiplikation mit x > 0 den
Widerspruch 1 < 0.

A1.1.5: a) Fiir n = 0 ist die Behauptung trivial, fiir » > 1 gilt wegen der Kommutativitit
und Assoziativitit der Addition

n n

Y a;+ Y b =(ag+...+a,) +(bo+...+b,) = (ag + by)+...+(a, +b,). b) folgt analog
i=0 i=0
aus der Assoziativitit. c) ist trivial, da links und rechts die gleichen Zahlen addiert wer-
den.

A1.1.6: Beweis durch vollstindige Induktion tiber n: I.A. (#=0): 0 = 0. L.S. (n—>n+1): Es

n+l n

ist 21—21+(n 1)—@ (+1)=n(n"'l);z('”'l)=(n+2;(n+])'

i=1 i=l

n-2 n—-1

A1.1.7: Die Polynomdivision ergibt (x” —=a"):(x—a) =x""! +x"2a+..+a

+
A1.1.8: Im Fall n= pfolgt 1=1. Essei n>p. Firp=0 1st( ) ( ) ("H)

ror 501 (3] (3) 5 o 5]+ ) 3) 0 (2D~ 2):

A1.1.9: Ausmultiplizieren ergibt Produkte der Form x"/y/. Dabei tritt jedes dieser
Produkte so oft auf, wie man aus den n Klammerausdriicken jeweils j Ausdriicke zur

Auswahl von y markieren kann. Das sind (;’) Mboglichkeiten. Alternativer Beweis:
Vollstindige Induktion und Verwendung von A1.1.8.

Al.2.4: a) 1, b) 2, (2 ist auch das Maximum).

A1.2.5: a) Ja, b) Kein Maximum, aber sup 4 = 0. c) Kein Maximum, aber sup 4 = n/2.
d) f(x) = x2 - 4x + 6 hat Scheitel bei x,=2,alsoinf {f(x): x € R} =f(x) =

Al.2.6: a) x = inf A < x ist eine untere Schranke von A4, und fiir jede weitere Schranke
x' von A gilt x > x' < x ist eine untere Schranke von A4, und fiir jedes £ > 0 existiert ein
aceAmit a<x+¢&. b) Aus c<afiir alle a € Afolgt—c > b fiir alle b € B. Ist daher
c die groBte untere Schranke von A4, so ist —c die kleinste obere Schranke von B und
umgekehrt. c) folgt aus b).

A1.2.7: Ubertragen Sie den Beweis zu 1.2.2!
A1.2.8: Folgt aus 1.2.3 mit b = 1 und nach Division durch ».

A1.4.3: Mit xy =4 ist x(z) >10. Die Iteration ergibt x; = 3.25 und x, = 3.16. Wegen



118 Losungen der Aufgaben

x1 =10 <x; =31=015 ist x, —+/10 <05-0152 ~ 001, also /10 =316+ 0.01.

Al4.4: w="a-Ub lost w* =a-b wegen w"=(Ta-Yb)" = ('\'/;)n (’{/E)n =a-b.
Wegen der Eindeutigkeit der Wurzel ist daher %ab =%a-%b. Ebenso lost
w= '\'/—’{7/? die Gleichung w"™ = a.

Al5.4:a) L= (1, ©),b)L=(2, ®), ¢c)L=(-2.5,-2).

Al.5.5: a) L = (-2-3,-2+3) = (-5, +1), b) L=[-2, 1], ¢) L =(-o0, 0.5) U (2.5, ).

Al5.7:a) L= U (km, (k+0.5)m), b) L~ (0.27,4.73), ¢) L=(2-+2,2)U(2,2+2).
keZ

A2.1.3: Auflosen von y = 2x — 6 nach x ergibt x = 0.5y + 3. Entsprechend x = y? - 4.
Durch Vertauschen der Variablen erhdlt man die Gleichungen y=05x+3 bzw.

y= x*—4als Funktionsgleichungen der Form y = f ~!(x) fiir die Umkehrfunktionen.

A2.1.4: Nein, Nacheindeutigkeit verletzt, da sowohl (1,1) als auch (1, —1) zur Punkt-
menge gehdren.

A2.2.3: Der Quotient ist genau dann positiv, wenn sgn(f (b) — f (a)) = sgn(b — a) # 0 gilt.
Das ist mit der strengen Monotonie 4dquivalent (Fille untersuchen!).

A2.3.4: Satz: Fir a > 1 und g(x) = logx gelten: 1) D(g) = (0,%), 2) g ist streng mono-
ton wachsend, 3) g(x - y) = g(x) + g(), 4) W(g) = R.
A238:C=9,a=2-In6~x3.6.

A

A2.3.9: Setzen Sie die Definitionsgleichun- cosh x
gen in die rechte Seite der Additionstheore- sinh x
me ein und formen Sie um.

A2.4.6: Wiren f und g nicht wertverlaufs-

gleich, so wire die ganzrationale Funktion 1 #x
h=f- g vom Grad < n, hitte nach Voraus-

setzung aber n + 1 Nullstellen. Das ist ein __ ] ]
Widerspruch zu 2.4.3. Fig. A.2.3.9: Hyperbolische Funktionen

A2.5.2: al) cos 0 = | folgt aus 2.5.1b) mit # = 7/2 und v = 0. ¢) Mit # = v und cos(u —v)
= cos 0 = 1 folgt die Formel c) aus 2.5.1b). a2) cos /2 = 0 folgt nun aus 2.5.2¢). b) folgt
aus 2.5.1b) mit u = 0.

A2.5.4: Wegen 2.5.1c) sind sin und cos auf dem Intervall (0, £) positiv. Die Unglei-
chung sin s — sin ¢ > 0 ist daher wegen 2.5.3 mit s — ¢ > 0 dquivalent. Die Monotonie auf
(- % ,0) folgt aus 2.5.2b).
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A2.5.6: Es seien x €[-1,1] und v = arccos x. Mit 2.5.1 ist sin(% —v)=cosv =x. Wegen

T

Z-vel[-7,7] folgt 7 —v=arcsinx. Daher ist arcsinx +v=7.

2

A3.1.4: Fiir die Quotienten benachbarter Folgenglieder gilt wegen ¢ > 1 fiir alle n > 1

b % 11 n—(n+l) _ 1

[')'_*1 = CT =cmtl n =) — o nm) o Daherist b,,; <b, firallen>1.
n c"

<1 fiir alle n > 1. Hieraus

—(n+1)
A3.1.5: Fur die Quotienten gilt 2tl = (1*D2 7 _ n+1
ay n2™" 2n

folgt a,,,| <a, firallen>1.

21—(n+1)
A3.1.6: Fir die Quotienten gilt **1)"2 - 1( n+l

n?2™" 2
fiir alle n € N . Fiir beliebige a, b > 0 gilt

2
) <1 firn>2. Also p = 3.
n

A3.1.7: Wir zeigen zuerst a, < b,

Jab < %2, denn setzt man s=+a und r=b , so folgt diese Ungleichung durch

Umstellen aus der Beziehung 0 < (s—£)2 = 52 — 2st + 2 = g+b — 2 Jab. Nach Definition
von a,, und b, gilt daher a, < b, fir alle » € N. Zur Monotonie der Folgen: Wegen a,, <

Jayb
b, sind Zntl - Vonn _ /f’izl und by, ~b, =230 _p L _py<o fur
a, a, a, 2 2

alle n € N, und hieraus folgen a,,,.; 2 a, und b, <b,.

A3.1.8: Induktiv zeigt man g, < 2 fiir alle n» € N: In der Tat folgt aus g, < 2 auch
Api1 =+2+a, <V2+2 =2, wihrend g, < 2 als Induktionsanfang trivial ist. Zur Mono-

2
. a 2+a a, +a 2 . a
tonie: ";1 =— n>_n 3 n = < >1 fiiralle n, also auch —2*L >,
a, a, a, ap ap

A3.1.9: Es ist (n)-ikz neAn—k+l) 1 _mAn—k+h 1 1 __1 =27k
n

k k! nk n .oom KK 2.2
A3.1.10: % =(n+1)".(n—l)"—l _|:n+l.n—l ”_ n _|{n’-1 n' n
T a,_ n n n n n-1 n? n—1

117" n 1 n 1 n n-1 n
=== - z|l-n-— -—=[l—— . = . =1 unter Verwen-
n n-1 n?| n-1 nj n-1 n n-1

dung der Bernoullischen Ungleichung mit 4

:_L
n2'
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1" i n) 1 i 1 Z": 1 "Z‘:‘ k
A3.1.11: a, (1+ ) = ()—s —=1+) —<1+ ) 27" <1+2=3
k
" k=0 \K/ n* k! ko1 k! k=0
unter Verwendung der binomischen Formel, der Ungleichung aus A3.1.9 und der For-
mel 1.1.7 fiir die geometrische Summe. Mit feinerer Abschitzung gilt fiir alle n > 2:

225= a,<a, < Z?<1+1+;+;(2'1+2"2+...)32+%+%=2+%<2.9.

k=0
A3.2.6: a) ———2 }2n—2nl+2|= <¢ fur n>%+l , b) Sei n>4. Dann ist
n- £
[3n22+n—1 ___ln |S—n7=——<£ﬁlrn>l c)1 _1=ln— n2+lls
l n®+1 | +1| d ‘ n? +1 ‘ n* +1 ‘
(n=n? +1)(n+Vn? +1)| : L |
s i I <—<eg fiir n>—.
n? +1 \/n +1 \/n2+1 n £
In|

d)|g"|=|q|"<e firn-In|q| <In|g, also fiir n>l nlg] (ln|q|<0wegen|q|<1')

A3.2.7: |a,|= —_—= > \/_ fiir alle n. Also ist (a,) nicht beschrénkt, folglich

NIvREN

nicht konvergent.

1-...-m

n!
A3.2.8: a) Mit m = Int(%) gilt |a,|= S
) () gilt |a,| S Gy

(%) — 0 fiir m, n—>oo,

Snil-vn= (\/ﬁ \/—)(\/E-—l+\/—) (n+)-n

b) |b,|= <—-0,
§ Jn+1+Jn Cnel+dn \/_
c) Es sei x > 0 fixiert. Wir wihlen eine Zahl m mit is%.Nun seijz0undn=m+.
m
n m+j m Jj
Danngllt0<—=—x—.5x—-x—.3x"'-l,=x"'-2”'-2‘"—)Oﬁirn—>oo.
nt (m+j) m! pJ 27

A3.2.9: a) Es seien a, — 0 und b, — 0. Zu beliebigem £ > 0 existiert ein n; mit
la,| < &2 und |b,] < &2 fur alle n > ny. Folglich ist |a, + b,| < |a,| + |b,| < ¢ fir alle
n 2 n. Das zeigt a, + b, —> 0. b) Dominanzkriterium anwenden: Es sei a, — 0, und es
sei |b,| < K fur alle n € N. Dann gilt |a,, - b, | < K|a,| — 0, also folgt a,, - b, — 0.
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A33.6:2) P2n="2-Yn—>1-1=1, b)furn>3git l <n¥+2n-5<m +2n<3md <
3, und hieraus folgt 1< ¥n? +2n-5 < W =(@n)® > 1% =1. Nun EinschlieBungskri-

terium anwenden.

, 4 3+-L
A338:2) lim>" L i
n2n"+n 1 2+%

3n . 3 3
c)hm lim— = [=,
4n+2 n 4n+2 n 4+l 4

d) lim(lg —%J = lg(lim ) g1=0. (Fir ¢) und d) wurde 3.3.3 verwendet.)
n n

nY3+1 QB*’% |
= lim =—
n 2n+l1 n 2+% 2

A3.4.4: a) Es seien a, = _n-7 und b, = ;3 Die Bedingungen aus 3.4.2 sind zu
n+2 n+2

priifen: Durch dquivalente Umformung ergibt sich
<o n-17 < +1-7

a. < =
nE o i T nel42

und die letzte Ungleichung ist fiir alle n € N giiltig. Also ist (a,) monoton wachsend.
n+3 3 n-7 n+3-n+1
n+2 n+2 n+2

S (n=TYn+3)<(n-6Xn+2) Sn* —4n-21<n* —4n—12,

Entsprechend fiir (b,) vorgehen. Weiter ist b, — a, =

= 102 . Das zeigt b,~a, > 0 und b,~a, — 0. Also ist (a, | b,) eine Intervallschachte-
n+

lung. Analoges Vorgehen fiir Aufgabe b).

! ! >a b,.1=b ——l—+ <b
2n+l 2n+2 M TR 2 om0

A3.4.5: Es sind a,, =a,+

und 0<b,-a, = — 0. Dabher ist (a, | b,) eine Intervallschachtelung, und es

1
2n+1
existieren lima, =limb, .

n n

A3.4.6: Wir zeigen zunichst ¢ < b,% fur alle n € N. Fiir n= 0 ist das wegen 1 <c¢ <c?=

b3 Klar. Firr n > 1 gilt 2b, =a,_; +b,_; , also 4b% =(a,_; +b,_;)*. Wir benutzen

nun die fiir beliebige Zahlen a, b > 0 giiltige Abschitzung (a+b)? > 4ab, die aus

0 < (a-b)> = a®> — 2ab + b2 nach Addition von 4ab folgt. Damit ergibt sich

4b2 = (a,_y +bp1)? 24a, b, =4Z£—b,,_l =4c, also wie gewinscht b2 >c.
n—1

Hieraus folgt nun b2 >¢ = a,-b,, also b, > a, fur alle n € N. Damit ergibt sich
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b b
by = 3000 Batbn i alle n e N. Hieraus folgt ay,; = —— > =a,.
2 2 bn+l bn
oy b, +a, 1 .
SchlieBlich ist 0< b, —a,y <b, —a, = 5 9= E(b" —ap), und hieraus

folgt 0< b,y —any < 27" (bg—ag)=2""(c—1)—> 0. Damit ist (a, | b,) eine Inter-

vallschachtelung. Aus ¢ < b,% folgt a,z, =S =c. L <cl=c. Alsoist a, <Jc<b,

b2 b}

fur alle n € N. Somit gilt lim a,, = lim b, = \Jc .
Wir berechnen nun +/3. Es sind bg=3,by=2,b,=175,b321.7321,ap=1,a, = 1.5,
ay~1.71, a3 =~ 1.7320. Wegen b3 —az < 1074 gilt daher die Fehlerabschitzung

V3 =a;+107 =17320+107*.

n n+l
A3.5.2: Es seien a, = (1 + l) und b, = (1 + —) . Wir haben a,, T e bereits gezeigt.
n n

Entsprechend zeigt man unter Verwendung der Bernoullischen Ungleichung, daB (b,)
monoton fillt. Es gilt ndmlich

b,,_l__( n )"( n )"H_ n? n‘ n _(1+ 1 )n_ n
b, n-1 n+l1 n2-1) n+1 n? -1 n+l

2(1+ " )—n— 2(1+l)-L=1ﬁiralleneN*mitn;tl.
n? -1 n+l n) n+l
o N, .1 1 ) o
SchlieBlich ist b, —a, ={1+—| |1+——-1]<3.-——> 0. Fiir n = 3000 ergibt sich
n n n

somit | e —a,| <|b,~a,|< 107, also e = azgpo 107> = 2,718 £107.

z

n
A3.53: Esistk{™ = K, -(1 + ) , alsolim K{™ = K, -e* ~10513- K. Kontinuierli-
n

n
che Verzinsung bringt gegeniiber jahrlicher Verzinsung einen 0.13 % hoheren Zins.

A3.5.4: Durch Gleichsetzung von y(ty) = y(O)e'}"0 und y(t5) = y(0)/2 ergibt sich
e Mo = 05, also-A4,=1n0.5=—-In 2. Somit ist A = ¥

0
A3.5.5: Es sei t; das Alter des Fundstiickes. Dann ist y(t;) = y(0) e =03 y (0),

In03 10000 Jahre.

also e~ =03. Hieraus folgt -4 t41=In03~-120und ¢, = -
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A3.6.4: lim a, =-2, lim a, = +2, keine weiteren Hiufungspunkte.
n n

A3.6.6: a) Trivial. b) Die Teilfolge wird induktiv konstruiert. Zu g = 1 existiert ein
Folgenglied a, mit la* —a,|<1. Es seien ay,,...,a, mit n; < ny < ... <n und
la* - ap |s§ fur alle j < k schon konstruiert. Da a* ein Haufungspunkt ist, existieren
wiederum unendlich viele Folgenglieder a, mit |a* — a, | < ﬁ . Wir wihlen einen In-
dex » mit n > n; aus und nennen ihn »y ;. Dann erfiillt die so konstruierte Teilfolge

(a,,k) die Bedingung |a* -a, |< fiir alle k£ € N*, und das zeigt Ap, —>a".

¢) Die Bedingung ist mit lima, = ﬁan gleichwertig.
n n

A3.6.7: Es sei x 2 0 gegeben. Fiir jedes £> 0 enthilt das Intervall (x-&,x+¢) dann
wegen 1.3.2 unendlich viele Briiche der Form m/n. Also ist x ein Haufungspunkt.

A3.7.5: 123/999; 123456789/999999999; 29/90; 6357/990.

A3.8.3: a) Nach Umformung ist g(x)= ——;—(x - 1)2 + a—2+—1. Also ist g eine nach unten

geoffnete Parabel mit Scheitel bei xg = 1. Somit ist g auf (-, 1) monoton steigend, und

2
ﬁlr—<x<1 folgt—<“+“ g - g( )<g(x)<g(1)-——1—<1 Also bildet g das
2 2 8 2 2
Intervall I'in sich ab. Fiir x, y € I gilt schlieBlich
x2—y? x+y al2+al2 a
lg(x) - gWl=|x-y~ > =|x—yl{1- Slx—yl-l——2—=lx—yl-1—5.

. a . .
Somitist g=1- 5 <1 eine Kontraktionskonstante .

*2
b) Fiir den Fixpunkt x* von g gilt x* = g(x*) = x* - 2 . Hieraus folgt x*2 — a = 0.
Also istx* = Va.
o xf -a | xf -a .
c) Hier gilt x;, =x;- , in 1.4 (*x) wurde x;,j=x;— verwendet. Mit
x .
J

unserer Formel erhalten wir nur ,lineare“ Konvergenz: Die Zahl der giiltigen Stellen
nimmt bei jedem Iterationsschritt linear zu.

A3.8.4: Aus e* = x* folgt mit x = k¢ nach Logarithmieren die Gleichung ¢ =In k + In ¢.
Die Funktion g(#) = In k + In ¢ ist monoton wachsend, und fiir £ > 3 ist In In £ > 0. Aus
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In k < ¢ < k folgt somit In &k < g(In k) < g(f) < g(k) = 2 In k < k. Daher bildet g das Inter-

vall [In k, k] in sich ab. Kontraktionsbedingung: Aus 1 + x < e* fiir alle x > 0 folgt

In(1+x) < x. Fiir 4,v €[Ink,k]mitu<v folgt hieraus|In v In u|=In~ = In “* =%
u

vV—-u

= ln(l + ) <YT¥< 1 |[v—u|. Also ist g= L <1 eine Kontraktionskonstante.
u Ink Ink

u
Die Iteration fiir £ =20 und ¢, = 20 ergibt ¢, ~ 4.500. Hieraus folgt x* ~ 20-t; ~ 90.0.

n 1 n 1 n 1
A4.15: Esist 5,= ) — — Z -—= —(1 +=+r,) mit
Sk 1 2(k+1)(k D 2 &k 2
einem Rest r,, — 0. Folglich gilt 5, — 3.

n
A4.1.6: Es giltx,, | = Z(xk+1 — Xy )+xo . Daher konvergiert (x,) genau dann, wenn

k=0

n
()= Z(xkﬂ —x;)+xqg | konvergiert.

k=0
A4.1.7: Es ist T =t +22t,,. Wegen h, =095-h,_; =095" -h ist t, = Ehn

n=1 g
= |2 hy(J095)" . Mit 4.1.3 ergibt sich T = ’3h0(1+2_.__\'0'95Jz3525_
g g 1-/095

n l n
A4.2.5: Fur p > 2 gilt Z—p Zkl_z <2, und aus 4.2.2 folgt daher die Konvergenz.
: k:l

n+m . \k+1
A4.2.6: Z( D l= 1 +-. 1 ! s—2——>0
- kK | n+l n+2 n+m n+l
!
Ad34: )k 27% =4k 271 S 05<1, b)' Al ___k! L 0<1firk—w,

|ag] (k+l)' k+1

k+D! Kk k¥
c) /22 W (k+1) k+l-( j =( 1 —-)l<1.

1+%)k ©

ay (k+1)k+1 k! k+1 \k+1

A4.3.5: Man wihle eine Zahl g mit lim4/a,| >¢>1. Dann gelten ¥|a;| > g und folg-

lich |a;|> qk fiir unendlich viele &. Wegen qk —> o kann daher (a;) keine Nullfolge und
die Reihe nicht konvergent sein.
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A4.3.6: a) Absolut konvergent nach 4.2.3, b) konvergent nach 4.2.6, aber nicht absolut
konvergent nach 4.1.8, ¢) divergent nach 4.1.8.

A4.3.8: Nach 1.1.8 und 1.1.9 gilt

rd k0]0

zk
k_!.

I

A443:a)R=2,K=(-2,2), ) R=1,K=[-1,1), c)R=0, K= (-, ®), d)R=1,

K=(-1,1), e) R=0, K = {0}. Man sagt in diesem Fall, die Reihe sei nirgends konver-

gent. f) Hier liegt keine Potenzreihe vor, 4.4.2 ist nicht anwendbar. Wegen 4.2.5 und

4.1.8 gilt [2, ©) ¢ K < (1, ). Mit 7.8.6 ergibt sich K = (1, «).

A5.1.5: &&Definition: Fira=0 iStI\/—;— \/6|= Vx<e fir 0O<x<8=¢% Fira=0ist
JSE +VJa ~Jxtva

also |Vx —a|< ¢, falls fiir |x —al< & gilt.

|x—al<—|x—a]. Mit §=sJa folgt

J_

AS.1.6: Fir x,, = % gilt x,, — 0, aber sgn(x,) = 1 strebt nicht gegen 0.

AS5.1.7: a) Folgt direkt aus der Folgendefinition der Stetigkeit und den Grenzwertsétzen
3.3.2. b) Aus x,, - a folgt fix,) - fa) und somit g(fx,)) — g(fa)) fiir alle Folgen (x,)
in D(ge f).

n
AS5.1.8: Es sei f(x)= Zakxk eine ganzrationale Funktion. Wegen 5.1.7 geniigt es,
k=0

die Stetigkeit der Summanden f(x)= akxk auf R zu untersuchen. Diese Funktionen
sind aber Produkte der stetigen Funktionen g(x) = a; = const und /(x)=x, nach 5.1.7

also selbst stetig. Gebrochen rationale Funktionen sind Quotienten von ganzrationalen
Funktionen.

A5.1.9: (=) Angenommen, f erfiille bei a nicht die Bedingung 5.1.3. Dann gibt es ein
&> 0 derart, dal zu jedem 5=% ein x; € D(f) mit |x; —al<% und [fix) - fla) |2 ¢
existiert. Folglich gilt x; — a, aber (f(x;)) konvergiert nicht gegen f{a).

(<) Angenommen, f erfiille die Bedingung 5.1.3. Es sei (x,,) in D(f) mit x, —» a gege-

ben. Zu £> 0 existiert nach Voraussetzung ein 6 > 0 mit [f{x) — fa)| < ¢ fiir |x — a] < &.
Wegen x,, — a ist die Bedingung |x,, — a| < & aber fast immer erfiillt, also gilt auch fast

immer |f(x,) - fa)| < £. Das zeigt fix,) > fla).
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2_
A5.2.4: a) lim X 1=—2 (Kiirzen mit x+1), b) lim x =o, lim = —00,
x—>-1x+1 11— xd-1 ]_x2
lim —* 5 =, lim—>—=—0, lim ——=0, ¢ lim —— =0, d) Kirzen
M1-x xll1-x2 x>t | —x x>0 1+x
mit x — 2 ergibt lim =— und lim =-00, lim ! =00,
x—»2x+2 4 xT2x+2 -2 x+2
o xk xn+l e*
AS5.2.5:a)Furx>0gilte* = Y —2 . Also ist — > — o fiirx > o,
k=0k! (n+1)! x (n+1)!
x 2 3 2
AS.2.7a: © l—1 = (x+x—+f——+...)-l—l =|Z+X 4 s|x|i+l+... <xle >0
x 20 3! x 20 3 20 3
firx—>0.
. .. .. sin2x . sint . sint
AS.2.8: Mit ¢ =2x gilt lim =lim——=2lim——=2-1=2.
x>0 X t—>0t/2 >0 ¢t

AS5.3.5: Schnittpunkte bei x; = -0815+107, x, =1429+107%, x;=8613£107.

AS5.3.6: Wiirde f{x) auf einem dieser Intervalle das Vorzeichen wechseln, so hitte f we-

gen 5.3.1 in diesem Intervall eine weitere Nullstelle. Widerspruch.

a—""—1-+...+a—g —>oo fir a, # 0 und |x| - oo.
x

b) Wegen |f{x)| — o fiir |x| > oo existiert eine Zahl K > 0 mit |fx)| 2 |£0)] fur |x| > K. Auf

dem Intervall [-K, K] hat |f| ein Minimum, etwa bei x,. Fiir x € [-K, K] gilt dann

[Axp)l < IAx)], und fiir [x| > K gilt [fxp)| < |A0)| < |fx)| erst recht. Also ist [Axg)| der klein-

ste Wert von |f| auf ganz R .

A5.4.3: a) |a,x"+...+ap|=|x"|a, +

A5.4.4: Nein, R ist kein abgeschlossenes, beschrénktes Intervall.

AS5.4.5: Absolutes Maximum bei x = 2, absolutes Minimum bei x = 0. Diese sind gleich-
zeitig auch relative Extrema. Zusitzliches relatives Maximum bei x = —1.

AS.5.5: Es sei L eine Lipschitz-Konstante zu f auf /. Zu gegebenem &> 0 wihit man
6= &L. Dann folgt aus |x — x'| < §die Abschétzung |Ax) - Ax")| < Lix - x'|<L 6=¢.
AS5.5.6: f(x)= Vx ist auf [0, 1] wegen 5.5.2 gleichméBig stetig. Es gibt aber kein L mit
|\/;— Jo|< Ljx -0 fiir alle x € [0,1], denn sonst wire 1< L-/x firalle x e [0,1].

AS.5.7: Die Sinusfunktion ist 2n-periodisch und auf [0,2n] wegen 5.5.2 gleichmiBig
stetig.
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AS5.5.8: a) Produkt: Es seien f, g Lipschitz-stetig auf [a, 5]. Nach dem Satz vom Maxi-
mum sind £, g dann auch beschrinkt auf [a, b ], etwa |[f| < K|, |g| < K,. Fiir x, x' € [a, b]

folgt dann mit Lipschitz-Konstanten Lrund L, von f bzw. g:

|£()g(x) = f(xNg(x")] = |f (x)g(x) - f(x")g(x) + f(x")g(x) - f(x")g(x")
<|f) - fg@)|+f ()g(x)—g(x) < Ly - Ky |x— x|+ Ky - Lg -|x - x|
=(LrKy+ K Lg)-|x—x|.

b) Es sei F =go f.Dann ist {F(x)-F(x")| = |g(Ax))-g(fx")| < Lglf(x)—j(x')l < LgLf}x—x'I
fiir alle x, x' € D(F).

2
A6.1.5: a) =
X —da xX—a
n_n
folgt = —% = x4 "2

X—a

a? _ (x+a)x-a)

=x+a—2a fir x - a. b) Mit Formel 1.1.7b)

1

a+..+a" " > na"™! fir x > a. ¢) Durch Erweitern mit

-1 -1
. x -a a—-x 1 _
x - a und Kiirzen mit x — a folgt = =-— > -a? firx—>a.
x—a xa(x—a) ax

m% = |_x_| =sgnx hat fir x — 0 keinen Grenzwert.
x- x

A6.1.6: Der Differenzenquotient

A6.17:2) g =AD+f (Nx-1D=1+2(x-1)=2x-1

x 08 |09 10 1.1 12
) 064 [081 |1 121|144
g(%) 06 |08 1 12 |14
Fehler |0.04 [0.01 |0 001 |0.04
b)gx)=ADN+f (DNx-1)=1-(x-1)=2-x

x 08 |09 10 J1.1 12
) 125 |1.11 1 091 |0.83
2(%) 12 |11 1 09 0.8
Fehler  [0.05 |0.01 0 001 |0.03

A6.2.4: f'(x) = -5x* + 6x.
A6.2.5: f'(x) =x2+0.5x —0.5=1<x2+0.5x ~ 1.5 =0 < x = 1 oder x = -3/2.

A6.2.6: (x3) = (xxx)' = (x)'x2 +x-(x2 ) = 1-x2 + x-2x = 3x2.

A6.2.7: 1A n=1.1S.: n—>n+1:<x"+l) =(x-x") =(x) x"+x-n-x"V=(n+Dx".

' n_q.c My n—-1
1)20x Ly x 1

A6.2.8: (—— =-n- .
" x2n x2n xn+l
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A6.2.9: f'(x)= (Quotientenregel).

1
(1+x)2
A6.2.11: a) 60 x3 (3x* + 1)4, b) 3(2x2 + x)2 (4x + 1) - 2x.

A6.2.14: a) f(x)/ g(x)- f(a)/g(a) f(x)g(a)- f(a)g(x)
x-a g(x)g(a)(x - a)

_ (J(x) - f(a)- gla) - f(aXg(x) —g(a))
8(x)- g(a)(x - a)

L f(@ _ fa)g'@) _ fi(@)gla)- fla)g'(a)
ga) gla) gla) g(a)®

[1(0)gx) - f(X)g'(x)
g(x)?

b)(f(x)- g(x)™") = £1(x)- g(x) ™ + (%) (~g(x) %) g'(x) =

A6.2.15: =,=2'=1=l=1.
gx)=vVx, f(N =y =>g'(x) O R OREr

o0
x
Z—— e® nach Indexver-

A6.2.16: (ﬁ’:[i%) =i

schiebung.

x(x+2) 2(1-x%)

A6.3.3:2) 5x* +8x~5x72, b) =3 o
(1+x) (x” +2)

Jx

2
A63.4:3) 2xe* , b) S— | ¢) 2623 ) — 2%

2Jx x4l
A6.3.5:2) g(x)=2(x— 1), b)g(x)=1+xIn2.

A6.3.6: f(x) = 2x(x - 1).
A63.7:g(0)=fO)=1=b=1,gx)=f"(0)=2=>a=2.

A6.3.8: Die Formeln resultieren aus der Zerlegungsformel.

A6.3.9: (a¥) = (") =e*" g = ¢* .Ina, (log, x)' = (:nxJ =Ll
na

A6.3.10: y' = —ke ™ = _k.y Zusatz: y = f(x)=C e mit C e R 16ty = +ky.

A6.3.13: ) 4x - cos(2x2+1), b) e2*(2x2 +2x), c) €M cosx .
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A6.3.14: Setzen Sie nach dem Differenzieren x = % ein!

A6.3.15: 2sinx-cosx+2cosx-(cosx) =0 = (cosx)’ =—sin x flir alle x mit cosx # 0.
A6.3.16: Quotientenregel auf tan x = sin x / cos x anwenden.

A6.3.17: Analog zu 6.3.12 vorgehen.

A6.3.18: Firx=0ist f'(x)= 2xsinl - cosl , furx=0istf'(0) = 0 wegen
x x

f@-f© _ 1

x-0 x

A6.3.19: (sinh x)' = %(e" +e *)=coshx.

— 0 fiirx > 0. Aber /' ist bei 0 nicht stetig.

A6.3.20: Analog zu 6.3.12 vorgehen und cosh? x = 1 + sinh2 x aus 2.3 verwenden.

A6.4.4: Gibe es zwei Punkte u, v € (¢, d) mit u < v, aber f(u) > f(v), so wiirde auch ein

fe(c,dmit f'(&)= S = fw) < 0 existieren. Widerspruch zu f’>0. Also folgt
u

v —_—
aus u<v stets f(u) < f(v). Analog fiir strenge Monotonie.

AG45: In der Tat st p(a) = L ONEB)~8@) - g@(f(B) - [(@) _

8(b)-g(a)
= f(a)gb) - g(a)/(b) = p(b). Nach dem Mittelwertsatz fiir p existiert ein & €(a, b)
g(b) - g(a)
mit 0= p'(£) =f'(§)—Mg'(§). Umstellen nach f'(£)/ g'(&) liefert die
8(b)-g(a)
Behauptung.

A6 Bs ist T S Sx0) _ 1D
g(x) g(x)-glxo) £'(%)
Mit x — x gilt auch £ — x; . Hieraus folgt die Behauptung.

fiir ein geeignetes & zwischen x und x,.

A6.4.8: a) 0, b) —1/2, c¢) 0 (Regel 2mal anwenden), d) 0 (Verwenden Sie x In x = %i n.

x
A6.5.5: f'(x) = 6x2 — 12x — 18 hat Nullstellen bei x; = ~1 und bei x, =3. Die Mono-
tonieintervalle von fsind daher (-, —1), (-1, 3), (3, ).

A6.5.6: f'(x) = 6x2 — 6x — 12 hat Nullstellen bei x; = -1 und bei x, = 2. Beim Durch-
gang durch die Nullstellen wechselt /' das Vorzeichen, nach 6.5.4 hat f daher bei x; ein
lokales Maximum, bei x, ein lokales Minimum.
A6.5.8: Ungerade Funktion, einzige Nullstelle bei x; = 0, lokales Minimum bei x; = -1,
lokales Maximum beix, =1, lim f(x)=0.

x—>to0
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A6.5.13: f' hat Nullstellen bei x; = -2 und x, = 1. Wegen f"'(-2) = —18 liegt bei x; ein
lokales Maximum, wegen f'(1) = +18 liegt bei x, ein lokales Minimum.

A6.5.14: Es ist f"'(x)= 12x2 + 12 > 0 auf R, nach 6.5.11 ist fkonvex auf R.
AG6.5.15: Esist f''(x) = —sin x > 0 fir x e(xw+2kn,2n +2kr) mitk € Z.

A6.5.16: Gerade Funktion, keine Nullstellen, Maximum bei x;, = 0, 11m f (x)=0.

Wendepunkte liegen bei den Nullstellen von £, also x;, = 1. Die Funktlon f ist auf
(-0, —1] und auf [1, «) konvex, sie ist auf [-1, 1] konkav.

A6.5.17: (sin x)®™ =(=1)"sin x, (sin x)@"*D =(=1)" cos x.
A6.5.18: Beweis durch vollstindige Induktion.

A6.6.3: Auf [-0.5, 0.5] ist |[R5(0, x)| < 1.7- 0.5% /5! < 1073, Also ist

2 3 4
e* =1+x+ x7 + M + 14'— +1072. Mit dieser Formel die Wertetabelle berechnen!
x2 x2 X

A6.6.4: Die fehlenden Polynome sind 1+ x + > x— 5 1+ 3
A6.6.7: Siehe Figur A.6.6.7 !

£ y Py(x)
A6.6.8: Firn > o gelten' N 1

n+l »
Zub) |R,41(0, x)|_ 1)'|x| -0, T~ *
sin(x)

2 c) |Ry41(0,%) = |x™! > 0.

1)'
Fig. A.6.6.7: Taylorpolynom fiir sin(x)

. 1 &
A6.6.10: Es gilt (arctan x)' =—— = > (-x*)f = Z( 1)*x?* nach 4.1.3. Somit ist
1+x% ;2o . k=0
(-1* 2k+

arctan x = sz

+ Cwegen 6.4.3. Mit x = 0 folgt C = 0.

A6.7.3:a) A(u = v) =|u(x) £ v(x) — (u(xp) + v(xp))|<|u(x) — u(xp)Hv(x) — v(xp)|= Au+ Av,
b) Analog mit dem Trick aus A5.5.8 oder aus 6.2.1c).

A6.7.5: Mit 6.7.2 ist Af~L Ax=—l——<01
|xo] 20
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. 1 . . v—uy'
A6.7.6: a) Mit 6.7.2 lstA(l) =|-—4v. b) Mit 6.7.2 ist A(ﬁ) =[5 ax
v v v v
1, ||, , 1 |u| - o1
< ﬁlu [Ax+ 7|v |[4x = ﬂA u+ —ZAv . Division durch | u/v| ergibt die Behauptung.
% v v v

AG.7.7: AV =4nrd - Ar =5cm?, also V= (33 £ 5) cm3.

n-1 n-1

A7.2.6: Mit h = b/nund x; = k - h folgt mit 1.1.7 S(/,Z,)= > e -h=hY (e")* =
k=0 k=0

e™ -1 h

ef-1 "1

=h -(eb - 1-(eb —1) fiir A — 0. Entsprechend fiir §(f,Z,, ).

_ n-1
A72.7: S(f,Z,)= Zx,:l -(xg4+1 — X)), dafmonoton fillt. Somit ist
k=0

_ n-1
5(f,Z,)= Y. b7%" . p¥n (V" —1)= n(%b ~1) > In b. Entsprechend fuir S/, Z,) .
k=0

Die Formel n('\'/z —1)—> In b wird tibrigens wie folgt bewiesen: Fiir alle x € R gilt

n
(1 + 1) <e*. Durch Umstellen folgt x < n(d;; - 1) ,also x <lim n(('/e_x - 1) fur

h n
=-lim n('\'/e_x—l). Das zeigtﬁa n('\'/c—e;—l) stli_n_ln(Q[eT—l) , also
n n

n

alle x € R, also auch fiir —x. Somit ist auch —x sli_mn[
n

x = lim n('\'/e_x—l) fir alle x € R. Mitx = In b folgt In b = lim n('c/Z—l).
n

n

A7.32:Esgit S(D)=0#=1= S(D).
- K-l 1
A7.3.3: Mit f(x)=1/xund Z=(1, 2, ..., K) gilt S(f,Z)=), —=1+§(f,Z)—?.
n=ln
K-1 K
Zl_ I—l—dx
n lJC

n=1

Also ist

slg(f,Z)—g(f,Z)1=l—%_<.l.

— Kl
S(f,2)- [~ dx
1
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b
A7.3.4: Es sei Z wie beschrieben. Dann ist i( J'f(x)dx - Rn(f)] < E(f, Z2)-8(f,2)=

(b-a)*

n

i fu)- f(I)|h<Zth Ln-hh=L—"—

i=1
A7.4.2:2)2,b)e— 1/2.

b
A7.4.3: c) If(x)dx > S(f,Z) =0 fiir jede Zerlegung Z wegen f > 0. d) Aus f< g folgt

a
— f2 0. Nach a) und c) ist dann Ig— _[f = I(g—f) >0. e) Folgt aus d) durch Inte-

gration der Gleichung K| < f< K,.

A7.4.4: Es sei I ein Teilintervall von [a, b]. Fiir x, x' € I gilt wegen 1.5.2c) dann

[1LFI=1£ | <1 ()= £ (&)< fU) - f(I) . Hieraus folgt nun |f|(1)-|fI(]) <

< f(I)- f(). Das zeigt 5(f1,2)-S(f1,Z)<S(f,Z)-S(f,Z). Also ist nach 7.2.3

mit fauch | /| integrierbar. Aus *f(x) < |f (x)| folgt  [f < [| /1, also gilt | [£1< [ /1.

A7.4.5: Wire fnicht identisch Null, so giibe es einxy €[a, blmita =| f(xy)|> 0. Wegen
der Stetigkeit von fexistiert ein  mit |f (x) ~ f (xq)| < /2 fiir alle xe[xy—3, xy+J]. Also
ist |f (x)| 2 /2 fur diese x. Wir setzen g(x) = a/2 fur xe[xy—6, x4+4] und g(x) = 0 sonst.

b b
Dann ist | f| = g und Ilflz Ig=25~a/2=5'a>0.Widerspruch.
a a

A7.4.6: Wegen | f(x) | =| D(x) — 0.5 | = 0.5 fiir alle xe[0, 1] ist | f| konstant und damit
integrierbar. Wire aber fintegrierbar, so auch D =f+ 0.5. Das widerspricht 7.3.2.

A7.4.10: f ist beschriinkt, sei etwa | f| < K. Dann gilt fiir alle x, x' € I mit x < x":

x' x'
|D(x") - D(x)| = j' f(Hdd < j| f(0)ldt < K{x'—x|. Also ist @ sogar Lipschitz—stetig.
X X
b c b b a
A7.411: OB.dA. sei a<c<b. Wegen 748 giltdann [f = [f+ [f. Mit [f=—[f
a a c a b

folgt hieraus durch Umstellen die Behauptung.
A7.5.4: 2) 7/3,b) 14/3,¢) 0, d) In 2.

x3 2

A7.6.3: a) —3—+%—x+c,b) 2¢*-x+C, c) —2c0sx|:)r =
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A7.6.4: a) cos x + x sin x + C, b) e* (x — 1) + C. ¢) Zweimalige Anwendung der Regel
ergibt ¥ (x2-2x+2)+C,d)xInx - x + C, e) Sei I= Icosx-cosxdx. Dann ist

I =cosx-sinx+ Isinx-sinxdx=cosx-sinx+ I(l—cosz x)dx =cosx-sinx + Il—l,
also 27 =cosx-sinx + Il, und schlieBlich 7 =%cosx-sinx+§+C.
A7.6.6: a)—%cos(2x+l)+C, b)§(2x—l)3/2 +C, c)—%cos x2+C,

d)%ln(x2+l)+C,e)%(1n x)2 +C,f)e5i"x +C.

1 n/2 n/2
A7.6.7: I\/ 1-22dz = I V1-sin? t costdt = Icosz tdt= —123 , letzteres mit A7.6.4e).
-1 -n/2 -n/2
lx -1

A7.7.1: a)In|x - 1|-2In|x+ 2+C =In

5 +C, b) arctan(x—1)+ % In(x% -2x +2)

(x+2)
+2 Injx+1|+C.

A7.7.3: Es sei D = a® — b die Diskriminante von g(x) = x2 +2ax + b. Fall 1: D> 0. Dann
A

hat g zwei verschiedene reclle Nullstellen x;, x,. Also ist fix) = + mit
X=X X-—Xxy
a=—L g1 polglichist [f(x)dc = Aln|x - x|+ Bln|x—x,|+C.
X — X2 X2 =X
Fall 2: D = 0. Doppelldsung. f(x) = ;)2 . Folglich ist If(x)dx == 1 +C.

(x—x X —Xx

Fall 3: D <0. g ohne reelle Nullstellen. Mitr = /| D| ist g(x)=(x +a)2 +r2, also ist

1 x+a

f(x)= > =-1-2—- 12 . Die Substitution z = , dx = rdz, ergibt
(x+a) +r° r (M) 1 r
r
If(x)dx=-';2—j 21 dz=larctanz=larctanx+a+C.
r r

z°+1 r r

A7.8.4: a) o, b) 7‘_—1 ¢) oo, d) ~1.

A7.8.5: Der Integrand ist bei 1 nicht definiert.
A7.8.6: Wegen 7.8.4b) und 4.1.8 konvergiert die Reihe genau fiir p > 1.

1
xInx

<1
dx = j—dz:oo.Alsodi-

A7.8.7: a) Substitution z=Inx, dz = & , ergibt I
x 2 in2?
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o0 [ ]
vergiert die Reihe. b) Gleiche Substitution wie in a) ergibt I 5 dx = I —17 dz
5 x(In x) n2Z

= —h:— < o, also Konvergenz der Reihe.

A7.8.8: b) Der Integrand f(x) = x*"'¢~* ist monoton fallend fir s > 0 und x > s ~ 1
wegen f'(x)=(s—1-x)x"2e™* <0. Daher ist Cauchys Test, diesmal umgekehrt,

ns-l

zum Nachweis der Konvergenz des Integrals anwendbar. Die Reihe Z f(n)= Z

n2s n>s €

s-1
. A . n 1 .
konvergiert nach dem Wourzelkriterium, denn es gilt "‘/ —>-< 1. Also ist
e e

© 1 1 )
[f(x)dx <o Weil aber auch [f(x)dx < [x*ax = 1 cwist, gilt [ £ (e < .
A

s 0 0 0
o0 © o0 o0
OT(s+1) = [x'e ™ dr=—x"e™ ot s[x*7le ™ dx =0+ sT(s)und [(1) = e *dx =1
0 0 0

Hieraus folgt ['(n+1) = n! mittels vollstindiger Induktion.
2
A7.9.6: Mit f(x)= b,f 1- (g) und g(x) = -f (x) ist 4= M, also (mit 7.6.7)
a a a 2 1
ud= [(F- g0 =2 [ e =25 [\[1-(%] e =20 [V1- et = atr
a
-a -a -a -1

A7.9.7: Schnittpunkte der Kurven y = x2 und y = x aus x = x2 berechnen: x; = 0, x, = 1.

1
Also ist u(A) = Ix —x2dx = 1 .

5 6
A8.1.3: 2) 5—i, b) 2i,¢) 2, d) a® + b2.

A8.15:a) 7+1i, b) L+1i, o) -1+

A8.1.8:a)a+bi=a—-bi=a+bi, b)(a+bi)+(c+di)=a+c+(b+d)i=a+c—(b+d)i
=(a-bi)+(c—di)=a+bi+c+di, c) (a+biXc+di)=(ac—bd)+(ad+bc)i=
=(ac-bd)-(ad+bc)i=(a-biYc—-di)=a+bi-c+di. d) |a+bi® =a?® +b? =
= (a+bi)(a=bi) = (a+bi) (a + bi).
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A8.2.3: a)z=\/§(cos§+isin~§-), b)z=1(cos§+isin%), c)z=1(cos%n+isin%n),

d) z=2(cosl+isin%).

2
V2 2,

A8.2.4:a) z———-+—1 ,b)z=-2i,c)z=cos 1 +isin 1~ 0.54 + 0.84i.

A8.2.5: Es sei z=r(cose +ising). Wegen i=(cos%+ isin —’25) ergeben die Moivre-

4
schen Formeln i-z = r(cos(qp + %) + isin(q) + %)) Das ist eine Drehung des Pfeiles 0z
um /2.

A8.2.6: Ist ¢ ein rationales Vielfaches von 2x, so bilden die Potenzen z” ein regelmiBi-
ges Vieleck auf dem Kreis. Ist —2% irrational, so liegt die Menge {z" : n € N} der Poten-
zen ,,dicht“, aber nicht liickenlos auf der Kreislinie.

A82.7:22=1: Losungen sind z), =+l 2> =1: Losungen sind z; = 1, z, = cos 1200 +
+i sin 1200, z; = cos 2400 + i sin 2400 (gleichseitiges Dreieck). z* = 1: Losungen sind
21 =%, z34 =%1i (auf der Spitze stehendes Quadrat). 2> =1 Losungen sind

z1=1,z5 = cos72% +isin72° usw. (regelmiBigen Fiinfeck).

A8.2.8: (cosp+ising)” =cosng +isinnp=i<>cosng=0und sinnp=1np= 7 +2km.

Die Loésungen von z" =i sind also z; =cos@y +ising; mit @; = ”4" fiir
k=0,...,n—1.

A83.7:a)z, > 1+0i,b)z, > 1 -i,¢)z, > 0.
A8.3.8: Folgt aus 8.3.3 oder aus ] |zl —|z,l | <|lz-z,|.
A8.3.9: Man wiederhole 4.3.2 und 4.4.2.

(z+h?-22 2+2m+n -7

A8.3.10: a) p

=2z + h— 2z fiir A —> 0. b) Analog.

A8.3.11: Aus

"l=|z|" - .
A8.3.12: Der Beweis aus A5.4.3 kann auf den komplexen Fall iibertragen werden.

A8.5.4: Aus 8.5.3 folgt ¥ = cos 2k +isin 2kn =1 fir alle k € Z.

A8.5.5: —z in die Potenzreihendarstellung einsetzen!
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A8.5.6: a) Aus 8.5.3 und 8.5.5 folgen die beiden Formeln e*? = cos z +isin z. Die

Behauptungen folgen durch Addition bzw. Subtraktion dieser Formeln. b) Folgt aus a)
mitz =1i.

A8.5.8: Mit z=x+iy ergibt sich g(z)=

=Re(z2) = Re(x2 +i%y? +2xpi) = x2 - y2,
der Graph ist also eine Sattelfliche.

Fig. 8.5.8: Graph von Re(zz)
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Prinzip des Cavalieri 105
Produktregel 66

Punkt, innerer 64

Quadratwurzelberechnung 17
Quotientenkriterium 50
Quotientenregel 66

radioaktiver Zerfall 39

Realteil einer komplexen Zahl 107

reelle Zahl 9

Reflexivitit 9

Regel von Bernoulli-de ’Hospital 75

Reihe 46

-, absolut konvergente 50, 111

-, geometrische 46, 47

-, harmonische 47

-, unbedingt konvergente 51

Relativfehler 85

Restglied 80

Restgliedformel von Lagrange 80

RIEMANN 86f.

Riemannscher Inhalt 104

Riemannsches Integrabilitétskrite-
rium 88

Riemannsches Integral 86

ROLLE 74

Rundungsfehler 84

Satz vom Maximum und Mini-
mum 60, 110

- von Bolzano 36

- von Bolzano-Weierstraf} 40, 110

- von Cauchy-Hadamard 52

- von Rolle 74

- von Taylor 80f.

Schranke, obere 12

-, untere 12

Sinusfunktion 28

-, komplexe 114
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Sprung 56
Stammfunktion 96
Stetigkeit 54
Substitutionsregel 98f.
Summenregel 66, 69
Superposition 20
Supremum 12

TAKAGI 61, 65

Tangente 64f.

TARTAGLIA 27

TAYLOR 80

Taylorentwicklung 80

Taylorkoeffizienten 80

Taylorpolynom 80

Teilfolge 41

Teleskopreihe 47

Trigonometrische Darstellung kom-
plexer Zahlen 108

Trigonometrische Funktionen 28, 114

Umkehrfunktion 20
unbedingte Konvergenz 51
unbestimmtes Integral 97

uneigentlicher Grenzwert 41, 111
uneigentliches Integral 102
Untersumme 86f.

Unstetigkeit 56

-, wesentliche 56

Verzinsung 39
Vollstindigkeitsaxiom 12
Vorbereich 20

WEIERSTRASS 40, 61, 64
WeierstraBsche Zerlegungsformel 64f.
Wendepunkt 79

Wertebereich 20

Waurzelkriterium 50

Zahlenfolge 30
Zerfallsgleichung 71
Zerlegung eines Intervalls 86
Zerlegungsfolge 89

-, quidistante 89

-, geometrische 89
Zwischenwertsatz 58



