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Vorwort 
Der vorliegende Band "Analysis" der Reihe "mathematik-abc fUr das Lehramt" ist eine 
elementar gehaltene EinfUhrung in die Theorie und Anwendungen der eindimensionalen 
Analysis fUr Studienanfiinger unter besonderer Berticksichtigung der Lehramtsstudenten. 
Dabei werden vor allem die folgenden Ziele verfolgt: 

Dem Leser wird erstens ein moglichst schlanker und leicht nachzuvollziehender Aufbau 
der Analysis prllsentiert, der sowohl die inneren Zusammenhiinge der Theorie, ihre 
wichtigsten Begriffe und Methoden, aber auch die vieifliltigen Anwendungen deutlich 
macht. Zu diesem Zweck ist der Stoff in kleine, gut tiberschaubare thematische Ab­
schnitte unterteilt, die in der Regel auf jeweils zwei gegentiberliegenden Druckseiten 
behandelt werden: Dem Theorieteil auf der linken und den Aufgaben und Anwendungen 
zur Anregung und Selbstkontrolle des Lesers auf der rechten Seite. 

Zweitens so lite dem Leser deutlich werden, daB die reelle Analysis auf wenigen 
Grundannahmen, nlimlich den Axiomen des reellen Korpers, basiert. Philosophisch 
interpretiert bedeutet dies, daB jede mathematische Intelligenz, die diese wenigen 
Grundpostulate tiber den Korper der reellen Zahlen zum Ausgangspunkt nimmt, zwin­
gend zur gleichen Analysis und zu den gleichen elementaren Funktionen gelangen 
wUrde. 

Drittens werden, dem Anliegen der Lehramtsausbildung in besonderem MaBe entgegen­
kommend, die Theorie und die Anwendung der elementaren Funktionen mit unter­
schiedlichen Techniken (Ordnungsrelation und Monotonie einerseits, Konvergenz und 
Reihendarstellung andererseits) immer wieder aufgegriffen und vertieft. Das betrifft 
insbesondere die Potenz- und Wurzelfunktionen, die ganzrationalen Funktionen, die 
Exponential- und Logarithmusfunktionen, die besondere Rolle der Basis e und die trigo­
nometrischen Funktionen. 

In einem abschlieBenden Abschnitt wird die Ausdehnung dieser Funktionen auf den 
komplexen Korper vorgenommen, urn das Wechselspiel dieser Funktionen hervortreten 
zu lassen und den Fundamentalsatz der klassischen Algebra beweisen zu konnen. Aus 
dieser "komplexen AnhOhe" soli der Leser letztendlich ein tieferes Verstandnis fUr die 
reellen Phanomene gewinnen. 

Dem Vorgehen in der Schule entsprechend werden hier beim Aufbau der Analysis zwei 
verschiedene Techniken demonstriert: Die ersten drei Kapitel sind bewuBt auf die Werk­
zeuge der Ordnungsrelation und Monotonie beschrankt, also auf Hilfsmittel, die in der 
Schule in den Klassenstufen 1 bis 10 entwickelt werden, wabrend spilter der Betrag und 
die Konvergenzbegriffe das Hauptinstrument bilden. Durch dieses Vorgehen soli der 
Leser auch erkennen, daB der eigentliche Analysisunterricht in der Schule bereits mit der 
EinfUhrung der reellen Zahlen einsetzt und keineswegs erst mit der Definition des 
Grenzwertes beginnt. Es sei jedoch vor dem falschen Eindruck gewarnt, daB die auf der 
Ordnung beruhenden Techniken nur etwas Vorlaufiges oder Minderwertiges waren. 



6 Vorwort 

Dem ist nicht so; be ide Methoden finden in der modemen Analysis ihre Fortsetzung, 
z.B. in Gestalt von Banachverbanden und von Banachraumen. 

Die im Buch verwendete Symbolik entspricht dem mathematischen Standard und bedarf 
keiner zusatzlichen Erlauterung. Wie ublich bezeichnen N, Z, Q, R und C die Bereiche 
der nattirlichen, der ganzen, der rationalen, der reellen bzw. der komplexen Zahlen. 
Durch N* und R" werden die entsprechenden Bereiche ohne die 0 bezeichnet, und Q+ 
bzw. R. stehen fUr die Mengen der nichtnegativen rationalen bzw. nichtnegativen reel­
len Zahlen. Dezimalbruche sind meistens mit Dezimalpunkt statt Dezimalkomma ge­
schrieben, da das die Lesbarkeit in Aufzahlungen verbessert. 

Definitionen, Satze, Beispiele und Aufgaben sind innerhalb eines Unterabschnittes 
durchlaufend numeriert. Das Ende von Beweisen wird mit dem fUr diesen Zweck durch 
den ungarischen Mathematiker P. HALMOS popular gemachten Symbol _ angezeigt. 

Die zahlreichen Aufgaben fordem zu eigener mathematischer Beschaftigung auf und 
dienen der Anwendung und Festigung der Theorie. Ihre Bearbeitung hat wesentliche 
Bedeutung fUr das Verstandnis der Analysis und wird daher nachdrucklich empfohlen. 
Etwas schwierigere Aufgaben werden durch Losungshinweise untersttitzt. Der Losungs­
teil enthalt die vollstandigen Losungen. Dort so lite man jedoch erst nach erfolgter Bear­
beitung zur Kontrolle nachschlagen. 

Die didaktische Konzeption des Buches basiert auf wiederholt gehaltenen Anflingervor­
lesungen zur Analysis fUr Lehramtskandidaten und hat sich entsprechend der oben ge­
nannten Zielstellungen mehrfach bewahrt. 

AbschlieBend gilt mein besonderer Dank den Herren Prof. Dr. S. Deschauer undProf. 
Dr. W. Schulz, die groBe Teile des Manuskriptes durchgesehen haben und denen ich 
wertvolle Hinweise verdanke. lch danke meinen Mitarbeitem Frau Dr. E. Fischer und 
Herrn Dr. A. BraunB fUr sorgfliltiges Korrekturlesen, Frau H. Kirmse fUr das Schreiben 
groBer Teile des Manuskriptes und Herrn G. Teschke, der die Mehrzahl der Abbildun­
gen anfertigte. SchlieBlich ist es mir ein BedUrfnis, Herrn J. WeiB yom Teubner-Verlag 
fUr seine standige Aufmerksamkeit und Begleitung bei der Entstehung des vorliegenden 
Buches herzlich zu danken. 

Potsdam, Mai 1998 Heinz Junek 
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1 Der Korper der reellen Zahlen 

1.1 Der geordnete Korper der reellen Zahlen 

Zahlen haben sich als ein sehr geeignetes Instrument zur quantitativen Analyse von 
Sachverhalten in Theorie und Praxis erwiesen. Die Mindestanforderung an eine quanti­
tative Methode besteht namlich darin, daB man die Daten vergleichen und mittels der 
vier Grundrechenoperationen verarbeiten kann. Die kleinste mathematische Struktur mit 
diesen Eigenschaften ist der Korper Q der rationalen Zahlen. FUr hOhere Rechenopera­
tionen, etwa das Wurzelziehen, ist dieser Zahlbereich jedoch noch zu klein. Wir erinnem 
hierzu an den Euklidischen Beweis flir die Unlosbarkeit der Gleichung x2 = 2 in Q: Ga­

be es namlich eine rationale Losung x = !!!, so waren m = x . n und m2 = x2 . n2 = 2 . n2. 
n 

Betrachtet man nun die Zerlegung in Primzahlpotenzen, so wird die Zahl 2 in m2 in 
gerader Potenz, in 2 . n2 jedoch in ungerader Potenz vorkommen. Widerspruch! 

Ais Grundlage flir die Analysis dient daher der groBere Korper R der reellen Zahlen. Die 
Existenz und die Eigenschaften dieser Struktur postulieren wir in den folgenden Axi­
omen 1-10 des geordneten K6rpers und dem wichtigen Vollsttindigkeitsaxiom, dem Axi­
om 11, das wir in Abschnitt 1.2 angeben werden. Den diffizilen Nachweis, daB es eine 
solche Struktur Uberhaupt gibt, werden wir spater flihren. 

Axiom 1: Addition und Multiplikation in R sind wohldefiniert und assoziativ, d.h., 
stetsgelten (a+b)+c=a+(b+c) und (a·b)·c=a·(b·c). 

Axiom 2: Addition und Multiplikation sind kommutativ, d.h., stets gelten 
a+b=b+a und a·b=b·a. 

Axiom 3: Die Addition ist umkehrbar, die Multiplikation ist bedingt umkehrbar: Jede 
Gleichung der Form a + x = b besitzt genau eine Losung x, die mit x = b - a be­
zeichnet wird, und jede Gleichung a· y = b besitzt im Fall a "* 0 genau eine 

Losung y = b : a = b / a. 

Axiom4:Stetsgilt (a+b)·c=a·c+b·c. 

Axiom 5: FUr aIle x E R gilt x :s; x. 

Axiom 6: Aus x :s; y und y :s; x folgt stets x = y. 

Axiom 7: Ausx:S; yundy:s; zfolgtstetsx:s; z. 

(Distributivgesetz) 

(ReflexiviUit) 

(Antisymmetrie) 

(Transitivitat) 

(Linearitat) Axiom 8: FUr aIle Paare x, y E R gilt einer der FaIle x :s; yoder x ~ y. 

Axiom 9: Aus a < b folgt a + c < b + c flir aIle c E R. (Monotoniegesetz der Addition) 

Axiom 10: Aus a < b und c > 0 folgt a· c < b· c. (Monotoniegesetz der Multiplikation) 

H. Junek, Analysis
© B. G. Teubner Stuttgart · Leipzig 1998



10 Der Korper der reellen Zahlen 

Aus diesen wenigen Axiomen lassen sich nun weitere wichtige Formeln ableiten. Von 
besonderer Bedeutung flir den Autbau der Analysis sind dabei die nachfolgenden Sach­
verhalte. Wir beginnen mit einer Erganzung zu Axiom 10: 

I Satz 1.1.1: Aus a < b und c < 0 folgt a· c > b . c. 

Beweis: Aus c < 0 folgt durch Addition von -c aus Axiom 9 die Ungleichung 0 < -c. 
Die Multiplikation der Ungleichung a < b mit der positiven (!) Zahl -c ergibt nach Axi­
om 10 die Aussage -a· c < -b· c , und durch Umstellen mit Axiom 9 folgt die Behaup­
tung b· c < a . c . • 

Heimlich haben wir bei diesem Beweis noch von der G leichung a· ( -c) = -(a· c) Ge­
brauch gemacht. Die GUltigkeit dieser Formel folgt mit Axiom 4 aber aus der Gleichung 
a·c + a· (-c) = a· (c - c) = a· 0 = 0, denn dann mu/3 das Produkt a· (-c) nach Axiom 3 
das eindeutig bestimmte Entgegengesetzte zu a . c sein. 

I Satz 1.1.2: FUr aile x E R gilt x2 ~ o. 
Beweis: Ungleichungen beweist man haufig durch Fallunterscheidungen, die auf Axi­
om 8 beruhen: Aus x = 0 folgt x2 = O. 1st x > 0, so folgt x . x > x . 0 = 0 nach Multiplikati­
on mit x wegen Axiom 10. Istx < 0, so folgt auch X· x> X· 0 = 0, diesmal wegen 1.1.1 .• 

Satz 1.1.3 (Bemoullische l Ungleichung): FUr aile h ~ -I und aile n E N gilt 
I + nh ::s; (I + h)n. 

Beweis: Aussagen mit natiirlichzahligen Parametem werden haufig mittels vollstandiger 
Induktion bewiesen. FUr den Induktionsanfang n = 0 ist die Ungleichung trivial gUltig. 

Sie gelte nun fur festes n E N. Durch Multiplikation von (l + ht ~ 1+ nh mit der nicht­
negativen (!) Zahl I + h ergibt sich die Abschatzung 

(l+ht+l =(l+h)(l+h)n ~(l+h)(l+nh)=I+h+nh+nh2 ~1+h+nh=I+(n+l)h. 
Damit ist die Bemoullische Ungleichung flir aile n E N bewiesen. • 
An dieser Stelle eine Bemerkung zur Bedeutung von Ungleichungen. Durch die Vorsilbe 
"un" ist dieses Wort im Deutschen negativ belegt und betont die Ungleichheit. Daraus 
resultiert beim Anfanger haufig eine Unterschatzung des Wertes von Ungleichungen. 
Man mu/3 sich aber klar machen, daB eine Ungleichung bereits eine "halbe" Gleichung 
ist und daB in den Fallen, in denen ein aquivalentes Umformen von Ausdrucken zu 
schwierig oder gar nicht mehr moglich ist, mit einer Abschatzung wenigstens noch eine 
Teilaussage erhalten werden kann. Die Bemoullische Ungleichung laBt auch eine geo­
metrische Interpretation zu: Der Graph der linearen Funktion g(h) = I + nh liegt unter­
halb des Graphen vonf(h) = (l + h)n, und wegen g(0) = f(O) = list g(h) = I + nh die 
Gleichung der Tangente im Punkt (0, I). 

I JAKOB BERNOULLI (1654-1705). Zum Bemoullischen Stammbaum gehoren femer die Mathematiker: 
JOHANN B. (1667-1748, jilngster Bruder Jakobs); NIKLAUS B. (1687-1759, Neffe und Schiller von Jakob und 
Johann); DANIEL B. (1700-1782, Sohn von Johann). 



1.1 Der georcinete Korper der reellen Zahlen 

Aufgaben zurn Rechnen in geordneten Korpern 

Aufgabe 1.1.4: Zeigen Sie: Aus x > 0 folgt X-I> 0 ! 

11 

Das Summenzeichen: Fur jedes System aO,al> ... ,an von reellen Zahlen definieren 

wir: 

n {am+".+an flir m < n, 
La; = am flir m = n, 
;=m 0 flir m > n. 

Aufgabe 1.1.5: Begriinden Sie folgende Formeln: 
n n n 

a) La; + Lb; = L(a; +b;), (Additivitat) 
;=0 ;=0 ;=0 

n m n 

b) La; = La; + La; flirO:O;m:O;n, (Zerlegungsformel) 
;=0 ;=0 ;=m+1 
n n+k 

c) La; = La;-k fliraIle kEN. (lndexverschiebung) 
;=m ;=m+k 

Aufgabe 1.1.6: Beweisen Sie die arithmetische Summenformel: f i = n(n + 1) . 
;=1 2 

Aufgabe 1.1.7: Beweisen Sie durch vollstandige Induktion oder Polynomdivision: 

n-I n Inn n-I 
a) Geometrische Summenformel: L xk = ~, b) x - a = L xk an- 1- k . 

k=O x -I x - a k=O 

Aufgabe 1.1.8: Der Binomialkoeffizient 

( n)=n(n-I) ..... (n-p+I)= n! (n) 
flir n ~ p und p = 0 flir n < p 

p 1·2· ... ·p p!(n-p)! 

ist flir aIle n, pEN definiert und gibt flir n ~ p die Anzahl der Auswahlmoglichkeiten 

von p Objekten aus einem Vorrat von n Objekten an. Beweisen Sie flir n ~ p die Formel: 

(Additionstheorem for Binomialkoeffizienten) 

Aufgabe 1.1.9: Beweisen Sie durch vollstandige Induktion oder kombinatorisch: 

Binomischer Lehrsatz: (x + y)n = f (~) x n- j yj flir aIle x, y E R und n E N. 
j=O J 
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1.2 Suprema und Infima, das Vollstindigkeitsaxiom 

Die Axiome 1 - 10 sind auch im Zahlbereich Q erfiillt, aber die besondere Qualitat von 
R gegenUber Q besteht in dem nun zu erortemden Axiom 11, dem Vollstandigkeitsaxi­
om. Wir schaffen uns zunachst das notwendige Instrumentarium: 

Definition 1.2.1: Es sei A eine beliebige Teilmenge von R. 
1) A heiBt nach oben beschriinkt, wenn es eine Zahl x E R mit a:::; x fUr alle 
a E A gibt. Jedes x mit dieser Eigenschaft heiBt eine obere Schranke von A. 

2) Die kleinste obere Schranke von A heiBt (im Fall der Existenz) das Supre­
mum von A. Es gilt also 

x = sup A <=> a) x ist eine obere Schranke von A und 
b ) ist x' eine weitere obere Schranke von A, so gilt x :::; x', 

oder aquivalent: 
b· ) fUr jedes 6 > 0 ist x - 6 keine obere Schranke von A mehr. 

Untere Schranken und Infima (groBte untere Schranken) werden analog definiert. 

Axiom 11 (Vollstandigkeitsaxiom in R): Jede nach oben beschrankte, nichtleere Men­
ge A ~ R hat in Rein Supremum. 

Dieses Axiom bildet die Grundlage fUr die gesamte Analysis, wir werden es sehr bald in 
Aktion erleben! Vorerst leiten wir einige Konsequenzen abo 

Satz 1.2.2: Sind 0 =F- A, B ~ R nach oben beschrankte Mengen, so ist sup A + sup B = 
sup (A + B). Entsprechend gilt sup A . sup B = sup (A . B) fUr 0 =F- A, B ~ R+ . 
Hierbei bedeuten A + B = {a + b : a E A, b E B} und A· B = {a· b : a E A, b E B}. 

Beweis: Wir begnUgen uns mit dem Beweis der additiven Formel: Es seien x = sup A 
und y = sup B. Dann gilt a + b :::; x + y fUr aIle a E A und alle b E B nach dem Mono­
toniegesetz. Insbesondere existiert s = sup (A + B), und es gilt s :::; x + y. Ware aber 
s < x + y, so wlire g = x + Y - s > o. Wegen x = sup A und y = sup B existieren nach 

1.2.1.2)b 0) Zahlen a E A und b E B mit x -1 < a und y -1 < b , und hieraus wilrde 

s = x + Y - g < a + b :::; s folgen. Widerspruch. • 

Satz 1.2.3 (Archimedisches l Axiom oder Axiom des Messens): Zu beliebigen reellen 
Zahlen a, b > 0 existiert eine natlirliche Zahl n E N mit b < na. 

Beweis: Ware na :::; b fUr aIle n E N, so wlire die Menge A = {na: n E N} nach oben 
durch b beschriinkt. Wegen Axiom 11 existiert s = sup A, und nach Satz 1.2.2 fUhrt das 
auf den Widerspruch s < s + a = sup {O, a, 2a, ... } + sup {a} = sup {a, 2a, 3a, ... } :::; s .• 

IARCHIMEDES (287(?)-212 v. Chr.), Syrakus, "Integralrechnung", Hebelgesetz, Archimedisches Prinzip. 



1.2 Suprema, Infima, das Vollstandigkeitsaxiom l3 

Aufgaben zu Suprema, Infima, Maxima und Minima 

Die Begriffe Supremum und Infimum bereiten Anfangem immer Schwierigkeiten. Das 
liegt in der Natur der Sache, denn hiermit wird man erstmals in voller Schlirfe mit dem 
Unendlichen konfrontiert! Bei der Obertragung der Erfahrungen im Umgang mit endli­
chen Mengen auf unendliche Mengen muB hochste Vorsicht geboten sein. So gibt es in 
jeder endlichen Menge A von Zahlen natilrlich eine kleinste Zahl, die das Minimum von 
A genannt wird. Unendliche Mengen miissen aber kein Minimum haben, beispielsweise 
gibt es keine kleinste positive reelle Zahl! Supremum und Infimum dienen in gewisser 
Weise als Ersatz flir Maxima und Minima. 

n n+ 1 * Aufgabe 1.2.4: Man berechne: a) sup {-- : n EN}, b) sup {--: n EN}! 
n+1 n 

Aufgabe 1.2.5: Es sei A eine nichtleere Teilmenge von R. Man sagt, daB A ein 
(absolutes oder globales) Maximum hat, wenn es ein Element a* E A mit a :::::; a* flir aile 
a E A gibt. Analog wird das Minimum definiert. Beantworten Sie: 

a) 1st das Maximum einer Menge auch ihr Supremum? 
b) Hat die Menge A = {x: x E R und x < O} ein Maximum/Supremum? 
c) Hat die Menge A = {arctan x: x E R} ein Maximum/Supremum? 
d) Welchen Wert hat inf {x2 - 4x + 6: x E R}? 

Aufgabe 1.2.6: a) Geben Sie die ausflihrliche Definition des Infimums an! 
b) Es sei 0 ~ A ~ R, und es sei B = {-a: a E A} die Menge der entgegengesetzen Ele­
mente. Zeigen Sie inf A = -sup B , falls wenigstens eine der beiden GroBen existiert! 
c) Beweisen Sie die das Axiom 11 ergiinzende Aussage: Jede nach unten beschriinkte, 

nichtleere Teilmenge A ~ R hat in Rein Infimum. 

Aufgabe 1.2.7: Beweisen Sie das Komplement zu 1.2.2: Sind 0 ~ A, B ~ R nach unten 
beschrankt, so gilt inf A + inf B = inf (A + B). 

Aufgabe 1.2.8: Das Archimedische Axiom ermoglicht das Messen groBer Entfemungen. 
Zeigen Sie, daB damit auch das Teilen im Mikrobereich moglich wird: Zu jeder 

(kleinen) positiven Zahl a gibt es eine natilrliche Zahl n mit 0 < 1 < a ! Aus dieser Tatsa-
n 

che heraus riihren bei einigen theoretischen Physikem Zweifel an der Verwendbarkeit 
der reellen Zahlen zur Beschreibung des Mikrokosmos, denn die Heisenbergsche Un­
schiirferelation verbietet in gewissem Sinn ein Messen beliebig kleiner Abstande. Ver­
zichtet man jedoch auf das Archimedische Axiom, so ist wegen Satz 1.2.3 auch das 
Vollstiindigkeitsaxiom nicht mehr zu haben! Das Ergebnis ware eine sehr viel schwieri­
gere nichtarchimedische Analysis, die neuerdings als p-adische Analysis auch entwickelt 
wurde. 

Bemerkung 1.2.9: In Anbetracht der in Aufgabe 1.2.8 genannten Bedenken und den 
noch zu erortemden, weitreichenden Konsequenzen aus dem Vollstandigkeitsaxiom 
erhebt sich die grundlegende Frage nach der Existenz des Zahlbereiches R iiberhaupt! 
Wir werden dieses knifflige Problem in den Abschnitten 1.3,3.4 und 3.7 erl>rtem! 
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1.3 Die Approximation reeller Zahlen durch rationale Zahlen 

Wir zeigen in diesem Abschnitt, daB reelle Zahlen niiherungsweise durch rationale Zah­
len beschrieben werden konnen. 

Satz 1.3.1: Zu jeder reellen Zahl b existiert genau eine ganze Zahl m mit m ~ b < m+ 1. 
Diese heiBt der ganze Teil von b, in Zeichen m = Int(b). (integer = ganze Zahl) 

Beweis: Es geniigt, den Beweis fur b > 0 zu fUhren. Mit a = 1 folgt aus Satz 1.2.3, daB 
eine natiirliche Zahl m mit b < (m + 1) . 1 = m + 1 existiert. Es sei m die kleinste natiirliche 
Zahl mit dieser Eigenschaft. Dann ist also m s; b < m+ 1. • 
Satz 1.3.2 (Dichtheitsaxiom): Zu jedem Paar x, y reeller Zahlen mit x < y existiert eine 

rationale Zahl r mit x < r < y . 

Beweis: Wegen y - x > 0 existiert nach dem Archimedischen Axiom ein n E N mit 
1 < n·(y - x). Weiter gibt es zu nx nach Satz 1.3.1 ein m E Z mit m S; nx < m + 1. Also ist 

nx < m + 1 ~ nx + I < nx + n (y - x) = ny, und folglich x < m + 1 < y. • 
n 

Satz 1.3.3 (Approximation reeller Zahlen durch rationale Zahlen): FUr jede reelle Zahl 
x gilt x = sup {rE Q: r<x} . 

Beweis: Es sei A = {r E Q: r < x}. Wegen 1.3.1 ist A*-0. Daher existiert s = sup A, 
und sicher ist s ~ x. Ware aber s < x, so giibe es nach dem Dichtheitsaxiom eine rationa­
le Zahl r mit s < r < x im Widerspruch zur Definition von s. • 

Die Dezimalbruchdarstellung reeller Zahlen 

Es sei x E R mit x ~ 0 beliebig gegeben. Die Zahlen 

xk = IO-k . Int (10k . x) fur kEN 

sind rational, haben eine k-stellige Dezimalbruchdarstellung xk = aO,ala2···ak und erfUI-

len die Ungleichung xk S; x . (Fiir x = J2 ist z.B. Xo = I; xl = 1,4; x2 = 1,41; ... ) Sie 

heiBen daher untere dezimale Niiherungen von x. Wir zeigen x = sup {xk: kEN}. Falls 

x' = sup {xk: kEN} < x ware, so existierte nach Archimedes eine Zahl n E N mit 

I < n (x - x') < IOn (x - x') = IOn X - IOn x'. Dann ware aber IOn xn = Int(lon x) ~ 

Int(lon x' + I) > IOn x' im Widerspruch ZU xn ~ x'. In diesem Sinn kann jedem x ~ 0 

eine Dezimalbruchentwicklung x = aO,ala2a3'" zugeordnet werden. Das Rechnen mit 

den dezimalen Niiherungen beruht auf dem Satz 1.2.2: Sind {xk: kEN} und {Yk: kEN} 

die untereren dezimalen Niiherungen zu x, y ~ 0, so gelten: 

x + Y = sUP{xk: kEN} + sup {Yk: kEN} = sUP{xk + Yk: kEN} und 

X· Y = sUP{xk: kEN} . suP{Yk: kEN} = sUP{xk' Yk: kEN}. 
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Die Dedekindsche Konstruktion von R 

Wir haben bereits in 1.2.8 die Frage nach der Existenz des Kt>rpers R und dam it die 
Widerspruchsfreiheit der Axiome 1-11 angesprochen. Diese Frage wurde insbesondere 
von DEDEKINDI thematisiert (s. Literaturverzeichnis). Inzwischen sind zahlreiche Kon­
struktionsverfahren bekannt: Konstruktion mittels Dedekindscher Schnitte (s.u.), mittels 
Intervallschachtelungen (s.3.4), mittels Dezimalbruchen oder mittels Cauchy-Folgen 
(Cantorsche Methode, s.3.7). Gemeinsam ist all diesen Verfahren, daB die irrationalen 
Zahlen in geeigneter Weise als ideale Objekte aus den rationalen Zahlen konstruiert 
werden. Damit ist die Existenz und Widerspruchsfreiheit von R auf die von Q zuruckge­
fiihrt. Da wiederum Q via Bruchdarstellung aus N konstruiert werden kann, ist somit die 
Existenz von R auf die Widerspruchsfreiheit der Mengenlehre, insbesondere auf die 
Existenz einer unendlichen Menge, die man ja zur Konstruktion von N braucht, zuruck­
gefiihrt. Wir skizzieren hier die Grundidee des Dedekindschen Verfahrens, ohne die 
notwendigen Nachweise aus Platzgrunden fiihren zu kt>nnen. 

Definition 1.3.4: Unter einem Dedekindschen Schnitt in Q versteht man ein Paar 
(A, B) von Teilmengen 0 *- A, B ~ Q mit den Eigenschaften: 
a) FUr aIle a E A und b E B gilt a :$ b. Wir schreiben dafiir kurz A :$ B. 
b) A ist nach unten gesattigt, d.h., aus x:$ a und a E A folgt x E A, 

B ist nach oben gesattigt, d.h., aus b :$ Y und b E B folgt y E B. 
c) A hat kein Maximum, B hat kein Minimum. 
d) Es existiert hochstens ein r E Q mit A :$ r :$ B. 

Definition 1.3.5: Auf der Menge g; aller Dedekindschen Schnitte definieren wir: 
Eine Ordnung: (A, B) :$ (C, D) <=> A :$ D ( <=> A ~ C). 
Eine Addition: (A, B)+(C, D) = (A+C, B+D) mit A + C = {a+c: a E A, cEq. 

Eine Muitiplikation (zunachst fiir positive Schnitte, spater allgemein): 1m Fall 
o E A, C sei (A, B}(C, D) = «-00,0] u (A+· c+), B· D) mit A+ = A (\ (0,00). 

Freilich erfordert die Definition eine Rechtfertigung, insbesondere ist zu zeigen, daB die 
Resultate von Addition und Multiplikation wieder Schnitte sind. Das mag anschaulich 
zwar klar sein, muB aber bewiesen werden. Dieser Beweis beruht maBgeblich auf dem 
Archimedischen Axiom. 

Nun zeigt man, daB in g; die Axiome 1-11 erfiillt sind. Der Nachweis von Axiom 3 
beruht z.B. auf der Feststellung, daB mit (A, B) auch (-B,-A) ein Schnitt ist und daB 
(A, B) + (-B,-A)=«-oo, 0),(0, (0» = 0 gilt. 

AbschlieBend nimmt man eine Einbettung von Q in g; vermoge r H « -00, r), (r, (0» E 

g; vor und nennt das entstehende Gebilde R. Die irrationalen Zahlen sind in dieser 
Konstruktion gerade diejenigen Dedekindschen Schnitte (A, B)E g; , fiir die es kein 
rationales Schnittelement r E Q mit A :$ r :$ B gibt. Die Ausfiihrung aller Details ist recht 
mUhevolI, aber es gibt keinen Konigsweg zur Konstruktion von R. 

I RlCHARD DEDEKIND (1831-1916), Professor in Braunschweig, grundlegende Arbeiten zur Zahlentheorie. 
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1.4 Existenz und Eindeutigkeit n-ter Wurzeln in R 

Die Nichtl6sbarkeit der Gleichung x 2 = 2 im Zahlbereich Q war ein Hauptmotiv flir die 
Erweiterung von Q zu R . Wir zeigen nun, daB in R solche Aufgaben 16sbar sind: 

Satz 1.4.1: Zujeder natiirlichen Zahl n ~ 1 undjeder reellen Zahl a ~ 0 existiert genau 

eine Zahl w ~ 0 mit wn = a. Diese Zahl heiBt die n-te Wurzel aus a, in Zeichen 

w=~. 

Beweis: Eindeutigkeit: Aus 0 ~ WI < W2 folgt wf < w2 , aus WI ~ w2 also wf ~ W2 . 

Existenz: Es sei a > o. Zunachst gilt xn = a genau dann, wenn x eine Nullstelle der 

Funktion f(x) = xn - a ist. Zur Ermittlung der Nullstellen von f wenden wir das 

Newtonsche 1 Tangentenverfahren an (Fig. 1.4.1): Wir wahlen einen beliebigen Startwert 

Xo > 0 mit x8 ~ a und legen die "Tangente" g im Punkt (xo,/(xo)) an die Kurve 

y = f(x). Die Nullstelle XI der linearen Funktion gist dann eine Verbesserung von xo, 

und wir erwarten, daB bei fortgesetzter Wiederholung des Verfahrens naherungsweise 
eine Nullstelle vonfberechnet werden kann. Zur analytischen Durchflihrung dieser Idee 
ben6tigen wir die Gleichung der Tangente. Aus der Bemoullischen Ungleichung 

1 + nh ~ (1 + h)n folgt mith = ~ -1 flir allex ~ 0 die Ungleichung 1 +n(~ -1) ~ xn . 
Xo Xo x8 

Nach Multiplikation mit x8 und Subtraktion von a ergibt sich daraus 

g(x) = (x8 -a)+nx8-I(x_xo)~xn -a=f(x) fliralle x~O. 

Also stellt die Iineare Funktion g wirklich eine Tangente anfim Punkt (xo,/(xo)) mit 
n 

Nullstelle bei XI = Xo - Xo :_~ dar. Wegen (*) ist g(O) ~ 0 - a < 0 ~ x8 - a = g(xo). 
nxo 

Somit gelten 0 < XI ~ Xo und 0 = g(xl) ~ xf - a (nochmals (*)). Wir k6nnen daher das 
Verfahren mit X I statt Xo wiederholen. Auf diese Weise erhalten wir induktiv Zahlen 

Wegen Axiom 11 existiert das Infimum w = inf {Xj :j EN}. Wir zeigen wn = a: Durch 

Umstellen von (**) folgt X j+1 . n· xrl + x'j - a = nx'j , und der Ubergang zum Infimum 

liefert wegen 1.2.2 W· n· wn- I + wn - a = nwn, also wie gewiinscht wn = a. • 
I ISAAC NEWTON (1643-1727), Professor in Cambridge, herausragender Physiker und Mathematiker. 
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Beispiel 1.4.2: Eine Quadratwurzelberechnung 

Wir wenden die Methode zur Berech­
nung von Quadratwurzeln an. Fur n = 2 
vereinfacht sich die Fonnel (**) nach 
KOrzen zu 

x; -a 1 ( a) 
Xj+l =Xj- 2xj =2" Xj+ Xj . 

Diese Vorschrift ist als Heron2-Fonnel 
oder als babylonisches3 Wurzelziehen 
bekannt. Fig. 1.4.1: Newton-Verfahren 

Ais Beispiel wahlen wir a = 2 und be-

rechnen W =.J2 naherungsweise: Mit Xo = 2 ergibt sich der Reihe nach: 

xl = 1.500000000000000000000000000, 

x2 = 1.416666666666666666666666666, 

x3 = 1.414215686274509803921568627, 

x4 = 1.414213562374689910626295578, 

Xs = 1.414213562373095048801689623. 

17 

x 

Wir sehen, daB sich die Folge sehr schnell stabilisiert und daB .J2 = 1.414 ± 10-3 

eine gute Naherung ist. Die erstaunlich rasche Konvergenz der Folge legt die Fra-

ge nach genaueren Fehlerabschiitzungen nahe. Mit w = Fa erhiilt man wegen 

w2 - a = 0 aus (**) mit der 3. binomischen Fonnel die Umfonnung 

x;-a (w2 -a) 1 (2 2) 
Xj+l-w=Xj -~- w-~ =(Xj -w)+ 2x. W -Xj 

} } } 

= (x· - W{I-_I_(w+x .)) =(x· - w)(x· - w)._I- . 
) 2x· } } } 2x· 

} } 

1m Fall a, Xo ~ 1 ergibt sich also gro6zOgig Ix j+l - wi:$; 0.5 'Ix j - wl2 , eine sog. 

quadratische Konvergenz. 1st beispielsweise der Fehler IXI - wi:$; 10-1, so sind 

I X2 - wi:$; 10-2 und I x3 - wi:$; 10-4 . Die Zahl der gultigen Stellen wird also bei je­
dem Iterationsschritt verdoppelt. 

Aufgabe 1.4.3: Ennitteln Sie JlO naherungsweise auf 2 Dezimalstellen! 

Aufgabe 1.4.4: Beweisen Sie durch Probe ~ = t:{;;~ und ~~ = n.~ fUr a, b ~ O! 

2HERON VON ALEXANDRJA (urn 100 n. Chr.). 
3Mesopotamische Mathematik 4.-2.Jt. v. Chr. 
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1.5 Betrige und Betragsungleichungen, Intervalle 

Bisher haben wir die Ordnungsrelation als ein Hauptwerkzeug benutzt. Zur Untersu­
chung nicht monotoner Prozesse ist dieses Instrument jedoch weniger geeignet. Stattdes­
sen werden wir die Betragsbildung und den Abstandsbegriff verwenden. 

Definition 1.5.1: FUr a E R heiSt I a 1= max{a,-a} = J:1 der Betrag von a. 

Beispielsweise sind 1121 = 12, 1-6.51 = 6.5 und Ilg 0.11 = 1, aber der variable Ausdruck 
I x list nur durch Fallunterscheidung zu behandeln: 

{
X flir x ~ 0, 

Ixl= 
-x fUr x < o. 

Satz 1.5.2 (Rechenregeln): FOr aIle a, b E R ge1ten: 

a) Stets ist I a I ~ 0, und es gilt I a I = 0 nur fUr a = 0, 
b) I a + b I :$; I a I + I b I, (Dreiecksung1eichung) 

c) Iial-Ibil :$;Ia-bl, 

d) I a·b I = I a 1·1 b I, 
e) I a I = I-a I· 

Beweis: Die Eigenschaft a) ergibt sich sofort aus der Definition. Zu b): Sind a, b ~ 0 
oder a, b :$; 0, so gilt offenbar la + bl = lal + Ibl. Wir betrachten nun den Fall a < 0 :$; b. 
Falls dabei a + b ~ 0 ausflUlt, so ist la + bl = a + b < b = Ibl :$; lal + Ibl. 1st aber a + b < 0, 
so fo1gt la + bl = -(a + b) = -a - b :$; -a = lal :$; lal + Ibl. Zu c): Aus lal = la - b + bl :$; 

la - bl + Ibl folgt lal-Ibl :$; la - bl· Entsprechend zeigt man Ibl-Ial :$; la - bl. Zu d): Die 
Behauptung ergibt sich durch Untersuchung der Hille 1) 0 :$; a, b, 2) a < 0 :$; b und 
3) a, b < O. Die Eigenschaft e) folgt aus d) mit b = -1. • 

Definition 1.5.3: Je zwei Zahlen a, b E R mit a :$; b legen folgende Intervalle fest: 

[a,b] = {xER:a:$;x:$;b}, 
(a, b) = {xER: a <x < b}, 
[a, b) = {XER: a:$;x < b}, 
(a, b] = {xER: a <x:$; b}. 

(abgeschlossenes Intervall) 
(offenes Intervall) 

(rechtsoffenes Intervall) 
(linksoffenes Intervall) 

Mit diesen Begriffen lassen sich Losungsmengen von Betragsungleichungen gut be­
schreiben. Ais Beispiel bestimmen wir die Menge U = {x: Ix - al < c} fUr eine fixierte 

Zahl a E R und beliebiges c> O. Es ist 

I x - a I < c <=> x - a < c und -(x - a) < c <=> x < a + c und -x + a < c 
<=> x < a + c und a - c < x <=> X E (a - c, a + c) . 

Also ist U = {x: I x - a I < c} = (a - c, a + c) ein offenes Intervall mit Mittelpunkt a. 

Diese Menge heiBt auch eine c-Umgebung von a. 
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Aufgaben zu Ungleichungen und Betragen 

Zum Losen von Ungleichungen und Betragsungleichungen verwendet man die Oblichen 
Techniken, wie sie auch fUr das Losen von Gleichungen benutzt werden. FOr das Setzen 
des Relationszeichens sind jedoch die Monotoniegesetze Axiom 9, Axiom 10 und 
Satz 1.1.1 zu beachten! Insbesondere kehrt sich das Zeichen :s; bei der Multiplikation mit 
negativen Zahlen urn! 

Aufgabe 1.5.4: Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Ungleichungen: 

a) 2(x - 1) > 5 - 3x, b) (x - 2) (x2 + 2) > 0, ) x + I 3 
C --> . 

x+2 

Aufgabe 1.5.5: Bestimmen Sie durch geeignete Fallunterscheidungen die Losungsmen­
gen der folgenden Betragsungleichungen: 

a) Ix + 21 < 3, c) Ix - II + Ix - 21> 2. 

• Quadratische Ungleichungen lost man auch haufig mit der Methode der quadrati­
schen Erganzung: 

Beispiel 1.5.6: Wir bestimmen die Losungsmenge von x2 - 6x - 2 < o. 
Losung a: Wir erganzen den Teil­
ausdruck x2 - 6x zu einer bin om i­
schen Formel und erhalten folgende 
aquivalente Umformungen: 

x2 -6x-2 

(x-3f-3L 2 

(x - 3)2 

Ix- 31 

< 

< 

< 

< 

o 
o 

32 +2=11 

Die Losungsmenge ist also das offe­
ne Intervall 

L = (3 - Jil , 3+ Jil ). 

Losung b: Eine andere Methode besteht 
darin, statt der Ungleichung zunachst die 
Gleichungf(x) = xL 6x-2 = 0 zu losen: 
Die Losungsformel ergibt 

xl,2 = 3 ±J9+2 = 3 ± Jil, 
und innerhalb der Intervalle II =(-00, x2), 

12 = (x2' XI)' 13 = (xI' 00) konnen keine 

Vorzeichenwechsel mangels weiterer 
Nullstellen vorliegen. Mit drei beliebig 
gewiihlten PrOfpunkten entscheidet man 
das Verhalten innerhalb der Intervalle: 
j{-IO) = 100+60-2> 0,j(0) = -2 < 0 und 
j{IO) = 100-60-2> o. Daraus folgt 

L=I2 = (x2,xl) wie bei a). 

Aufgabe 1.5.7: Losen Sie: 

a) sin(2x) > 0, b) Ig(5x -x2) > 0.1, 

Aufgabe 1.5.8: Zeichnen Sie die Signum-Funktion sgn(x) = {~xl/ x filr x;l; 0, 

rurx=O! 
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2.1 Grundbegriffe 

Funktionen werden in der modemen Mathematik losgelost von der Frage ihrer Berech­
nungsmoglichkeit zunachst als rein statische Objekte der Mengenlehre definiert: 

Definition 2.1.1: Eine Funktion ist ein Tripel (X, f, y), wobei X und Y beliebige Men­
gen sind und wo J, der Graph der Funktion, eine Teilmenge von X x Y mit der 
folgenden Eigenschaft ist: 

Sind (x, YI)' (x, Y2) E f, so istYI = Y2 . (Nacheindeutigkeit) 

Die Mengen X und Y heiBen Vor- bzw. Nachbereich der Funktion J, und die 
Teilmengen 

O(f) = { X EX: Es existiert ein Y E Y mit (x, y) E f} und 

W(f) = {y E Y : Es existiert ein x E X mit (x, y) E f} 

heillen Dejinitions- bzw. Wertebereich vonl 

Wegen der Nacheindeutigkeit gehOrt zu jedem x E O(f) genau ein Y E Y mit (x, y) E J, 
und dieser Wert Y heiBt Funktionswert zu x und wird durch Y = I (x) bezeichnet. Anstelle 
der Schreibweise (X, J, Y) benutzen wir meist die ausdrucksvollere Symbolik I: X ~ Y 
oder schreiben einfachl Gelegentlich werden wir auch x H Y statty = I(x) verwenden. 
Zwei Funktionenf X ~ Yund g: X ~ Y sind gleich, wenn sie wertverlaufsgleich sind, 
d.h. wenn O(f) = O(g) und wenn g(x) = I (x) fUr aile x E O(f) gilt. 

Eine Funktion I = (X, f, Y) heiBt eine Funktion von X in Y, wenn O(f) = X gilt. Gelten 
O(f) = X und W(f) = Y, so heiBt I eine Funktion von X aul Y. SchlieBlich heiBt die 
Funktion/voreindeutig (oder eineindeutig), wenn/(xI) = l(x2) stets Xl = x2 impliziert. 

Die Verkettung von Funktionen: Sind I: X ~ Y und g: Y ~ Z zwei Funktionen, so 
laBt sich durch Aneinanderfilgen eine neue Funktion go I: X ~ Z durch 

(go f)(x) = g(f(x» fUr aile x E O(go f) = {x E O(f):f(x) E O(g)} 

defmieren. Diese Funktion heiBt Verkettung, Superposition oder auch Nacheinanderaus­
luhrung von lund g, und I bzw. g heiBen innere bzw. auftere Funktion von go I 

Eine Funktion g heillt inverse Funktion oder Umkehrfunktion zu f, in Zeichen g = I-I, 
falls (go I)(x) = x und (fo g)(y) = y fUr aile x E O(f) und aile y E O(g) gelten. Die 
Existenz von Umkehrfunktionen kann mit folgendem Kriterium iiberprtift werden: 

Satz 2.1.2: Eine Funktion/: X ~ Ybesitzt genau dann eine Umkehrfunktion, wennl 

eineindeutig ist. In diesem Fall ist O( 1-1) = W(f). 

H. Junek, Analysis
© B. G. Teubner Stuttgart · Leipzig 1998
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Darstellungsmoglichkeiten fUr Funktionen 

So vielseitig der Anwendungsbereich des Funktionskonzepts ist, so vieiseitig ist auch die 
Moglichkeit der Darstellung von Funktionen einschlieBlich ihrer Vor- und Nachteile: 

• Tabellarische Darstellung: Wertetabellen, 

• Analytische Darstellung: 

• Algorithmische Darstellung: 

• Graphische Darstellung: 

Funktionsgleichungen, Funktionalgleichungen, 

Programme und Algorithmen, 

Balkendiagramme, Kurven, Flachen. 

Zur graphischen Darstellung einer reellen Funktion y = j{x) mit einer reellen Veranderli­
chen x ist die Zeichenebene R2 geeignet: Die Paare (x, j{x» E R2 werden einfach als 
Punkte der Ebene interpretiert. In vielen Fallen entsteht hierbei eine Kurve, es konnen 
aber auch andere seltsame Punktmengen entstehen. Wir betrachten einige Beispiele: 

Fig. 2.1.1: Eine glatte Kurve 

y { lfilrxEQ 
D(x) = 0 fur x E R \ Q 

Jede grapbische Darstellung 
dieser Funktion muS mangelhaft 
sein. (Warum?) 

Fig. 2.1.3: Die Dirichlet-Funktion 

f(x) = Int (x) y 

x -
~ 

Fig. 2.1.2: Eine Sprungfunktion 

y Aktienentwicklung 

Fig. 2.l.4: Bine rauhe Funktion 

Reelle Funktionenf: R x R ~ R mit zwei reellen Veranderlichen, z = f(x, y), konnen 
entsprechend als Flachen im Raum veranschaulicht werden (s. Fig. 8.5.1). 

Aufgabe 2.1.3: Bestimmen Sie die Gleichung der Umkehrfunktion zuf(x) = 2x - 6 ! 
Zeicbnen Sie be ide Funktionen im x-y-Koordinatensystem! Wie liegen die Graphen 

zueinander? Entsprechend fUr f(x) = Jx + 4 ! 

Aufgabe 2.1.4:. Prilfen Sie, ob die Punktmenge {(x, y) E R2: y2 - x2 = O} Graph einer 
Funktion sein kann! 
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2.2 Monotone Funktionen 

Wir wollen reelle Funktionen f R ~ R mit Hilfe der Ordnungsrelation untersuchen. 
Der folgenden Begriffsbildung kommt bei diesem Vorgehen besondere Bedeutung zu. 

Definition 2.2.1: Eine Funktionf R ~ R heiBt (streng) monoton wachsend auf einer 
Menge M s;;;; D(f), wenn fur aile x, X' E M aus x < x' stetsf(x) ~ f(x') (bzw. 
f(x) <f(x'» folgt. Entsprechend defmiert man monoton fallende Funktionen. 

Die Potenzfunktionen fn(x) = xn sind flir n E N* auf R.. streng monoton wachsend. 

Satz 2.2.2 (Erster Hauptsatz uber monotone Funktionen): 1st eine Funktion 
f: I ~ W(f) auf dem Intervall I streng monoton wachsend, so hatfeine Um-

kehrfunktionr' : W(f) ~ I, die selbst streng monoton wachsend ist. 

Beweis: Aus x -:f.: x' folgt jedenfalls f (x) -:f.: f (x'), denn fist streng monoton wachsend. 

FolgJich besitztfnach Satz 2.1.2 eine Umkehrfunktionr' : W(f) ~ I. Diese Funktion 
ist selbst streng monoton wachsend, denn glibe es Elemente y, y' E W(f) mit y < y', aber 

x = r' (y) ~ r' (y') = x', so wurde durch Anwendung vonfwegen der Monotonie die 
Ungleichungf(x) = y ~ y' = f(x' ) folgen. Widerspruch. -

• Die Wurzelfunktionen!n(x) = 1.{; sind als Umkehrfunktionen der Potenzfunktionen 

auf R.. streng monoton wachsend. 

Aufgabe 2.2.3: Beweisen Sie: Eine Funktion fist auf einem Intervall I genau dann 
streng monoton wachsend, wenn flir aile a, bEl mit a -:f.: b die Ungleichung 

f(b)- f(a) > 0 gilt (geometrische Interpretation: Aile Sekanten haben positiven 
b-a 

Anstieg). 

2.3 Exponential- und Logarithmusfunktionen 

Exponentialfunktionenf(x) = aX mit a > 0 und a -:f.: 1 gehOren im Hinblick auf die An­
wendungen zu den wichtigsten Funktionen. Sie treten insbesondere bei der Beschrei­
bung von Evolutionsprozessen (z.B. Wachstums- und Sterbeprozesse) und auch in der 
Wahrscheinlichkeitstheorie auf. Doch wie konnen sie definiert werden? Was bedeutet 
beispielsweise 21t? In diesem Abschnitt werden wir die Funktionenf(x) = aX auf gene­
tische Weise, also durch schrittweise Erweiterung des Definitionsbereiches beginnend 
bei N bis hin zu R einflihren. Alternativ werden wir spliter Exponentialfunktionen auch 
durch Potenzreihen definieren. Wir begnugen uns mit dem Fall der Basis a > 1. 
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Definition 2.3.1: Es sei a > l. Wir definieren: 

1) aO = 1, 

2) a" = a . a"-I flir n E N*, (Wiederholte Multiplikation!) 

1 * 3) a-n = - flir n EN, (Existenz der Division!) 
an 

4) if = a!f! = ~ = ( ~ r flir r = ~ E Q, (Existenz der Wurzel!) 

5) cr = sup {if: r E Q und r < x } flir x E R. (Vollstandigkeitsaxiom!) 

Die so definierte Funktionf(x) = cr heiBt Exponentialfimktion zur Basis a. 

Die Defmition 2.3.1 erfordert einige Rechtfertigungen: 

Zu 4): Es seien zwei verschiedene Darstellungen r = ~ = :: gegeben. Dann ist 

nr-;;; nlnJ mn' nnJ m'n n'l;;( m· n' = m'· n, und daher gilt va'" = 'iJ a = a = Va'" . Also ist 4) unab-
hangig von der konkreten Darstellung der rationalen Zahl r. 

Zu 5): FOr die Existenz des Supremums ist zu zeigen, daB die Menge Ax = {if: r < x und 

r E Q } nach oben beschrankt ist: Zu x existiert nach l.3.1 eine narurliche Zahl p mit 

x < p. Aus r = !!! < X < P folgen m < np und am < a np , und wegen der Monotonie der n 

Wurzelfunktion ist a ~ = V < ~ a np = a P . Daher ist Ax durch a P nach oben be­

schrankt. SchlieBlich hat man die Vertraglichkeit von 4) und 5) flir x E Q zu zeigen. Wir 
Oberlassen den nicht ganz einfachen Beweis dem Leser. (BemouIlische Ungleichung 
benutzen!) 

Satz 2.3.2 (Grundeigenschaften der Exponentialfunktion): Die in 2.3.1 definierte 
Funktionf(x) = cr hat flir a > 1 die folgenden Eigenschaften: 

1) O(f) = R, 

2) fist streng monoton wachsend auf R, 

3) f(x+y) = a X+Y =axaY =f(x)·f(y) flirallex,YE R, 

4) W(f) = (0, 00 ). 

Beweis: Zu 1): Dies folgt aus der Definition von fund obiger Rechtfertigung. 

Zu 2): Es seien x, x' E R mit x < x' gegeben. Wegen l.3.2 (zweimal anwenden) ex i­

stieren Zahlen r, r' E Q mit x < r < r' < x'. Damit folgt dann aX ::; a r < a r' ::; aX'. 
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Zu 3): Zunachst seien r,s E Q mit r = m. und S =!!... (Hauptnenner!). Nach 1.4.4 ist n n 

FUr reelle x, y schlieBt man dann wie folgt: Es seien Ax = {a': r < x und r EQ} und 

Ay = {aI": s <y und sEQ}. Unter Verwendung von Satz 1.2.2 folgt dann 

aX ·aY = sup Ax . sup Ay = sup(Ax' Ay) = sup {a r+s : r < x,s <y} 

= sup {at: t < x + y und t E Q} = a X+y . 

Zu 4): Zunachst ist aX = (ax/2 )2 ~ 0 als Quadrat. Daher gilt W(f) ~ [0, 00). Wegen 

aX . a -x = aO = 1 ist aX *" 0 flir aile x E R. Das zeigt W(f) ~ (0,00). Umgekehrt haben 

wir noch zu zeigen, daB zu jedem c > 0 ein x E R mit aX = c existiert. Ein Kandidat ist 
die Zahl x = sup {r E Q: a' ~ c}. Den strengen Nachweis hierfUr wollen wir aber uberge­
hen (nochmals Bemoullische Ungleichung und Archimedisches Axiom). -

Es ist ganz erstaunlich, daB die Exponentialfunktionen durch die Bedingungen 1-3 aus 
Satz 2.3.2 bis auf die Wahl der Basis a bereits bestimmt sind: 

Charakterisierungssatz 2.3.3: Es seif: R ~ Reine Funktion mit folgenden Eigen­
schaften: 

1) D(f) = R, 
2) fist streng monoton wachsend auf R, 
3) flir aile x, y E R istf(x + y) = f(x) . f(y). 

Dann giltf(x) = aX mit a = f(l) > 1 flir aile x E R. Insbesondere ergibt sich 
W(f) = (0, 00). 

Beweis: Wegen 2) existiert ein Xo E R mit f (xo) *" 0, und aus f (xo) = f (xo + 0) = 
f(xo) . f(O) folgt nach Divisionf(O) = I. Das ergibt a = f(l) > f(O) = 1 wegen 2). Fur 

aile x E R und n E N* istf(nx) = f(x + ... + x) = (f(x)~ nach 3). Speziell ergibt sich flir 

x = ~ die Formel {!(~)r =f(n'~)=f(m)=f(l)m =am , also f(~)=a~. Das 

zeigtf(r) = a' flir aile rE Q+. Ausf(x) . f(-x) = f(x - x) = f(O) = 1 folgtf(-x) = 

f(x)-I fur aile x E R. Insbesondere gilt also f(r) = a r auch flir negative x E Q. Hier­
aus folgt nun 

aX = sup {a': r <x und r EQ } = sup {f(r): r <x und r EQ } ~f(x)' 

also aX ~ f(x) flir aile x E R. Ebenso ist a -x ~ f( -x), und das Umstellen ergibt 

f(x) ~ aX. Beide Ungleichungen zusammen zeigen f(x) = aX. -
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• Die Logarithmusfunktionen: Die Umkehrfunktion g = loga zur Exponentialfunktion 

f(x) = cr mit a > 0 und a*"1 heiBt Logarithrnusfunktion zur Basis a. Es gilt also 

x = loga y genau dann, wenn cr = y . 

Logarithmusfunktionen zur Basis 2, 10 und e bezeichnet man kurz durch Id, Ig und In. 

Aufgabe 2.3.4: Formulieren Sie filr die Logarithmusfunktionen Satze, die den satzen 
2.3.2 und 2.3.3 entsprechen! Zeichnen Sie den Graphen der Funktionf= Ig ! 

• Umrechnung von Exponentialfunktionen verschiedener Basen 

Problem 2.3.5: Wir suchen eine Umrechnung von cr auf bY ! 

I Losung: Der Ansatz cr = bY ist aquivalent zu x . 10gb a = y (Logarithmieren!). 

Also gilt aX = bX 10gb a filr aile a, b > 0 mit a, b *" 1 und aile x E R. 

• Umrechnung von Logarithmusfunktionen verschiedener Basen 

Problem 2.3.6: Wir suchen eine Umrechnungsformel von 10gb y auf loga y 

Losung: Mit x = log a y isty = cr = bx·logha (nach 2.3.5). Logarithmieren zur 

Basis b ergibt 110gb y = x ·Iog b a = loga y . 10gb a.1 
Mit b = 10 und a = e ist beispielsweise Ig y = In y . Ig e. 

Aufgabe 2.3.7: Zeichnen Sie die Graphen von./i(x) = 2x,fix) = 3X und.f3(x) = O.5X ! 

Machen Sie sich die aus 2.3.5 resultierende Formel 3x = 2 x.ld3 auch an den Graphen 
klar! (Dehnung der Zeichenebene in x-Richtung) 

Aufgabe 2.3.8: Wachstum mit beschrankten Ressourcen wird oft mit der Formel filr das 
I 

logistische Wachsturn f(x) = mit freien Parametem C, a > 0 modelliert. 
I+Ce-a 'x 

Man skizziere einige Graphen und passe die Parameter auff(O)=O.1 undf(l)=0.8 an! 

• Die hyperbolischen Funktionen: Die Funktionen 

eX +e-x 
und cosh x = ---

2 
heiBen Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus. 

Aufgabe 2.3.9: Zeichnen Sie die Graphen und beweisen Sie die Additionstheoreme: 

sinh (x + y) = sinh x . cosh y + cosh x . sinh y, 
cosh (x + y) = cosh x . cosh y + sinh x . sinh y, 
cosh2 x - sinh2 x = 1 ! 

Nicht nur die Ahnlichkeit zu den Additionstheoremen der trigonometrischen Funktio­
nen, sondem auch geometrische Hintergrunde (Polardarstellung von Ellipsen und Hy­
perbeln, euklidische und hyperbolische Geometrie) erklaren die Namensgebung. 
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2.4 Ganzrationale Funktionen 

Wir wollen die Struktur ganzrationaler Funktionen etwas ausflihr!icher betrachten. Die 
Bedeutung dieser Funktionen besteht darin, daB sie elementar zu definieren sind, in 
vielen Anwendungen aufireten, numerisch gut zu behandeln sind und sich hervorragend 
zur Approximation komplizierterer Funktionen eignen (siehe 3.5.1 und 6.6). 

Definition 2.4.1: Eine Funktionf: R ~ R heiBt eine ganzrationale Funktion, wenn es 

eine Darstellung der Form f(x) = anxn + ... + alx l + ao flir aile x E R gibt. 1st 

dabei an "# 0, so heiBt n der Grad von! 

Ein wichtiges Problem der Mathematik ist die Bestimmung der Nullstellen ganzrationa­
ler Funktionen. FOr quadratische Funktionenf(x) = x2 + px + q gibt es die bekannten 
Losungsformeln, flir ganzrationale Funktionen hoher Ordnung (n ~ 5) existieren derar­
tige Wurzelformeln aber nicht mehr. Was kann trotzdem Ober die Existenz und Anzahl 
der Nullstellen gesagt werden? Wir beginnen mit folgender Beobachtung: 

Satz 2.4.2: Eine Zahl Xo E R ist genau dann eine Nullstelle der ganzrationalen Funkti­

onfvom Grad n > 0 , wenn es eine Zerlegungf(x) = (x - xo) . g(x) mit einer 

ganzrationalen Funktion g vom Grad n - 1 gibt. 

Beweis: Die Polynomdivision ergibt eine Zerlegungf(x) = (x - xo) . g(x) + r , wobei g 

vom Grad n - 1 und r = const sind. FOr x = Xo ist 0 = f(xo) = 0 . g(xo) + r, also r = O. -

Satz 2.4.3: Eine ganzrationale Funktion f vom Grad n > 0 kann hochstens n 
(verschiedene) Nullstellen haben. 

Beweis: Wir flihren den Beweis durch vollstandige Induktion. Jede !ineare Funktion 
f (x) = ax + b mit a "# 0 hat genau eine Nullstelle. 1st nun f eine Funktion vom Grad n+ 1 
und ist Xo eine Nullstelle von f, so kann nach 2.4.2 die Zerlegung f (x) = (x - xo)-g(x) 

vorgenommen werden. Jede weitere Nullstelle x"# Xo vonfmuB dann aber eine Nullstel­

Ie von g sein, und ghat nach Induktionsvoraussetzung hochstens n Nullstellen. _ 

n n 
Satz 2.4.4 (Prinzip des Koeffizientenvergleichs): Aus ~>kxk = ~)kxk flir aile 

k=O k=O 
x E R folgt ak = bk flir aile k. Jede ganzrationale Funktionfist also auf genau eine 

Weise als Polynom darstellbar, und ihr Grad ist eindeutig bestimmt. 

Beweis: Wir beweisen zunachst den folgenden SpezialJall: 

Aus f(x) = anxn+"+alxl +ao= 0 flir aile x E R folgt ak= 0 flir aile k= 0, ... , n. 

Angenommen, dies ware falsch. Es sei k der groBte Index mit ak "# o. Dann istfvom 

Grad k. Dafnach Voraussetzung unendlich viele Nullstellen hat, gilt k = 0 nach 2.4.3. 
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Das zeigtal = ... = an = o und f(x) = ao ~ 0 im Widerspruch wf(x) == O. Der allgemei-
n 

ne Fall wird durch Subtraktion auf die Gleichung ~)ak - bk )xk = 0 zuriickgefiihrt. -
k=O 

Zuriick wr Existenz von Nullstellen. Wir werden in 8.4 zeigen, daB im Korper C der 
komplexen Zahlen jede ganzrationale Funktion vom Grad n auch n Nullstellen hat. Die 
reelle Version hiervon ist der von GAUSS· 1799 bewiesene: 

Satz 2.4.5 (Fundamentalsatz der klassischen Algebra, reelle Version): Jede ganzratio­
nale Funktionf(x) = an·xn + ... +a.·x + ao liiBt sich in ein Produkt aus linearen 

und quadratischen Funktionen zerlegen (vgl. 8.4.3). 

Aufgabe 2.4.6: Beweisen Sie die folgende Aussage! 

Stimmen zwei ganzrationale Funktionen fund g vom Grad n an mindestens (n + 1) 
Stellen iiberein, so sind sie wertverlaufsgleich. 

(Hinweis: Betrachten Sie die Differenz h = f - g und wenden Sie 2.4.3 an.) 

Historische Bemerkungen: Das Losen von Gleichungen n-ter Ordnung, also von Glei­

chungen der Form xn +an_IXn- 1 + ... + alx+aO=O, ist ein zentrales Problem der Ma­

thematik und ihrer Anwendungen. Der Fall n = 2 ist leicht und war bereits in der meso­
potamischen Mathematik bekannt, die Losungen lassen sich mit den bekannten Losungs-

formeln xl,2 = - i ± J a] - ao berechnen. Die Suche nach Losungsformeln fUr hohere 

Ordnungen priigte die Mathematik der Renaissance. DEL FERR02 fand urn 1500 Lo­
sungsformeln fUr die kubische Gleichung, publizierte die Ergebnisse aber nicht. Erst 
CARDANd machte die nach ihm benannten, komplizierten Losungsformeln fUr Glei­
chungen dritten und vierten Grades bekannt, die z.T. auf Ergebnissen von TARTAGLIA 4 

aus dem Jabr 1535 beruhten. Die Suche nach Formeln fUr hOhere Ordnungen blieb w­
niichst erfolglos. Mit seiner Dissertation IOste GAUSS im Alter von 22 Jahren mit dem 
Beweis (des leider nicht konstruktiven) Fundamentalsatzes der klassischen Algebra die 
Frage nach der Existenz von Losungen, wiihrend ABELs und GALOIS6 zeigten, daB fUr 
alle n ~ 5 keine Losungsformeln vom "Wurzeltyp" (Auflosung durch Radikale) existie­
reno Das erkliirt nachtriiglich, weshalb die fast 300jiihrige Suche nach Formeln erfolglos 
bleiben muBte. Die praktische Berechnung von Nullstellen erfolgt in der modernen Ma­
thematik mit Approximationsmethoden (Banachscher Fixpunktsatz, Newtonverfahren, 
Halbierungsverfahren). 

I CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855), Professor in Gilttingen, bedeutendster Mathematiker der Neuzeit. 
2 SCIPIONE DEL FERRO (1465-1526), Professor in Bologna. 
3 GIROLAMO CARDANO (1501-1576), Mediziner, wirkte in Pavia, Padua, Bologna. 
4 NICCOLO TARTAGLIA (I 500(?)-1 557), Rechenmeister in Verona, Brescia und Venedig. 
5 NIELS HENRIK ABEL (1802-1829), lebte in Christiania (he ute Oslo), bedeutender Algebraiker. 
6 EVARISTE GALOIS (1811-1832), wirkte in Paris, Schilpfer der Galois-Theorie. 
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2.5 Trigonometrische Funktionen 

Entgegen unserem bisherigen Vorgehen, die Begriffe und Objekte der Analysis aus 
wenigen Grundtatsachen liber reelle Zahlen aufzubauen, wollen wir bei der Behandlung 
der trigonometrischen Funktionen massive Anleihen an die euklidische Geometrie ma­
chen. Dies aus zweifachem Grund: Erstens hangen die trigonometrischen Funktionen auf 
das engste mit der Geometrie des Kreises und mit Dreiecksberechnungen zusammen, 
und jeder hat wohl seine erste Bekanntschaft mit diesen Funktionen in solchem Zusam­
menhang gemacht. Zum zweiten ist der in der Analysis bevorzugte Zugang, die Sinus­
und Kosinusfunktion durch Potenzreihen (wie in 8.5) zu definieren, zwar sehr elegant 
und leistungsstark, filr den Anfiinger aber recht unmotiviert. Urn dennoch ein sicheres 
Fundament zu haben, werden wir die wichtigsten Rechenregeln filr die trigonometri­
schen Funktionen in 2.5.1 quasi axiomatisch zusammenstellen und uns im weiteren 
ausschlieBlich auf diesen Formelsatz stiitzen. Wer die Beruge auf die Satze der Schul­
geometrie jedoch vermeiden will, kann auch mit der Potenzreihendefmition (8.5.1) star­
ten und hieraus die in diesem Abschnitt bereitgestellten Formeln herleiten. Damit ware 
nachtraglich eine lUckenlose und stilreine Begrundung auch der trigonometrischen 
Funktionen gegeben. Bei der Verallgemeinerung der trigonometrischen Funktionen auf 
komplexe Zahlen in 8.5 gehen wir Ubrigens diesen Weg. 

Welches sind nun die Anleihen an die Geometrie? Es sei K = {(x, y): x2 + y2 = I} die 
Einheitskreislinie im x-y-Koordinatensystem. Wir setzen die Existenz einer Winkelmes­
sung (BogenmaB) voraus. Das ist eine eineindeutige Abbildung P: [0, 21t) ~ K, die jeder 
Zahl u E [0, 21t) einen Punkt p(u) auf K, den Schnittpunkt des freien Schenkels des 
Zentriwinkels u mit dem Kreis K, zuordnet. Sodann definieren wir wie in der Schule 
unter Beachtung der V orzeichen 

cos u = x- Koordinate von P( u) und 

sin u = y- Koordinate von p(u) (vgl. Fig. 2.5.1). 

Durch die Definitionen sin (u + 2k7t) = sin u und cos (u + 2k7t) = cos u filr k E Z werden 
diese Funktionen 21t-periodisch auf ganz R fortgesetzt. Mit den Mitteln der euklidischen 
Geometrie beweist man nun folgende Grundtatsachen: 

Satz 2.5.1 (Funktionale Charakterisierung der trigonometrischen Funktionen): 
Die Funktionen sin, cos: R ~ [-1, 1] haben folgende Eigenschaften: 

a) sin ° = 0, sin 1- = 1, 

b) sin (u ± v) = sin u . cos v ± cos u . sin v, 
cos (u ± v) = cos u . cos v + sin u . sin v, 

c) filralle O<u<1- gilt O<sinu<u< sinu =tanu. 
cos u 

(Anfangswerte) 

(Additionstheoreme) 
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Aufgaben und Erganzungen 

1m weiteren werden wir nur von den in 2.5.1 
aufgelisteten Tatsachen Gebrauch machen 
und hieraus aile uns interessierenden Eigen­
schaften ableiten. 

y 

29 

~ p(u) /' 

tanu 

cosu 1 x 

Es sei bemerkt, daB das Funktionenpaar 
(sin, cos) durch die Bedingungen 2.5.1a)-c) 
sogar eindeutig bestimmt ist. FOr die Expo­
nentialfunktionen waren uns ja solche axio­
matischen Charakterisierungen in 2.3.3 auch 
gelungen. 

Fig. 2.5.1: Trigonometrische Funktionen 

Aufgabe 2.5.2: Leiten Sie die folgenden Formeln als Speziaiflille aus 2.S.Ia)-c) her: 

a) cosO==I, cosf==O, 

b) sin(-u) = -sin u und cos(-u) = cos u fur aile u E R, 

c) cos2 u + sin2 u = 1 fur aIle u E R. 

Hliufig werden wir die folgende Formel benotigen: 

.. 3 F II R ·1· . 2· s - t s + t Beispiel 2.5. : Or a e s, t E gi t sms- SlOt == sm--· cos--. 
2 2 

. W· s + t d s - t D . d d d Bewels: Ir setzen u = -- un v = --. ann sm u + v = s un u - v = t, un 
2 2 

die Behauptung folgt durch Subtraktion der beiden Sinus-Formeln in 2.5.Ib). • 

Aufgabe 2.5.4: Die Sinusfunktion ist auf [-f' f] streng monoton wachsend. 

(Hinweis: Benutzen Sie die Formeln 2.5.3 und 2.S.Ic) zur Argumentation! ) 

Definition 2.5.5: Die Umkehrfunktion zur Funktion sin: [-f' f] -+ [-1, 1] hellit 

Arcussinusfunktion. FOr y E [-1,1] und x E [- f' f] gilt also 

y = sin x ~ arcsiny = x. 

Entsprechend definiert man arccos und arctan als Umkehrfunktionen zu streng 
monotonen Abschnitten der Funktionen cos und tan. 

Aufgabe 2.5.6: Es sei arccos: [-I, 1] -+ [0, 1t] wie beschrieben definiert. Zeigen Sie, daB 

fUr aIle x E [-1, 1] die Beziehung I arcsin x + arccos x == f I gilt! 
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3.1 Zahlenfolgen 

Es ist sehr sinnvoll, Folgen als spezielle Funktionen zu behandeln. 

Definition 3.1.1: Eine (reelle) ZahlenJolge ist eine Funktion a: N ~ R. Die Funkti­
onswerte an = a(n) heiBen Folgenglieder. Wir schreiben auch a = (an)neN = 

(an) = (ao, ai' a2' a3' ... ). Die Menge aller reellen Zahlenfolgen wird manchmal 

durch RN bezeichnet. 

Wie fUr Funktionen allgemein Ublich, so klinnen auch fUr Folgen Rechenoperationen 
eingefUhrt werden: 

1. Addition und Subtraktion: 

2. 

3. 

4. 

Multiplikation: 

Vervielfachung mit einer reellen Zahl: 

Division, falls aIle bn ;F. 0 sind: 

(an) ± (bn ) = 
( an ) . ( bn ) 

A, . ( an) 

(an): (bn ) 

(an ± bn ), 

(an· bn ), 

(A,. an)' 

(an: bn )· 

Die Operationen klinnen benutzt werden, urn Folgen zusammenzusetzen oder in Be­

standteile zu zerlegen. Nebenbei bemerken wir, daB RN mit diesen Rechenoperationen 
ein unendlichdimensionaler Vektorraum wird. 

Definition 3.1.2: Eine Folge a = (an) heiBt: 

a) stationdr, falls an = an+1 fUr aIle n E N gilt, 

b) quasistationdr, falls an = an+1 ab einer Stelle no gilt, 

c) beschrdnkt, falls es eine Konstante K > 0 mit I an I ::; K fUr aIle n E N gibt, 

d) monoton wachsend, falls an ::; an+ I fUr aile n E N gilt. 

Folgen kann man ebenso wie Funktionen auf verschiedene Weise definieren und ver­
anschaulichen. Wir betrachten ein Beispiel und beschreiben die gleiche Folge durch: 

• ein Bildungsgesetz: a = (-1)n+1 . .1 n n fUr n E N* 

• eine Wertetabelle: n 

I 

1 2 3 4 5 ... 

1 
1 

an -
2 3 4 5 

an 

• eine graphische Darstellung r 0 0 0 Q ~ 
als Diagramm: 0 0 0 

0 n 

• eine graphische Darstellung a1 a • . -•... a1 a1 

als Punktfolge: -1 0 1 

H. Junek, Analysis
© B. G. Teubner Stuttgart · Leipzig 1998
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Beispiele ood Aofgabeo 

Beispiel 3.1.3: Wir weisen nach, daB die Folge (an) = (~) monoton wachsend ist. 
n+l 

31 

Losung: Der Ansatz an :s; an+ 1 fUhrt durch iiquivalente Umformungen auf 

n n+l 2 2 --:s; -- <=>(n+2)n:s;(n+ 1)(n+ l)<=>n +2n:S; n +2n+ 1 <=>O:s; 1. 
n+l n+2 

Da aber die letzte Ungleichung wahr ist, so ist auch die erste Ungleichung wahr. 
Das beweist die Monotonie. 

Aufgabe 3.1.4: Zeigen Sie, daB die Folge (bn) = (~) fUr festes c > 1 monoton fliIlt! 

Aufgabe 3.1.5: Zeigen Sie, daB die Folge (an) = (n· Tn )n2>:1 monoton fallend ist! 

Aufgabe 3.1.6: Ermitteln Sie eine Zahl p so, daB die Folge (~~) monoton faIlt! 

n2>:p 

Aufgabe 3.1.7: Es seien aO' bo E R mit 0 < ao < bo gegeben. Zeigen Sie, daB die Folgen 

an+l = Janbn (geometrisches Mittel) und bn+1 = an ~ bn (arithmetisches Mittel) mo­

noton wachsen bzw. monoton fallen und daB an :s; bn fUr aIle n E N gilt! 

Aufgabe 3.1.8: Es sei ao = J2 und an+l = J2 + an . Zeigen Sie, daB die Folge (an) 

monoton wachsend und beschriinkt ist! 

Aufgabe 3.1.9: Zeigen Sie (n). ~ :s; ~ :s; Tk+l flir aIle 0 < k :s; n ! 
k n k! 

Aufgabe 3.1.10: Zeigen Sie, daB die Folge mit den Gliedem an = (1 + ~r fUr n"'?' 1 
monoton wiichst! 

(Hinweis: Weisen Sie die Ungleichung ~ ",? I nach! Benutzen Sie dazu die Bemoul­
an-l 

lische Ungleichung mit h = -~ !) 
n 

Aufgabe 3.1.11: Zeigen Sie, daB die Folge mit den Gliedem an =(l+~r durch die 

Zahl 3 nach oben beschriinkt ist! Zeigen Sie, daB sogar 2.2 :s; an :s; 2.9 flir n"'?' 2 gilt! 

(Hinweis: Benutzen Sie die binomische Formel und die Ungleichung aus 3.1.9 !) 
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3.2 Greozwerte uod Koovergeozkriterieo 

Wir filhren nun den grundlegenden Begriff der Konvergenz von Folgen ein, wie er von 
AUGUSTIN LOUIS CAUCHY (1789-1857) in seinen "Vorlesungen zur Infinitesimalrech­
nung" zur strengen Begrtindung der Analysis entwickelt wurde. 

Definition 3.2.1: Eine F olge (an) heiBt konvergent gegen a, wenn zu jedem c > 0 eine 

Zahl no = no(c) so existiert, daB filr alle Folgenglieder an mit n ~ no die Un-

gleichung I an - al < c gilt. In diesem Fall hei13t a Grenzwert von (an)' und man 

schreibt a = lim an oder lim an = a oder auch an ~ a . In logischen Symbo-
n~<Xl n 

len: a= lim an<=>Vc>03no VnEN:n~no=>lan-al<c. 
n~<Xl 

Wir werden sagen, daB eine Aussage H(n) Uber natUrliche Zahlenfast immer gilt, wenn 
H(n) filr hochstens endlich viele natUrliche Zahlen nicht erfilllt ist. In dieser Formulie­
rung bedeutet lim an = a, daB filr jedes c> 0 fast aile Folgenglieder an in der 

n~<Xl 

c- Umgebung Ue(a) = (a - c, a + c) von a enthalten sind. Eine Folge (an) hei13t konver­

gent, wenn sie einen Grenzwert hat. 1m anderen Fall hei13t sie divergent. 

Satz 3.2.2: Jede Folge hat hOchstens einen Grenzwert. 

Beweis: Angenommen, die Folge (an) hatte zwei Grenzwerte a ~ a'. Wir setzen 

c =Ia -a'1I2 > O. Nach Voraussetzung erfilllen fast aile Folgenglieder die Ungleichun­

gen Ian - a 1< c und Ian - a'l< c. Das ergibt den Widerspruch 

2c=la-a'I=la-an +an -a'l::; la-anl+lan -a'I<2c. -
Satz 3.2.3 (Ein notwendiges Kriterium): Jede konvergente Folge ist beschrankt. 

Beweis: Es gelte an ~ a. Nach Definition gibt es zu Ii = 1 ein no = no(li) mit Ian - al < 1 

filr alle n ~ no' Also ist lanl= Ian - a + al::;lan - al + la 1<1 + la I filr diese n. Setzen wir 

noch L=max{laml:m<no}, so gilt lanl::;L+I+lal nunmehr filr aile Folgen­
glieder. Also ist die Zahl K = L + 1 + I a I eine Schranke. _ 

Folgen mit Grenzwert 0 heiBen Nullfolgen. FUr sie gilt das Dominanzkriterium: 

Satz 3.2.4 (Dominanzkriterium): Gibt es zur Folge (an) eine Konstante K> 0 und eine 

Nullfolge (bn) mit I an I ::; K . I bn I filr (fast) aile n E N, so gilt an ~ O. 

Beweis: Es sei c > 0 fixiert. Nach Voraussetzung gibt es auch zu c' = elK eine Zahl nO 

mit I bn I < c' filr aile n ~ no' Hieraus folgt I an I ::; K . I bn I < K . c' = c filr diese n. -
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Beispiele uod Aufgabeo 

Die in der Defmition 3.2.1 benutzte "Epsilontik" bereitet Anfangem immer wieder 
Schwierigkeiten. Ihre Leistung besteht aber darin, daB sie durch EinfUhrung der Tole­

ranzgroBe & die sonst verschwommenen Begriffe "unendlich nabe, unendlich klein" 
analytisch faBbar macht. 

2n2 . 
Beispiel 3.2.5: Wir zeigen mit dem &- Kriterium 3.2.1, daB -2 - ~ 2 gIlt. 

.n +1 

. 2n2 1 12n2 - 2n2 - 21 2 2! L6sung: Wlr setzen Ian -al= -2-- 2 = 2 = -2-:S; 2<& 
n +1 n +1 n +1 n 

und stellen die Frage, ab welcher Zabl n die Bedingung 4 < & erfUlit ist. Auflo­
n 

sen nach n ergibt n > H· Also wird 3.2.1 mit no= no(&) = In{ H) + 1 befrie­

digt. 

Aufgabe 3.2.6: Weisen Sie mit dem & -Kriterium nach obigem Muster folgende Kon­
vergenzen nach: 

2n 
a)a = --~2 

n n-I ' 

n 
c) an = ~~I, 

vn2 +1 
d) an = qn ~ 0 fUr I q I < 1. 

Aufgabe 3.2.7: Warum ist die Folge (an) = (;) nicht konvergent? 
vn + 1 neN 

(Hinweis: Benutzen Sie Satz 3.2.3!) 

Aufgabe 3.2.8: Benutzen Sie fUr die folgenden Aufgaben das Dominanzkriterium: 

n! 
a)a = -~O 

n n ' n 

n 
c) fUr aile x ~ 0 gilt ~ ~ 0 . 

n! 

(H· . Z b) MI· I· . S· . 1 rn+l + Fn ) S h . mwelse: u : u tip IZleren Ie mit = ~ I. ZU c: c atzen Sle den 
vn+l+vn 

Ausdruck gegen K· _1_ fUr ein geeignetes K> 0 ab und verwenden Sie 3.2.6d).) 
2 n 

Aufgabe 3.2.9: Beweisen Sie folgende Aussagen: 

a) Summe und Differenz von Nullfolgen sind Nullfolgen. 
b) Das Produkt einer beschrankten Folge mit einer Nullfolge ist eine Nullfolge. 
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3.3 Grenzwertsatze 

Als sehr nUtzliche Verallgemeinerung des Dominanzkriteriums erhalten wir: 

Satz 3.3.1 (EinschlieBungskriterium): Gilt an ::; en ::; bn flir (fast) aile n E N und ist 

lim an = lim bn ' so konvergiert auch (en)' und es gilt lim en = lim an = lim bn . n n n n n 

Beweis: Es sei a = lim an . Dann ist I en - a I = I en - an + an - a I::; I en - an I + I an - a I 
::; I bn - an I + I an - a I ::; I bn - a I + I a - an I + I an - a I ~ 0, also en ~ a. -

Eine vielgeUbte Methode in der Mathematik besteht darin, die Untersuchung zusam­
mengesetzter Ausdrucke auf die Untersuchung ihrer Bestandteile zuruckzuflihren. Diese 
Methode fmdet hier ihren Ausdruck in dem folgenden Satz: 

Satz 3.3.2 (Grenzwertslitze): Es gelte an ~ a und bn ~ b. Dann folgen: 

a) an + bn ~ a + b und an· bn ~ a· b, 

b) lanl ~ lal, 
lIb b . 

c) - ~ - und -..!L ~ - , falls aile an :f:. 0 und a:f:. 0 smd. 
an a an a 

Beweis: Aus an ~ a und bn ~ b folgt I an - a I + I bn - b I ~ 0 nach 3.2.9a). Wegen 

I an + bn - (a + b) I = I an - a + bn - b I ::; I an - a I + I bn - b I ~ 0 

ist das Dominanzkriterium 3.2.4 anwendbar und liefert an+bn-(a+b)~O, also 

an + bn ~ a + b. Fur die Produktformel beachten wir zuerst, daB (an) als konvergente 

Folge auch beschrlinkt ist. Mit einem kleinen Trick folgt daher aus 3.2.9a) und 3.2.9b) 

I an·bn - a·b I = I an·bn - an·b + an·b - a·b I::; I an 1·1 bn - b I + I an - a 1·1 b I ~ 0, 

also an· bn ~ a· b emeut mit 3.2.4. Das zeigt a). Die Aussage b) folgt aus 

Ilanl-la II::; Ian - al~ O. Den Nachweis von c) Uberlassen wir dem Leser zur Dbung. -

Obige Grenzwertformeln lassen sich auch auf hohere Rechenoperationen ausdehnen: 

Satz 3.3.3: Es seifeine streng monoton wachsende Funktion, die das Intervall [a, b] 
auf das Intervall [/(a), j{b)] abbildet. Dann folgt aus Xn ~ x auch j{xn) ~ j{x) 

flir aile Folgen (xn) ~ [a, b]. (Anwendbar aufj{x) = aX , log x, ~ .) 

Beweis: Wir behandeln nur den Fall a < x < b. Es sei c> 0 fixiert. Wir habenf(x) - c 
< f(xn ) < f(x) + c flir fast aile n E N zu zeigen. Wir konnen f(a)::; f(x) - c < f(x} 

< f (x) + c ::; f (b) ann ehmen, andemfalls mUBte man c verkleinem. Wir setzen a' = 

f-1(J(x)-c) und b' = f-1(J(x)+c). Dann ist a::; a' < x < b' ::; b. Wegenxn ~ x gilt 

dann fast immer a'< xn < b' und folglichf(x) - c = f(a') <f(xn) <f(b'} = f(x) + c. _ 
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Ubungen zur Grenzwertberechnung 

1. Anwendung des Einschlie8ungskriteriums 

Beispiel 3.3.4: Wir zeigen ~ ~ 1 fUr aIle c > O. 

Losung: Wegen Satz 3.3.2c) genUgt es, den Fall c ~ 1 zu betrachten. Die Bemoul­
lische Ungleichung, die man fUr Wurzel- oder Potenzabschatzungen immer zu Rate 

ziehen sollte, ergibt die EinschlieBung 1:S c :S 1 + C = 1 + n· ~ :S (1 + ~) n, also 

I :S ~ :S I + ~. Wegen 1 + ~ ~ I folgt hieraus auch ~ ~ 1 . (FUr jeden Startwert 
n n 

c > 0 fUhrt das wiederholte Drucken der --.J- Taste auf dem Taschenrechner schlieB­
lich zu der Anzeige 1 im Display!) 

Beispiel 3.3.5: Es gilt sogar tj;; ~ 1 . 

1 ( l)n Losung: Mit der obigen Idee gilt 1:s j;, :s 1 + j;, = 1 + n· j;,:s 1 + j;, . Zieht 

man die n-te Wurzel, so folgt 1:S lfn :s 1 + ),; ~ 1. Das zeigt lfn ~ I, und 

wegen Satz 3.3.2a) oder Satz 3.3.3 konvergieren auch die Quadrate tj;; ~ 1. 

Aufgabe 3.3.6: Zeigen Sie: a) ~ ~ 1, b) ~ n2 + 2n - 5 ~ 1 ! 

2. Anwendung der Grenzwertsiitze 

Beispiel 3.3. 7: Wir berechnen den Grenzwert der Folge (an) = (n2 +23n -1) . 
3n +2 

Losung: Wir wenden die Grenzwertsatze 3.3.2 an. Zur Vermeidung des Quotienten 
00 I 00 kUrzen wir zuerst durch die hochste Potenz von n. Das ergibt 

lim n2 + 3n - 1 = lim n2 (1 + 3 I n - 11 n2 ) 

n 3n2 +2 n n2(3+2In2) 

= lim 1 + 3 I n - 11 n2 

n 3+2 I n2 

lim (1 + 3 I n - 11 n2 ) 
n 

n 

Dabei gibt sich die Existenz der Limites jeweils ruckwirkend. 

Aufgabe 3.3.8: Berechnen Sie die Grenzwerte der Folgen 

( 3n 4 + 1) (n'ff3 + 1) (~n ) (n ) a) (an) = 4 ' b) (an) = , c) (an) = --, d) (an) = Ig- ! 
2n + n 2n + 1 4n + 2 n + 1 
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3.4 Monotone Zahlenfolgen ond Intervallschachtelongen 

FUr monotone Zahlenfolgen lassen sich sehr spezielle Konvergenzkriterien aufstellen. 
Den SchlUssel bildet dabei die folgende Aussage: 

Satz 3.4.1 (Satz von Bolzano l , 1830): Eine monoton wachsende Zahlenfolge (an) ist 

genau dann konvergent, wenn sie beschrankt ist. Dabei gilt Jim an = sup {an: 

n EN}. Entsprechend fUr monoton fallende Folgen: Jim an = inf {an: n EN}. 

Monotone Konvergenz bezeichnen wir einpragsam durch an t a bzw. an i a. 

Beweis: Es sei (an) monoton wachsend und beschrankt. Dann existiert a = sup {an: 

n EN} nach Axiom 11. Wir zeigen a = Jim an' Es sei E> 0 gegeben. Wegen a - E < a 
n 

existiert ein FolgengJied am mit a - E < am ::;; a, und wegen der Monotonie gilt dann 

a - E < am::;; an::;; a fUr aile n;:: m. Also gilt I a - an 1< E filr aile n;:: m. • 

Die folgende Begriffsbildung dient in vielen Flillen als Konvergenzkriterium: 

Definition 3.4.2: Ein Paar «an)' (bn)} von Folgen heiBt eine Intervallschachtelung, 

wenn folgende Bedingungen erfUlit sind: 
a) (an) ist monoton wachsend, und (bn) ist monoton fallend. 

b) FUr aile n E N ist an ::;; bn. 

c) Esgilt(bn-an ) ~ OfUrn ~ao. 

Intervallschachtelungen bezeichnen wir kurz durch (an Ibn)' 

Satz 3.4.3 (Prinzip der Intervallschachtelung): 1st (an Ibn) eine Intervallschachtelung, 

so existiert genau eine Zahl a mit an::;; a ::;; bn fUr aile nEN. Es gilt also 

n [an,bn1 = {a} . Oberdies konvergieren an t a und bn i a, und es gilt die 
nEN 

Fehlerabschiitzung I a - an I ::;; Ibn - an I filr aile n E N. 

Beweis: Wegen am::;; am+n ::;; bm+n ::;; bn gilt am ::;; bn fUr aile Indizes m, n EN. Insbe­

sondere ist jedes bn eine obere Schranke fUr die Menge {am: mEN}. Wir setzen 

a = sup {am: mEN}. Dann gilt wie gewUnscht an::;; a::;; bn fUr aile n E N. Gabe es 

eine weitere Zahl a' mitan ::;; a'::;; bn fUr aile n, so wlireO ::;;Ia' -a I::;; Ibn -an I~ 0, also 

a' = a. Speziell ist Jim bn = inf {bn: n EN} = a. Die Fehlerabschatzung folgt aus a ::;; bn". 
n 

In einprligsamer Form bedeutet das Prinzip der Intervallschachtelung, daB eine Folge 
von ineinandergeschachtelten, abgeschlossenen Intervallen, deren Langen sich auf 0 
zusammenziehen, genau einen Punkt gemeinsam hat. 

I BERNARD BOLZANO (1781-1848), wirkte in Prag. 
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Aufgaben und Anwendungen 

Aufgabe 3.4.4: Zeigen Sie, daB Intervallschachtelungen vorliegen: 

a) (n-7! n+3) b) (~! ~) 
n+2 n+2 neN' n+ 1 n neN. 

I'. 345 Z' S' daB I' ~(_l)k+l .. , (H' . S S' AUlgabe ..: elgen Ie, un £.., eXlstIert. mwels: etzen Ie 
n~oo k=l k 

2n(_I)k+l 2n+lC_I)k+l 
an= L und bn = L . Dann wird (an Ibn) eine Intervallschachtelung.) 

k=l k k=l k 

Aufgabe 3.4.6: Es sei c > 1 fixiert, und es seien (an) und (bn) rekursiv definiert durch 

b d eb _ an +bn 
ao = I, 0 =c un an+l =--, n+l - 2 

bn+1 

Zeigen Sie, daB (an Ibn) eine Intervallschachtelung bildet und daB der hierdurch be-

stimmte Grenzwert Fc ist! Berechnen Sie damit 13 auf vier Dezimalstellen (a priori 
Fehlerabschatzung benutzen) ! Vergleichen Sie auch (bn) mit (xn) aus 1.4.2 ! 

Intervallschachtelungen und Konstruktion reeller Zahlen 

Intervallschachtelungen werden in der 
Schule zur Konstruktion reeller Zahlen, z.B. 

zur Ermittlung von J2, benutzt. Man be­
stimmt dazu zwei N!iherungsfolgen (an) und 

(bn) von n-stelligen Dezimalbruchen derart, 

daB a; :::; 2:::; b; und Ibn - anl= lO-n gelten. 
Dann ist (an Ibn) eine Intervallschachtelung, 

1.4 1.5 

I ' '>' 'oz::::::: ' 
1 ~ 

1.41 1.42 

1.4 

1.41 

1.414 

2 

1.5 

1.42 

1.415 

die die Zahl J2 beschreibt. Eine Variante Fig. 3.4.1: Intervallschachtelung fUr {f 
des Verfahrens werden wir spitter in 5.3.1 als 
Bolzanos Halbierungsverfahren zur Nullstellenbestimmung kennenlemen. 

Die Methode der Intervallschachtelungen kann sogar zu einem kompletten Konstrukti­
onsverfahren fUr den Korper R ausgehend von Q ausgebaut werden. Dabei 
"verschUisselt" man die noch zu konstruierenden irrationalen Zahlen durch Intervall­
schachtelungen (an I bn) mit rationalen Zahlen an' bn· Wenn man fUr an und bn wie oben 

jeweils n-stellige Dezimalbruche mit I bn - an I = lO-n w!ihlt, so gehOrt zu jeder irratio­

nalen Zahl sogar genau eine solche Intervallschachtelung, und man versteht dann ein­
fach unter der zu konstruierenden Irrationalzahl eben diese dezimale Intervallschachte­
lung. SchlieBlich defmiert man in naheliegender Weise eine Addition und eine Multipli­
kation fUr die Intervallschachtelungen und weist die Korperaxiome nacho Das Verfahren 
iihnelt der yom behandelten Dezimalbruchdarstellung reeller Zahlen. Die AusfUhrung 
aller Details ist wiederum muhevoll. 
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3.5 Die natiirliche Exponentialfunktion 

Die bisher entwickelten Hilfsmittel erlauben vollig neue Einsichten in die Exponential­
und Logarithmusfunktionen. Hierzu gehoren vor allem die Approximierbarkeit und die 
Anwendung auf Wachstumsprozesse. Besonders Ubersichtlich gestalten sich die benotig­
ten Formeln fUr die Funktionf(x) = eX mit der Eulerschen Zahl e = 2.718 ... , die wir im 
folgenden definieren wollen. Aus Aufgabe 3.1.1 0 und 3 .l.ll wissen wir bereits, daB die 

durch an = (I +~) n definierte Foige monoton wachst und durch 2.9 nach oben be-

schrankt ist. Daher ist die Foige konvergent, und ihr Grenzwert e = lim (I +.!) n heiBt 
n~<Xl n 

Eulersche Zahl. Wir wissen 2 < e < 3 . Spater werden wir sehen, daB die Zahl e irrational 
ist. Wir verallgemeinem die Formel aufbeliebige Exponenten: 

Satz 3.5.1 (Approximation von eX durch Polynome): FUr jedes x E R gilt 

eX = lim (I +~) n. Die Foige ist fUr n > -x monoton wachsend. 
n~<Xl n 

Beweis: Wir Ubergehen den Nachweis der Monotonie und Beschranktheit, der wiederum 
durch geschickte Umformungen und Anwendung der Bemoullischen Ungleichung ge­
fUhrt werden kann, und wenden uns dem Nachweis der Wertverlaufsgleichheit der 

Funktionen f(x) = lim (I +~) n und eX zu: Zunachst sei r = p > 0 rational. FUr be-
n~<Xl n q 

liebiges kEN" setzen wir m = kq und n = kp. Dann sind ~ = J.- und n = mp , und so-
n m q 

mit ist f(r)= lim(I+~)n = lim(I+~)mp/q =eP/q =er . Nun zeigen wir fe-x) 
n~<Xl n m~cn m 

= f(x)-I fUr aile x E R, und das liefert fer) = er fUr aile r E Q. Die Bemoullische 

Ungleichung ergibt 1- xn
2 

::;; (1- :~) n :s; 1 fUr I x I < n, und somit ist li~ (1- :~) n = 1 

nach dem EinschlieBungssatz. Hieraus folgt nun fe-x) = f(x)-', denn es ist 

f(x)f(-x) = li~ (I +;r 'Ii~ (I-;r = li~ [(I +;)(1-;) r = li~ (1- :~r = 1. 

SchlieBlich sei x E R beliebig gegeben. Wir wahlen eine Foige rationaler Zahlen rn mit 

rn t x. Dann giltex = sup {e rll : n EN} = sup{f(rn): n EN}:s; f(x), dafmonoton wach­

send ist. Weil ebenso e-x ::;; fe-x) = f(x)-' gilt, folgt eX = f(x). • 
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Aofgabeo ood Aoweodoogeo 

Aufgab< 3.5.2: Zeigen Sie, dall (( I + ~r (I + ~r+ 1 
) eine Intervallschachtelung fUr 

e ist, und bestimmen Sie n derart, daB e bis auf 3 Dezimalen genau bestimmt werden 
kann! Erklaren Sie folgenden Effekt: Auf dem Taschenrechner ermittelte Niiherungswer-

te mUssen fUr sehr groBe Werte von n nicht mehr brauchbar sein, fUr n = 1015 ergibt 
sich z.B. anstelle von 2.718 ... nur die Zahl 1. 

Alternative Definition der Zahl e: 
Die Gerade g(x) = 1 + x ist die Tangente an 
die FunktionJ(x) = eX. Das folgt aus 

1 + x::; eX 

nach Satz 3.5.1. Die e-Funktion eX ist also 
unter allen Exponentialfunktionen cr da-

y 

2 

lOX eX 

I /1.5 x 

./ 

durch ausgezeichnet, daB sie die y-Achse 2 x 

unter 45° schneidet (s. Figur 3.5.1). Fig. 3.5.1: Besonderheit der e-Funktion 

Aufgabe 3.5.3 (Kontinuierliche Verzinsung): Zeigen Sie: WUrde ein Kapital Ko bei 

einem jiihrlichen Zinssatz von z = 5% kontinuierlich verzinst werden (d.h., in kleinen 
Zeitintervallen Lit ist der Kapitalzuwachs LIK "" 0.05· Lit . K), so ergabe sich nach Jahres-

frist ein Kapital K 1 = e 0.05 . K 0 "" 1.0513· Ko. Nach einer Zeit t ware K(t)= e z·t. Ko. 

(Hinweis: Zerlegen Sie das Zeitintervall [0, 1] durch die Teilpunkte 0, 1, 1. , ... ,!! und 
n n n 

setzen Sie K~O) = Ko und K<:) = K<:-l) -(1 +~) fUr k = 1, ... , n. Berechnen Sie dann 

den Limes der Folge (K<::») fUr n ~ 00 .) 

Aufgabe 3.5.4: Begrilnden Sie die Gleichung y(t) = y(O)· e -At fUr den radioaktiven 

ZerJall mit der Idee aus Aufgabe 3.5.3! Berechnen Sie die Zerfallskonstante A, wenn 
Ihnen die Halbwertszeit to bekannt ist (to ist durch y(to) = y(0)/2 definiert)! 

Aufgabe 3.5.5 (C 14 -Methode zur Altersbestimmung nach W.LIBBY, Nobelpreis 1960): 
Das Verhiiltnis der Menge des durch kosmische Strahlung standig neu gebildeten radio-

aktiven Kohlenstoffs C 14 zur Menge des stabilen Kohlenstoffs C 12 ist seit der letzten 
Eiszeit in der Atmosphare etwa konstant gebJieben. Durch Stoffwechselprozesse wird es 

daher so in allen Lebewesen reproduziert. Durch Zerfall von C 14 in den fossilen Resten 
der Lebewesen verringert sich das Verhaltnis mit wachsendem Alter der Fossilien. Wie 
alt ist ein Fundstiick, bei dem dieses Verhaltnis auf 30 % des Ursprungswertes abgesun-

ken ist (Zerfallskonstante fUr C 14 ist A = 0.000 12/Jahr)? 
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3.6 Hiufungspunkte 

Zur Erweiterung der Anwendungsmogliehkeiten verallgemeinem wir den Grenzwertbe­
griffund betraehten zur Einstimmung die Folge (+1, -1, +1, -l, ... ), die dureh das Bil-

dungsgesetz an = (_1)n besehrieben werden kann. 1m Gegensatz zu den bisher betraeh­

teten Beispielen zeigt diese Folge fUr n ~ 00 kein definiertes VerhaIten mehr. In jeder 
kleinen Umgebung von + 1 und -1 liegen zwar unendlieh viele Folgenglieder, aber eben 
nieht mehr fast aile! Die betraehtete Folge hat daher Uberhaupt keinen Grenzwert, aber 
die Folgenglieder "haufen" sieh bei + 1 und bei -l. Das gibt AnlaB zur Definition: 

Definition 3.6.1: Eine Zahl a heiBt ein Hiiufungspunkt der Folge (an)' wenn jedes In­

tervall (a-e, a+e) mit e > 0 unendlieh viele Folgenglieder enthalt. Aquivalent: 
Zu jedem e > 0 und jeder Zahl n EN existiert ein Index k ~ n mit I a - ak I < e . 

Grundlegend und typiseh fUr den Bereich R (im Untersehied zu Q) ist nun: 

Satz 3.6.2 (Satz von Bolzano-WeierstraB1): Jede besehrlinkte Zahlenfolge (an) hat 

(mindestens) einen Wiufungspunkt in R. 

Beweis: Wir benutzen das Halbierungsverfahren: Da (an) besehrankt ist, existieren 

Zahlen Ao, Bo mit Ao:5 an :5 Bo fUr aile n EN. Wir setzen no = O. Es sei Co der Mittel­

punkt des Intervalls [Ao, Bo]. Falls das linke Teilintervall [Ao, Co] unendlieh viele Fol-

genglieder enthalt, so wahlen wir ein nl > no mit ani E [Ao, CO] und setzen AI = AO ' 

BI = Co . 1m anderen Fall enthalt [Co' Bo] unendlieh viele Folgenglieder. Wir wahlen 

dann ein nl > no mitan( E [Co' Bo] und setzen AI = Co und BI = Bo. Injedem Fall ent­

haIt [AI' Bd unendlieh viele Folgenglieder, so daB das Verfahren wiederholt werden 

kann. Auf diese Weise entsteht eine Intervallsehaehtelung (Ak IBk) mit Ak :5 ank :5 Bk fUr 

aile k, und die Zahl a* = lim Ak = lim Bk = lim ank ist ein Haufungspunkt von (an)' -

Es sei bemerkt, daB das obige Verfahren im eigentliehen Sinn nieht konstruktiv ist, da 
die Entseheidung, ob ein Intervall unendlieh viele Punkte enthaIt, nieht algorithmiseh 
getroffen werden kann. Trotz dieses grundsatzliehen Mangels ist das Kriterium von 
fundamentaler Bedeutung. Die Analyse des Beweises zeigt Ubrigens, daB wir damit den 
kleinsten Haufungspunkt der Folge (an) konstruiert haben. Der Satz von Bolzano­

WeierstraB laBt daher die folgende Verseharfung zu: 

Satz 3.6.3: Jede besehrankte Zahlenfolge (an) besitzt einen kleinsten und einen groB­

ten Haufungswert, und diese heiBen der Limes inferior bzw. der Limes superior 

und werden dureh lim an bzw. dureh lim an bezeiehnet. 
n n 

I KARL WEIERSTRASS (1815-1897), ab 1856 Professor in Berlin, Emeuerer der Analysis. 



3.6 Hliufungspunkte 

Aufgaben und Erganzungen 

Aufgabe 3.6.4: Bestimmen Sie die Hliufungspunkte der Folge an = (-I)n ~ ! 
n+l 

41 

Definition 3.6.5: Eine Folge (ank ) keN heiBt eine Teilfolge von (an)neN ' wenn 

(nk)keN eine streng monoton wachsende Folge natOrlicher Zahlen ist. 

Beispielsweise sind (a2k)keN und (alk+l)keN zwei Teilfolgen von (an)neN . 

Aufgabe 3.6.6: Zeigen Sie: 

a) Konvergiert an ~ a, so konvergiertjede Teilfolge von (an) auch gegen a. 

b) Zu jedem Haufungspunkt a* von (an) gibt es eine Teilfolge (ank ) mit ank ~ a*. 

(Hinweis: Konstruieren Sie (nk) induktiv, indem Sie der Reihe nach & = 11k setzen.) 

c) Eine beschrankte Folge ist genau dann konvergent, wenn sie einen einzigen Hliu­
fungspunkt hat. 

Aufgabe 3.6.7: Die Menge der Haufungspunkte einer Folge kann sehr dick sein: Die 

Menge { !!! : m, n E N*} der positiven Bruche ist abziihlbar, kann also zu einer Folge 
n 

angeordnet werden. Zeigen Sie, daB jede reelle Zahl x ~ 0 ein Hliufungspunkt dieser 
Folge ist! 

Bifurkationsdiagramme dynamischer Systeme 

r-----------------------~ 
Hliufungspunktmengen von Folgen k()nnen Hiiufungspunkte 
sehr kompliziert sein. In der Theorie der 
dynamischen Systeme, die das sensible 
Langzeitverhalten von ruckgekoppelten 
Systemen studiert, sind sie als Grenzmengen 
von besonderem Interesse. Ein typisches 
Beispiel ist die folgende Schar von Folgen. s 
Sie wird erzeugt durch Iteration der 2.9 4.0 

"logistischen Funktion" fs(x) = s·x .(1- x), Fig. 3.6.1: Bifurkationsdiagramm 
einer Parabelschar mit Parameter 0 ::;; s ::;; 4, 
die das Intervall [0,1] in sich abbildet. FUr festes s bildet man also Folgen nach der Vor­
schrift Xo = 0.5, xn+l = fs(xn) = s·xn·(l - xn) und ermittelt deren Hliufungspunkte. In Figur 

3.6.1 sind die Hliufungspunkte in Abhangigkeit von s dargestellt. 
Wir fUhren schlieBlich noch die uneigentlichen Grenzwerte ±oo ein: 

Definition 3.6.8: Wir schreiben an ~ 00, wenn fUr jede Zahl K > 0 ein Index no E N 

mit an > K fUr aile n ~ no existiert. Der Wert + 00 heiBt ein Hliufungspunkt von 

(an)' wenn es eine Teilfolge(ank ) mit ank ~ 00 gibt. Analog fUr -00. 

Mit dieser Verallgemeinerung hatjede Zahlenfolge (an) einen Hliufungspunkt. 
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3.7 Das Cauchy-Kriterium 

Die Kraft dieses qualitativen Kriteriums liegt darin, die Konvergenz von Folgen auch in 
solchen Fallen nachweisen zu konnen, in denen eine direkte Berechnung des Grenzwer­
tes unter Verwendung der Grenzwertsatze nicht gelingt. Der hierfUr entscheidende Be­
griffwurde 1832 von A. CAUCHY) gefunden: 

Definition 3.7.1: Eine Folge heiBt eine Cauchy- oder Fundamentalfolge, wenn es zu 

jedem c> 0 eine natiirliche Zahl no = no(c) derart gibt, daB fur aile 

m,n ~ no(c) die Ungleichung Ian - aml< c gilt. 

Satz 3.7.2: Jede konvergente Folge ist auch eine Cauchyfolge. 

Beweis: Es sei (an) eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Zu gegebenem 

c 
& > 0 existiert dann eine Zahl no mit I an - al < - fur aIle n ~ no . Flir beliebige m, n ~ no 

2 

folgt dann wie gewlinscht Ian -aml=lan -a +a-amlS;lan -al+la-aml< ~ +~ = c .• 
2 2 

Satz 3.7.3: Jede Cauchyfolge ist beschrankt. 

Beweis: Es sei (an) eine Cauchyfolge. Zu c = 1 existiert nach Voraussetzung ein Index 

no mit lan-anol<lfUr aIle n~no. Dann gilt fur diese n auch lanl=lan-ano + ano IS; 
Ian -a11o 1+ la110 IS; 1 + la110 I· Setzt man nun K = max{ 1 + la110 1, laol, .. · ,la11o -11}' so gilt 

• 
Satz 3.7.4 (Cauchysches Konvergenzkriterium): Eine Folge (an) ist genau dann kon­

vergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist. 

Beweis: Eine Richtung haben wir schon in 3.7.2 gezeigt. Umgekehrt sei (an) nun eine 

beliebige Cauchyfolge. Wegen Satz 3.7.3 ist sie beschrankt und hat daher nach dem Satz 
von Bolzano-WeierstraB einen Haufungspunkt a. Wir zeigen, daB a sogar Grenzwert der 

Folge ist. Dazu sei c> 0 beJiebig gegeben. Wir wahlen ein no = no(c) derart, daB 

I an - ami < ~ fur aile n, m ~ no gilt. Nach Definition des Haufungspunktes existiert ein 
2 

Index m' ~ no mit I a - am' I < ~ , und hieraus folgt fur aIle n ~ no die Abschatzung 
2 

I AUGUSTIN LOUIS CAUCHY (1789-1857), Professor in Paris. Grundlegung der Analysis durch prllzisierten 
Grenzwertbegriff, bahnbrechende Arbeiten zur Analysis und Mathematischen Physik. 

• 
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Umwandlung periodischer Dezimalbriiche in gemeine Briiche 

Vorbereitung: Wir zeigen, daB fUr jede beschrankte Zahlenfolge (ak) die Folge (sn) mit 
n 

den Gliedem sn = ~>k ·IO-k konvergiert: Es sei K eine Schranke fUr (ak). Fur belie­
k=1 

bige m > n ~ 0 gilt dann (mit 1.1.7) die Abschatzung 
m m m 

ISm -snl= ~>k IO-k :$; L lakl· IO - k :$; K· L IO-k :$; K·IO-n. 
k=n+l k=n+l k=n+l 

Fur n~lg(K/&) gilt IOn ~K/&, und somit ist ISm-snl:$;K·IO-n <5. Also ist (sn) 

eine Cauchyfolge, mithin ist sie konvergent. 

Anwendung: 1st (ak) eine Folge von "Dezimalziffem" aus der Menge {0,I, ... ,9}, so 

bedeutet obige Aussage, daB die formale Dezimalbruchentwicklung S = 0.ala2a3 ... auch 

als Grenzwert der Folge (sn) aufgefaBt werden kann. Hieraufberuht auch ein 

• Verfahren zur Umwandlung periodischer Dezimalbruche in gemeine Bruche: 

Es sei S = 0.13131313 ... = 0.13. Dann ist IOOs = 13.13. Die Subtraktion ist nach den 

Grenzwertsatzen moglich und ergibt 99s = 13, also S = -M. 
Aufgabe 3.7.5: Wandeln Sie urn: s = 0.123; s = 0.123456789; s = 0.32 und s = 6.42I! 

Die Cantorsche Konstruktion reeller Zahlen: Von CANTOR2 stammt eine auf 
Cauchyfolgen basierende Methode zur Konstruktion von R. Jede Cauchyfolge rationaler 
Zahlen konvergiert in R, und umgekehrt laBt sich jede reelle Zahl als Grenzwert einer 
Cauchyfolge rationaler Zahlen schreiben (s. 1.3). Damit ist das Vorgehen klar: Wir set­
zen die Existenz des geordneten Korpers Q voraus und bilden die Menge <I> aller 
Cauchyfolgen (r n) von rationalen Zahlen. Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~ in <I> 

durch (rn) ~ (sn) <::> lim (rn - sn) = O. Es sei A = <l>/~ = ([ern)]: (rn) E <I>} die Menge 
n~oo 

aller zugehorigen Aquivalenzklassen. Auf A definiert man eine Addition und eine Mul­
tiplikation durch [ern)] + [(sn)] = [(rn+sn)] und [(rn)l[(sn)] = [(rn·sn)] und eine Ordnung 

durch [(sn)] < [ern)] genau dann, wenn fast immer sn < rn gilt. Der Nachweis der Repra­

sentantenunabhangigkeit der Definitionen ist sehr leicht, eben so der Nachweis der Kor­
peraxiome (Axiom 1 - 10). Mit etwas mehr Muhe zeigt man dann, daB jede monoton 
wachsende und beschrankte Folge von Aquivalenzklassen ein Supremum hat, und hier­
aus folgt dann das Vollstandigkeitsaxiom II. SchlieBlich bettet man den Korper Q in A 
ein, indem man die rationalen Zahlen mit den stationaren Folgen rationaler Zahlen iden­
tifiziert, und nennt dieses Gebilde den Korper R der reellen Zahlen. Die irrationalen 
Zahlen R \ Q sind in dieser Konstruktion Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen. 

2 GEORG CANTOR (1845-1918), Professor in Halle. ScMpfer der Mengenlehre. 
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3.8 Der Banachsche Fixpunktsatz 

Ein Hauptanliegen der Mathematik besteht im Losen von Gleichungen. Zunachst wird 
man durch geschickte algebraische Umformungen ein Auflosen nach der oder den Un­
bekannten versuchen. Das gelingt in einer Reihe wichtiger Hille, insbesondere im Fall 
linearer oder quadrati scher Gleichungen, und es gibt leistungsflihige computerimple­
mentierte Formelmanipulationssysteme, die eine starke Hilfe sind. Doch nicht jede Glei­
chung kann trotz nachweisbarer Existenz einer Losung auch nach der gesuchten Unbe­
kannten mit elementaren Umformungen aufgelost werden. Hierzu gehort z.B. die harm­
lose Gleichung x = cos x (Probieren Sie es selbst!). In soIchen Hillen - und das ist bei 
vielen praktischen Problemen fast die Regel - ist man auf numerische Naherungsverfah­
ren angewiesen: 

Satz 3.8.1 (Banachscher1 Fixpunktsatz): Es sei I ein abgeschlossenes Intervall in R, 
und es sei g eine Funktion von I in I. Falls es eine Kontraktionskonstante q mit 
o < q < 1 und I g(x) - g(x') I :S q'l x - x' I ftlr aIle x, x' E I gibt, so existiert in I 
genau eine L6sung x* der Gleichung g(x) = x. (x* ist ein Fixpunkt von g .) 

Man erhalt die Losung als Grenzwert jeder Folge (xn), die durch die Vorschrift 

xn+ I = g(xn) mit beliebigem Startwert Xo E I gebildetet werden kann. Dieses 

Verfahren zur Konstruktion der Losung heiBt sukzessive Approximation. Ober-
n 

dies gilt die Fehlerabschiitzung I x* - xn I :S L IXI - xol. 
I-q 

Beweis: Eindeutigkeit: Angenommen, es gabe zwei Losungen x* :#; x** von g(x) = x. 

Dann ware Ix· - x··I= Ig(x·) - g(x·· )I:S q ·Ix· - x··I< Ix· - x··I. Widerspruch! 

Existenz: Wir bilden die Folge (xn) nach der im Satz angegebenen Vorschrift. Dann ist 

IXn+1 - xnl= Ig(xn ) - g(xn-I )I:s q'lxn - xn_d:S q2 lxn_1 - xn_21:s .. ·:S qnlxl - Xo I, 
und hieraus folgt 

m m I 
IXn+m+I-Xnl:SILlxn+}+I-Xn+}I:S Lqn+}lxl-xol:sqn_-lxl-xol (*) 

}=o }=o 1- q 

nach 1.1.7. Also ist (xn) eine Cauchy-Folge. Es sei x* = lim xn . Da I ein abgeschlossenes 

Intervall ist, gilt auch x* E I. Wir zeigen g(x*) = x*. Dazu sei 6> 0 beliebig vorgegeben. 

Dann existiert ein Index no mit I x· - X n I < ~ ftlr aIle n ~ no, und hieraus folgt 
2 

.:t'!. · * *. * Ig(x )-x 1=Ig(x )-g(x,~)+g(x,,»-x 1:SIg(x )-g(~l~g(~)-x l:Sqlx -~H1X,,>+I-X 1<&. 

Da & beliebig war, zeigt das g(x*) = x* Die Fehlerabschiitzung ergibt sich aus (*) durch 
Grenzllbergang m ~ 00. • 

I STEFAN BANACH (1892-1945), Professor in Lemberg/Lw6w. Fundamentale Arbeiten zur Funktionalanalysis. 
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Beispiele uod Aufgabeo 

Beispiel 3.8.2: Wir wollen Losungen der Gleichung cos x = x bestimmen und setzen 
dazu g(x) = cos x. Nahegelegt durch Figur 3.8.1 wahlen wir I = [0,1]. Dann gilt 
wirklich g: I -+ I . Unter Verwendung des Additionstheorems fUr den Kosinus 
sowie der Ungleichung Isin wi ~ Iwl folgt wie in Beispiel 2.5.3 die Abschlitzung 

I I 21 . s+t . s-t 1 2 . I 1 . s-t 1 . I I I coss-cost = sm-2-· slOT ~ ·sm . sm-2- ~ sm . s-I . 

(Die Abschiitzung folgt Ubrigens leich-
ter aus dem Mittelwertsatz der Diffe- Y 1 
rentialrechnung.) Wegen q = sin I ~ 
0.842 < I ist die Kontraktionsbedin-
gung des Fixpunktsatzes erfUllt. Mit 
Xo = 0.5 und xn+1 = cos xn ergibt sich 

nun die Foige Xl = 0.878, X2 = 0.639, ... , 
x9 = 0.745120, XIO= 0.735006, also 

x* = 0.74 ± 10-2 • Fig.3.8.I: Eine Iteration~folge fur cos x =x 

2 
Aufgabe 3.8.3: Es sei 0 < a ~ I fest gewiihlt, und es sei g(x) = x _ x - a . 

2 

a) Weisen Sie nach, daB g das Intervall 1= [ l' I] in sich abbildet und daB q = 1-1 
eine Kontraktionskonstante ist! 

b) Zeigen Sie, daB die zugeMrige Approximationsfolge (xn) zur Berechnung von fa 
geeignet ist! 

c) Vergleichen Sie die Formel zur Bildung von xn und die Konvergenzgeschwindigkeit 

mit der Formel (**) aus 1.4! 

Aufgabe 3.8.4: Berechnen Sie den (wegen 
3.5.1 oder 5.2.5 existierenden) 3. Schnitt­
punkt des Graphen von y = x20 mit dem Gra­
phen vony = eX (5. Figur 3.8.2)! 
(Hinweis: Transformieren Sie die Gleichung 
eX = xk durch die Substitution x = k·t auf die 
Gleichung t = In k + In lund zeigen Sie, daB 
die Funktion g(/) = In k + In I fUr k ~ 3 eine x 
Kontraktion auf dem Intervall [In k, k] ist.) Fig. 3.8.2: Schnittpunkte x 20 und eX 



4 Zahlenreihen 

4.1 Grundbegriffe 

Eine wichtige, der Analysis im engsten Sinn zuzuordnende Aufgabe besteht in der 
"Summation unendlich vieler" Zahlen. Dieses Problem taucht z.B. bei der Bestimmung 
von Flacheninhalten unter Kurvenstucken oder auch bei der Interpretation von unendli­
chen Dezimalbriichen als "unendliehe Summen" auf. Der Obergang von endlieh vie len 
Summanden zu unendlieh vielen bringt eine Vielzahl neuer Phanomene hervor. Dies zu 
begreifen setzt vor allem eine saubere Begriffsbildung voraus. Eine Formulierung in der 
Art "man addiere bis unendlieh" al+a2+a3+ ... ist viel zu unseharf1 

00 

Definition 4.1.1: Vnter einer unendlichen Reihe ~>k versteht man die Folge (sn) 
k=O 

der Partialsummen sn = iak von (ak)' in Zeiehen: i:ak =(iak) . 
k=O k=O k=O nEN 

Die Reihe heiBt konvergent, wenn die Folge ihrer Partialsummen konvergiert, 
im anderen Fall heiBt sie divergent. 1m konvergenten Fall benutzt man das Rei-

00 n 

hensymbol aueh zur Bezeichnung des Grenzwertes: ~>k = lim Lak. 
k=O n~oo k=O 

Die Doppelbedeutung der Symbolik wird nieht zu Verwechslungen fUhren. 

00 

Satz 4.1.2 (Notwendiges Kriterium): 1st Lak konvergent, so ist (ak) eine Nullfolge. 
k=O 

Beweis: Naeh Voraussetzung ist die zugeMrige Partialsummenfolge (sn) konvergent, 

also aueh eine Cauehyfolge. Insbesondere gilt lanl=lsn - sn-II ~ 0 fur n ~ 00. • 

Sehr wiehtige Beispiele sind die geometrisehen Reihen: 

00 

Satz 4.1.3: Eine geometrische Reihe Lxk ist konvergent fUrlx I < I und divergent fUr 
k=O 

00 I 00 00 x 
Ixl2:I.Fiirlxl<lgeltendabei Lxk =-- und Lxk =X· Lxk =--. 

k=O I-x k=1 k=O I-x 

Beweis: Nach 1.1.7 gilt fUr die Partialsummen sn = ixk = l-xn
+

1 fUr x * 1, und der 
k=O 1- x 

Grenziibergang n ~ 00 ergibt die Behauptung in allen Hillen x * I. • 

H. Junek, Analysis
© B. G. Teubner Stuttgart · Leipzig 1998
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Aufgaben und Erganzungen 

00 1 
Beispiel 4.1.4: Wir wollen L berechnen. 

k=l k(k+l) 

Losung: FOr die Partialsummen sn laBt sich eine explizite Formel angeben: 

Sn = ~ k(k1+l) = ~(±- k~J =(1-~)+(~-~)+ ... +(~- n~J =1- n~I' 
Wegen sn ~ 1 fUr n ~ 00 konvergiert die Reihe, und es gilt f 1 = 1. Lei­

k=l k(k + 1) 

der gibt es solche expliziten Partialsummenformeln nur in sehr wenigen Fallen! 

Aufgabe 4.1.5: Behandeln Sie die Reihe f -21- nach dem Muster von 4.1.4! 
k=2 k -1 

Aufgabe 4.1.6: Nach Definition 4.1.1 ist die Theorie konvergenter Reihen ein Teilgebiet 
der Theorie konvergenter Folgen. Man beweise folgende Aussage, die sogar die Aquiva­
lenz beider Gebiete zeigt: 

Eine Folge (xn) ist genau dann konvergent, wenn die sogenannte Teleskopreihe 

00 00 

L (xk+l - xk) konvergiert. Es gilt dann lim xk = Xo + L (xk+l - xk) . 
k=O k~oo k=O 

Aufgabe 4.1.7 (Zur geometrischen Reihe): Ein elastischer Ball fUhre eine wiederholte 
Sprungbewegung auf einer festen Unterlage aus, jedoch mogen bei jedem Sprung 5 % 
der Bewegungsenergie verloren gehen. Nach welcher Zeit T ist der Ball zur Ruhe ge­
kommen, wenn der Versuch mit einem Fall aus der Hohe ho = 1 m beginnt? 

(Hinweis: Bezeichnet tn die Fallzeit aus der Hohe hn ' so gilt bekanntlich hn = ! t; 

Die potentielle Energie ist durch En = mghn mit Masse m und g = 9.81m/s2 gegeben.) 

GegenbeispieI4.1.8: Die harmonische Reihe f ~ = I + ~ + ~ + ~ ... ist divergent. 
k=l k 2 3 4 

Beweis: Wir betrachten die 2n-te Partialsumme dieser Reihe etwas naher. Es ist 

S2 n = 1+(~) +(~+~) +(~+ ... +~) +(~+ ... +~)+ ... +( ~ + ... +_1) 
2 3 4 5 8 9 16 2n- + 1 2n 

1 1 
~ 1+ - +2·-

2 4 
1 

+ 4·-
8 

+ 
1 

8·-
16 

+ ... + 2 n- 1 ._1_ 
2n 

Daher gilt s2n ~ 00 fUr n ~ 00 und wegen der Monotonie von (sn) auch sn ~ 00 • • 
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4.2 Grenzwertsatze uod Koovergenzkriterieo 

Aus den Konvergenzkriterien filr Folgen gewinnt man durch Anwendung auf die 
Partialsummenfolgen sofort folgende Kriterien: 

Satz 4.2.1: Summen und skalare Vielfache konvergenter Reihen sind konvergent, und 
00 00 00 00 00 

es gelten ~)an + bn ) = Lan + Lbn und LC ·an = c· Lan fUr aHe C E R. 
n=O n=O n=O n=O n=O 

Beweis: Die Formeln gelten fUr die Partialsummen, also auch fUr deren Grenzwerte. -

Satz 4.2.2 (Monotoniekriterium): Eine Reihe mit nichtnegativen Gliedem ist genau 
dann konvergent, wenn die Folge ihrer Partialsummen beschrltnkt ist. 

Beweis: Sind aHe an ~ 0, so ist die Folge der Partialsummen monoton wachsend. Die 

Behauptung folgt nun aus dem Konvergenzkriterium 304.1. -

Beispiel 4.2.3: Wir zeigen mit diesem Kriterium, daB die Reihe f ~ konvergent ist: 
k=l k 

Die Folgenglieder ak = ~ sind positiv, und mit 4.104 gilt fUr die Partialsummen 
k 

ni II lIn I 00 1 
Sn= L 2=1+-+-+ ... $;1+-+-+ ... =1+ L--$;I+ L--=2. 

k=l k 4 9 2·1 3·2 k=2 k(k-l) k=2 k(k-l) 
Nach dem Monotoniekriterium ist die Reihe daher konvergent. Mit der Technik der 
sogenannten Fourier-Reihen kann man den Grenzwert berechnen, es ergibt sich die 
transzendente Zahl1t2/6. 

Satz 4.2.4 (Cauchy-Kriterium fUr Reihen): Eine Reihe r.ak ist genau dann konvergent, 

n+m 
wenn ihre Ausschnitte L ak fUr n~oo gegen NuH streben, d.h., wenn fUr 

k=n 
jedes & > 0 ein no = no (&) derart existiert, daB fUr aHe n ~ no und aHe mEN 

n+m 
stets L ak < & gilt. 

k=n 

Beweis: Die zugehOrige Partialsummenfolge (sn) ist nach dem Cauchy-Kriterium filr 

Folgen genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist. Dies ist wegen 
n+m 

sn+m - sn = L ak aber mit obiger Bedingung aquivalent. 
k=n+l -
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Aufgabe 4.2.5: Mit Hilfe des Monotoniekriteriums und 4.2.3 zeige man die Konvergenz 

der Reihen i: _1_ flir aIle p ~ 2 ! 
k=1 kP 

Aufgabe 4.2.6: Beweisen Sie mit dem Cauchy-Kriterium die Konvergenz der Leibniz1-

• co (_I)k+1 1 1 1 1 1 
Relhe s = L = 1 - - + - - - + - - - ± ... 

k=1 k 2 3 4 5 6 

Neues zur Eulerschen Zahl e 

Die vorstehenden qualitativen Kriterien erm5glichen den Beweis der wichtigen Formel 

co 1 
e=L -. 

k=O k! 

( l)n n (n) 1 Beweis: Nach der binomischen Formel gilt 1 + - = L . k . Aus 
n k=O k n 

( n) . _I = n· ... -(n - k + 1) . _1 = n· ... -(n - k + 1) . J..- = 1. (1- ~) ..... (1- k -1) . J..- ~ J..­
k nk k! nk n·. .. . n k! n n k! k! 

folgt filr festes m E N* durch Vertauschung von Limes und Summe die Abschiitzung 

( I) m m 1 m ( k -1) kim (n) 1 (1) n 
1+- ~L,=limL 1--- ,~limL k~lim 1+- =e. 

m k=Ok. n~co k=O n k. n~co k=O k n n~co n 

Also ist e = lim (1 +~) m ~ i: J, ~ e , und das beweist (*). 
m~co m k=O k. 

• Die Zahl e ist irrational! 

Es gilt 2 < e < 3. Angenommen, es wiire e =!!.. flir p, q E N*, q> 1. Mit (*) folgt dann 
q 

o<!!..-±~=e-±~= i: ~~J..-(_I_+ 1 + ... J=_I. (q+l)-I <J..-. 
q k=ok! k=ok! k=q+1 k! q! q+1 (q+I)2 q! I-(q+l)-I q! 

q , 
Die Multiplikation mit q! ergibt nun 0 < p. (q -I)! - L!L. < 1 im Widerspruch dazu, 

k=Ok! 
daB der mittlere Ausdruck ganzzahlig ist, denn flir k ~ q ist q!/k! eine ganze Zahl. • 

I GoTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716), Universalgelehrter, wirkte in Paris, London, Berlin, Hannover. 
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4.3 Absolut konvergente Reihen 

In diesem Abschnitt lemen wir sehr leistungsfiihige Konvergenzkriterien kennen: 

Definition 4.3.1: Eine Reihe 'Eak heiBt absolut konvergent, wenn die Reihe 'Elakl ihrer 

Betrage konvergiert. 

Satz 4.3.2: Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent. 

Beweis: Jede absolut konvergente Reihe erfiillt das Cauchy-Kriterium 

n+m n+m 

~>k :s; Llakl~ 0 fUr n ~ 00 und ist daher konvergent. -k=n k=n 

Warnung: Es gibt konvergente Reihen, die nieht absolut konvergent sind. Wegen 4.1.8 
ist die Leibnizreihe aus Aufgabe 4.2.6 ein solches Beispiel! 

Ein au13erst leicht zu handhabendes Kriterium ist das folgende: 

Satz 4.3.3 (Majorantenkriterium): Eine Reihe 'Eak ist genau dann absolut konvergent, 

wenn es eine konvergente Reihe 'Eck mit lakl :s; ck fUr (fast) aIle kEN gibt. Die 

Reihe 'Eck heiBt dann eine konvergente Majorante fUr 'Eak. 

Beweis: 1st 'Eak absolut konvergent, so ist 'Elakl selbst als Majorante geeignet. Gilt um­

gekehrt lakl :s; ck mit einer konvergenten Reihe 'Eck' so ist die monoton wachsende Folge 
n n 00 

der Partialsummen wegen L I a k I:S; L C k :s; L C k < 00 nach oben beschrankt. Also ist 
k=O k=O k=O 

'ElaJ nach dem Monotoniekriterium konvergent. -

Zur Anwendung des Majorantenkriteriums benotigt man einen Vorrat an geeigneten 
Majoranten. Haufig nimmt man hierfilr geometrische Reihen. Das fUhrt auf die beiden 
Spezialisierungen des Majorantenkriteriums: 

Wurzelkriterium: Falls eine Konstante 0 :s; q < 1 mit ~Iakl :s; q fUr fast aIle kEN 

existiert, so ist 'Eak absolut konvergent. Aquivalente Pramisse: lim ~Iakl < 1. 

Quotientenkriterium: Falls eine Konstante 0 :s; q < 1 mit lak+ll :s; q fUr fast aIle kEN 
lakl 

existiert, so ist 'Eak absolut konvergent. Aquivalente Pramisse: lim lak+Ji < 1. 
lakl 

Beweis: In beiden Fallen ist 'Eeqk mit geeignetem C eine Majorante fUr 'Eak . -
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Aufgabe 4.3.4: Zeigen Sie die Konvergenz der folgenden Reihen: 

a) Ik.2-k , b)I(-lt, e)I k1! 
k=O k=O k. k=ok 

Aufgabe 4.3.5: Beweisen Sie die folgende Erweiterung des Wurzelkriteriums: 

Divergenztest: Gilt lim ~Iakl > 1 , so ist wk nieht konvergent. 

(Hinweis:Verwenden Sie das notwendige Konvergenzkriterium 4.1.2! ) 

Aufgabe 4.3.6: Der Fall lim ~I a k I = 1 wird von obigen Kriterien nieht erfaBt. Diese 

Bedingung enthlilt nlimlieh keinerlei Information Uber Konvergenz oder Divergenz! Die 

1 (_l)k+1 1 
Reihen mit den Gliedem a) ak = "2""' b) ak = und e) ak = - erftillen aile 

k k k 
diese Bedingung, zeigen aber untersehiedliehes Konvergenzverhalten. Welches? 

SehlieBlieh geben wir noeh eine Formel zur Multiplikation konvergenter Reihen an. 

Satz 4.3.7 (Cauchysehe Produktformel): Sind La k und L b j absolut konvergent, 

00 00 00 k 
so gilt Lak · Lbj = L Lak-jbj . 

k=O j=O k=O j=O 

Beweisidee: Wir ordnen die Produkte ak bj fUr bO b l b2 bJ b4 
k, j E N in einer unendliehenTabelle an, urn 

ao aobo aob, aOb2 aObJ aob4 
keines zu vergessen. FUr festes k und variables " ./ / ' ."" 
j = 0, ... , k durehlliuft das Produkt ak_j bj die k- a, albO alb, a,~ alb] 

. / ./ ./ 
te Diagonale (s. Figur 4.3.1). Die n-te Partial- a2 a2bo a2b] a2b2 

n k ./ . / 

summe sn = L Lak-jbj ist daher gerade 
a] a]bO alb, 

. / 
k=O j=O a4 a4bO 

die Summe aller Produkte mnerhalb des n-ten 
Dreieeks. Zur AbkUrzung definieren wir Fig.4.3.1 : Summation nach Diagonaien 

00 00 00 00 

A = Lak , B = Lbj und Hilfsgro/3en am = Llakl und Pm = Llbjl fUr mEN. 
k=O j=O k=m j=m 

m m m m 

... 

... 

Danun IA·B- LLakbjl~lloPm+l+am+IPound ILLakbj-snl~a0f3m+l+am+IPO 
k=Oj=O k=Oj=O 

fUr n ~ 2m gelten (s. Fig.4.3.1), folgt hieraus mit der Dreieeksungleiehung sehlieBlieh 

I A· B-snl ~ 2(aOPm+1 + am+IPO) ~ 0 fUr m, n ~ 00 wegen am' Pm ~ O. • 

Aufgabe 4.3.8: Finden Sie mittels 4.3.7 eine Reihendarstellung fUr e2 = e·e ! 
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4.4 Potenzreihen und Exponentialfunktion 

Potenzreihen erweisen sich als ein wichtiges und leistungsfahiges Instrument zur Unter­
suchung von Funktionen. 

0() 

Definition 4.4.1: Ein Ausdruck der Formf(x)= ~>n(x-xo)n mit xo,cn E R 
n=O 

heiBt eine Potenzreihe in der Variablen x mit dem Mittelpunkt Xo . 

In vielen Fallen wird Xo = 0 sein. Die Menge K aller Zahlen x E R, fUr die die Reihe 

konvergiert, heiBt der Konvergenzbereich der Reihe. Er hlingt offenbar von den Zahlen 
cn und von der GroBe I x - Xo lab. Der folgende Satz beschreibt diese Menge nliher: 

Satz 4.4.2 (Satz von Cauchy-Hadamard I): Es sei :E cn(x - xo)n eine Potenzreihe, und es 

seien L = lim ~ Icnl und R = 00 fUr L = 0, {
l/ L fUr 0 < L < 00, 

n~O() o filr L = 00. 

Dann konvergiert die Reihe auf dem Intervall (xo - R, Xo + R) absolut, und sie 

divergiert auBerhalb von [xo - R, Xo + R]. Die Zahl R heiBt der Konvergenz­
radius der Reihe. FUr den Konvergenzbereich K der Reihe gilt also 

(xo - R, Xo + R) ~ K ~ [xo - R, Xo + R] im Fall 0 < R < 00, K = (-00, 00) filr 
R = 00 und K = {xo} fUr R = O. Potenzreihen mit R = 00 heiBen uberall oder be­

standig konvergent, solche mit R = 0 heiBen nirgends konvergent. 

Beweis: Wir wenden das Wurzelkriterium als Konvergenztest an und setzen 

q = lim ~ Icn(x-xo)nl = Ix-xol·lim ~ len I = Ix-xol· L. FUr I x - Xo 1< R folgt dann 

q = I x - Xo I·L < 1, und das zeigt die absolute Konvergenz. 1m Fall I x - Xo I> R gilt aber 

q> 1, und hieraus folgt nach 4.3.5 die Divergenz. _ 

FUr die Rlinder des Konvergenzintervalls (xo - R, Xo + R) konnen keine allgemeinen 
Konvergenzaussagen getroffen werden. Beispielsweise haben die drei Reihen 

Lxn, L .!..xn, L ~xn den gleichen Konvergenzradius R = 1, das Konvergenzver-
n n 

halten fUr x = ± 1 istjedoch sehr unterschiedlich. (Wie nlimlich?) 

Natllrlich hlitte in 4.4.2 auch das Quotientenkriterium herangezogen werden konnen: 

Falls die Zahl L = lim I c n+ II existiert, endlich und #= 0 ist, so gilt fUr den Konvergenz­
n~O() lenl 

radius auch hier R = rl. 1m Fall L = 0 gilt wie oben R = 00. 

I JACQUES SALOMON HADAMARD (1865-1963), Professor in Paris. 
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Aufgabeo uod Aoweoduogeo 

Aufgabe 4.4.3: Ennitteln Sie die genauen Konvergenzbereiche K folgender Reihen 

00 n 

b) L~' 
n=I n 

00 n 

c) L;, 
n=O n. 

f) f~· 
n=I n 

Neues zur oatiirlicheo Expooeotialfuoktioo 

Eine der wichtigsten Anwendungen von Potenzreihen Iiegt in der Tatsache, daB sie zur 
Berechnung vieler elementarer Funktionen geeignet sind. Wir betrachten das am Bei­
spiel der Reihendarstellung der Exponentialfunktion. Ausgehend von der Fonnel 

e = f ~ kann man wie in 4.3.8 versuchen, durch Anwendung der Cauchyschen Pro-
k=ok! 

duktfonnel Reihendarstellungen fOr e2, e3, ••• zu finden. Das fOhrt auf die Vennutung 

00 k 
eX = L ~ fOr aile x E R, 

k=O k! 

00 k 

die wir sogleich beweisen wollen. Wir setzen zur Abktlrzung exp(x) = L ~ und be­
k=ok! 

rechnen den Konvergenzradius. Es ist L = lim ChI = lim _k_!_ = lim _1_ = 0 
k~oo ck k~oo (k + I)! k~oo k + 1 

also R = 00. Daher konvergiert exp(x) fOr aile x E R. Wir beweisen nun die Fonnel 

exp(x + y) = exp(x)· exp(y) fOr aile x,y E R. 

In der Tat ergibt sich unter Anwendung der Cauchyschen Produktfonnel und der bino­
mischen Fonnel 1.1.9 fUr die k-te Potenz die Gleichung 

00 ( ) k 00 1 k (k) 00 1 k k' x + y k- j j . k- j j 
exp(x+y) = L k' = L -k' L . x y = L -k' L(k_ .)' .,x y 

k=O . k=O· j=o J k=O . j=o J. J . 

00 k x k- j yj (00 xk) (00 yjJ 
= L L _. , .-., = L-, . L-., =exp(x)·exp(y). 

k=Oj=o(k J). J. k=ok. j=oJ· 

Offenbar ist die Funktion exp auf [0, 00) streng monoton wachsend. Da aber 
exp(x) . exp( -x) = exp(x - x) = exp(O) = 1 gilt, ist exp auch auf (-00, 0] streng monoton 
wachsend. Nach dem Charakterisierungssatz 2.3.3 fUr Exponentialfunktionen gilt daher 
exp(x) = iT mit a = exp(l) = e, womit (*) bewiesen ist. • 



5 Stetigkeit 

5.1 Der Stetigkeitsbegriff 

A. CAUCHY erkannte die grundlegende Bedeutung des Stetigkeitsbegriffs fUr einen 
strengen Autbau der Analysis. Die weitreichenden Foigerungen aus dieser Eigenschaft 
werden der Gegenstand dieses Kapitels sein. Wir nehmen die in Satz 3.3.3 bewiesene 
Grenzwertformel zum Ausgangspunkt fUr die folgende Definition. 

Definition 5.1.1 (Foigendefmition der Stetigkeit): Eine Funktion f aus R in R heiBt 
stetig an der Stelle a E Olf), wenn fUr aIle Foigen (xn) mit xn E Olf) aus 

xn ~ a auch f(x n ) ~ f(a) 

folgt. In Kurzform gilt also lim f(xn)=f(lim xn ), d.h., fist mit der 
n~oo n~oo 

Grenzwertbildung vertauschbar. Die Funktion f heiBt stetig auf einer Menge 
M ~ Olf), wennfin allen Punkten von M stetig ist. 

Beispiele stetiger reeIler Funktionen ergaben sich bereits aus Satz 3.3.3. Insbesondere 
sind die Funktionenf(x) = xO-,f(x) = cr undf(x) = In x auf ihren Defmitionsbereichen 
stetig. Aber auchf(x) = I x list stetig (Satz 3.3.2b). 

Satz 5.1.2: Die Funktionen sin und cos sind auf R stetig. 

Beweis: Es sei eine beliebige konvergente Foige Xn ~ a gegeben. Wegen 2.5.2c) gilt 
Icos xl ~ 1 fUr aIle x, und mit 2.5.3 und 2.5.lc) folgt die Abschiitzung 

Isinxn -sina 1= 21 sin xn2-a ·cos xn2+a I ~ 21 sin xn2-a I ~ 21 xn2-a I ~ o. • 

In vielen theoretischen Untersuchungen ist die folgende aquivalente Fassung des Stetig­
keitsbegriffs zweckmiiBiger. In dieser Fassung wird das Grenzwertverhalten der Funkti­
onf durch eine Fehlerabschiitzung ersetzt: 

Satz 5.1.3 (c-£>:'Definition der Stetigkeit): Eine Funktionfaus R in R ist genau dann 
stetig in a E Olf), wenn es zujedem Fehler c > 0 eine Abweichung 8= O{c, a) 
> 0 so gibt, daB aus x E Olf) und I x - a 1< 8 stets If(x) - f(a) I < c folgt. 

FUr stetige Funktionen ziehen also kleine Anderungen im Argument auch nur kleine 
Anderungen im Funktionswert nach sich. Aus dieser Formulierung wird die Uberaus 
groBe Anwendungsbreite des Stetigkeitsbegriffs deutlich, denn viele Prozesse in Natur 
und Gesellschaft haben eben diese Eigenschaft und konnen daher durch stetige Funktio­
nen modelliert werden . 

• Merke: Stetigkeit bedeutet, daB kleine Ursachen kleine Wirkungen haben. 

H. Junek, Analysis
© B. G. Teubner Stuttgart · Leipzig 1998
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Anfgabeo nod BeispieJe 

Beispiel 5.1.4: Wir beweisen die Stetigkeit der Funktion f(x) = x 2 an jeder Stelle aE R: 

a) Mit Rilfe der Foigendefinition: 

Es sei (xn ) eine beliebige Folge mit 

xn ~ a. Aus den Grenzwertsiitzen 

3.3.2 folgt dann 

x; ~ a 2 , also giltf(xn) ~ f(a). 

b) Mit der c - J - Definition: 

Es sei c > 0 beliebig gegeben. Zuniichst ist 

If(x)- f(a)I=lx 2 -a21=lx+aHx-al. 

Urn den Faktor 1 x + al abschiitzen zu kon­

nen, wiihlen wir vorerst ein J:s; 1. Dann ist 

1 x + al < 21 a 1+ 1 filr 1 x - al < J . Daher gilt 

If(x)- f(a)I«2Ial+I)lx-al 

«2Ial+I)·J:S;c 

sicherlich dann, wenn J = min (1, _c_) 
2lal+l 

gewiihlt wird. 

Dieses Beispiel mag den Eindruck erwecken, daB die Anwendung der c-t5-Definition 
wesentlich schwerfalliger ist. Doch bedenke man, daB im Nachweis a) ja die schon frU­
her bewiesenen Grenzwertsiitze benutzt wurden. Es wird Situationen geben, in denen die 
c-t5-Defmition Uberlegen ist! 

Aufgabe 5.1.5: Weisen Sie die Stetigkeit der Wurzelfunktion f(x) = Fx auf [0, (0) 

nach dem Vorbild von Beispiel 5.1.4 nach! 
(Hinweis: Benutzen Sie den Trick aus Aufgabe 3.2.8b)!) 

Aufgabe 5.1.6: Zeigen Sie, daB die Signum-Funktionf(x) = sgnx bei x = 0 unstetig ist 
(s. Aufgabe I.5.8)! 

Aufgabe 5.1.7: Beweisen Sie die folgenden Aussagen (Grenzwertsiitze benutzen!): 

a) Sindfund g in a stetig, so sind auchf + g,f - g undf- g in a stetig. Gilt zusiitzlich 
g(a) ~ 0, so ist auch die Funktionfl g in a stetig. 

b) 1st f in a und g in b = f (a) stetig, so ist die Verkettung g 0 f in a stetig. 

Aufgabe 5.1.8: Zeigen Sie unter Verwendung der Aussagen aus Aufgabe 5.1.7: 

a) Jede ganzrationale Funktion ist auf R stetig. 

b) Jede gebrochenrationale Funktion ist auf ihrem Definitionsbereich stetig. 

Aufgabe 5.1.9: Fuhren Sie den Beweis zum Satz 5.1.3! 

(Hinweis: Beweisen Sie die "Hin-Richtung" durch indirekten SchluB!) 
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5.2 Grenzwerte und Stetigkeit 

Bevor wir mit der Untersuchung stetiger 
Funktionen fortfahren, wollen wir zur Erwei­
terung unserer Erfahrungswelt m5gliche 
Szenarien von Unstetigkeit betrachten. Dazu 
werfen wir einen Blick auf die Figur 5.2.1, 
die den Graphen einer fiktiven Funktion 
darstellen solI. Die Funktion ist an mehreren 
Stellen unstetig, doch ist die Art der Unste­
tigkeit graduell verschieden. Recht harmlos 
ist die Lucke bei XL' Diese Unstetigkeit 
konnte durch AusftUlen der LUcke behoben 

I 

!~~ , 
X 

Fig. 5.2.1: Fallstudium 

werden, man spricht daher auch von hebbarer Unstetigkeit. Recht definitives Verhalten 
hat man auch in den Hillen des Sprunges (bei xs) oder des Poles (bei xp). AIle weiteren 
Arten von Unstetigkeit nennen wir wesentliche Unstetigkeiten. Bei Xw liegt eine solche 
vor (z.B.f(x) = sin (l/x) mit Xw = 0). Urn unabhangig von der grafischen Darstellung 

die Klassifikation vornehmen zu kt>nnen, fUhren wir den Begriff des Grenzwertes fUr 
Funktionen ein. 

Definition 5.2.1: Es sei f eine reelle Funktion, es sei a ein Hliufungspunkt von O(f). 
Dann heiBt b E R u {-<X:l, +<X:l} der Grenzwert von f bei a, in Zeichen 

b = lim f(x), falls fUr jede Folge (xn) mit Werten Xn E O(f) \ {a} aus xn ~ a 
x~a 

auchf(xn) ~ b folgt. Ein linksseitiger Grenzwert b = lim f(x) liegt dann vor, 
xta 

wenn es eine Folge (xn) mit Werten Xn E O(f) \ {a} und Xn i a gibt und falls fUr 

jede solche Folge b = lim f(x n) ist. Entsprechend wird ein rechtsseitiger 
n~oo 

Grenzwert defmiert. 

Die oben eingefUhrten Unstetigkeitsstellen lassen sich nun wie folgt charakterisieren: 

Satz 5.2.2: Es seien f eine reelle Funktion und a ein Hliufungspunkt von O(f). Dann 
geJten 

a)fist stetig in a <=> a E O(f) und lim f(x) = f(a) , 
x~a 

b) fhat eine LUcke bei a <=> a ~ O(f) , lim f(x) existiert und ist endlich, 
x~a 

c)fhateinenSprungbeia <=> lirnf(x) und limf(x) existieren,sindendlich 
xta x.l.a 
und verschieden, 

d)fhat einen Pol bei a <=> lirnf(x) und limf(x)existierenundsind±<X:l. 
xta x.l.a 
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Beispiele nod Anfgabeo 

Beispiel 5.2.3: Grenzwerte k6nnen sehr gut zur Ermittlung des Kurvenverlaufs gebro­
chenrationaler Funktionen verwendet werden. Wir erlliutem das am Beispiel der 

Funktion f(x) = _x_. Es ist Dif) = R \ {I}. Die Grenzwerte filr a = I und 
x-I 

a = ± <Xl sind: 

I. x 
1ID--=-<Xl, 
xtl x-I 

I. x 
1ID--=+<Xl, 

x.r.l x-I 
I· x I' I I 1m --= 1m --= 
x~oo X - I x~oo 1-! ' 

lim _x_=l. 
x~-oox-I 

x 

Bestimmt man zusatzlich noch einige 
Funktionswerte, etwa f(O) = 0 und 

f(2) = 2, so erhalt man bereits einen 

guten Uberblick zum Kurvenverlauf. 
Die Geraden x = lund y = I erweisen 
sich als Asymptoten. In Figur 5.2.2 ist 
dieser Kurvenverlauf dargestellt. 

i~l 
-2 

I 
--~-----------------

I 
I 

2 4 

Fig. 5.2.2: Graphische Darstellung 

x 

Aufgabe 5.2.4: Bestimmen Sie den Kurvenverlauf durch Verwendung von Grenzwerten 
filr die Funktionen 

x x x-2 
b) h(x) = --2' c) fJ(x) = --2' d) f4(x) = --! 

I-x I +x x 2 -4 

Aufgabe 5.2.5: Beweisen Sie unter Verwendung der Reihendarstellung der e-Funktion 
eX 

oder mittels der monotonen Konvergenz aus 3.5.1 die Formel lim - = <Xl 
x~oo xn 

Aufgabe 5.2.6: Zeichnen Sie die Funktion f(x) = x 2e-x filr x ~ 0 ! Vergleichen Sie 

das Wachstum zwischen x2 und eX ! 

Aufgabe 5.2.7: Zwei wichtige Standardgrenzwerte sind: 

a) lim eX -I = I 
X~o x 

b) lim sin x = l. 
x~o x 

Beweisen Sie die Formel a) mittels Reihendarstellung der e-Funktion! (Einen elementa­
ren Beweis findet man in 6.3.2a), die zweite Formel beweisen wir in 6.3.11(*).) 

Aufgabe 5.2.S: Beweisen Sie unter Benutzung der Formel 5.2.7b): lim sin 2x = 2 ! 
X~o x 
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5.3 Nullstellensatz und Zwischenwertsatz 

Wir wollen nun aus der Eigenschaft der Stetigkeit Nutzen ziehen und zwei wichtige 
Existenzsiitze beweisen. 

Satz 5.3.1 (Nullstellensatz von Bolzano): 1st die reelle Funktion f auf dem Intervall 
[a, b 1 stetig und gilt f(a)· f(b) < 0, so hat fin [a, b 1 mindestens eine Nullstelle. 

Beweis: Der Beweis ist konstruktiv und wird mit dem wichtigen Halbierungsverfahren 
gefiihrt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei f(a) < 0 < f(b). Wir setzen aO = a, 

bo = b und Co = aO + bo . Nun unterscheiden wir zwei Fiille: Fallsf(co) > 0 ist, so set-
2 

zen wir al = ao und bl = Co . 1m anderen Fall seien al = Co und bl = bo . In beiden Fiillen 

gilt f(al) ~ 0 ~ f(ht). Wir setzen das Verfahren induktiv fort. Sind also bereits an ~ bn 

mit f(an ) ~ 0 ~ f(bn ) konstruiert, so betrachten wir wiederum den Mittelpunkt 

an +bn 
cn = des Intervalls [an' bnl und setzen an+1 = an und bn+1 = c n bzw. 

2 
an+1 = cn und bn+1 = bn je nach dem, ob f(cn) > 0 oder f(cn) ~ 0 ausflillt. Auf diese 

Weise entsteht eine Intervallschachtelung (an Ibn) mitf(an) ~ 0 ~f(bn)' Es sei nun Xo 

der gemeinsame Punkt aller dieser Intervalle. Dann gelten an ~ Xo und bn ~ Xo , und die 

Stetigkeit vonfergibt f(xo) = Iimf(an) ~ 0 ~ limf(bn) = f(xo). Also istf(xo) = O. -

Als leichte Verallgemeinerung des Nullstellensatzes erhalten wir den Satz tiber die Ltik­
kenlosigkeit der Bildmenge: 

Satz 5.3.2 (Zwischenwertsatz): 1st die reelle Funktionfauf dem Intervall [a, b] stetig, 
so existiert zujeder Zahl c zwischenf(a) undf(b) ein t E [a, b] mitf(t) = c. 

Beweis: Es gentigt, den Fall f(a) < c < f(b) zu betrachten. Die verschobene Funktion 

g(x) = f(x)-c erfiillt dann die Voraussetzungen von Bolzanos Nullstellensatz. Daher 
existiert ein t E [a, b] mit 0 = g(t) = f(t) - c, also giltf(t) = c. -

Folgerung 5.3.3: Stetige Funktionen bilden Intervalle auf Intervalle abo 

Beweis: Es sei I ein beliebiges (offenes, abgeschlossenes oder halboffenenes) Intervall, 
es sei M=f(l) die Bildmenge von lunter! Dann enthiilt Mnach dem Zwischenwertsatz 
mitje zwei Zahlen u, v auch das ganze Intervall [u, v]. Daher ist M selbst ein Intervall. _ 

Die in Folgerung 5.3.3 zum Ausdruck kommende Eigenschaft stetiger Funktionen, daB 
"Zusammenhiingendes" beim Abbilden zusammenhiingend bleibt, ist sogar iiquivalent 
zu unserer Definition der Stetigkeit. Wir wollen diesen Zugang hier jedoch nicht weiter 
verfolgen. 
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Anwendungen und Ubungen 

Beispiel 5.3.4: Wir bestimmen die drei Nullstellen von f (x) = .x3 - 3x + 1 auf 2 Dezi­
malstellen genau: 

Llisung: Es istf(-2) = -1,/(0) = 1'/(1) = -1 undf(2) = 3. Die Funktionfhat 
daher in den drei Intervallen [-2,0], [0, 1] und [1,2] Vorzeichenwechsel, und 
nach dem Satz von Bolzano enthlilt jedes dieser Intervalle eine Nullstelle. Wir be­
rechnen die in [-2,0] enthaltene Nullstelle nach dem Halbierungsverfahren. Es 
sind 

ao = -2, bo=O, 

al =-2, b l =-1 wegen f(-I) >0, 

a2 = -2, b2 = -1.5 wegen f(-1.5) > 0, 

a3 =-2, b3 =-1.75 wegen .f{-1.75) > O. 

Das Verfahren muB so lange fortgesetzt werden, bis bn - an = 2 . Tn < 0.01 ist. 

Das wird fUr n = 8 erreicht, und dann ist 

as = -1.883, bs = -1.875. 

Daher ist x = -1.88 ± 0.01 eine Nullstelle. Entsprechend berechnet man die bei­
den anderen Nullstellen: x2 = 0.34 ± 0.01 und x3 = 1.53 ± 0.01. 

Ein kleines Computerprogramm erleichtert die Rechnung: 

a:= -2; b:= 0; fehler:= 0.01; 

while b - a > fehler .dQ 

begin c := (b + a)/2; 

iff(c) > 0 then b: = c ~ a := c; 

mY; 

write ("Nullstelle=", a). 

Aufgabe 5.3.5: Ermitteln Sie mit Hilfe des 
Halbierungsverfahrens die drei (!) Schnitt­
punkte vonfl(x) = x4 und.fi(x) = eX (s. Figur 

5.3.1, vgl. auch Aufgabe 3.8.4)! 
Fig. 5.3.1: Schnittpunkte 

i 
3.Schnitt­
punkt 

2 x 

Aufgabe 5.3.6: Der Zwischenwertsatz ermoglicht auch eine vereinfachte Methode fUr 
das Auflosen von Ungleichungen: Losen Sie die Ungleichung xLx-6 > 0, indem Sie die 
Losungen Xl,2 der zugehorigen Gleichung bestimmen und dann das Verhalten von 

xL x-6 auf den Teilintervallen (-00, xl), (Xl, X2) und (X2 ,+00) testen! Warum kann die 

Funktion innerhalb dieser Intervalle ihr Vorzeichen nicht wechseln? (Vgl. 1.5.6b)!) 
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5.4 Der Satz vom Maximum und Minimum 

Wir betraehten den Graphen einer beliebigen stetigen Funktion und stellen die Frage 
naeh absoluten Maximal- und Minimalwerten. Die Existenz solcher Werte ist wegen der 
mogliehen Kompliziertheit der Kurve (z.B. Figur 2.1.4) keineswegs selbstverstandlieh! 
Vor diesem Hintergrund ist der folgende Satz schon iiberrasehend: 

Satz 5.4.1 (vom Maximum und Minimum): Es seifauf dem abgeschlossenen und be­
schrankten Intervall [a, b] stetig. Dann existieren Punkte xo, x I E [a, b] mit 

f(xo) ~f(x) ~f(xI) flir alle x E [a, b]. 

Die Funktion f nimmt also bei Xo ihr (absolutes) Minimum und bei xI ihr 

(absolutes) Maximum an. Insbesondere ist f auf [a, b] beschrankt. 

Beweis: Wir wollen die Existenz eines Maximums zeigen. Falls die Menge 
M = {[(x): a ~ x ~ b} naeh oben beschrmkt ist, so sei z = sup M, andemfalls sei z = 00. In 
jedem Fall existiert eine Folge (xn) in [a, b] mitf(xn) t z. Die Folge (xn) kann im Inter-

vall [a, b] zwar wild verteilt sein, doeh sie hat naeh dem Satz von Bolzano-Weierstra13 
zumindest einen Hliufungspunkt x*, der wegen der Abgesehlossenheit von [a, b] auch zu 

[a,b]gehOrt.Naeh3.6.6b)gibteseineTeilfolge (xnk)von (xn)mit x nk ~x*. Wegen 

der Stetigkeit vonfgilt dann f(x nk ) ~ f(x*), und wegenf(xn) ~ z und der Eindeutig­

keit des Grenzwertes ist z = f(x*) < 00. Also hatfbei x* ein Maximum. Insbesondere istf 
auf [a, b] nach oben besehrankt. Entsprechend zeigt man die Existenz eines Minimums 
und die Beschranktheit von f nach unten. -

Leider ist der Beweis des Satzes vom Maximum und Minimum nicht konstruktiv, schon 
die Existenz von z basiert ja nur auf dem nieht konstruktiven Vollstlindigkeitsaxiom aus 
1.2. FUr die praktische Berechnung von Maxima ist der Satz also nieht geeignet, sein 
theoretiseher Stellenwert ist aber Oberaus hoch (vgl. 6.4.112, 8.4.1). Ais erste Anwen­
dung erhalten wir: 

Folgerung 5.4.2: Stetige Funktionen bilden abgeschlossene Intervalle auf abgeschlos­
sene Intervalle abo 

Beweis: Wegen Folgerung 5.3.3 ist die Bildmenge eines abgeschlossenen Intervalls ein 
Intervall, wegen des Satzes yom Maximum und Minimum gehOren aber aueh die Rmder 
dieses Intervalls zur Bildmenge. _ 

Der Satz yom Maximum und Minimum gilt nieht nur flir stetige Funktionen auf Interval­
len. Er liillt sich bei geeigneter Begriffsbildung auch auf stetige Funktionen mit mehre­
ren Variablen iibertragen und ist sehr nOtzlich fUr das Studium von Funktionen, die auf 
Teilmengen der Ebene oder des Raumes definiert sind (z.B. in 8.3.6). Eine Anwendung 
geben wir in 8.4. 
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Aufgaben und Erganzungen 

Aufgabe 5.4.3: Es seif R ~ Reine ganzrationale Funktion vom Grad ~ 1. Zeigen Sie: 

a) lim I f(x) 1= 00. b) Die Funktion I fl hat auf Rein Minimum. 
x~±oo 

Aufgabe 5.4.4: Die stetige Funktionf(x) = eX hat auf R weder ein Maximum noch ein 
Minimum. Widerspricht das dem Satz vom Maximum? 

Aufgabe 5.4.5: Zur Vermeidung von MiBverstandnissen sollte sich der Anflinger den 
Unterschied zwischen dem (absoluten oder globalen) Maximum einer Funktion im Sinn 
von Satz 5,4.1 und den relativen oder lokalen Maxima, die wir in 6.5.2 defmieren wer­
den, deutlich machen. Bestimmen Sie zur Ubung die absoluten und die relativen Maxi­
ma und Minima vonf(x) = Ixl auf dem Intervall [-1, 2]! 

Beispiel 5.4.6: Stetige Funktionen k5nnen an sehr vie len Stellen ihr Maximum anneh­
men. Eine besonders exotische stetige Funktion ist das folgende Beispiel von 
TAKAGI) (1903), das wir auch im Kapitel 6 als GegenbeispieJ verwenden wollen. 

Es sei f: R ~ [0, 1] die Sagezahnfunktion mit der Periode 1 und der Amplitude 1, 

die flir 0 ~ x ~ OJ dUTch f(x) = 2x und flir OJ ~ x ~ 1 durch f(x) = 2 - 2x defmiert 
k 

ist. Die Funktionenfk(x) = f(2k x) filr kEN sind immer feinere Abbilder von/, 
2 

und dUTch Aufsummieren erbalt man die stetigen (Nachweis?) Funktionen 
n 00 

gn(x) = Lh(x) und g(x) = Lh(x) filr aIle x E R. 
k=O k=O 

In Figur 5,4.1 ist der Graph der Takagi­
Funktion g dargestellt, der keineswegs 
so rund und glatt ist, wie es die Skizze 
nahelegt. Da g durch Aufsetzen von 
immer mehr Spitzen fie entstanden ist, 

y 
4/3 

o 

ist der Graph von g sehr "rauh" und hat 
keine Tangenten. Jede Vergr5Berung 
eines Ausschnittes ware ebenso rauh. 
SchlieBlich erahnt man aus der Skizze, 
daB g an sehr vie len Stellen ihren Ma­
ximalwert 4/3 annimmt. Unter Ver-

Fig. 5,4.1: Takagi-Funktion 

x 

wendung der Formel g2n+I (x) = g2n-1 (x) +4 -n gl (4n x) flir aile x E [0, 1] kann 

man in der Tat zeigen, daB der Funktionswert g(x) genau dann maximal wird, wenn 
in der 4-adischen Entwicklung von x = 0.a)a2a3'" genau die Ziffem 1 oder 2 vor­
kommen. Die Funktion g hat also auf dem Intervall [0, 1] ebenso viele Maximal­
stellen, wie es reelle Zahlen gibt! 

I TEIn TAKAGI (1875-1960), Professor in Tokio. 
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5.5 GleichmaOige Stetigkeit uDd Lipschitz-Stetigkeit 

Dieser etwas schwierige Begriff wurde erstmals von HEINE I zur SchlieBung einer we­
sentlichen LUcke in CAUCHYS Arbeiten zur Existenz des Integrals stetiger Funktionen 
gepr!igt und verwendet. Wir werden ihn an gleicher Stelle benutzen. Inzwischen haben 
die Begriffe der gleichmaBigen Stetigkeit und der gleichmaBigen Konvergenz ihre 
NUtzlichkeit an vielen Stellen erwiesen. Wir kommen hier erstmalig mit dieser Eigen­
schaft "gleichmaBig" zusammen. Erinnem wir uns: Eine Funktionj I ~ R ist stetig auf 
dem Intervall I, wenn fur jede Stelle x E lund jede Folge (xn) in I aus xn ~ x stets 

f(xn ) ~ f(x) folgt. In aquivalenter Formulierung bedeutet dies: FUr jedes x E I gilt 

lim I f(x + h) - f(x)1 = O. GleichmaBige Stetigkeit auf I bedeutet nun, daB diese Kon­
h~O 

vergenz an allen Stellen x E I "gleichmiijJig schnell" vonstatten geht. In pr!iziser Formu­
lierung also: 

Definition 5.5.1: Eine Funktion j I ~ R heiBt gleichmiijJig stetig auf dem Intervall I, 

falls lim sup If(x+h)-f(x)I=O gilt. 
h~O x,x+heI 

Aquivalente s-£5.Charakterisierung: FUr jedes s> 0 existiert ein 15> 0 derart, daB 
fur aIle Punkte x, x' E I aus 1 x - x' 1 < t5stets If(x) - f(x') 1 < s folgt. 

Nun die entscheidende Entdeckung von HEINE: 

Satz 5.5.2: Istfauf dem abgeschlossenen und beschrankten Intervall [a, b] stetig, so ist 
f dort sogar gleichmaBig stetig. 

Beweis: Angenommen, f ware auf [a, b] nicht gleichmaBig stetig. Dann g!ibe es ein 

s> 0 derart, daB zujedem n E N* undjedem t5n = l zwei Punkte xn' x~ E [a, b] mit 
n 

I Xn - x~ I < 15 n = ~, aber 1 f(x n) - f(x ~ )1 ~ s existieren wUrden. Nach dem Satz von 

Bolzano-WeierstraB hat die beschr!inkte Folge (xn) einen Haufungspunkt x*, und wir 

k6nnen nach 3.6.6b) eine Teilfolge (Xkn ) von (xn) mit xkn ~ x* auswahlen. Da [a, b] 

abgeschlossen ist, gilt x* E [a,b], und wegen IXn-x~l<l gilt mit Xk ~x*auch 
n n 

x Ie ~ x * . N ach V oraussetzung ist f auch bei x * stetig, also gilt 
n 

If(Xk )-f(xle )1= If(xk )-f(x*)-(f(xle )-f(x*»1 
" n n n 

~ If(xk )- f(x*)1 + If(x" )- f(x*)1 ~ O. n n 

Das steht aber im Widerspruch zur Annahme If(xn ) - f(x~) I~ s fur aIle n E N*. • 

I HEINRICH EDUARD HEINE (1821-1881), Professor in Halle. 
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Aufgabeo uod Ergiozuogeo 

Beispiel 5.5.3: Die Funktionf(x) = x2 ist uberall stetig und daher nach 5.5.2 auf jedem 
beschrankten und abgeschlossenen Intervall sogar gleichmaBig stetig. Auf M = R = 
(-00, +(0) ist sie aber nicht gleichmafJig stetig: In der Tat, flir jedes h > 0 gilt 

sup l(x+h)2-x21= sup 12xh+h2 1=00, 
x,x+heR x,x+heR 

und der Limes flir h ~ 0 ist daher auch = 00. In 6-t5-Charakterisierung: Schon zu 
6= I kann es kein passendes 0> 0 geben, denn wahlt man zu beliebigem 0> 0 die 

Punkte x =! und x' = x + 0.9·0, so ergibt sich zwar I x - x' I = 0.9·0 < 0, aber o 
222 

auch Ix -x' 1=lx + x' I· Ix -x' I~ 2x ·0.9·0 = "8.0.9.0 = 1.8 > I = 6. 

Definition 5.5.4: Eine Funktionj I ~ R heiBt Lipschiti-stetig auf einem Intervall I, 
wenn es eine Konstante L mit 

If(x) - f(x') I ::;; L . I x - x'i flir aile x, x' E I 

gibt. 

• Grob gesprochen bedeutet Lipschitz-Stetigkeit, daB 0 proportional zu & gewahlt 
werden kann! 

Aufgabe 5.5.5: Beweisen Sie: 1st f auf dem Intervall I Lipschitz-stetig, so ist f dort auch 
gleicbmaBig stetig! 

Aufgabe 5.5.6: Zeigen Sie, daB die Funktion f(x) = Fx auf [0, I] zwar gleichmaBig 
stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist! 

Aufgabe 5.5.7: Zeigen Sie, daB die Sinusfunktion aufR gleichmaBig stetig ist! 

Aufgabe 5.5.8: Zeigen Sie: 

a) Summe, Differenz und Produkt zweier auf [a, b) Lipschitz-stetiger Funktionen sind 
Lipschitz-stetig. 

b) Die Verkettung Lipschitz-stetiger Funktionen ist Lipschitz-stetig. 

Didaktische Anmerkung: 

Die Lipschitz-Stetigkeit ist begriftlich wesentlich leichter zu erfassen, als die gew6hnli­
che Stetigkeit. Darilber hinaus hat auch die Lipschitz-Stetigkeit gute Invarianzeigen­
schaften (s. Aufgabe 5.5.8). Vor diesem Hintergrund sind Versuche verstandlich, den 
Analysiskurs der Schule auf die sogenannte Lipschitz-Analysis zu reduzieren. 

2 RUDOLF LIpSCHITZ (\832-\903), Professor in Bonn. 
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6.1 Differenzierbarkeit 

Der Begriff der Ableitung einer Funktion kann sowohl geometrisch als Tangentenan­
stieg als auch analytisch als Anderungsrate der Funktion eingefUhrt werden. Beide Kon­
zepte erganzen sich hervorragend. Der analytische Zugang ist jedoch wesentlich lei­
stungsfiihiger: Er liefert quantitative Ergebnisse, erm~glicht Existenzuntersuchungen 
und ist verallgemeinerungsfahig. Zur Vorbereitung definieren wir noch: 

Definition 6.1.1: Ein Punkt a heiSt ein innerer Punkt einer Teilmenge M ~ R, falls 
es ein ganzes Intervall U8 (a) = (a - t5, a + 0) mit U8 (a) ~ M gibt. 

Offene Intervalle und ihre Vereinigungen sind wichtige Beispiele fUr Mengen, die aus­
schlieBlich aus inneren Punkten bestehen. Solche Mengen heiSen offen. 

Definition 6.1.2: Es seifeine Funktion aus R in R, und es sei a ein innerer Punkt von 
O(f). Dann heiStf differenzierbar bei a, wenn der sogenannte Differentialquo-

tient f'(a) = lim f(x) - f(a) existiert und endlich ist. 1m Fall der Existenz 
x~a x-a 

heiSt die Zahlf'(a) die Ableitung vonfbei a. Durch die Vorschrift x ~ f'(x) 

wird auf O(f') = {x: fist bei x differenzierbar} eine Funktion f' definiert. Diese 
heiSt die Ableitung von f 

Die Differenzierbarkeit erm~glicht eine sogenannte ,,Linearisierbarkeit im Kleinen", die 
in geometrischer Fassung die Existenz der Tangente bedeutet. Genauer gilt: 

Satz 6.1.3 (WeierstraBsche Zerlegungsformel): Die Funktion fist genau dann bei 
a E O(f) differenzierbar, wenn es eine Zahl m und eine Funktion pix) in einer 
Umgebung U8 (a) = (a - 8, a + 0) so gibt, daB auf U8 (a) die Formel 

f(x) = f(a) + m·(x -a)+ Pa(x),(x -a) mit lim Pa(x) = 0 (WZF) 
x~a 

gilt. Dabei ist dann m = f'(a) die Ableitung vonfbei a. 

Beweis: Definiert man Pa fUr eine feste Zahl mER durch Pa(x) = f(x)- f(a) - m, 
x-a 

so gilt lim Pa(x) = 0 genau dann, wenn lim f(x)- f(a) = mist. -x~a x~a x-a 

Folgerung 6.1.4: Istf bei a differenzierbar, so istfdort auch stetig. 

Beweis: Der Grenziibergang x ~ a in der Formel (WZF) aus Satz 6.1.3 ergibt 
f(x) ~ f(a) . Das zeigt die Stetigkeit von f bei a. _ 

H. Junek, Analysis
© B. G. Teubner Stuttgart · Leipzig 1998
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Aufgaben und Erganzungen 

Aufgabe 6.1.5: Beweisen Sie die folgenden Ableitungsformeln durch Berechnung der 
Differentialquotienten: 

a) (X2)'= 2x, b) (x")' = n·x"-i fUr n E N*, c) (X-I), = _£2 fUr x'" O. 

Gegenbeispiel 6.1.6: Stetigkeit ist notwendig, aber nicht hinreichend fUr Differenzier­
barkeit! Zeigen Sie, daB die uberall stetige Funktion I(x) =Ixl bei x = 0 nicht differen­
zierbar ist! (Die stetige Takagi-Funktion aus 5.4.6 ist sogar Qirgends differenzierbar!) 

Das Tangentenproblem und die Weierstra8formel 

D'ffi . I(x)- I(a) k' . hiS k . d 1 erenzenquotIenten onnen geometnsc a s e antenanstlege ge eutet 
x-a 

werden (s. Fig. 6.1.1). Die Ableitung lim I(x) - I(a) ist daher (im Fall der Existenz) 
x~a x-a 

der Grenzwert der Sekantenanstiege fUr x~a. Wir wollen nun eine geometrische Inter­
pretation der WeierstraBschen Zerlegungsformel finden: Der Teilausdruck 
g(x) = I(a) + m·(x - a) aus der Zerlegungsformel (WZF) definiert eine Iineare Funkti­
on g. Die Zerlegungsformel postuliert also die Moglichkeit der Zerlegung 

I(x) = lineare Funktion + "kleiner" Fehler 

als charakteristisch fUr die Differenzierbarkeit von f Geometrisch bedeutet dies, daB die 
durch y = g(x) beschriebene Gerade den Graphen der Funktion I sehr gut beriihrt und 
daher Tangente an die Kurve genannt wird (s. Abb. 6.1.2). 

y y 

a x a x 

Fig. 6.1.1: Diiferenzenquotient Fig. 6.1.2: Linearisierbarlceit im Kleinen 

Merke: 1st die Funktion I bei a differenzierbar, so hat der Graph von I im Punkt 
(a,f(a» eine Tangente mit der Gleichung g(x) = I (a) + f'(a) . (x - a) und ei­
nem Anstiegf'(a), der sich als Grenzwert der Sekantenanstiege errechnen liiBt. 

Aufgabe 6.1.7: Bestimmen Sie die Gleichung der Tangenten fUr die folgenden Funktio­
nen und machen Sie sich den kleinen Fehler pix) . (x - a) durch eine Wertetabelle und 
eine graphische Darstellung fUr/und die Tangente klar: 

a)/(x)=x2 imPunkt(l, I), b)/(x) = IIx imPunkt(l, I). 
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6.2 Differentiationsregeln 

Die Berechnung von Ableitungen erweist sich zum Gluck als recht einfach, da sich mit­
tels der fiiiher bewiesenen Grenzwertsatze sehr handliche Differentiationsregeln gewin­
nen lassen. In modemen Computeralgebrasystemen sind diese Regeln ebenfalls imp le­
mentiert, so daB formales Differenzieren mit dem Computer m()glich ist. 

Satz 6.2.1: Die Funktionenfund g seien in einem inneren Punkt a von O(f) n O(g) 
differenzierbar. Dann sind auch skalare Vielfache, Summe, Differenz, Produkt 
und Quotient (unter der Voraussetzung g(a)"# 0) differenzierbar, und es gelten: 

a) (.If)'(a) = Af'(a) fUr aIle A E R, 

b) (f ± g)'(a) = f'(a) ± g'(a), 

c) (f. g)'(a) = f'(a) . g (a) + f(a) . g'(a), 

d) (f)' (a) = f'(a) g(a) - f(a) g'(a) . 
g g(a)2 

(Summenregel) 

(Produktregel) 

(Quotientenregel) 

Beweis: Die Beweise zu a) und b) sind sehr leicht, und wir Uberlassen sie dem Lese,. 
Der Beweis zur Produktregel erfordert einen kleinen Trick: FUr x E O(f) n O(g) gilt 

f(x)g(x)- f(a)g(a) f(x)g(x)- f(x)g(a) + f(x)g(a)- f(a)g(a) 

x-a x-a 

= f(x)g(x)-g(a) + f(x)- f(a) g(a) ~ f(a)g'(a)+f'(a)g(a) 
x-a x-a 

fUr x ~ a nach Voraussetzung und wegenf(x) ~ f(a) nach Folgerung 6.1.4. Die Quoti­
entenregel beweist man auf analoge Weise. _ 

Satz 6.2.2 (Kettenregel): Es seien g bei a undfbei g(a) differenzierbar. Dann ist die 
Verkettung fog bei a differenzierbar, und es gilt 

(f 0 g )'(a) = f'(g(a)) . g'(a). 

Beweis: Ein sehr einfacher Beweis, der allerdings g(x) "# g(a) ftlr aIle x "# a voraussetzt, 
ergibt sich wie folgt: Wir erweitem den Differenzenquotienten ftlr fog und erhalten 

f(g(x))- f(g(a)) = f(g(x))- f(g(a)). g(x)- g(a) ~ f'(g(a)). g'(a) 
x-a g(x)-g(a) x-a 

fUr x ~ a nach Defmition der Ableitungen von fund g und wegen g(x) ~ g(a). Ein 
allgemeiner Beweis, der die Division durch g(x) - g(a) vermeidet, ergibt sich durch die 
Untersuchung der Weierstra13schen Zerlegungsformel fUr fog. _ 



6.2 Differentiationsregeln 

Beispiele uod Aufgabeo 

Beispiel 6.2.3: Wir bestimmen die Ableitung der ganzrationalen Funktion 

f(x) = .0 + 2,x3 - x + 1 
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mit Hilfe der Regeln aus Satz 6.2.1. Diese erlauben die gliedweise Differentiation, 
und unter Verwendung der Formeln aus Aufgabe 6.1.5b) ergibt sich 

f'(x) = (x4+2xL x+ 1)' = (x4),+(2x3Y-(x)'+(l)' = 4x3 + 2·3x2 - xO + 0 = 4x3+6xL 1. 

Merke: Ganzrationale Funktionen konnen gliedweise differenziert werden, dabei gilt 

Aufgabe 6.2.4: Bestimmen Sie die Ableitung vonf(x) = -x5 + 3x2 - 2 ! 

Aufgabe 6.2.5: In welch en Punkten hat die Tangente an die Funktion 

f(x) = tx3 +tx2 -!x+l 

den Anstieg I? 

Aufgabe 6.2.6: Bestatigen Sie die Formel (x3y = 3x2 durch wiederholte Anwendung 
der Produktregel auf die Funktionf(x) = x3 = X·X·X ! 

Aufgabe 6.2.7: Bestatigen Sie mittels voUstandiger Induktion und unter Verwendung 

der Produktregel emeut die Ableitungsformel (xn)' = n·xn- I fUr n E N*! 

Aufgabe 6.2.8: Bestatigen Sie unter Verwendung der Quotientenregel die Formel 

(x -n)' = -n' x -(n+l) fUr n E N* und x * 0 ! 

Aufgabe 6.2.9: Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f(x) = _x_ ! 
l+x 

Beispiel 6.2.10 (Anwendung der Kettenregel): Wir bestimmen die Ableitung der 
Funktion F (x) = (2x + 6)3. Diese Funktion ist die Verkettung der Funktionen 
g(x) = 2x + 6 als innere undf(y) = y3 als auBere Funktion. Die Kettenregel ergibt 
daher: 

F '(x) = f'(g(x» . g(x) = 3·(2x + 6)3-1 ·2 = 6(2x + 6)2. 

Aufgabe 6.2.11: Bestimmen Sie die Ableitung folgender Funktionen: 

a) F(x) = (3.0 + 1)5 , b) F(x) = (2x2 + x)3 - x2 ! 
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Satz 6.2.12 (Differentiation der Umkehrfunktion): Es sei f streng monoton und stetig 
auf dem offenen Intervall I, es sei g die Umkehrfunktion zu f Falls fbei a E I 
differenzierbar undf'(a) "# 0 ist, so ist g bei b = f(a) differenzierbar, und es gilt 

'(b) _ 1 
g - f'(g(b» 

Beweis: Mity = f(x) folgt 

g(y)- g(b) = g(f(x»- g(f(a» = x-a =(f(X)- f(a»)-l ~ _1_ .• 
y-b f(x)-f(a) f(x)-f(a) x-a f'(a) 

Satz 6.2.13: Potenzreihen kl>nnen auf dem Innem ihres Konvergenzbereichs glied­
weise differenziert werden, und es gilt 

( i:akXk)' = Ik.akxk-1 fUrlxl<R=Konvergenzradius. 
k=O k=l 

Beweis: Der Beweis ist etwas schwierig und kann beim ersten Lesen Ubergangen wer­
den. Wir setzen 

00 n 00 

f(x) = ~>kxk , 
k=O 

fn(x) = ~>kxk , 
k=O 

rn(x) = ~>kxk, 
k=n+l 

00 n 00 

g(x) = L k.ak xk- 1, 

k=l 
gn(x) = L k ·ak xk- 1, Pn(x) = L k ·Iak IIxl k- 1 

k=l k=n+l 

und wollen f(x)- f(a) ~ g(a) zeigen. Es sei R> 0 der Konvergenzradius vonf(x). 
x-a 

Wegen lim ~ I k . a k I = lim Vi· ~I a k I = lim ~ I a k list Rauch der Konvergenzradius von 
k k k 

g(x) und von Pn(x). Wir w!ihlen nun eine Zahl r mit lal < r < R. Zu gegebenem & > 0 

gibt es eine Zahl m = m(&) mit Pm(r) < &. Wegen f/n(x) = gm(x) existiert zu & ein 

0= t5{&) < r -I a I mit 

1 
fm(x) - fm(a) - gm(a) 1 < & fUr aIle x mit I x - a 1< t5. 

x-a 

Somit gilt filr diese x wegen lxi, lal < r und Formel 1.1.7 die Absch!itzung 

1 
f(x) - f(a) g(a) 1 ~ 1 fm(x) - fm(a) - gm(a) 1 +1 gm(a) - g(a) 1 +1 rm(x) -rm(a) 1 < 

x-a x-a x-a 

00 k k 
" x-a <&+Pm(a)+ L...ak ---

k=m+l x-a 

00 

~ &+ Pm(r)+ Llakl·k ·rk- 1 = &+2Pm(r) < 3& .• 
k=m+l 
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Aufgaben und Erganzungen 

Aufgabe 6.2.14: Beweisen Sie die Quotientenregel aufzwei Weisen: 

a) Mit der zum Beweis der Produktregel angewandten Methode! 

b) Mit der Produkt- und Kettenregel durch Differentiation vonf(x).g(xr l ! 

Aufgabe 6.2.15: Beweisen Sie die Fonnel (Fx)' == 1/ fUr x> 0 mittels 6.2.12! 
2vx 

Aufgabe 6.2.16: Bestimmen Sie die Ableitung von eX durch Differentiation der Reihe! 

Die Differentiationsregeln in Leibniz-Symbolik 
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Die Differential-Integralrechnung wurde zeitgleich, aber unabMngig voneinander von 
GOTIFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716) und ISAAC NEWTON (1643-1727) entwik­
kelt. FUr LEIBNIZ stand im Zentrum des Interesses die infinitesimale AbMngigkeit einer 
GroBe y == I (x) von der GroBe x. Das fUhrte ihn auf die Untersuchung des Differential­
quotienten 

dy == lim Lly == lim f(x+h)-f(x) , 
dx Ltt~O Llx h~O h 

den wir bisher (mit NEWTON) durchf'(x) bezeichnet haben, urn den Funktionscharakter 
zu betonen. Doch bietet auch die Leibnizsche Symbolik einige Vorteile und hat sich 
letztlich auch durchgesetzt. Die Differentiationsregeln nehmen in diesem Gewand die 
Gestalt einer "Bruchrechnung" an. Diese "Bruchrechnung fUr Differentiale" wird gem 
benutzt, ohne daB man den Differentialen dy und dx selbsUindige Bedeutung gibt (was 
aber auch moglich ware). 

Die Summenregel: Es seien y == y(x) und z == z(x) zwei differenzierbare Funktionen. 
Dann gilt nach 6.2.1 b) die Fonnel: 

d(y+z) dy dz 
---"'------'- == - + - . 

dx dx dx 

Die Kettenregel: Es seien y == y(x) und z = z(y) zwei differenzierbare Funktionen. Dann 

gilt nach Satz 6.2.2 fUr die Ableitung der verketteten Funktion x ~ z(y(x» die Fonnel: 

dz=dz.dy 
dx dy dx 

"Kilrzungsregel" 

Die Differentiation der Umkehrfunktion: Es sei y = y(x) differenzierbar wie in Satz 
6.2.12, und es sei x = x(y) die zugehOrige Umkehrfunktion. Dann gilt nach Satz 6.2.12: 

dx 1 
dy==dy' 

dx 

"Kehrwertfonnel" 
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6.3 Differentiation elementarer Funktionen 

Wir wollen die irn vorangegangenen Abschnitt erhaltenen Regeln zur Differentiation 
elementarer Funktionen heranziehen. Aus Satz 6.2.1, 6.2.3 und 6.2.13 ergibt sich: 

Satz 6.3.1: 

a) Ganzrationale Funktionen und Potenzreihen konnen gliedweise differen­
ziert werden, ihre Ableitungen sind wieder von gleicher Art. 

b) Gebrochenrationale Funktionen konnen nach der Quotientenregel differen­
ziert werden, ihre Ableitungen sind wieder gebrochenrationale Funktionen. 

FUr die Exponential-, Logarithmus- und allgemeine Potenzfunktion gilt: 

Satz 6.3.2: 

a) FUr aile x E R gilt (ex)' = eX . 

b) FUr aile x > 0 gilt (In x)' = .!... 
x 

c) FUr aile x> 0 und aile a E R gilt (x a ), = a x a - 1 . 

Beweis: Zu a): Wir beweisen zunachst die Hilfsformel 

I· eX -1 -1 
1m---

x-.+o X 

die der Ableitung an der Stelle x = 0 entspricht. Nach 3.5.1 mit n = 1 gilt 1 ± x ~ e±x fUr 
Ixl < 1, und hieraus folgt nach Umstellung die Doppelungleichung x :s; eX - 1 :s; x eX. Die 

eX 1 eX -1 
Division durch x liefert 1:s; ---- ~ eX fUr x> 0 bzw. 1 ~ -- ~ eX fUr x < O. Nach 

x x 
dem EinschlieBungskriterium 3.3.1 folgt hieraus unsere Zwischenbehauptung wegen 

e±x ~ 1 fUr x ~ O. 1m allgemeinen Fall seien nun a, x E R gegeben. Mit der Substituti­
on h = x - a und der Formel (*) ergibt sich dann wie behauptet 

. ex _ ea x-a } h 1 
I }. a e - a I' e - a a 1m = Ime . =e . Im--=e ·1=e . 
x-.+a x - a x-.+a x - a h-.+O h 

Zu b): Die Funktionf(x) = In x ist die Umkehrfunktion von g(y) = eY . Daher ist 

f'(x) = g'()(X» = ef(x) = e1nx =;-

Zu c): Es ist f(x) = x a = ea .1nx nach Problem 2.3.5. Mit der Kettenregel folgt daher 

f'(x) = (e a .1nx ), = ea .1nx ·(a·lnx)' = e a .1nx ·a·x- I = a·x a 'x- I = a·x a - I . _ 
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Ubungen zur Differentialrechnung 

Aufgabe 6.3.3: Berechnen Sie die folgenden Ableitungen : 

Aufgabe 6.3.4: Berechnen Sie die folgenden Ableitungen mittels Kettenregel: 

d) (ln~)'. 
I+x 

Aufgabe 6.3.5: Bestimmen Sie die Gleichungen der Tangenten an die Funktionen 

a)f(x) = x 2 -I im Punkt (1,0), b)f(x) = 2X im Punkt (O,I)! 

Aufgabe 6.3.6: Bestimmen Sie eine Parabel mit NuIIsteIIen bei 0 und 1 und einem An­
stieg 2 bei x = I! 

Aufgabe 6.3.7: FUgen Sie durch geeignete Wahl der Parameter a, b die Funktionen 

f(x) == e2x fUr x ~ 0 und g(x) = x2 +a x +b fUr x < 0 so zusammen, daB eine auf ganz R 
differenzierbare Funktion h entsteht! 

Aufgabe 6.3.8: Begriinden Sie mit der WeierstraBschen Zerlegungsformel, weshalb 
e x ~ 1 + x und In (I + x) ~ x filr x nahe bei 0 gute Niiherungen sind! 

Machen Sie sich die GUte der Approximation auch mittels einer WertetabeIIe fUr 
x = -0.2, ... ,0.2 mit der Schrittweite h = 0.1 klar! 

Aufgabe 6.3.9: Beweisen Sie (ax)' == aX ·lna und (loga x)' == _1_ 
x·lna 

I lnx (Hinweis: Benutzen Sie die Formeln aX == eX' na und log x = - .) 
a Ina 

Aufgabe 6.3.10: Zeigen Sie, daB die Funktion y == f(x) == e-kx die Differentialglei­
chung y' = -ky erfilIIt! Diese Differentialgleichung heiSt filr k ~ 0 Zerfa/lsgieichung, sie 
modelliert ZerfaIIs- und Sterbeprozesse. Die Gleichung y' == + ky mit k ~ 0 heiSt Wachs­

tumsgieichung. Finden Sie Losungen! 
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Die Ableitung der trigonometrischen Funktionen 

Erstaunlich einfach sind die Ableitungsregeln fUr die trigonometrischen Funktionen: 

Satz 6.3.11: FUr aIle x E R gelten (sin x)' = cos x und (cos x)' = -sin x. 

Beweis: Die Beweisidee ist ahnlich wie im Fall der Exponentialfunktion: Wir beweisen 
zuerst die Differenzierbarkeit an der Stelle x = 0 und nutzen fUr den allgemeinen Fall 
dann Additionstheoreme aus. Wir starten also mit der Hilfsformel 

lim sinx = 1 
x~o x ' 

die wegen sin 0 = 0 der Ableitung der Sinusfunktion an der Stelle x = 0 entspricht. 
sine -x) sin x I 

Wegen = -- genUgt es, den Grenzwert fUr x'" 0 zu berechnen. Aus 2.5.Ic) 
-x x 

foIgt durch Umstellen 0 ~ cos x ~ sin x ~ 1 fUr 0 < x < 1-, und nach dem Einschlie­
x 

Bungskriterium ergibt sich wegen cos x~ cos 0 = 1 fUr x ~ 0 hieraus die Zwischenbe-

hauptung (*). 1m allgemeinen Fall seien nun a, x E R gegeben. Wir setzen h = x - a 
2 

und u = a + h. Dann sind u + h = x und u - h = a. Die Additionstheoreme aus 2.5.1 erge­
ben somit 

sin x - sin a = sin(u + h) - sin(u - h) = 2 cos u . sin h = 2 cos(a + h) . sin h. 

Hieraus folgt 

sinx-sina sinh sinh x-a 
---- =2cos(a+h)·--=cos(a+h)·--~ cos a fUr h= --~O 

x-a 2h h 2 

wegen (*) und der Stetigkeit von cos x. Die Formel (cos x) , = -sinx kann analog her­
geleitet werden. _ 

Satz6.3.12: FUr aIle x E (-1, 1) gilt (arcsin x)' = D. 
I-x 

Beweis: Wir wenden die Regel fUr die Differentiation der Umkehrfunktion an. Die 
Funktion x = g(y) = sin y ist auf dem Intervall (-1t/2, 1t/2) die Umkehrfunktion zu 
y = I(x) = arcsin x. Daher ist 

(arcsin x)' = f'(x) = 1 
g'(f(x)) cos (arcsin x) 

Wegen cos2 u + sin2 U = 1 und cos u> 0 fUr u E (-1t/2, 1t/2) gilt cos u = + JI- sin 2 u . 

Foiglich ist cos (arcsin x) = JI- x 2 . _ 



6.3 Differentiation elementarer Funktionen 73 

Aufgabe 6.3.13: Berechnen Sie die Ableitungen folgender Funktionen: 

a)f(x) = sin(2,x2 + I), b)f(x) = x2 e 2x , c)f(x) = esinx . 

Aufgabe 6.3.14: Leiten Sie durch Differentiation der fUr aile Ixl < I giiltigen Gleichung 

I 00 00 

--= ~>k dieFormel Lk.2-k =2 her! 
I-x k=O k=l 

Aufgabe 6.3.15: Leiten Sie die Formel (cos x)' = -sin x durch Differentiation der Iden­
titilt sin2 x + cos2 X = I her! (Hierbei wird die Differenzierbarkeit der Funktion cos x 
vorausgesetzt! ) 

Aufgabe 6.3.16: Zeigen Sie (tanx)' = 1 + tan2 x = _1-2-! 
cos x 

(Hinweis: Verwenden Sie die Definition von tan x und die Quotientenregel.) 

Aufgabe 6.3.17: Zeigen Sie (arctan'x), = _1-2 fUr aile x E R! 
I+x 

Aufgabe 6.3.18: Zeichnen Sie den Graphen der Funktion 

I x2 . sin ~ fUr x # 0, 

f(x) = 
o fUr x=O, 

Zeigen Sie, daB f' iiberall existiert, aber nicht iiberall stetig ist! 

Aufgabe 6.3.19: Am Ende des Abschnittes 2.3 wurden die hyperbolischen Funktionen 

. eX _e-x eX +e-x 
sinh x= --- und cosh x = fUr x E R eingefUhrt. Beweisen Sie die For-

2 2 
meIn 

(sinh x)' = cosh x und (cosh x)' = +sinh x fUr aile x E R! 

Aufgabe 6.3.20: Die Funktion sinh: R ~ R ist streng monoton wachsend (vgl. 2.3.9), 
ihre Umkehrfunktion heiBt Area Sinus hyperbolicus und wird durch arsinh bezeichnet. 
Es gilt also 

y = arsinh x ¢::;>x = sinhy. 

Beweisen Sie die folgende Formel, und vergleichen Sie sie mit der Ableitungsformel fUr 
die Funktion arcsin x: 

(arsinhx)' = h fUr aile x E R. 
l+x2 
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6.4 Mittelwertsatze der Differentialrechnung 

Die Mittelwertsiitze der Differentialrechnung sind das wichtigste Werkzeug, urn aus 
Eigenschaften der Ableitung auf die Funktion selbst zuruckzuschlie13en. Sie erlauben es 
niimlich, Funktionswertdifferenzen durch Ableitungen auszudrucken. Vorliiufer und 
Speziaifall ist der 

Satz 6.4.1 (Satz von M. ROLLE (1652-1719»: Istfauf [a, b] stetig, in (a, b) differen­
zierbar und gilt f(a) = f(b) = 0, so existiert (mindestens) eine Zahl ~ E(a, b) 

mit f'(~) = o. 

Beweis: Nach dem Satz vom Minimum und Maximum existieren Zahlen u, v E [a, b] 
mitf(u) ~f(x) ~f(v) fur aIle x E [a, b]. 1m FaIlf(v) > 0 gilt sicher v E (a, b), und nach 
Konstruktion von v ist 

f(v+h)-f(v) {~Ofurh>O' 
h ~ 0 fur h < o. 

Hieraus folgt aber durch GrenzUbergang h../-O bzw. htO die Gleichheit 

/'(v) = lim f(v+h)- f(v) =0. 
h~O h 

Daher lost ~ = v das Problem. 1m Fallf(v) = 0 undf(u) < 0 zeigt man analog/,(u) = o. 
1st aberf(v) = f(u) = 0, so istf= 0, und dam it istjedes ~ E(a, b) geeignet. -

Satz 6.4.2 (Mittelwertsatz): Es seifstetig auf [a, b] und differenzierbar in (a, b). Dann 

existiert eine Zahl ~ E (a, b) mit f'(~) = f(b) - f(a). 
b-a 

Beweis: Die Gleichung der Sekante durch die Punkte PI = (a,j(a» und P2 = (b,j(b» ist 
durch 

g(x) = f(b) - f(a) (x - a) + f(a) 
b-a 

gegeben. Die Differenzfunktion h(x) = f(x) - g(x) erfiillt aber nun die Voraussetzungen 

des Satzes von Rolle. Daher existiert ein ~ E (a, b) mit 

o = h'(~) = f'(~)- g'(~) = f'(~)- f(b)- f(a). 
b-a 

Umstellen der Gleichung nachf'(~ ergibt die Behauptung. 

Foigerung 6.4.3: Gilt/,= 0 aufeinem Intervall (c, d), so istf= const auf(c, d). 
-

Beweis: Giibe es zwei Zahlen a < b im Intervall (c, d) mitf(a) "# f(b), so giibe es nach 

dem Mittelwertsatz ein ~ E (a, b) mitf'(~"# 0 im Widerspruch zur Voraussetzung. -



6.4 Mittelwertslitze der Differentialreehnung 

Aufgaben und Anwendungen 

Der Mittelwertsatz der Differentialreehnung 
ist leider nieht konstruktiv, da er sieh auf den 
Satz vom Maximum und Minimum stiltzt. 
Trotz der Unbestimmtheit der Lage von ~ 
enn5glieht er dennoeh sehr weitgehende 
Anwendungen. Einige wollen wir hier be­
sprechen. 

fib) 

f{a) 

a 

Fig. 6.4.1: Der Mittelwertsatz 
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b 

Aufgabe 6.4.4: Man beweise: Gilt f' ~ 0 auf einem IntervaIl (c, d ), so ist f auf diesem 
IntervaIl monoton waehsend. Gilt sogar f'(x) > 0 fUr aIle x E (c, d), so istfsogar streng 
monoton waehsend. (Hinweis: Benutzen Sie die Idee des Beweises zu 6.4.3!) 

Aufgabe 6.4.5: Beweisen Sie den Verallgemeinerten Mittelwertsatz: Es seienfund g 
auf [a, b] stetig und in (a, b) differenzierbar, und es sei g'(x) =I- 0 fUr aIle x E (a, b). Dann 
existiert eine Zahl ~ E (a, b) mit 

f'(~) 

g'(~) 

f(b)- f(a) 

g(b)-g(a) 

(Hinweis: Zum Beweis k5nnen Sie den gew5hnlichen Mittelwertsatz auf die Funktion 

p(x) = f(x)- f(b)- f(a) g(x) anwenden und dabeip(a) = p(b) benutzen.) 
g(b)- g(a) 

Aufgabe 6.4.6: Beweisen Sie mit dem verallgemeinerten Mittelwertsatz: 

Regel von Bernoulli-de I'Hospital l : Es seienfund g zwei Funktionen, die in einem 
geeigneten Intervall (xo - 0, Xo + b) urn den Punkt Xo differenzierbar sind, und 

es seif(xo) = g (xo) = o. Dann gilt lim f(x) = lim f'(x), falls der reehts 
x-Ho g(x) X .... H o g'(x) 

stehende Grenzwert existiert. 

2 
Beispiel 6.4.7: Wir benutzen die Regel zur Bereehnung von lim _x_. Es ist 

x~oex -1 

Aufgabe 6.4.8: Bereehnen Sie mit obiger Regel, die aueh fUr den Fall Xo = a:> gilt: 

·22 
a) lim smx ,b) lim eosx-l, c) lim ~ , 

x~o X X~o x 2 x~oo eX 
d) lim lnx. 

x~oo x 

I JOHANN BERNOULLI (vgl. S. 10), GUILLAUME FRANCOIS ANTOINE DE L'HosPITAL (1661-1704), Paris. 
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6.5 Kurvendiskussion 

Die Differentialrechnung ist ein unverzichtbares Hilfsmittel fUr die Analyse von Funkti­
onsgraphen. Wir stellen im folgenden die wichtigsten Werkzeuge zusammen. Aus Auf­
gabe 6.4.4 wissen wir bereits: 

Satz 6.5.1: Gilt/'(x) ~ 0 fUr aIle x E (a, b), so istfauf (a, b) monoton wachsend. Gilt 
sogar /'(x) > 0, so istfauf (a, b) streng monoton wachsend. 

Von besonderer theoretischer und praktischer Bedeutung ist das Auffinden lokaler und 
globaler Maxima und Minima. Hierunter verstehen wir folgendes: 

Definition 6.5.2: Es seifeine reelle Funktion, und es sei Xo E O(f) fixiert. Dann hatf 

bei Xo ein lokales Maximum, falls ein Intervall (xo - 0, Xo + b) so existiert, daB 

fUr aIle x E (xo - 0, Xo + b) (\ O(f) die Ungleichungf(x) ~f(xo) erfUllt ist. Gilt 

dabei sogar f(x) <f(xo) fUr aIle x '* xo, so hatfbei Xo ein eigentliches lokales 

Maximum. Analog definiert man lokale Minima. Der Oberbegriff ist der lokale 
Extremwert. 

Durch Wiederholung der Idee zum Beweis des Satzes von Rolle in 6.4. I ergibt sich: 

Satz 6.5.3 (Notwendiges Kriterium fUr Extremwerte): 1st f bei Xo differenzierbar und 

hatfbei Xo einen Iokalen Extremwert, so gilt/,(xo) = O. 

f(xO+h)-f(xo) {~Ofilrh>O' 
Beweis: Hat f bei Xo ein Iokales Maximum, so ist ':"""':'-"--'---"---'--"..:.-

h ~ 0 filr h < O. 

Durch Grenztibergang Mo bzw. htO folgt/,(xo) = O. Entsprechend filr Minima. _ 

Nullstellen der Ableitung liefem umgekehrt aber nicht immer Extremwerte, wie man 
sich am Beispiel der Funktionf(x) = x3 klarmacht: Es gilt zwar /,(0) = 0, aber fhat bei 0 
keinen Extremwert. Man ben6tigt also zusatzliche Voraussetzungen: 

Satz 6.5.4 (Erstes Hauptkriterium fUr Extremwerte): Die reelle Funktionfsei in einem 
Intervall (xo - 0, Xo + b) differenzierbar, und es gelte /'(xo) = O. Gilt dann zu-

satzlich/,(xo - h) < 0 </'(xo + h) fUr aIle 0 < h < 0, so hatf bei Xo ein eigentli­

ches lokales Minimum. 1m Fall/,(xo - h) > 0 > /'(xo + h) fUr aIle 0 < h < ohat 

f bei Xo ein eigentliches lokales Maximum. 

Beweis: Wir wollenf(xo + h) > f(xo) filr aIle h mit 0 < h < ozeigen. Ware dem nicht so, 

dann gabe es ein h > 0 mitf(xo + h) - f(xo) ~ o. Nach dem Mittelwertsatz gabe es dann 

aber eine Zahl ; E (xo, Xo + h) mitj'(;) ~ 0 im Widerspruch zur Voraussetzung tiber 

/'. Analog zeigt manf(xo - h) > f(xo) filr aIle h mit 0 < h < 0. -
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Aufgaben und Anwendungen 

Aufgabe 6.5.5: Ennitteln Sie mit dem Kriterium 6.5.1 die Monotonieintervalle filr die 
Funktion/(x) = 2x3 - 6x2 - 18x + 4 und skizzieren Sie die Graphen von/und/, in dem­
selben Koordinatensystem! 

Aufgabe 6.5.6: Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion 

/(x) = 2x3 -3x2 -12x! 

2 
Beispiel 6.5.7: Wir fUhren eine Kurvendiskussion fUr die Funktion /(x)=x'e-x in 
den folgenden Etappen durch: 

Definitionsbereich: Offenbar ist O(f) = R. 

Nullstellen : Die einzige Nullstelle ist x = O. 

Extremwerte : Wir bestimmen die Nullstellen der Ableitung. Es ist 

2 2 2 2 2 
/'(x)=(xe-x )'=I·e-x +xe-x (-2x)=e-x (l-2x), 

und diese Funktion hat ihre Nullstellen bei xl,2 = ±ff. Diese beiden Stellen 

sind also potentielle Kandidaten fUr Extremwerte. Wir wenden das erste Haupt­
kriterium zur endgiiltigen Entscheidung an: Die Funktion (I - 2x2) und damit 

auch /,(x) wechseln beim Durchgang durch xI = +Jf ihr Vorzeichen vom 

Positiven zum Negativen. Also hat / dort ein eigentliches Maximum. Entspre-

chend hat/bei x2 = -Jf ein eigentliches Minimum. Das folgt auch daraus, daB 

/ eine ungerade Funktion ist und ihr 
Graph daher symmetrisch zum Ko­
ordinatenursprung liegt. 

Grenzwerte fUr x ~ ±ao: Man er­

Mit lim -;- = 0 leicht durch An-
x-+±oo eX 

wendung der Regel von Bernoulli-de 
I'Hospital. Damit ist der Kurvenver-
lauf qualitativ aufgekllirt. Fig. 6.5.1: Der Graph der Funktion 

x 

x 
Aufgabe 6.5.8: Fiihren Sie eine Kurvendiskussion fUr die Funktion /(x) = -- aus 

1 +x2 
und zeichnen Sie den Graphen! 
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Wir wollen ein weiteres Kriterium zur Bestimmung von Extremwerten herleiten. Der 
erste Fall in Satz 6.5.4 tritt sieher dann ein, wenn I' bei Xo eine Nullstelle hat und 

streng monoton wachsend ist. Letzteres konnte nach Satz 6.5.1 aber an der Ableitung 

von I' abgelesen werden: Sie mUBte positiv sein. Das motiviert die EinfUhrung hoherer 

Ableitungen durch rekursive Definition: 

Definition 6.5.9: Unter der (n + I)-ten Ableitung einer Funktion f versteht man im 
Fall der Existenz die Ableitung der n-ten Ableitung von f, also 

f(n+l) = U(n», . FUr n = 0 setzt man f(O) = f, und fUr n = 1, ... ,4 schreibt 

man auch l',f",f"',f iV anstel!e von f(n). 

Satz 6.5.10 (Zweites Hauptkriterium fUr Extremwerte): Die reel!e Funktionfsei bei Xo 

zweimal differenzierbar, und es gelte I'(xo) = 0 und f"(xo):;t: o. Dann hatf 
bei Xo ein eigentliches lokales Extremum. 

Beweis: Die Existenz der zweiten Ableitung setzt voraus, daB I' auf einem kleinen In­

terval! urn Xo existiert. 1st nunf"(xo) > 0, so muB nach Definition vonf" ein Interval! 

(xo - 5, Xo + 5) so existieren, daB dort I'(xo ± h) - I'(xo) > 0 fUr aile 0 < h < 5 gilt. 
±h 

Somit istl'(xo - h) <I'(xo) = 0 <I'(xo + h), undfhat nach 6.5.4 bei Xo ein eigentliches 

lokales Minimum. 1m Fal!f"(xo) < 0 schlieBt man analog auf ein Maximum. -

Geometrisch Hillt sich die 2. Ableitung mit der Krummung des Funktionsgraphen in 
Verbindung bringen: Eine FunktionfheiBt konvex auf dem Intervall (a, b), wenn jeder 
Sekantenabschnitt in diesem Intervall oberhalb des Funktionsgraphen liegt. Analytisch 
ausgedruckt: 

FUr jede Wahl von Zahlen a < u < x < v < b gilt f(x):;:; f(v)- f(u) (x - u)+ f(u). 
v-u 

Die FunktionfheiBt konkav auf (a, b), falls -fdort konvex ist. 

Satz 6.5.11: Giltf"(x) > 0 auf (a, b), so istfdort konvex. Giltf"(x) < 0 auf (a, b), so 
ist f dort konkav. 

Beweis: Es seien Zahlen a<u<x<v<b fixiert. Wendet man den Mittelwertsatz auf die 
Funktionfauf den Intervallen [u,x] und [x, v] an, so erhalt man Zahlen u<I;<x<rr<v mit 

f(x)- f(u) = 1'(;) und f(v)- f(x) = /,(7]). 
x-u v-x 

1m Fallf" > 0 istl' monoton wachsend. Es gilt alsol'(;) <1'(7]). Foiglich gilt auch 

.::....f (-'--x"-) --=.f.-:.( u...;..) f ( v ) - f (x) 
< , 

x-u v-x 
und hieraus ergibt sieh durch sorgfaltiges Umstellen die obige Konvexitatsbedingung. -
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Aufgabeo uod Ergaozuogeo 

Beispiel 6.5.12: Nebenstehende Abbildung 
veranschaulicht konvexe und konkave 
Funktionsverlaufe. Natiirlich gibt es auch 
nichtdifferenzierbare konvexe Funktionen; 

die Funktion f(x) = Ixl ist ein Beispiel da­

M. Doch falls die zu untersuchende Funkti­
on zweimal differenzierbar ist, so hat man 
mit dem Satz 6.5.11 ein sehr einfaches Test-
verfahren! 

f 

konvex 

a 

Fig. 6.5.2: Zur Konvexitat 
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g 

a b 

Aufgabe 6.5.13: Bestimmen Sie mit dem zweiten Hauptkriterium die Extremwerte der 
Funktionf(x) = 2i + 3x2 - 12x - 6 ! 

Aufgabe 6.5.14: Zeigen Sie, daB die Funktionf(x) =X4 + 6x2 - 3 aufR konvex ist! 

Aufgabe 6.5.15: Bestimmen Sie die Konvexitatsintervalle der Funktionf(x) = sin x und 
vergleichen Sie das Ergebnis mit der graphischen Darstellung der Funktion ! 

Aufgabe 6.5.16: Fuhren Sie eine Kurvendiskussion mit Ermittlung der Konvexitatsin­
tervalle flir die GauBsche Glockenkurve 

x 2 
1 --

f(x) = --e 2 flirx E R 
J2; 

aus. Punkte, in denen Konvexitat in Konkavitat (oder umgekehrt) umschlagt, heiBen 
Wendepunkte des Graphen. Wo liegen die Wendepunkte der Glockenkurve? 

Aufgabe 6.5.17: Bestimmen Sie die Mheren Ableitungen der Funktionf(x) = sin x, 

und fmden Sie allgemeine Formeln flirf(2n) undf(2n+l) ! 

Aufgabe 6.5.18: Zeigen Sie: 1st f eine ganzrationale Funktion yom Grad n, so ist 
f(n+l) == 0 ! 

Beispiel 6.5.19: Wir betrachten die Funktionf(x) = X4 • Diese hat bei Xo = 0 offensicht­
lich ein absolutes Minimum, das aber yom zweiten Hauptkriterium nicht angezeigt 
wird, denn im vorliegenden Fall istf"(xo) = O. Das zweite Hauptkriterium ist also 
nur hinreichend, jedoch nicht notwendig. Allerdings laBt sich das Kriterium noch 
etwas verbessem. Man kann niimlich (mittels Taylorformel) folgendes beweisen: 

1st f bei Xo (2n)-mal differenzierbar, giltf(k) (xo) = 0 flir aIle 1 :;;; k:;;; 2n - 1 
und istf(2n) (xo)"* 0, so hatfbei Xo ein lokales Extremum. 

Dieses Kriterium erfaBt nun aIle Funktionen der Formf(x) = x2n mit nEN. Es gibt 
aber erstaunliche Funktionen, deren siimtliche Ableitungen bei Xo = 0 Null sind und 
die dennoch ein eigentliches Minimum bei Xo haben. Ein Beispiel ist die Funktion 

2 
f(x) = e-Jlx flir x"* 0 und mitf(O) = O. Zeichnen Sie den Graphen! 
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6.6 Taylorentwicklung 

Es seifeine Funktion, die in einer Umgebung U o(xo) = (xo -o,xo +0) eines Punktes 

Xo e O(f) definiert sei. Wir mochtenfals Potenzreihe der Form 

00 

f(x) = Ladx-xO)k 
k=O 

darstellen. Falls dies ginge, so muBte f beliebig oft differenzierbar sein, und es wfu'e 
00 

f(l) (x) = L k ·(k -1)·".· (k -I + 1) ·ak (x - xo)k-I nach Satz 6.2.13. Fur x = Xo folgt 
k=1 

f(/) (xo) = I! aI' und durch Umstellen erhalt man eine Formel zur Berechnung der ak: 

(Taylorkoeffizienten) (*) 

Dies motiviert den folgenden Ansatz: Es sei f eine beliebige Funktion, die auf einem 
gegebenen Intervall (xo - 0, Xo + t5) n-mal differenzierbar sei. Die nach der Formel (*) 

gebildeten Zahlen ak heillen die TaylorkoeJfizienten von f bei xo, und die Funktionen 

n f(k)(x ) 
Pn(x) = Pn(xo,x) = L 0 (x-xo/ und Rn+l(xO'x) = f(x)-Pn(x) 

k=O k! 

heillen das Taylorpolynom der Ordnung n bzw. Restglied der Ordnung (n+l) vonfan 
der Stelle Xo . Nach Definition dieser Funktionen gilt dann 

Das Restglied gibt also den Approximationsfehler an. Wie lliBt es sich erfassen? 

Satz 6.6.1 (Satz von TAYLOR I ): Es seifin (xo - 0, Xo + t5) (n+l)-mal differenzierbar. 

Dann existiert zu jedem xe(xo - 0, Xo + t5) eine Zahl .; zwischen x und Xo mit 

f(n+I)(.;) 
R (x x) = (x - x )n+ I . (Restgliedformel von LAGRANGE2 ) 

n+1 0, (n + I)! 0 

Beweis: Wir variieren Xo und setzen F(t) = Rn+I(t,x) =j(x) - Pn(t,x) und G(t) = (x_t)n+l. 

Dann sind F(x) = G(x) = 0, F(xo) = Rn+l(xo,x) und G(xo) = (x_xo)n+l. Mit etwas Muhe 

erhalt man weiter F'(t) = -P n' (I, x) = f(n+I)(/)(x - t)n/n!. Nach dem verallgemeinerten 

Mittelwertsatz existiert nun eine Stelle'; zwischen x und Xo mit 

Rn+l(xo,x) F(xo) F(xo) - F(x) F'(.;) - f(n+l) (.;)(x _.;)n f(n+I)(.;) 

(x - xo)n+l = G(xo) = G(xo) - G(x) = G'(';) = -n!(n + 1)(x _.;)n (n + I)! 
und hieraus folgt die Behauptung des Satzes durch Umstellen nach Rn+ I (xo , x). • 
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Anwendungen und Aufgaben 

Beispiel 6.6.2: Der Satz von Taylor stellt ein sehr leistungsfahiges Instrument zur Be­
rechnung der Funktionswerte elementarer Funktionen dar. Wir demonstrieren das 
am Beispiel der Sinusfunktion: Wir wollen fUr die FunktionJ(x) = sinx eine Wer-

tetabelle fUr x = 0, ... , 1 mit Schrittweite 0.1 und Fehler ~ 10-2 aufstellen. Wir 
setzen Xo = 0 und berechnen die Taylorkoeffizienten. Es sindJ(x) = sin x, J'(x) = 

cos x, J"(x) = -sinx, J'''(x) = -cosx, JiV(x) = J(x) usw. Mit Xo = 0 ergibt 

k 
sich a2k =Ound a2k+1 = (-1) fUr aIle kEN nach (*). Wahlt man in Satz 

(2k + I)! 
3 

6.6.1 n = 4, so folgt sin x = x - ~ + Rs (0, x) mit Rs(O, x) = cos ~ x S .Der Maxi-
3! 5! 

malfehler fUr x E [0, 1] Hillt sich daher folgendermaBen abschatzen: 

Sinx-(x-~) = IR (0 x) 1 = I cos~ xsl ~ ~ = _1_ < 10-2 
3! 5, 5! 5! 120 

Damit ist die gewilnschte Genauigkeit erreicht. Symbolisch konnten wir dafUr 
3 

sin x "" x - ~ ± 10-2 schreiben. Hiermit ergibt sich die gewilnschte Tabelle: 
3! 

x 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

sin x 0 0.10 0.20 0.29 0.39 0.48 0.56 0.64 0.71 0.78 0.83 

Will man eine hOhere Genauigkeit erzielen, so muB man n so groB wahlen, daB 

1 Rn+1 (0, x)1 ~ "zugelassener Fehler" ausflillt. 

Aufgabe 6.6.3: Bestimmen Sie eine Wertetabelle fUr die Funktion J(x) = eX im Inter­

vall [-0.5, 0.5] mit Schrittweite 0.1 und Fehler ~ 10-3 ! 

Aufgabe 6.6.4: Erganzen Sie folgende Tabelle! 

J(x) Naherungspolynom Fehlerordnung 

sin x x 
Ix31 

SlDX 
xl I xSI x--
3! 

eX ? 
Ix31 

In (1 + x) ? 
Ix31 

J1+; ? 
Ix2 1 

I BROOK TAYLOR (168S-1731), Privatgelehrter in London. 
2 JOSEPH LOUIS LAGRANGE (1736-1813), Professor in Turin, Berlin, Paris. 
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Wir konnen nun unsere eingangs gestellte Aufgabe, eine gegebene Funktion in eine 
Potenzreihe zu entwickeln, losen. Nach Definition des Restgliedes gilt nlimlich: 

Satz 6.6.5 (Entwicklungssatz): Es seiJauf einem Intervall (xo - 8, Xo + 8) beliebig oft 

differenzierbar, und es sei x E (xo - 8, Xo + 8) fixiert. Dann gilt 

00 J(k)(x ) 
J(x) = L 0 (x - Xo l genau dann, wenn lim Rn+l (xo, x) = 0 ist. 

k=O k! n-+oo 

Zur UberprUfung der Bedingung lim Rn+l (xo, x) = 0 benutzen wir die Restgliedformel 
n-+oo 

aus Satz 6.6.1. Damit haben wir ein praktisches Kriterium gewonnen! Wir wollen dies 
sogleich auf einige elementare Funktionen anwenden. 

Foigerung 6.6.6: Es gelten: 

00 (I)k 
a) sin x = L - x 2k+1 fUr alle x E R 

k=O (2k + 1)! ' 

00 ( I)k 
b) cos x = L ---- x 2k fUr alle x E R, 

k=O (2k)! 

00 1 
c) eX = L - xk fUrallex E R, 

k=O k! 

00 ( Il 
d) In (I + x) = L _-_xk+l fUr alle x E (-I, 1), 

k=O k+ 1 

00 (-Il 
e) arctanx= L __ x 2k+1 fUrallex E (-I, I), 

k=O 2k + 1 

t) (l+x)a= f(a)xk fUrallexE(-I,I)undalleaER. 
k=O k 

Beweis: Zu a): In Beispiel 6.6.2 haben wir bereits die Taylorkoeffizienten und das 
Restglied fUr die Funktion J (x) = sin x bei Xo = 0 berechnet. BerUcksichtigt man noch 

Isin ~ ::;; 1 und Icos ~ ::;; I, so erhlilt man fUr alle xER die Aussage I Rn(O,x)1 ::;; 1 :~ I· 
Der rechts stehende Ausdruck strebt nach 3.2.8c) aber fUr n ~ 00 gegen Null. Beziiglich 
der Formeln b) - e) verweisen wir auf die nachfolgenden Aufgaben. Den schwierigeren 
Beweis zu Formel t) wollen wir iibergehen. Die Formel sollte als Verallgemeinerung der 
binomischen Formeln aufnichtganzzahlige Exponenten a aber erwllhnt werden. _ 
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Aufgaben und Anwendungen 

Aufgabe 6.6.7 (Geometrische Veranschaulichung): Zeichnen Sie die Sinusfunktion und 
ihr Taylorpolynom der Ordnung 5 zum Entwicklungspunkt Xo = 0 und betrachten Sie, 
wie gut das Polynom die Sinuskurve approximiert! 

Aufgabe 6.6.8: Beweisen Sie die Formeln b) und c) aus 6.6.6 durch Bestimmung der 
Taylorkoeffizienten und Restgliedabschlitzung! (Die Formel c) ist uns natilrlich bereits 
aus Abschnitt 4.4 bekannt, die Taylorentwicklung liefert somit einen zweiten Beweis.) 

Beispiel 6.6.9: Die Formel d) konnte auf analoge Weise bewiesen werden. Wir benutzen 
jedoch eine alternative Technik, die in diesem Fall fast muhelos zum Erfolg filhrt: 

Die Ableitung von In(l+x) ist nlimlich _1_, und flir diese Funktion ist eine Rei­
I+x 

hendarstellung bekannt, nlimlich die geometrische Reihe. Folglich ist 
, 

, I I ~ k ~ k k (~(-Il hi) (In(l +x» = - = = L,,(-x) = L,,(-I) x = L,,--x . 
I + x I - ( - x ) k=O k=O k=O k + I 

<Xl (_l)k 
Nach 6.4.3 muB dann aber In (1 + x) = L -- xk+1 + c mit einer Konstanten c 

k=O k+ I 
auf dem Konvergenzbereich der Reihe gelten. Zur Bestimmung der Konstanten c 
setzen wir x = 0 und erhalten 0 = In (1+ 0) = 0 + c. Also ist c = O. 

Aufgabe 6.6.10: BehandeIn Sie die Formel e) analog zum Beispiel 6.6.9 unter Beach­
I 

tung von (arctan x)' = --2 . 
I+x 

Die Zahl1t kann nun berechnet werden, es ist 1t :::::l3.1416 ± 10-4 : 

Wir benutzen die Formel e). Zwar ist arctan I = 2: ,jedoch darf in Formel e) nicht ohne 
4 

weiteres x = I gesetzt werden. Vnter Verwendung der Doppelwinkelformel 

tan 2a = 2 tan: erhlilt man mit a = 2: aber tan 2: = J2 - I, und das liefert 
I-tan a 8 8 

2: = arctan ( J2 - I). Somit ist 7t = 8· arctan( J2 - I) , und mit x = J2 -I < I folgt aus e): 
8 

<Xl ( l)k+1 9 ( l)k+1 
7t=8· L - (J2 _1)2k+1 ",,8· L - (J2 _1)2k+1 ±1O-4 =3.1416±1O-4. 

k=O 2k + 1 k=O 2k + 1 

Warnung: Die Differenzierbarkeitsbedingung im Entwicklungssatz allein reicht nicht 
aus, urn die Gleichheit zwischen Funktion und Reihe zu bekommen. Die aus Beispiel 

2 
6.5.19 bekannte Funktion f(x)=e- 11x flirx"# 0 undf(O) = 0 ist ein Gegenbeispiel: 

AIle Taylorkoeffizienten zu Xo = 0 existieren und sind gleich 0, aber f(x) "# 0 flir x"# O! 
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6.7 Rundungsfehler und Fehlerfortptlanzung 

Als weitere Anwendung der Differentialreehnung behandeln wir die praktiseh bedeut­
same Problematik der Rundungsfehler und ihrer Fortpflanzung. Rundungs- oder Nahe­
rungsfehler sind aus zwei Grunden grundsiitzlieh nieht zu vermeiden. Erstens mUssen 
wir zur Anwendung der Algorithmen der elementaren Arithmetik die irrationalen Zahlen 
dureh rationale Zahlen - hiiufig in Gestalt von dezimalen Naherungen mit sehr begrenz­
ter Stellenzahl - ersetzen, zweitens jedoeh, und dies ist noeh einsehneidender, sind in 
physikaliseh-teehnisehen Anwendungen reelle MeBgroBen immer mit einem MeBfehler 
behaftet. Da sieh diese Ungenauigkeiten also nieht vermeiden lassen, mUssen sie wenig­
stens kontrolliert und abgesehiitzt werden. Wir wollen das Problem wegen seiner prakti­
sehen Relevanz ein wenig beleuehten, ohne in die Terminologie der mathematisehen 
Statistik einzutauehen oder den Begriff des Fehlers genauer zu definieren. Betraehten 
wir ein Beispiel: 

Beispiel 6.7.1: Gegeben sei der Radius ro = 2,53 ± 0,01 em eines Kreises. Wieviel 

Dezimalstellen im ProduktA (ro) = 1t. ro2 = 20.10902 ... em2 sind "zuverliissig"? 

Aufwieviel Stellen ist das Ergebnis zu runden? 

Wir untersuehen das Problem zuniiehst mit elementaren Mitteln. FUr beliebiges r (in der 
"Nahe" von ro) seien Llr = I r - ro lund M(r) = I A(r) - A(ro) I die zugeMrigen Absolut­

fehler. Dann ist 

M(r) = I A(ro ± Llr) - A(ro)1 = 11t(ro ± Llr)2 - 1tr 5 I = 11t . 2ro . Llr ± 1t . (Llr)21, 
und fUr I Llr I :.::; 0.01 kann der Summand 1t . (Llr)2 gegen 1t . 2ro . Llr vemaehliissigt wer­

den. Also ist M(r) :::=: 21t ro . Llr:::=: 16 . Llr :::=: 0.2, und A(ro) = 20.1 ± 0.2 em2 ist die riehti­

ge Naherung. Wir haben im Vergleieh mit ro sogar eine Dezimalstelle verloren. 

Dieses elementare Vorgehen kann problemlos zur Absehiitzung der Rundungsfehler bei 
den Grundreehenoperationen angewandt werden und fUhrt zu den Resultaten der Aufga­
be 6.7.3. Als sehr leistungsstarkes Werkzeug zur Untersuehung der Fehlerfortpflanzung 
erweist sieh aber die Differentialreehnung. Prazisieren wir noehmals die 

Fragestellung: Es sei x eine Naherung von Xo mit dem Fehler Lix = I x - Xo I, und es sei 

f eine reelle Funktion der Variablen x. Was kann dann Uber den Fehler 
L1f= If(x) - f(xo) I gesagt werden? 

FUr differenzierbare Funktionen haben wir derartige Probleme dureh die WeierstraBsehe 
Zerlegungsformel liingst beantwortet. Auf die vorliegende Situation angepaBt, ergibt 
sieh aus 6.1.3 das allgemeine F ehlerfortpjlanzungsgesetz: 

Satz 6.7.2: Istf differenzierbar bei Xo und gilt Lix = I x - Xo I, so ist 

L1f(xo) = If(x) - f(xo) I = If'(xo) I . Lix + "Fehler hOherer Ordnung" , also 

L1f(xo):::=: 1f'(xo)1 . Lix. 
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Aufgaben 

Aufgabe 6.7.3: Es seien u ~ 0 und v ~ 0 fehlerbehaftete GroBen mit den Fehlem Llu und 
Llv. Beweisen Sie auf direktem Weg die Formeln: 

a) Fehler der Summe: LI(u ± v) ~ Llu + Llv 

LI(u·v) Llu LIv 
b) Fehler des Produkts: --- ~ - +-

lu·vl lui Ivl 

Nebenstehende Abbildung macht auf geome­
trischem Weg deutlich, warum sich bei der 
Produktbildung u . v die Fehler nicht einfach 
multiplizieren: Der Fllichenanteil Llu . Llv 
macht nlimlich nur einen Bruchteil des ge­
samten Fehlers aus! 

(Addition der Absolutfehler) 

(Addition der Relativfehler) 

~6V +--=~--~--­
v +--=-"'--=---=--=--

u u+.1u 

Fig. 6.7.1: Fehler beim Multiplizieren 

Bemerkung 6.7.4: Manchmal kann die Genauigkeit bei der Fehlerfortpflanzung sogar 
besser werden. 1st nlimlich f eine konstante Funktion, so gilt immer Llf = 0, unabhlingig 
von dem Fehler Ax. Aber auch bei weniger trivialen Funktionen kann eine Verbesserung 
auftreten. Ein Beispiel dafUr ist die folgende Aufgabe. 

Aufgabe 6.7.5: Es seif(x) = In x und x = 20 ± 1. Zeigen Sie Llf= If(x) - f(20)1 ~ 0.1! 

Aufgabe 6.7.6: Beweisen Sie die Formeln: 

(1) Llv 
a) LI ~ ~ ~ , b) LI(u/v) ~ Llu + Llv . 

lu/vl lui Ivl 
(Addition der Relativfehler) 

Aufgabe 6.7.7: Schlitzen Sie den Fehler bei der Berechnung des Kugelvolumens 

V(r) = i 7tr3 fUr r = 2.0 ± 0.1 em ab! 
3 



7 Integralrechnung 
Die klassisehe Anwendung und historisehe Wurzel der Integralreehnung liegt in der 
Bereehnung von Flaehen- und Rauminhalten und in der Konstruktion einer "Um­
kehroperation" zur Differentiation. Integrale sind aber dartiber hinaus ein maehtiges 
Werkzeug fUr viele andere Probleme. Exemplariseh seien ihre Anwendungen in der 
Wahrseheinliehkeitsreehnung (als Erwartungswerte, Streuungen und Verteilungsfunk­
tionen) oder bei der Analyse und Synthese von Sehwingungen (Fourier-Reihen) ge­
nannt. 

Motiviert dureh die Inhaltsproblematik, aber mit dem Ziel, nieht nur stetige Funktionen 
integrieren zu konnen, fUhren wir das Integral naeh einer Idee RIEMANNs I mit Hilfe von 
Zerlegungssummen ein. 

7.1 Das Riemannsche Integral 

Definition 7.1.1: Es seiJauf dem IntervallI = [a, b) definiert und besehrankt. 

a) Eine Zerlegung Z von [a, b) ist ein (n+ 1)-Tupel Z = (xo , ... , xn ) von Zahlen 

xi E [a, b) mit a = Xo < ... < xn = b. Die Intervalle 1; == [xi-!,x;1 fUr i = I, ... , n 

haben dann hOehstens Randpunkte gemeinsam, ihre Vereinigung ist [a, b). 

b) Die Unter- bzw. Obersumme vonJzur Zerlegung Z ist definiert dureh 

n n 

§'(f,Z)== :L[{I;)'II;I bzw. S(f,Z) == :L!{I;)·II;I. 
;=1 ;=1 

Dabei sind 

11;1= x; - x;_1 die Lange des Intervalls Ii = [xi-! ,x;1, und 

[(Ii) = inf (f(x): x E Ii} bzw. J{I;) = sup (f(x): x E Ii} . 

e) Die Darbouxschi Untersumme bzw. Obersumme vonJsind 

§.(f) == sup { §.(f, Z): Z ist eine Zerlegung von [a, b]} und 

- -
S(f) == inf {S(f,Z): Z ist eine Zerlegung von [a, b]}. 

d) Die Funktion JheiBt (Riemann-) integrierbar auf [a, b), falls §.(f) == S(f) 
gilt. In diesem Fall heiBt diese Zahl das (Riemann-) Integral von/, in Zeiehen 

b 

fJ(x)dx == §.(f) == S(f). 
a 

I BERNHARD RIEMANN (1826-1866), G<ittingen. Epochale Arbeiten zur Analysis, Geometrie, Zahlentheorie. 
2 GASTON DARBOUX (1842-1917), Paris. Bedeutende Arbeiten zur Differentialgeometrie. 

H. Junek, Analysis
© B. G. Teubner Stuttgart · Leipzig 1998



7.1 Das Riemannsche Integral 

Die nebenstehende Abbildung soli die Vor­
gehensweise illustrieren. FUr eine nicht ne­
gative Funktionfkonnen Ober- bzw. Unter­
summe zur Zerlegung Z als FHicheninhalt 
der grau markierten Flachensrucke gedeutet 
werden. Damit werden die Beziehungen zur 
Flachenberechnung klar. 

Historische Bemerkungen 

87 

Fig. 7.1.1: Unter- und Obersummen 

Geschichtlich entspringt die Integralrechnung aus Bedurfnissen der Ermittlung von 
Flacheninhalten, Volumina und Bogenlangen, und entsprechende Berechnungen sind 
bereits aus den aitesten Kulturen bekannt (Agypten, Babylon, China). Von alters her hat 
man dabei die Ausmessung eines Flachensruckes auf die Konstruktion eines flachenglei­
chen Quadrates zUrUckgefiihrt, weshalb man die Verfahren zur Flachenberechnung auch 
als Quadratur bezeichnete. In der hellenistischen Peri ode wurde mit der Schaffung einer 
neuen geometrischen Gro13enlehre von EUDOXOS VON KNIDOS (400?-347? v.Chr.) ein 
Hilfsmittel zur strengen Durchfiihrung infinitesimaler Betrachtungen gefunden. Ihr 
Kemsruck ist die Exhaustionsmethode, worunter man die potentielle "AusschOpfung" 
der Flache mit kleinen Dreiecken oder anderen elementaren Figuren versteht, ohne daB 
jedoch wirklich zum Limes ubergegangen wurde. Auf dieser Basis entwickelte AR­
CHIMEDES (287?-212 v.Chr.) zahlreiche geniale Methoden zur Bestimmung der Flachen­
und Rauminhalte klassischer Figuren (Parabel, Kreis, Kugel, Zylinder). Insbesondere 

erhielt er in der Kreismessung die gute Niiherung 3.!.Q < 1t < 3!Q durch Vergleich der 
71 70 

Flacheninhalte des Kreises mit ein- bzw. umbeschriebenen regelma13igen 96-Ecken. 

Die Neubegegnung mit dem antiken Wissen bringt in der Renaissance mit der We iter­
entwicklung der Exhaustionsmethode durch Verwendung eines (wenn auch mystischen) 
Limesbegriffs eine Fulle neuer Ergebnisse zur Inhaltslehre. Besonders einflu13reich war 
dabei CAVALIERI (1598?-1647). Der eigentliche Durchbruch wird aber erst durch die 
Verbindung mit der Differentialrechnung durch BARROW (1630-1677), NEWTON und 
LEIBNIZ erzielt. Damit konnten die zahlreichen Einzelergebnisse und Methoden Teil 
einer geschlossenen Theorie werden (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). 
Die Leibnizsche Symbolik zur Bezeichnung des Integrals wird bis heute benutzt. 

Wie bereits gesagt, geht die hier prasentierte Einfiihrung des Integrals auf RIEMANN 
zurUck. Sie zeichnet sich durch klare Begriffsbildungen und hohe Verallgemeinerungs­
flihigkeit aus. Mit diesem Integral und seiner weiteren Ausdehnung durch LEBESGUE 
(1875-1941) wurden der Integralrechnung weitere Anwendungen erschlossen, von de­
nen exemplarisch nur die Differentialgeometrie, die Spektraltheorie und die Wahr­
scheinlichkeitsrechnung genannt seien. Die Darstellung des Lebesgueschen Integrals 
ubersteigt aber die Moglichkeiten dieses Buches. 
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7.2 Integrabilitatskriterien 

Die bisherige Charakterisierung der Integrierbarkeit ist sehr plausibel, erweist sich fUr 
praktische Zwecke aber als schwer handhabbar, da die Berechnung der Darbouxschen 
Summen die Ermittlung von Suprema und Infima bezllglich einer unUberschaubaren 
Menge von Zerlegungen erfordert. Wir leiten hier Kriterien her, die "lediglich" die Un­
tersuchung von Zahlenfolgen erfordem (Satz 7.2.4). Ein wichtiges Hilfsmittel ist dabei 
der Begriff der Verfeinerung von Zerlegungen. 

Es seien Z und Z' zwei Zerlegungen von [a, b]. Wir sagen, daB Z' feiner als Z ist, wenn 
jeder Teilpunkt x; von Z auch in Z' vorkommt. Mit diesem Begriff gilt nun: 

- -
Satz 7.2.1: Aus Z' feiner Z folgt §'(f,Z):S; §.(f,Z'):S; S(f,Z'):S; S(f,Z). 

Beweis: Nach Voraussetzung zerfcUlt jedes Z-Intervall I; = [x;_1>x;] in eine Vereini­

gung I; = III u ... uIl,., von Z' -Intervallen mit II; 1=11/ I 1+.··+llf ,.,.1. Daher ist 
, '1 , 'I 

,., ,., 

LU; )-II;I:S; ! LU/,k )·II/,k I:s; ! IU/,k )-II/,k I:s; IU; )-11;1, 
k=1 k=1 

und durch Summation Uber i folgt die Behauptung. • 
I Foigerung 7.2.2: Stets ist §. (f):s; S (f). 

Beweis: Sind Z und Z' zwei beliebige Zerlegungen von [a, b], so bilde man die gemein­
same Verfeinerung Z* dieser Zerlegungen durch Ineinanderftlgen der beiden Ketten zu 

einer neuen Kette. Aus 7.2.1 folgt dann §'(f,Z):S; §.(f,Z*):S; S(f,Z*):s;S(f,Z'). 

Also gilt §'(f,Z):S; S(f,Z') fUr beliebige Zerlegungen Z und Z' von [a, b]. Der Uber-
gang zum Supremum bzw. Infimum ergibt die Behauptung. • 
Satz 7.2.3 (Riemannsches Integrabilitatskriterium): Eine auf [a, b] beschrankte Funk­

tionf ist dort genau dann integrierbar, wenn zu jedem c> 0 eine Zerlegung Z 

von [a, b] mit S(f, Z) - §.(f, Z) < C existiert. 

Beweis: Aus der angegebenen Beziehung folgt SCf) - §.(f) :s; S(f, Z) - §.(f, Z) < c. 

FUr c ~ 0 folgt S(I) - §.(f):S; 0, und wegen 7.2.2 bedeutet dies SCf) = §.(f). Foiglich 

ist f integrierbar. Zum Beweis der Umkehrung sei f integrierbar. Zu c > 0 wahlen wir 
- -

Zerlegungen Z,Z'mit S(f,Z')-S(f)<f und §.(f)-§.(f,z) <f· FUrdiegemein-

same Verfeinerung Z* von Z und Z' gilt dann wegen 7.2.1 und §.(f) = S(f) die ge­
wUnschte Abschatzung 

S(f, Z*) - §.(f, Z*) :s; S(f, Z') - §.(f, Z) = S(f, Z') - S(f) + §.(f) - §.(f, Z) < c. • 
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Satz 7.2.4 (Hauptkriterium): Es seifauf [a, b] beschrlinkt. Falls eine Folge (Zn) von 

Zerlegungen von [a, b] mit lim §..(f,Zn) = lim S(f,Zn) existiert, so istfauf 
n~oo n~oo 

b 

[a, b] integrierbar, und es gilt ff(x)dx = lim §"<f,Zn) = lim S(f,Zn). 
n~oo n~oo 

a 

Beweis: Aus 7.2.2 folgt §..(f,Zn) ~ §..(f) ~ S(f) ~ S(f, Zn) , und somit gilt 
- -

lim §..(f,Zn) = §..(f) = S(f) = lim S(f,Zn)· • 
n~oo n~oo 

Anwendungen und Aufgaben 

Die Berechnung von Integralen mit Hilfe des Hauptkriteriums hlingt auch von dem Ge­
schick ab, geeignete Zerlegungsfolgen zu finden. Hliufig kommt man mit aquidistanten 
Zerlegungen zum Ziel: FUr festes n E N* zerlegt man das Intervall [a, b] in gleich lange 

b-a 
Teilsrucke der Llinge h = hn = --. Die zugehorige Zerlegungsfolge (Zn) ist dann 

n 
durch Zn =(a,a+h, ... ,a+nh)=(xi,n =a+hn·i, i=O, ... ,n) gegeben. 

b b2 
Beispiel 7.2.5: Wir zeigen fx dx = - fur b ~ o. Dazu konstruieren wir die liquidistan-

o 2 
ten Zerlegungen Zn des Intervalls I = [0, b] und berechnen die Ober- und Unter-

summe zur Funktionf(x) = x. Wir setzen h = b - 0 =!!.... und xi = 0 + h . i. Dann 
n n 

folgt 

_ n n b2 n b2 (+ I) b2 
S(f Z ) = " x· . h = " h· i· h = - " i = -. n n ~ - fUr n ~ 00 • 'n L... I L... 2 L... 2 2 2 

i=1 i=1 n i=1 n 
Hierbei haben wir die arithmetische Summenformel aus 1.1.6 verwendet. Ent-

sprechend ergibt sich §..(f,Zn) ~ b2 /2. Daher istf(x) = x auf [0, b] integrier­

bar, und b2 /2 ist der Wert des Integrals. 
b 

Aufgabe 7.2.6: Zeigen Sie nach obiger Methode f eX dx = eb -I fUr b ~ 0 ! 
o 

b 1 
Aufgabe 7.2.7: Zeigen Sie f- dx = In b fur b ~ 1 unter Verwendung geometrischer 

I x 

Zerlegungsfolgen Zn = (xk = b kin : k = 0, ... , n) und der F ormel lim n( '4b -I) = In b ! 
n~oo 

Aufgabe 7.2.8: Zeigen Sie, daB auch die Umkehrung des Hauptkriteriums gilt! 
(Hinweis: Verwenden Sie 7.2.3.) 
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7.3 Existenzsatze 

Nicht jede beschrankte Funktion ist integrierbar. Ein Gegenbeispiel wird in Aufgabe 
7.3.2 angegeben. Doch erlauben die Kriterien des vorhergehenden Abschnittes fUr zwei 
groBe Funktionenklassen den Nachweis der Integrierbarkeit. 

Satz 7.3.1 (Existenzslitze): Folgende Eigenschaften garantieren die Integrierbarkeit: 

a) Jede auf [a, b] monotone Funktion ist dort integrierbar. 

b) Jede auf [a, b] stetige Funktion ist dort integrierbar. 

Beweis: Wir fUhren den Beweis in beiden Flillen durch Anwendung des Riemannschen 
Integrabilitiitskriteriurns: 

Zu a): Wir setzen voraus, daB I monoton wachsend sei (im anderen Fall verfiihrt man 
analog). Zu c > 0 wiihlen wir eine narurliche Zahl n so groB, daB die Ungleichung 

b - a (f(b) _ I(a» < & erfUllt ist. Wir setzen nun h = b - a und bilden hierzu die 
n n 

iiquidistante Zerlegung Z mit den Teilpunkten xi = a + h· i fUr i = 0, ... , n und den 

Intervallen Ii = [xi-I> x;l. Wegen der Monotonie von I gelten lUi) = I(xi) und 

[Ui) = I(xi-I)' Daher ist lUi) - [Ui) = I(xi) - I(xi-I) , und folglich ist 

n 

S(f,Z)-§'(f,Z) = L(f(Xi)- l(xi_I»·h = (f(b)- I(a»·h < c. 
i=1 

Damit sind die Bedingungen des Riemannschen Integrabilitiitskriteriums erfUllt. 

Zu b): Da/auf [a, b] sogar gleichmafJig stetig ist (Satz 5.5.2!), existiert zu vorgegebe­
nem & > 0 ein 8> 0 derart, daB aus I x - x' I < 8 stets I I (x) - I (x') I < c folgt. Wir zerle­
gen nun das Intervall [a, b] in Teilsrucke Ii der Liinge < 0, urn die Schwankung von I 

kontrollieren zu konnen. Dazu wiihlen wir eine Zahl n E N mit n > b - a und setzen 
8 

b-a 
h = -- und xi = a + h· i fUr i = 0, ... , n. Nach Voraussetzung gilt dann I I (x) - l(x')1 < c 

n 

fUr x,x' Eli = [xi-! ,xi], woraus IUi )- [Ui):5. c fUr aile i = I, ... , n folgt. FUr die 

zugehorige Zerlegung Z gilt daher 
n 

S(f,Z) - §.(f,Z) = L(/Ui) - [Ui»' h:5. c· n· h = c ·(b - a). 
i=1 

Da aber mit c auch c· (b - a) beliebig klein gemacht werden kann, sind wiederum die 
Bedingungen des Integrabilitiitskriteriums erfUllt. _ 
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Aufgabeo uod Aoweoduogeo 

Aufgabe 7.3.2: Die Dirichlet-Funktion D (Figur 2.1.3) ist auf [0, 1] nicht integrierbar! 

(Hinweis: Zeigen Sie §.(D,Z) = ° und S(D,Z) = I fUr jede Zerlegung Zvon [0, I]! ) 

Aufgabe 7.3.3: Beweisen Sie die Ungleichung 
K-l 1 K 1 L -- f -dx ~1 fUr aile K E N*! 
n=l nix 

(Hinweis: Vergleichen Sie das Integral mit den Ober- und Untersummen zur Zerlegung 
Z= (1, 2, ... ,K).) 

K 

Anwendung: Nach Aufgabe 7.2.7 (oder nach 7.5) gilt J-!-dx = InK. Aus 7.3.3 ergibt 
1 x 

sich damit die folgende interessante Formel filr die Partialsummen der (divergenten) 
harmonischen Reihe: 

K-l 1 L -,,,dnK±1. 
n=i n 

Die Rechteckregel zur naherungsweisen Berechnung von Integralen: 

Es seien/auf [a, b] beschrankt und n E N* 
b-a 

tixiert. Wir setzen h = --. Dann heiBt 
n 

die Formel 

n-i 

Rn(f) = L/(a + h· i)· h 
i=O 

a 
die Rechteckregel filr f 

Fig. 7.3.1: Die Rechteckregel 

Aufgabe 7.3.4: Zeigen Sie, daB die folgende Fehlerabschatzung gilt: 

Satz 7.3.5: 1st/auf [a, b] Lipschitz-stetig mit einer Konstanten L, so gilt 
b 2 
f/(x)dx-Rn(f) $L(b-a) . 

n 
a 

/ 

b 

(Hinweis: Wahlen Sie die zu h gehorende aquidistante Zerlegung Z und vergleichen Sie 

den im Betrag stehenden Ausdruck mit der Differenz S(f,z) - §.(f, Z)! Schatzen Sie 
dann diese Differenz mit der Lipschitz-Ungleichung ab!) 
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7.4 Eigenschaften des Integrals 

Wir leiten hier erste Regeln fUr das Rechnen mit Integralen her. Zusammen mit den 
Formeln aus 7.5 und 7.6 wird es dam it gelingen, Integrale in vielen Fllllen auch berech­
nen zu kt>nnen. 

Satz 7.4.1: Es seienfund g auf [a, b] integrierbar, und es sei A E R beliebig gegeben. 

Dann sind auchf + g und Af auf [a, b] integrierbar, und es gelten: 

b b b 

a) f(J(x) + g(x»)dx = ff(x)dx+ fg(x)dx, (Summenregel, Additivitllt) 
a a a 

b b 

b) fAf(x)dx = A ff(x)dx, (HomogeniUit) 
a a 

b 

c) ausf(x) ~ 0 fUr aIle x E [a, b] folgt ff(x)dx ~ 0, (Positivitllt) 
a 

b b 

d) ausf(x) ~ g(x) fUr aIle x E [a, b] folgt ff(x)dx ~ f g(x)dx , (Monotonie) 
a a 

b 

e) aus Kl ~f(x) ~ K2 fUr aIle xE[a, b] folgt K1(b -a) ~ ff(x)dx ~ K2(b -a). 
a 

(Beschranktheit) 

Beweis: Zu a): Wir untersuchen die zugeht>rigen Darbouxschen Ober- und Untersum­

men. Es seien Z undZ' zwei beliebige Zerlegungen von [a, b], und es sei Z* eine ge­
meinsame Verfeinerung von Z und Z' . Dann gilt offenbar 

- --
§.(f,Z) + §.(g,Z') ~ §.(f + g,Z*) ~ S(f + g,Z*) ~ S(f,Z) + S(g,Z') , 

und durch Obergang zum Supremum bzw. Infimum ergibt sich mit Satz 1.2.2 die Bezie­
hung 

- --
§.(f) + §.(g) ~ §.(f + g) ~ S(f + g) ~ S(f) + S(g). 

-
Hier gilt aber sogar Gleichheit, denn nach Voraussetzung sind §.(f) = S(n und 

§.(g) = S(g). Damit ist a) bewiesen. Entsprechend zeigt man b) und c) durch Riickgriff 

aufOber- und Untersummen. Die Aussagen d) und e) sind dann eine Folgerung aus a), 
b) und c). • 
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Aufgabeo uod Aoweoduogeo 

Veranschaulichung von 7.4.1e): Integrale 
konnen als (vorzeichenbehafteter) FHichen­
inhalt der unter dem Graphen der Funktion 
liegenden FHiche gedeutet werden. Wir wer­
den darauf in 7.9 n!lher eingehen. Unter 
Benutzung dieser Interpretation kann die 
Ungleichung 7.4.le) als Vergleich dreier 
Fllicheninhalte gedeutet werden. Das ist in 
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a b der nebenstehenden Abbildung dargestellt. L..--___________ ----I 

Fig. 7.4.1: Beschriinktheit des Integrals 

Aufgabe 7.4.2: Berechnen Sie unter Verwendung von 7.2.5/6 und 7.4. 1 a)-b): 

1 

a) J(2x + l)dx, 
o 

1 

b) J(e X +x)dx ! 
o 

Aufgabe 7.4.3: FUhren Sie die Beweise zu 7.4.lc)-e) aus! 

Aufgabe 7.4.4: Beweisen Sie die folgende Aussage: 

Satz: 1st I auf [a, b] integrierbar, so ist auch I II integrierbar, und es gilt 
b b 

fl(x)dx ::s; JI/(x)ldx. (Dreiecksungleichung) 
a a 

Der Name Dreiecksungleichung riihrt daher, daB diese Formel eine Verallgemeinerung 
der bekannten Dreiecksungleichung I al + a21 ::s; I al I + I a21 fUr zwei Summanden bzw. 

von ILak I ::s; Llak I fUr mehrere Summanden ist. 

(Hinweis: Beweisen Sie die Integrierbarkeit von I I I durch Nachweis der Ungleichung 
- -
S(I/I,Z)- ~(l/I,Z)::S; S(f,Z) - ~(f,Z) und Abschlitzung mittels 7.4.ld) !) 

b 

Aufgabe 7.4.5: Beweisen Sie: 1st I auf [a, b] stetig und gilt JI/(x)ldx = 0, so ist 
a 

I(x) = 0 fUr aIle x E [a, b]. (Hinweis: FUhren Sie den Beweis indirekt.) 

Aufgabe 7.4.6: Zeigen Sie am Beispiel der Funktion/(x) = D(x) - 0.5 mit D(x) = Di­
richlet-Funktion, daB in Satz 7.4.4 die Umkehrung nicht gilt! 

Aufgabe 7.4.7: Zeigen Sie durch RUckfUhrung auf Ober- und Untersummen die Ver­
schiebungsformel: 

b b-c 

J/(x)dx= J/(x+c)dx fUrbeliebigec E R. 
a a-c 
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Wir setzen jetzt die allgemeine Theorie fort. FUr die Zerlegung des Integrationsbereichs 
[a, b] in Teilintervalle gilt die folgende Aussage, die wir spater in verschiedenen Versio­
nen verwenden werden: 

Satz 7.4.8: Es seien a < c < b. Eine reelle FunktionJist genau dann auf [a, b] inte­
grierbar, wenn J auf den Teilintervallen [a, c] und [c, b] integrierbar ist. In die-

b c b 

sem Fall gilt fJ(x)dx = fJ(x)dx + fJ(x)dx. 
a a c 

Beweis: Wiederum betrachten wir Zerlegungssummen. Es seien I' = [a, c], [" = [c, b] 
und I = [a, b]. Sind Z' und Z" Zerlegungen von /' bzw. [" und ist Z die durch Anfugen 

von Z" an Z' gebildete Zerlegung von I, so gilt §.I' (f, 2') + §1" (f, Z") = §/ (f, Z). 

Umgekebrt entsteht jede Zerlegung Z von [a, b] mit Teilpunkt c auf diese Weise. Hier-

aus folgt §.l' (f) + §.l" (f) = §.l (f). Da eine entsprechende Beziehung flir die Ober-

summen gilt, ergibt sich die Behauptung. • 
Wir kommen nun zu einem grundlegenden theoretischen Resultat, das den Vergleich des 
Integrals mit den Funktionswerten des Integranden in direkten Zusammenhang setzt. 
Dieser Satz wird eine SchlUsselstellung flir den Beweis des Hauptsatzes der Differential­
und Integrairechnung einnehmen. 

Satz 7.4.9 (Mittelwertsatz der Integrairechnung): Es sei J stetig auf [a, b]. Dann ex i­
b 

stiert eine Zahl r E(a,b) mit fJ(t)dt = J(r)· (b - a). 

a 

Beweis: Wir setzen m = min {J(t): t E [a, b]} und M= max {J(t): t E [a, b]}, und es 

seiJ(t l ) = m undJ(t2) = Mflir geeignete tJ, t2 E [a, b]. Dann giltJ(t l ) 5,J(/) 5,J(t2) 

flir aIle t E [a, b] , und aus 7.4.1e) foIgt 
b 

J(tI)·(b-a)5, fJ(/)dl 5, J(t2)·(b-a). 
a 

Die Division durch (b - a) ergibt 

1 b 
J(tl) 5, - fJ(/)dt 5, J(t2) . 

b-a 
a 

Daher existiert nach dem Zwischenwertsatz 5.3.2 eine Zahl r zwischen II und t2 mit 

1 b 
J(r) = - fJ(t)dt. 

b-a 
a 

• 
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Weitere Aufgaben und Erganzungen 

In der nebenstehenden Abbildung ist eine 
Veranschaulichung des Mittelwertsatzes 
versucht. Die Zwischenstelle T ist so zu 
wahlen, daB die Hohenlinie zum Niveau 
j( T) die Figur derart schneidet, daB die durch 
(+) und (-) gekennzeichneten Flachensrticke 
inhaltsgleich sind. Die Abbildung zeigt auch, 
daB es durchaus mehrere solcher Zwischen­
stellen geben kann. 

fir) 

a r 

Fig. 7.4.2: Der Mittelwertsatz 
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b 

Aufgabe 7.4.10: Zeigen Sie: Es sei I auf [a, b] integrierbar. Dann ist die Funktion 
x 

<P(x) = f/(t)dt auf [a, b] stetig! (Man sagt dazu, daB das Integral als Funktion der 
a 

oberen Grenze stetig ist.) 

(Hinweis: Zeigen Sie unter Verwendung von 7.4.8, 7.4.4 und 7 .4.1 e), daB <P sogar Lip­
schitz-stetig ist.) 

Integrieren "gUlttet": Die Aussage in Auf­
gabe 7.4.10 kann so interpretiert werden, daB 
Integrieren ein Gliitfungsprozej3 ist: Aus 
integrierbaren Funktionen werden stetige und 
aus stetigen werden sogar differenzierbare 
Funktionen (s. Satz 7.5.2)! In der nebenste­
henden Abbildung sind zur Illustration die 
unstetige "Maander"- Funktion I (x) und die 
hieraus durch Integration erhaltene stetige 
Funktion <t(x) dargestellt. 

y 

y 

fix) 
,....---, , , 

Fig. 7.4.3: Glatten durch Integrieren 

Aufgabe 7.4.11: Zur Verallgemeinerung der Fonnel aus 7.4.8 definiert man noch: 

a b a 

f/(x)dx = 0 und f/(x)dx = - f/(x)dx fUr b:s; a. 
a a b 

x 

x 

Beweisen Sie: Ist/auf dem Intervall I integrierbar, so gilt fUr alle a, b, eEl die Fonnel: 
b c a 

fl(x)dx + fl(x)dx + fl(x)dx = O. 
abc 
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7.S Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 

Ais einen Hohepunkt zeigen wir nun, daB Integral- und Differentialrechnung komple­
mentiir zueinander sind. Das eben ist der Inhalt des Hauptsatzes und seiner Umkehrung, 
und es war die Leistung von BARROW, LEIBNIZ und NEWTON, eben diesen Zusammen­
hang erkannt zu haben. 

Definition 7.5.1: Eine differenzierbare Funktion F heiBt eine Stammfimktion von f auf 
einem offenen Intervall J, falls F '(x) = f(x) fUr aile x E J gilt. 

Der folgende Satz zeigt nun, daB man Stammfunktionen durch Integration mit variabler 
oberer Grenze erhalten kann: 

Satz 7.5.2 (Hauptsatz der Differential-Integralrechnung): Es seifauf dem offenen In­
tervall J stetig, und es sei a E I beliebig gegeben. Dann ist die Funktion 

x 

tP(x) = ff{t)dt flir x E I eine Stammfunktion vonfauf!. Flir aile x E J gilt 

a 

d x 
also tP'(x) = dx Jf(t)dt = f(x). (Integration produziert Stammfunktionen, 

a 
und Differentiation hebt Integration auf.) 

Beweis: Wir untersuchen den Differenzenquotienten flir tP(x) an der Stelle x und ver­
wenden dazu maBgeblich den Mittelwertsatz der Integralrechnung. Es ist 

tP(x + h)-tP(x) r[X+h x ]IX+h I 
h =y, f f(t)dt- ff(t)dt =y, f f{t)dt=y,·f(Th)·h=f(Th) 

a a x 

flir ein geeignetes T h zwischen x und x + h. Nun gilt f( T h) ~ f(x) flir h ~ 0 wegen 

T h ~ x und der Stetigkeit von! Das zeigt insgesamt tP '(x) = f(x) fUr aBe x E J. -

Satz 7.5.3 (Umkehrung des Hauptsatzes): Istfauf dem offenen Intervall J stetig und ist 
x 

F eine Stammfunktion vonfauf J, so gilt ff(t)dt = F{x)-F(a) flir aBe 

a 

Xd 
a, x E I. In anderer Fassung: f- F(t)dt = F(x) - F(a) = F(tt (Integration 

dt a 
a 

hebt Differentiation bis auf eine Konstante auf). 

Beweis: Nach 7.5.2 ist die dort konstruierte Funktion tP ebenfalls eine Stammfunktion 

von! Also gilt tP '(x) = f{x) = F '(x) flir aile x E I. Daher ist (tP -F)' = 0 auf J, und aus 

6.4.3 folgt tP - F == const auf J. Flir x = a folgt hieraus const = -F(a) wegen tP(a) = O. 
Daher ist tP(x) = F (x) - F (a) flir aile x E I, und das ist die Behauptung des Satzes. _ 
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Anwendungen 

Die Menge aller Starnmfunktionen einer stetigen Funktionf(auf einem offenen Intervall 

I) wird symbolisch durch ff(x)dx bezeichnet und unbestimmtes Integral von f ge­

nannt. Nach 6.4.3 unterscheiden sich Stammfunktionen zu f nur durch eine additive 

Konstante. Daher ist f f(x)dx = {F + C: C E (-oo,oo)} mit irgendeiner Starnmfunktion 

F von/, z.B. mit F = (/) aus 7.5.2. In Formelsarnmlungen benutzt man haufig die prakti­

sche, aber problematische Schreibweise ff(x)dx = F(x)+ C. Die im Kapitel 6 berech­

neten Ableitungen elementarer Funktionen fUhren somit zu der folgenden Tabelle von 
Grundintegralen, wie man leicht durch Differentiation bestatigt: 

Tabelle einiger Grundintegrale 

Intervalle ff(xjdx = F(x) + C Probe: F' = f 

(0,00) fx a dx = _I_xa+l +C, a"*-I 
a+1 

(-00,0) oder (0, 00) fdx = Inlxl + C 
x 

(-00,00) fexdx=e x +C 

(-00,00) f sin x dx = - cos x + C 

(-00,00) f cos x dx = sin x + C 

(-~, ~) f-4-=tanx+c 
cos x 

(-I, I) f b = arcsin x + C = -arccosx + C1 
I-x 

(vgl. A2.5.6) 

(-00,00) f dx 2 = arctan x + C = -arccotx + C1 (wie A2.5.6) 
I+x 

Aufgabe 7.5.4. Berechnen Sie die folgenden Integrale: 

4 1C 

b) ffx dx, c) fsinxdx, 
-1C 



98 7 Integralrechnung 

7.6 Integrationsmethoden 

Da sich die Integration nach dem Hauptsatz als "Umkehrung" der Differentiation er­
weist, lassen sich neue Integrationsregeln durch Ubertragung der Differentiationsregeln 
erhalten. Insbesondere erhalten wir aus der Produkt- und Kettenregel sehr leistungsflihi­
ge Integrationsregeln. Wir wollen das ausfUhren. Eine FunktionfheiBt dabei stetig diffe­
renzierbar auf einem Intervall I, falls f' auf I existiert und stetig ist. 

Satz 7.6.1 (Partielle Integration): Sind fund g auf dem offenen Intervall I stetig diffe­
renzierbar, so gelten: 

b b 

ff(x) g'(x) dx = f(x) g(x)l~ - ff'(x) g(x) dx fUr alle a, bEl und 
a a 

ff(x)g'(x)dx = f(x)g(x)- ff'(x)g(x)dx (als unbestimmtes Integral). 

Hierbei bedeutet f(x)g(x)l~ = f(b)g(b)- f(a)g(a). 

Beweis: Durch Integration der Produktregel (f. g)' = f'. g + f· g' ergibt sich nach 

x x 

7.5.3 die Formel f(x)g(x)- f(a)g(a) = ff'(t)g(t)dt + ff(t)g'(t)dt, und hieraus 
a a 

folgen be ide Behauptungen. • 
Satz 7.6.2 (Substitutionsregel): Es sei f stetig auf dem Intervall I, und es sei g stetig 

differenzierbar auf einem Intervall II mit g(/1) ~ I. Dann gelten 

x g(x) 

a) ff(g(t»· g'(t)dt = ff(z) dz fUr alle a, x E II ' 
a g(a) 

b) ff(g(x». g'(x) dx = ff(z) dz Iz=g(x) (als unbestimmtes Integral). 

Beweis: Es genilgt, die Gleichung a) zu beweisen. Wir differenzieren die rechte Seite 
von a) mit der Kettenregel nach x und erhalten 

![gJ~(Z) dz] = [! ff(y)dy] . ! g(x) = f(g(x»· g'(x). 

g(a) g(a) z=g(x) 

Also ist die rechte Seite von a) eine Stammfunktion von f (g(x» . g' (x). Daher unter­
scheiden sich die beiden Integrale in a) nach 7.5.3 hochstens durch eine Konstante. Da 
beide Seiten fUr x = a aber Null ergeben, ist diese Konstante gleich Null. • 

• Merke: Beide Regeln liefem kein "fertiges Ergebnis", sie transformieren nur ein ge-
gebenes Integral in ein anderes, das hoffentlich leichter zu behandeln ist. Die 
Anwendung der Regeln erfordert also vorausschauende Uberlegungen, denn es 
ist auch moglich, daB das resultierende Integral komplizierter werden kann! 
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Gemischte Aufgaben 

Die Kombination der Rechenregeln aus 7.4 und 7.6 mit den Grundintegralen aus 7.5 
ermoglicht die Berechnung von Stammfunktionen in vielen (aber nicht allen) Hillen: 

Aufgabe 7.6.3 (zur Summenregel): Berechnen Sie 

a) f(x 2 + 3x -1) dx, 
1T 

c) f2sinx dx 
o 

Aufgabe 7.6.4 (zur partiellen Integration): Berechnen Sie 

a)fx.cosxdx, b)fx.exdx, c)fx2eX dx, d)flnxdx, e)fcos2 xdx! 

(Hinweise: Zu d): Fassen Sie In x = (l·ln x) als Produkt aut1 Zu e): Fassen Sie cos2 x als 
Produkt auf, und verwenden Sie nach Anwendung der Integrationsregel auBerdem die 
Formel sin2 x = I - cos2 x.) 

Beispiel 7.6.5: Wir berechnen f e2x+1 dx, indem wir die Substitutionsregel 7.6.2 "von 

links nach rechts" anwenden. Mit z = g(x) = 2x + I gilt g'(x) = 2, also ist 

f 2x+1 dx I f 2x+1 2 dx I f zdz I I Z I c I 2x+1 C e = 2" e . =2" e z=2x+1 =2"e z=2x+l+ =2"e +. 

Aufgabe 7.6.6 (zur Substitutionsregel "von links nach rechts"): Berechnen Sie: 

a) fSin(2x + I)dx, 

d) f~dx, 
I +x 

b) fJ2x -I dx, 

e) f'nx dx, 
x 

t) fcosx.eSinx dx. 

Aufgabe 7.6.7 (zur Substitutionsregel "von rechts nach links"): Zeigen Sie: 

\ 

f JI-z 2 dz = 2: (Hinweis: Verwenden Sie die Substitution z = sin t !). 
_\ 2 

Bemerkung 7.6.8: Leider gelingt die formelmaftige Auswertung von Integralen nicht 
immer! Flir die Differentiation war alles einfach: Elementare Funktionen und ihre Zu­
sammensetzungen konnten mit Hilfe der Differentiationsregeln in allen Flillen abgeleitet 
werden, und ihre Ableitungen waren wieder von dieser Art. Integrieren filhrt dagegen 
hliufig von einfachen Funktionen zu komplizierteren, so ist z.B. jede Stammfunktion der 
gebrochen rationalen Funktionf(x) = l/x eine transzendente Funktion In Ixl + C. JOSEPH 
LIOUVILLE (1809-1882) hat schlieBlich bewiesen, daB der Integralsinus 

x . I x 2 

Si(x) = rIOt dt und die Gauftsche Fehlerfunktion <l>(x) = ~ fe- t 12dt 
o t v21t -GO 

nicht durch Zusammensetzung der bekannten elementaren Funktionen ausdruckbar sind. 
Beide Integranden sind jedoch analytisch, und daher kann eine Potenzreihenentwicklung 
von Si(x) und <l>(x) durch gliedweise Integration leicht angegeben werden. 
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7.7 Integration gebrochenrationaler Funktionen 

Gebrochenrationale Funktionen konnen mit der Methode der Partialbruchzerlegung 
integriert werden. Ohne die allgemeine Theorie allzuweit zu entwickeln, demonstrieren 
wir dies am Beispiel der Funktion 

2 
f(x) = x + 6x + 3 . 

x 3 +x2-2 

Schritt 1. Wir zerlegen den Nenner N(x) = x3 + x2 - 2 in nicht weiter zerlegbare Fakto­
ren: Eine Nullstelle von N(x) ist Xo = 1, und die Polynomdivision ergibt die Zerlegung 

N(x) = (x -1)( x2 + 2x + 2) . 

Der quadratische Faktor hat keine reellen Nullstellen und ist nieht weiter zerlegbar. 

Schritt 2. Ausgehend von der Zerlegung ( ... ) machen wir den Ansatz 

2 
f(x) = x +6x+3 =~+ Bx+C 

(x-l)(x2+2x+2) x-I x2+2x+2 

und versuchen, die Zahlen A, B, C E R geeignet zu bestimmen. Diese Zerlegung nennt 
man Partialbruchzerlegung. Zur praktischen Bestimmung der Zahlen A, B und C mul­
tiplizieren wir die Gleiehung mit dem Nenner N(x). Das ergibt nach dem KOrzen 

x2 + 6x+ 3 =A (x2+2x+2) + (Bx + C)(x- 1) = (A + B)x2 + (2A -B + C)x+ 2A - C. 

Der Koeffizientenvergleich filhrt auf das folgende lineare Gleichungssystem A + B = 1, 
2A - B + C = 6, 2A - C = 3, das die Losung A = 2, B = -1 und C = 1 hat. 

Schritt 3. Wir konnen die Einzelterme in (**) integrieren. Es sind: 

a) 

b) 

11 = f_2- dx = 2 In I x-II + C 
x-I 

= J-Z +2 dz=-J-Z-dz+2J~ 
z2 + 1 z2 + 1 z2 + 1 

= -.!. J'!' du + 2 arctan z 
2 u 

(Substitution z = x-I), 

(Substitution z = x + 1 und dz = dx) 

(Substitution u = z2 + I, du = 2zdz) 

1 I 2 = --lnlul+2 arctanz + C = --In«x + 1) + 1)+ 2 arctan(x + 1) + C . 
2 2 

Somit ist ff(x)dx = TJ + T2 = 21nlx -II-~ In «x + 1)2 + I) +2 arctan(x + I) + C. 
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Aufgabeo uod Beispiele 

Beachte: Das Verfahren der Partialbruchzerlegung ist nur auf gebrochenrationale Funk­
tionen anwendbar, fUr die der Zahlergrad < Nennergrad ist. So lite dies nicht der Fall 
sein, so muB vorher eine Polynomdivision zur Abspaltung eines ganzrationalen Anteiles 
durchgefllhrt werden. 

Aufgabe 7.7.1: Bestimmen Sie Stammfunktionen zu folgenden Funktionen: 

4-x 
a) f(x) = 2 ' 

x +x-2 

2 
b) f(x) = 3x -3x+4. 

x 3 _x 2 +2 

Beispiel 7.7.2: Bei der Partialbruchzerlegung ist der Sonderfall mehrfacher Nullstellen 
zu beachten. Wir betrachten das am Beispiel der folgenden Funktion: 

f(x) = x+l 
x 2 -2x +1 

x+ 1 
(x _1)2 . 

Hier ist Xo = 1 eine doppelte Nullstelle des Nennerpoiynoms. In solchen Fallen muB 

folgender Ansatz mit konstanten Zahlem A und B gemacht werden: 

A B 
f(x)=-+ 2' 

x -1 (x-1) 

Die Multiplikation der Gleichung mit dem Nenner (x - 1)2 vonf(x) ergibt 

x + 1 = A (x - 1) + B = Ax - A + B, 

und durch Koeffizientenvergieich foigt 1 = A und 1 = -A + B. Die Losung dieses 
Gleichungssystems ist A = 1 und B = 2. Das ergibt 

1 2 
f(x)=-+ . 

x -1 (x _1)2 

Mit der Substitution u = x - I, du = dx fUr den zweiten Term ist die Integration 
leicht durchfUhrbar (namlich wie?). 1st der Grad der Nennerfunktion noch bOher, 
so sind weitere Spezialfiille moglich: Auch die irreduziblen quadratischen Faktoren 
konnten mehrfach auftreten. Man kann dann analog eine Zerlegung mit linearen 
Zahlem erreichen. Wir wollen dies aber nicht vertiefen. 

Aufgabe 7.7.3: Berechnen Sie fUr aile moglichen FaIle a, bE R Stammfunktionen zu 

1 
f(x) = ! 

x 2 +2ax+b 

Automatische Integration: Aile gangigen Computeralgebrasysteme ermoglichen eine 
automatische Partialbruchzerlegung (und Integration gebrochenrationaler Funktionen). 
Damit kann die muhselige Handarbeit vermieden werden! Probieren Sie das! 



102 7 Integralrechnung 

7.8 Uneigentliche Integrale 

In manchen Fallen laBt sich die Integration auf unbeschrankte Intervalle und unbe­
schrankte Funktionen ausdehnen. Dazu definieren wir: 

Definition 7.S.1: Die Funktionfsei wenigstens auf dem rechts offenen Intervall [a, b) 
definiert (wobei auch b = 00 zugelassen ist) und auf jedem abgeschlossenen 
Teilintervall [a, c] ~ [a, b) integrierbar. Dann heiBt 

b c 

ff(x)dx = lim ff(x)dx 
ctb 

a a 
(im Fall der Existenz des Grenzwertes) das uneigentliche Integral von f auf 
[a, b). Entsprechend wird die Integration auf (a, b] und auf (a, b) defmiert. 

Die Defmition erfordert eine Rechtfertigung: Wir haben sicherzustellen, daB fUr Funk­
tionenJ, die auf[a, b] integrierbar sind, das eigentliche mit dem soeben definierten un­
eigentlichen Integral zusammenflillt, damit die Symbolik nieht zweideutig ist. Dieses ist 
aber einfach eine Konsequenz der Stetigkeit des Riemann-Integrals als Funktion der 
oberen Grenze. In der Tat gilt 

b c b 

ff(x)dx - ff(x)dx ff(x)dx :S:lb-cl· sup If(x)I~O ftirctb. 
c a~x~b a a 

0() 

Die Defmition schlieBt insbesondere Integrale der Form fein, und dieser Spezialfall 
a 

ist fUr viele Anwendungen von besonderer Bedeutung. Eine solche Anwendung ist: 

Satz 7.S.2 (Cauchys Integraltest zur Reihenkonvergenz): Es seifeine monoton fallen­
de, nichtnegative Funktion auf [I, 00). Dann gilt 

0() 

ff(x)dx < 00 

I 

0() 

Lf(k)<oo. 
k=1 

Beweis: Die Beweisidee ist einfach: Da f monoton fall end ist, konnen wir die Partial-
n 

summen der Reihe als Ober- bzw. Untersummen des Integrals ff(x)dx zu der Zerle­
I 

n n n-I 

gung Zn = (l, ... ,n) auffassen. Somit ist Lf(k).I:S: ff(x)dx:S: Lf(k).I. Daher ist 
k=2 I k=1 

die Folge der Partialsummen der Reihe genau dann beschrankt, wenn die Folge der Inte­
grale beschrankt ist. Da beide Folgen wegen f ~ 0 aber monoton wachsend sind, mUs­

sen ihre Grenzwerte fUr n ~ 00 entweder beide endlich oder be ide unendlich sein. -
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Aufgaben und Anwendungen 
00 

Beispiel 7.8.3: Wir ermitteln fe-xdx. Hier ist [a, b) = [0, (0). Somit ist 
o 

00 e 

fe-Xdx = lim fe- x dx = lim (-e-X\o) == lim (eO - e-e) == 1. 
o etoo 0 etoo etoo 

Aufgabe 7.8.4: Berechnen Sie 

00 1 
a) f-dx, 

1 x 

00 

b) fx-Pdx fUrp> 1, 

1 

1 1 
c) f-dx, 

OX 

1 

d) flnxdx. 
o 

1 

Aufgabe 7.8.5: Warum ist f_l_ dx als uneigentliches Integral zu behandeln? 
I-x o 

103 

Aufgabe 7.8.6: Untersuchen Sie mit Hilfe von Cauchys Integraltest die Konvergenz der 

Dirichletl-Reihen f: _1_ in Abhangigkeit vom Parameter p E (0, (0) ! 
n=1 n P 

Aufgabe 7.S.7: Zeigen Sie mit Hilfe von Cauchys Integraltest: 

00 1 
a) L --==00, 

n=2 n·ln n 

Aufgabe 7.8.8. Die Funktion 
00 

00 1 
b) L 2 < oo! 

n=2 n·(ln n) 

[(s) = fxs-'e-xdx, s>O, 

o 
heiBt Gamma-Funktion. Sie wurde von EULER eingefUhrt und verallgemeinert die Fakul­
tatsfonktion auf nichtganzzahlige Argumente (siehe Teil c) der Aufgabe). 

a) Zeichnen Sie den Integranden fs(x) == xs-1e-x fUr x ~ ° und einige Werte von s ! 

b) Wenden Sie Cauchys Integraltest zum Nachweis der Konvergenz des Integrals an! 

c) Zeigen Sie (durch partielle Integration) die Formeln 

[(s+ 1) == s·[(s) fUr aile s > 0, 

r(1) == 1, r(n + 1) == n! fUr aile n E N. 

I PETER GUST A V LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859), Professor in Berlin und GOttingen. 
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7.9 Integration ond Inhaltslehre 

Wir schlagen nun die bereits mehrfach angesprochene Brucke zur Inhaltslehre. Zur De­
fmition des Inhalts einer Teilmenge M ~ R2 benutzen wir die Methode der Ausscht>p­
fung bzw. der Dberdeckung der Figur M durch Eichquadrate: 

Definition 7.9.1 (Riemann scher Inhalt): 

Scbritt 1. Die achsenparalIelen Quadrate 
derFonn 

Q(n) ::::[~,m+l]x[~,k+I]~R2 
m,k 2n 2n 2n 2n 

mit m, n, k E Z heiBen Eichquadrate 
n-ter Ordnung. Es sei Qn die Menge 

alIer Eichquadiiiie n-ter Ordnung. Wir 

setzen en :::: ...L . ...L :::: -21 und nennen 2n 2n 2 n 
Fig. 7.9.1: Riemannscher Inhalt 

diese Zahl den elementaren Inhalt der Eichquadrate n-ter Ordnung. 

Scbritt 2. FOr jede beschriinkte Menge Me R2 definieren wir den inneren bzw. den 
auj3eren lnhalt vom Grad n durch 

1 -
P (M)::::en 'card {QEQn: Q ~ M} bzw. Pn(M):::: en 'card {QEQn: Q n M"# 0} . 
-n 
Der innere bzw. auj3ere lnhalt von Mist nun definiert durch die Fonneln 

p(M)::::supp (M):::: lim p (M) bzw. p(M):::: inf Pn(M):::: lim Pn(M). 
- neN-n n~oo-n neN n~oo 

Scbritt 3. Die Menge M ~ R2 heiBt quadrierbar, wenn p(M):::: ~(M) gilt. In diesem 

Fall heiBt diese Zahl der zweidimensionale lnhalt p( M) von M. 

Mit iihnlicher Argumentation wie zu 7.4.1 a) beweist man: 

Satz 7.9.2: Der zweidimensionale Inhalt p hat folgende Eigenschaften: 

a)p(0):::: 0, P(Q) =e" fUr Q E<?n undp([a,b] x [c,d]) :::: (b-aXd-c) fUr a <b,c <d. 

b) Sind MI, M2 ~ R2 quadrierbar und disjunkt, so ist auch MI U M2 quadrierbar, 

und es gilt P(MI U M2) = P(MI) + P(M2). (Additivitiit) 

Welche Figuren sind quadrierbar, und wie berechnet man effektiv den Inhalt? 

Definition 7.9.3: Eine Teilmenge M ~ R2 heiBt ein Normalbereich, wenn es ein Inter­
vall [a, b] ~ R und stetige Funktionenfund g auf [a, b] so gibt, daB sich Min 

der Fonn M:::: M{ :::: {(x,y):x E[a,b], g(x):s y:S f(x)} darstellen liiBt. 

I card(A) = Anzahl der Elemente von A, Kardinalzahl von A. 
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b 

Satz 7.9.4: Normalbereiche M£ sind quadrierbar, es giltp(M£) = jU(x)- g(x»dx. 
a 

Beweis: Es sei Z eine beliebige Zerlegung des Intervalls [a, b]. Ftir M = M£ gilt 
- -
SU, Z) - §.(g, Z) ~ p( M) ~ p( M) ~ §.U, Z) - S(g, Z) , 

wegen 7.9.2a)-b), und hieraus folgt durch Obergang zum Infimum bzw. Supremum 
b b 

jf(x) - g(x)dx ~ .u(M) ~ ~(M) ~ ff(x)- g(x)dx ,also gilt Gleichheit. -
a a 

Bemerkung: Der Satz enthalt die zweidi­
mensionale Version des Prinz ips des Cava­
lieri: Figuren, die in gleichen Hohen gleiche 
Breiten haben, sind jlachengleich. Der Inhalt 
eines Normalbereiches hangt namlich nicht 
direkt von seiner Kontur, sondem nur von 

y 

~ 
f 

~~ 
iill 

g 
seiner "Dicke" f(x) - g(x) ab! x _ .. 

a b 
Beispiele und Anwendungen 

Beispiel 7.9.5: Wir berechnen den Flachen-
Fig. 7.9.2: Normalbereiche 

inhalt der Einheitskreisscheibe K, die sich als Normalbereich tiber dem Intervall 

1=[-1,1] mit den Randfunktionen f(x)=JI-x 2 und g(x)=-JI-x2 inder 

Form K = M£ schreiben liiBt. Nach Satz 7.9.4 und Formel 7.6.7 gilt dann 

1 1 

p(K)=p(M£)= fJI-x2 -(-JI-x2 )dx=2 jJI-x2dx=2.~=1t. 
-1 -1 

Damit haben wir nachtraglich die Verbindung zu der in der Schule tiblichen Defi­
nition der Zahl 1t als Flacheninhalt der Einheitskreisscheibe hergestellt. 

2 2 
Aufgabe 7.9.6: Wie groB ist die von der Ellipse ;-+.;- = 1 eingeschlossene Flache? 

a b 
(Hinweis: Gehen Sie wie in 7.9.5 vor und benutzen Sie die Substitution x / a = t .) 

Aufgabe 7.9.7: Berechnen Sie die Flache, die von der Parabel y = x2 und der Geraden 
y = x begrenzt wird! 

Beispiel 7.9.8 (Beispiel einer nichtquadrierbaren Menge): In Anlehnung an die Di­
richlet-Funktion konstruiert man die Menge M = (Q (\ [0, I]) x [0, I] S R2. Man 

sieht sofort, daB p (M) = 0 und p n (M) = 1 rur aile n E N gelten. Folglich ist 
-n 

p( M) = 0 "* p( M) = I, und M kann nicht quadrierbar sein. Diese wie ein 

"Lattenrost" aussehende Menge M hat also keinen Flllcheninhalt. 



8 Komplexe Zahlen nnd Anwendnngen 

8.1 Der Korper der komplexen Zahlen 

Der Korper C der komplexen Zahlen wird als Erweiterung von R mit dem Ziel 
konstruiert, in diesem Bereich C eine Losung der in R unlosbaren Gleichung x2 = -1 zu 
fmden. DaB man in C sehr viel mehr machen kann, zeigt sich spliter (z.B. in 8.4, 8.5). 
Urn die Konstruktion von C vorzubereiten, nehmen wir zunlichst folgendes an: 

Annahme 8.1.1: Es glibe eine Obermenge C von R und eine Fortsetzung der Addition 
und Multiplikation von R nach C derart, daB die Axiome 1 - 4 aus 1.1 gtiltig 
bleiben und die Gleichung x2 = -1 in C (mindestens) eine Losung hat. Es sei i 

eine so1che Losung. 1 (Manchmal schreibt man symbolisch i = H .) 
Wir untersuchen die Struktur eines so1chen Oberbereichs C von R. Wegen der Axiome 
I - 4 enthlilt C mit R und i auch aIle Elemente der Form a + b·i mit a, b E R, und wegen 
i2 = -I und i !C R gelten flir diese Elemente die folgenden Aussagen: 

Rechenregeln 8.1.2: a) Es gilt a + b·i = c + d-i genau dann, wenn a = c und b = d ist. 
b) (a + b·i) + (c + d·i) = (a + c) + (b + d)·i fUr aIle a, b, c, d E R. 
c) (a + b·i) . (c + d-i) = (ac - bd) + (ad + bc)·i fUr aIle a, b, c, dE R. 
d) Es gelten i = 0 + l-i und 1 = 1 + O·i. 

Damit ist umgekehrt die Konstruktion von C als kleinste derartige Erweiterung von R 
vorbereitet: 

Die Konstruktion von C: 1m Einklang mit 8.1.2 a) setzen wir C = {(a,b): a, b E R}, 
und motiviert durch b) und c) definieren wir die Rechenoperationen 
(a,b) + (c,d) = (a + c, b + d) und (a,b) . (c,d) = (ac - bd, ad + be) . 

Es ist leicht, die Gtiltigkeit der Axiome 1 bis 4 aus 1.1 nachzuweisen. Lediglich der 
Nachweis der Umkehrbarkeit der Multiplikation erfordert einen kleinen Trick, den wir 
erst in 8.1.4 kennenlemen. Die Abbildung 

R -+ {(a,O): a E R} ~ C vermoge aH (a,O) 

ist wegen 8.1.2a) eineindeutig, und wir konnen daher R als Teilmenge von C auffassen. 
Insbesondere ist dann 1 = (1,0). Setzt man noch i = (0,1), so ergibt sich die Darstellung 

(a,b) = (a,O) + (O,b) = a + (b,O)· (0,1) = a + bi 

fUr aIle Elemente von C. Die auf diese Weise konstruierte Erweiterung C von R heiBt 
der K6rper der komplexen Zahlen. 

I Das Zeichen i wurde von EULER a1s Symbol filr eine imaginllre (= scheinbare) Gr/).6e eingefilhrt. NatUrlich 
ist i auf seine Art nicht seltsamer als beispielsweise It . 

H. Junek, Analysis
© B. G. Teubner Stuttgart · Leipzig 1998
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Aufgabeo uod Ergaozuogeo 

Aufgabe 8.1.3: Berechnen Sie unter Verwendung der Regeln 8.1.2 a)-d): 

a) (2 + i)+(3 - 2i), b) (1 + i)2, c) (1 + i)(l - i), d) (a + bi)(a - bi)! 

8.1.4 Die Division komplexer Zahlen: Die Division wird durch Erweitem mit dem 
"konjugiert" komplexen Nenner ausgefilhrt (Reellmachen des Nenners!), z.B.: 

3 + 5i (3 + 5i)(2 - i) 6 + 5 + (10 - 3)i II 7. 
--= = =-+-1. 
2+i (2+iX2-i) 4+1 5 5 

. 3+4i 
Aufgabe 8.1.5: Berechnen Sle: a) --.-, 

1+1 
b) -II., 

-I 

I 
c)--! 

(1- i)3 

8.1.6 Die GauOsche Zahlenebene: 1m K5rper C kann keine Ordnung, die die Axiome 
5 - 10 aus 1.1 erfilllt, definiert werden, denn aus diesen Axiomen folgt, daB aile Quadra­
te nichtnegativ sind. Wir brauchen aber i2 = -I < 0 ! Eine Veranschaulichung von C in 

1m 

b 

a Re 

z=a-bi 

der Zahlengeraden ist daher nicht m5glich. 
Wohl aber gelingt die Veranschaulichung in 
der sogenannten GauJ3schen Zahlenebene. 
Darunter versteht man einfach die Abbildung 
C ~ R2 verm5ge z = a + bi ~ (a, b). Die 
Addition komplexer Zahlen kann dann als 
Vektoraddition in der Ebene R2 gedeutet 
werden. FUr die Multiplikation komplexer 
Zahlen gibt es in R2 aber zunachst keine 
Entsprechung. Fig. 8.1.1: GauIlsche Zahlenebene 

8.1.7 Konjugiert komplexe Zahlen: Die Funktionen 

Re: C ~ R verm5ge z = a + bi ~ Re z = a, 

1m: C ~ R verm5ge z = a + bi ~ 1m z = b, 

I . I : C ~ R verm5ge z = a + bi ~ I z I = J a2 + b2 , 

- : C ~ C verm5ge z = a + bi ~ ~ = a - bi 

heillen Realtei!, Imaginiirteil, Betrag und Konjugation. Die Zahl z heiBt die zu z 

konjugiert komplexe Zah\. Nach Figur 8.1.1 ist die Abbildung z ~ z eine Spiegelung an 
der reellen Achse. 

Aufgabe 8.1.8: Beweisen Sie die oft benutzten Rechenregeln 

-
a) z =z, 
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8.2 Die trigonometrische Darstellung komplexer Zahlen 

Die bisherige Darstellung komplexer Zahlen orientierte sich an der Zerlegung in Real­
und Imaginarteil, und diese Darstellung z = a + bi entsprach den kartesischen Koordina­
ten in der GauBschen Zahlenebene. Nun ist es aber auch m5glich, die Position einer Zahl 

Im!,-
z in der Ebene durch ihre Polarkoordinaten 
(r, cp) anzugeben: durch den Abstand r vom 
Koordinatenursprung und durch den Winkel 
cP ober der reellen Achse. Wir nennen diesen 
Winkel das Argument von z, in Zeichen 
cP = Arg z, und richten die Winkelmessung so 
ein, daB der Winkel im Intervall [0,21t) liegt. 
Aus der Trigonometrie ergeben sich dann die 
folgenden: 

b =1 7 1 / z = a + b i 

r/ 
/~cp ... 

a Re 

Fig. 8.2.1 : Trigonometrische Darstellung 

Transformationsformeln von kartesischen auf Polarkoordinaten: 

r =Izl= Ja2 +b2 , 

z = a+bi ~(r,cp) mit 
cP = Arg z = Izi {

arccos !!..- fUr b ~ 0, 

21t - arccos ~ fur b < O. 
Izi 

Riicktransformation von Polarkoordinaten auf kartesische Koordinaten: 

{ a = r cos cp} 
(r,cp)~z=a+bi mit ., also z=r(coscp+isincp). 

b = r Sin cP 

Ein wichtiger Vorzug der trigonometrischen Darstellung besteht darin, daB der Multipli­
kation und Division komplexer Zahlen eine neue Gestalt gegeben werden kann: 

Satz 8.2.1 (Forme I von DE MOIVRE (1667-1754)): FOr die Multiplikation komplexer 

Zahlen Zl = rl (cos cP I + i sin cP I) und z2 = r2 (cos CP2 + i sin CP2) gilt 

zl·z2 =rl·r2(cos(CPI +CP2)+isin(cpl +CP2))· 
(Die Betriige multiplizieren sich, die Argumente addieren sich (modulo 21t).) 

Beweis: Unter Benutzung der Additionstheoreme fUr sin und cos folgt: 

zl . z2 = [rl (cos CPI + i sin CPt)] . [r2 (cos fP2 + i sin fP2)] 

= rt . r2 [cos CPt cos fP2 + i2 sin CPt sin fP2 + i (sin CPt cos fP2 + cos CPt sin fP2)] 

= rl . r2 [(cos CPt cos fP2 - sin CPt sin fP2) + i (sin CPt cos fP2 + cos CPt sin fP2)] 

= rt . r2 [cos( CPt + fP2 ) + i sin( CPt + fP2 )]. • 

Foigerung 8.2.2. FOr z = r (cos cP + i sin cp) und n E N gilt z" = ,.n (cos ncp + i sin ncp). 
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Aufgaben und Anwendungen 

Aufgabe 8.2.3: Finden Sie die trigonometrische Darstellung fUr: 

a)z= 2 + 2i, b) z = i, c) z = -i, d) z = (-1 - i)2 , 

Aufgabe 8.2.4: Finden Sie die kartesische Darstellung fUr: 

~ 3n 
a)lzl= 1 undArgz= -, b)lzl=2undArgz= -, c)lzl= 1 undArgz= l! 

4 2 

Graphische Interpretation der Moivreschen Formel: 

Wir betrachten der Einfachheit halber den 
Fall zweier komplexer Zahlen zl' z2 auf dem 

Einheitskreis und mochten das Produkt zl,z2 

rmden. Die Moivresche Formel lehrt IzJ' z21 

= IZII . IZ21 = 1 und Arg (zl . z2) = Arg zl + 
Arg z2 (mod 2n). Wir erhalten also das Pro­

dukt z I' z2 als Punkt auf dem Einheitskreis 
1 

durch Addition des Winkels <PI zum Winkel 
.. Fig. 8.2.2: Moivresche Formeln 

fP2. Ubrigens ergibt sich die Division zl : z2 

durch Subtraktion der Argumente. Warum? 

Aufgabe 8.2.5: Zeigen Sie, daB die Abbildung z ~ i . z in C eine Drehung urn 900 

bewirkt! 

Aufgabe 8.2.6: Fixieren Sie einen Winkel<p E [0,2n) und betrachten Sie die Menge der 
Potenzen {z" : n E Z}! Veranschaulichen Sie diese Menge auf dem Einheitskreis fUr die 

Winkel<p = 2n , 2n , ~, ~, I! Welche allgemeinen Aussagen konnen getroffen werden? 
6 3 2 7 

Die n-ten Einheitswurzeln 

Die Moivresche Formel gestattet die Bestimmung der Losungen von zn = 1. FUr jede 

Losung z gilt nach Voraussetzung I z In = I zn I = I, also ist I z I = 1. Daher hat z die Dar­

stellung z = cos <p + i sin <p. Aus 8.2.2 folgt zn = cos n<p + i sin n<p, und mit zn = 1 fol­

gen cos n<p = 1 und sin n<p = O. Dies ist genau dann der Fall, wenn n<p = 2kn fUr ein 
k E Z gilt. Damit ergibt sich: 

n 1 2k~ . . 2k~ fU k z = <=> z = cos -- + I . sm -- r = 0, ... , n - 1 . 
n n 

Aufgabe 8.2.7: Geben Sie die Losungen der Gleichungen z" = 1 fUr n = 2,3,4,5 explizit 
an und veranschaulichen Sie diese Losungen in der GauBschen Zahlenebene' 

Aufgabe 8.2.8: Finden Sie die Losungen der Gleichung zn = i fUr n E N*' 
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8.3 Konvergenz und Grenzwerte in C 

1m reellen Korper R hatte sieh der Begriff der Konvergenz als grundlegend erwiesen. 
Wir wollen dieses Instrument aueh in C nieht missen. Dazu verallgemeinem wir den 
Begriff der c-Umgebung U J..a) = (a - c, a + c) eines Elementes a E R wie folgt auf C: 

Definition 8.3.1: Ftir festes z* E C und c> 0 heiBt U J.. z*) = {z E C : I z - z* I < c} 

eine c-Umgebung von z* in C. Geometriseh ist U J..z*) die offene Kreisseheibe 

urn z* mit Radius c . 

Hiermit konnen nun wie in 3.2.1 und spateren Definitionen die Begriffe der konvergen­
ten Folgen und Reihen, Grenzwerte, Haufungspunkte, Stetigkeit und Differenzierbarkeit 
wie selbstverstandlieh eingefUhrt werden. Exemplariseh also: 

Definition 8.3.2: Eine Folge (zn) von komplexen Zahlen heiBt konvergent gegen eine 

Zahl z* E C , wenn es zu jedem c> 0 eine Zahl no = no (c) mit I zn - z* I < c 

fUr aIle n ~ no gibt. 

Gltieklicherweise lassen sieh viele Satze tiber die Konvergenz in R unmittelbar auf C 
tibertragen, indem man einfaeh Real- und Imaginarteil fUr sieh betrachtet: 

Satz 8.3.3: Es sei (zn) eine Folge in C, es seien an = Re(zn) und bn = Im(zn) fUr n E N. 

Dann ist zn ~ z* mit an ~ Re(z*) und bn ~ Im(z*) aquivalent. 

Beweis: Die Aquivalenz folgt daraus, daB fUr jede komplexe Zahl z die wechselseitigen 
Absehatzungen 

1 Re(z) I, 1 Im(z) 1 ::; 1 z 1 und 1 z 1 = 1 Re(z) + i· Im(z) 1 ::; 1 Re(z) 1 + 1 Im(z) 1 

bestehen (Dreiecksungleiehung!). Daher lassen sieh aueh die Abweichungen I zn - z* I, 
I an - Re(z*) I und I bn - Im(z*) I weehselseitig absehatzen. -

Foigerung 8.3.4 (Satz von Bolzano-WeierstraB): Jede beschrankte komplexe Folge 
(zn) hat (mindestens) einen Haufungspunkt in C. 

Folgerung 8.3.5 (Vollstandigkeit von C): Jede Cauehy-Foige in C ist konvergent. 

Foigerung 8.3.6 (Satz yom Minimum und Maximum): Es sei K eine abgesehlossene 
Kreisscheibe in C, und es seif: K ~ C eine stetige Funktion. Dann existieren 
Punkte z* E K mit If (z*)1 = min{lf(z)l: z E K} und z** E K mit If (z* *)1 = 

max{lf(z)l: z E K}. 
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Erganzungen und Aufgaben 

In nebenstehender Skizze ist eine & - Umge­
bung eines Punktes z* E C veranschaulicht. 
Man mache sich auch klar, daB fUr eine 
konvergente Foige zn ~ z* im Komplexen 

viet mehr Freiheiten bestehen als im Reel­
len: Die Foige kann beispielsweise radial, 
spiraltOrmig oder auf anderen verschlunge­
nen Wegen auf Z* zulaufen. 

111 

Re 

Fig. 8.3.1: Eine e-U mgebung in C 

Aufgabe 8.3.7: Berechnen Sie die Grenzwerte der durch nachfolgende Formeln gegebe­
nen Foigen: 

) n 2. 
a Zn =--+--1, 

n+l n-I 
b)zn=1i-i, 

1- i 
c)zn =--.! 

I +nt 

Aufgabe 8.3.8: Beweisen Sie: Aus Zn ~ Z folgt I Zn I ~ I Z I! 

Aufgabe 8.3.9: Der Begriff der Reihe und ihrer Konvergenz kann sofort auf C iibertra­
gen werden. Zeigen Sie, daB auch in C absolut konvergente Reihen konvergent sind und 
daB das Cauchy-Hadamardsche Konvergenzkriterium gilt! 

Aufgabe 8.3.10: Der Begriff der Ableitung von Funktionen kann problemlos auf kom­
plexe Funktionen J: C ~ C ubertragen werden. Beweisen Sie folgende Formeln durch 
Wiederholung der im Reellen gebrauchten Argumente: 

a) Die Ableitung vonJ(z) = z2 ist f'(z) = 2z. 

b) Die Ableitung von J(z) =.!.. ist f'(z) = -~ fUr aile z * O. 
Z Z 

Der uneigentliche Grenzwert 00 in C 

FUr eine komplexe Foige (zn ) definieren wir zn ~ 00 <=> I zn I ~ 00 • Da es in C keine 

(vemunftige) Ordnung gibt, macht es keinen Sinn, ein - 00 einzufUhren! 1m Komplexen 
gilt also beispielsweise ± n ~ 00 • Verwirrungen ergeben sich dadurch aber nicht. 

Aufgabe 8.3.11: Zeigen Sie zn ~ 00 fUr aile Z E emit Izl> I! 

n 
Aufgabe 8.3.12: Es sei J(z) = ~>kzk eine ganzrationale Funktion in emit n ~ 1 und 

k=O 
an * O. Zeigen Sie J(z) ~ 00 fUr z ~ 00, d.h., zu jeder (beliebig groBen) Zahl K ~ 0 exi-

stiert eine Zahl R ~ 0 mit IJ(z) I ~ K fUr aile z E C mit I z I ~ R ! 

(Hinweis: Vergleichen Sie diese Aufgabe mit Aufgabe 5.4.3a)!) 
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8.4 Der Fundamentalsatz der klassischen Algebra 

Mit der Macht der bisher entwickelten analytischen Werkzeuge beweisen wir den von 
GAUSS 1799 entdeckten Fundamentalsatz der klassischen Algebra: 

Satz 8.4.1 (Fundamentalsatz der klassischen Algebra): 
a) Jede ganzrationale Funktion f vom Grad n ~ I hat in C mindestens eine 
Nullstelle. 

b) Jede ganzrationale Funktion f vom Grad n ~ 1 Hillt sich in C voIlstandig in 

Linearfaktoren fez) = an(z - z\)P1 ..... (z - Zk )Pk mit p\+ ... +Pk = n zerlegen. 

Beweis: Es geniigt, die Aussage a) zu beweisen, denn hieraus folgt b) durch wiederholte 
Anwendung von 2.4.2 (komplexe Polynome). Die Beweisidee zu a) besteht darin zu 
zeigen, daB die reeIlwertige Funktion /f(z)1 ein Minimum in Chat und daB dieses = 0 ist. 

Schritt 1: Wir zeigen die Existenz eines Minimums. Wegen Aufgabe 8.3.12 existiert 
eine Zahl R > 0 derart, daB /f(z)1 ~ /f(O)1 fUr aIle / z I ~ R ausflUlt. Auf der Kreisscheibe 
{z: /z/ ~ R} hat die stetige Funktion /f (z)/ wegen Folgerung 8.3.6 aber ein Minimum, 
etwa bei w. Wegen /f(w)1 ~ /f(O)/ gilt dann aber sogar /f(w)/ ~ /f(z)1 fUr aIle z E C. 

Schritt 2: Wir zeigenf(w) = 0 und hatten somit eine NuIlsteIle. Angenommen, es ware 
/f(w)/ "* O. Dann kijnnten wir die ganzrationale Funktion 

f(z+w) 
g(z)= few) , ZEC, 

bilden. Sie erfUIIt Ig(z)/ ~ 1 fUr aIle z E C nach Konstruktion von w. Wegen g(O) = 1 hat 
h(z) = g(z) - I bei z = 0 eine NuIlsteIle. Wie in 2.4.2 kijnnen wir daher eine Zerlegung 

g(z) -1 = h(z) = (z - O)P q(z) = zP q(z) mit p ~ 1 und q(O)"* 0 vomehmen. Foiglich ist 

1 ~ Ig(z)12 = 11 + zP q(z)12 = (1 +zP q(z»·(1 +zP q(z» = (1 +zP q(z»·(1 +zP q(z» 

= 1 + (zP q(z) + zP q(z»+lzP q(z)12 = 1 + 2Re(zP q(z» + Iz P q(z)12 . 

Das ergibt 0 ~ 2Re(zP q(z» + Iz P q(z)12 fUr aIle z E C. Ersetzt man z durch Lund mul-
n 

tipliziert man mit nP , so folgt 0 ~ 2 Re(zP q( L» + _1_/ zP q( L) /2 wegen des Quadrates 
n nP n 

im zweiten Summanden. Der Grenziibergang n ~ 00 ergibt 

o ~ 2Re(zP q(O» fUr aIle z E C. 

Wir filhren dies zum Widerspruch. Die reine Gleichung z P = i ist nach 8.2.8 lijsbar, es 
sei u eine Lijsung. Mit z = uo, u\ u2, u3 ergibt sich aus (*) der Reihe nach 0 ~ Re(q(O», 
o ~ Re(i·q(O» = -Im(q(O», 0 ~ -Re(q(O» und 0 ~ Re(-i·q(O» = Im(q(O», was nur mit 
q(O) = 0 vertraglich ist. Das widerspricht aber der Konstruktion von q. • 
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Die reelle Version des Fundamentalsatzes 

FUr ganzrationale Funktionen mit durchweg reellen Koeffizienten m5chte man nattlrlich 
gem eine Faktorzerlegung im Reellen konstruieren. Mit Linearfaktoren wird das nicht 
immer gehen, aber der folgende Satz er5ffuet eine M5glichkeit: 

Satz 8.4.2: 1st f (z) = an zn + ... + ao eine ganzrationale Funktion mit durchweg reel/en 

Koeffizienten und ist WEe eine Nullstelle, so ist auch W eine Nullstelle. 

Beweis: Es seif(w) = O. Mit den Rechenregeln aus 8.1.8 ergibt sich dann 

f(;) = an;n + ... +ao = an wn+ ... +aO = (an wn+ ... +aO) = f(w) = 0 = 0, 

also ist auch w eine Nullstelle. • 

1st also w eine nichtreelle Nullstelle von f(z) , so liiBt sich sogar das Produkt 

(z - w)(z - w) abspalten. Eine ganzrationale Funktionfvom Grad n ;;:: 1 mit durchweg 
reellen Koeffizienten hat nach diesem Satz und nach dem Fundamentalsatz 8.4.1 also 
eine Zerlegung 

f(z)=an(Z-ZI)P1 · ... ·(z-zr)Pr ·(z-wdlJ ·(Z-Wl)ql· ... ·(z-ws)q" '(z-ws)q" 

mit einigen reel/en Nullstellen Zj und weiteren nichtreel/en Nullstellen w j , w j , die 

dann paarweise auftreten. Dabei gilt PI + ... + Pr + 2ql + ... + 2qs = n. Wir betrachten nun 

exemplarisch das Produkt (z - WJ)( z - WJ). Setzt man WI = a + i fJ mit a, fJ E R, so ist 

(z - wl)(z- WI) = [(z -a) - ifJ][(z- a) + ifJ] = (z-a)2 + fJ2 

ein quadratisches Polynom in z, das wegen fJ '# 0 keine reellen Nullstellen, aber wenig­
stens reelle Koeffizienten hat. FUhrt man diese Zusammenfassung mit allen Faktoren der 

Form (z - Wj)(z - wj)aus, so erh1tlt man schlieBlich: 

Satz 8.4.3 (Fundamentalsatz der klassischen Algebra, reelle Version): 
Es sei f (z) = an·zn + ... + ao eine ganzrationale Funktion vom Grad n ;;:: 1 mit 

reellen Koeffizienten aj . Dann existiert eine Zerlegung 

mitzj , ~,~ E R undpi + ... + Pr + 2ql + ... + 2qs = n. 
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8.S Exponential- und Sinusfunktion im Komplexen 

Wir wollen nun die Exponential- und die trigonometrischen Funktionen unter Beibehal­
tung der typischen Rechenregeln (Additionstheoreme) auf C ausdehnen. Ais erstaunli­
ches Ergebnis werden wir dabei einen erst im Komplexen erkennbaren engen Zusam­
menbang zwischen diesen Funktionen entdecken. Wie kann nun eZ fUr Z E C definiert 
werden? Was so lite z.B. ei sein? 1m Abschnitt 2.3 haben wir die Exponentialfunktionen 
f (x) = cr durch schrittweise Erweiterung des Definitionsbereiches von N auf R unter 
maBgeblicher Verwendung von Monotonieeigenschaften definiert. Wegen des Fehlens 
einer Ordnung in C versagt hier aber diese Methode. Ebenso ist der monotone Approxi­
mationssatz 3.5.1 nicht verallgemeinerungsflihig. Zum Gluck haben wir noch die Po­
tenzreihendarstellung der Exponentialfunktion (siehe 4.4 oder 6.6.6), und Formeln die­
ser Art lassen sich problem los in das Komplexe ubertragen. Wir definieren also: 

Definition 8.5.1 (Die komplexe Exponential-, Sinus- und Kosinusfunktion): 
00 k 

e Z = L ~ fUr Z E C, 
k=O k! 

00 (_I)k 
sinz = L z2k+1 fur Z E C 

k=o(2k+I)! ' 

00 (_l)k 
cosz = L -- z2k fUr Z E C. 

k=O (2k)! 

Die absolute Konvergenz der Reihen auf ganz C ist gesichert, da der Konvergenzradius 
in allen Fallen R = 00 ist. Durch Wiederholung der Rechnung zum Beweis der Formel 
exp(x + y) = exp(x) . exp(y) in 4.4 und durch eine analoge Betrachtung fUr die Sinus­
und Kosinusreihe beweist man die Giiltigkeit der Additionstheoreme in C: 

Satz 8.5.2: Fur aIle zl' z2 E C gelten 

eZI +Z2 = eZI • eZ2 und sin(zl + z2) = sin zl cos z2 + cos zl sin z2' 

Nun das angekundigte Wechselspiel dieser Funktionen: 

Satz 8.5.3 (Eulersche Formel): Es gilt e iz = cosz + isin Z fUr aIle Z E C. 

Beweis: Durch Trennung gerader und ungerader Indizes in der Exponentialreihe folgt 

00 (iz)k 00 (iz)2n 00 (iz)2n+1 ~i2nz2n ~i.i2n.z2n+1 
eiz = L-= L--+ L = L.J + L.J 

k=O k! n=O (2n)! n=O(2n + l)! n=O (2n)! n=O (2n + l)! 

00 (_I)n z2n .00(_ltz2n+1 
- L + I L = cos Z + i sin z . 

n=O (2n)! n=O (2n + I)! • 
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Aufgaben und Erganzungen 

Aufgabe 8.5.4: Beweisen Sie die Fonnel e21m i = I fUr aile k E Z! 

Aufgabe 8.5.5: Beweisen Sie die Fonneln 

sine -z) = -sin z und cos( -z) = cos z fUr aile z E C! 

Aufgabe 8.5.6: Beweisen Sie die Fonneln 

eiz +e- iz . e iz _e- iz 
a) cosz = und smz = flir aile z E C, 

2 2i 
-I -I 

b) cos(i) = ~ E R und sin(i) = ~ i ! 
2 2 

Die graphische Darstellung komplexer Funktionen: 

Ais wichtiges Instrument bei der Untersuchung von Funktionen hat sich ihre graphische 
Darstellung erwiesen. FUr reelle Funktionen f R ~ R ist der Graph eine Teilmenge 
(Kurve) der Ebene R2 = R x R. FUr komplexe Funktionenf C ~ C wird der Graph eine 
Teilmenge von C2 = C xC:; R2 x R2 :; R4 sein, und die zeichnerische Darstellung ist 
kaurn mOglich. Zerlegt man aber die Funktionfin ihren Real- und Imaginllrteil, so erhalt 
man die Funktionen Re f C ~ R und 1m f C ~ R , deren Graphen als Teilmengen 
(FI!lchen) von C x R :; R3 dargestellt werden kOnnen. Wir betrachten ein Beispiel: 

Beispiel 8.5.7: Wir mOchten den Realteil der komplexen Exponentialfunktionf(z) = eZ 
graphisch darstellen. Es sei also g(z) = Re(f(z» = Re(eZ) . FUr z = x + iy ist 

eZ =ex+iy =exeiy =ex(cosy+isiny) . 

Also ist g durch die Zuordnung 

z = x + iy ~ g(z) = Re(eZ ) = eX · cosy flir aIle x, y E R gegeben. 

Der Graph von g: C ~ R ist nebenstehend 
angegeben. Langs der reellen Achse (y = 0) 
fmdet man das Bild der reellen Exponential­
funktion wieder, langs der imaginllren Achse 
(x = 0) zeigt der Graph die Periodizitat des 
reellen Kosinus. Das veranschaulicht noch­
mals die engen Beziehungen zwischen den 

Funktionen eZ , sin z und cos z im Komple­

xen. FUr das Zeichnen solcher Graphen ver- Fig. 8.5.1: Graph von Re(e') 
wendet man am besten geeignete Computer-
programme. 

Aufgabe 8.5.8: Wie sieht die graphische Darstellung von Re(f) fUr fez) = z2 aus ? 
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Losungen der Aufgaben 

Al.I.4: Angenommen, es wlire X-I ~ O. Dann ergibt die Multiplikation mit x > 0 den 
Widerspruch 1 ~ O. 

Al.l.S: a) FOr n = 0 ist die Behauptung trivial, filr n ~ 1 gilt wegen der Kommutativitlit 
und Assoziativitlit der Addition 

n n 

La; + Lb; =(ao+···+an)+(bO+···+bn)=(ao +bo)+···+(an +bn ). b) folgt analog 
;=0 ;=0 
aus der AssoziativiUit. c) ist trivial, da links und rechts die gleichen Zahlen addiert wer­
den. 

Al.l.6: Beweis durch vollstandige Induktion Uber n: LA. (n=O): 0 = O. LS. (n~n+ 1): Es 

. ~,l. ~. ( I) n(n+l) ( I) n(n+I)+2(n+l) (n+2)(n+l) 
1st ,L..'= ,L..'+ n+ = + n+ = = . 

;=1 ;=1 2 2 2 

Al.l.7: Die Polynomdivision ergibt (xn -an):(x-a) = x n- I +xn- 2a+ ... +an- l . 

Al.l.8: 1m Fall n = p folgt 1 = 1. Es sei n > p. FUr p = 0 ist (0) + ( 'I) = 1 + n = ( nil). 

. o· (n )_(n) n-p I (n) (n )_(n)(1 n-p)_(n)n+1 _(n+l) FUrp> 1st p+1 - P 'p+l,aso P + p+1 - P +p+1 - P p+l- p+I' 

Al.I.9: Ausmultiplizieren ergibt Produkte der Form x n- j yj . Dabei tritt jedes dieser 

Produkte so oft auf, wie man aus den n KlammerausdrUcken jeweils j Ausdrucke zur 

Auswahl von y markieren kann. Das sind (j) Moglichkeiten. Altemativer Beweis: 

Vollstandige Induktion und Verwendung von AI. 1.8. 

Al.2.4: a) I, b) 2, (2 ist auch das Maximum). 

AI.2.S: a) la, b) Kein Maximum, aber sup A = O. c) Kein Maximum, aber sup A = n12. 
d)f(x) = x2 - 4x + 6 hat Scheitel bei Xs = 2, also inf (f(x): x E R} = f(xs) = 2. 

AI.2.6: a) x = inf A <=:> x ist eine untere Schranke von A, und filr jede weitere Schranke 
x' von A gilt x ~ x' <=:> x ist eine untere Schranke von A, und filr jedes Ii > 0 existiert ein 
a E A mit a < x + Ii. b) Aus c ~ a filr aIle a E A folgt -c ~ b filr aIle b E B . 1st daher 
c die groBte untere Schranke von A, so ist -c die kleinste obere Schranke von B und 
umgekehrt. c) folgt aus b). 

Al.2.7: Ubertragen Sie den Beweis zu 1.2.2! 

Al.2.8: Folgt aus 1.2.3 mit b = 1 und nach Division durch n. 

Al.4.3: Mit Xo = 4 ist x5 ~ 10. Die Iteration ergibt x I = 3.25 und x2 = 3.16. Wegen 
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Xl -JIO < xl -3.1 = 0.15 ist x2 -JIO ~0.5·0.152 "" 0.Ql, also J10 = 3.16±0.01. 

AI.4.4: w=~·'ib lost wn=a·b wegen wn=(~.'ib)n=(~r·('ibr=a.b. 

Wegen der Eindeutigkeit der Wurzel ist daher ~ = ~. 'ib. Ebenso lost 

w = ~~ die Gleichung w n·m = a. 

AI.5.4:a)L= (1-, 00),b)L=(2, 00), c)L=(-2.5,-2). 

AI.5.5: a) L = (-2-3, -2+3) = (-5, +1), b) L = [-2, I], c) L = (-00, 0.5) u (2.5,00). 

AI.5.7: a) L = U (kn, (k+0.5)n), b)L "" (0.27, 4.73), c) L =(2-J2, 2)u(2, 2+J2). 
keZ 

A2.1.3: Auflosen von y = 2x - 6 nach x ergibt x = O.5y + 3. Entsprechend x = y2 - 4. 
Durch Vertauschen der Variablen erhlilt man die Gleichungen y = O.5x + 3 bzw. 

y = x 2 - 4 als Funktionsgleichungen der Form y = 1-1 (x) fUr die Umkehrfunktionen. 

A2.1.4: Nein, Nacheindeutigkeit verletzt, da sowohl (1,1) als auch (1, -1) zur Punkt­
menge geh()ren. 

A2.2.3: Der Quotient ist genau dann positiv, wenn sgnif(b) - f(a» = sgn(b - a) "# 0 gilt. 
Das ist mit der strengen Monotonie liquivalent (Flille untersuchen!). 

A2.3.4: Satz: FUr a > 1 und g(x) = 10gaX gelten: 1) O(g) = (0,00), 2) gist streng mono­

ton wachsend, 3) g(x . y) = g(x) + g(y), 4) W(g) = R. 

A2.3.8: C= 9, a= 2·In 6 "" 3.6. 

A2.3.9: Setzen Sie die Definitionsgleichun­
gen in die rechte Seite der Additionstheore­
me ein und formen Sie urn. 

A2.4.6: waren fund g nieht wertverlaufs­
gleich, so ware die ganzrationale Funktion 
h = 1- g yom Grad ~ n, hlitte nach Voraus­
setzung aber n + I NuIlsteIlen. Das ist ein 
Widerspruch zu 2.4.3. 

x 

Fig. A.2.3.9: Hyperbolisehe Funktionen 

A2.5.2: al) cos 0 = I folgt aus 2.5.lb) mit u = nl2 und v = O. c) Mit u = v und cos(u -v) 
= cos 0 = 1 folgt die Formel c) aus 2.5.1b). a2) cos nl2 = 0 folgt nun aus 2.5.2c). b) folgt 
aus 2.5.lb) mit u = O. 

A2.5.4: Wegen 2.5.le) sind sin und cos auf dem Intervall (0, 1-) positiv. Die Unglei­

chung sin s - sin t> 0 ist daher wegen 2.5.3 mit s - t> 0 liquivalent. Die Monotonie auf 

(-1-,0) folgt aus 2.5.2b). 
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A2.5.6: Es seien x e[-I, I] und v = arccosx. Mit 2.5.1 ist sin(1--v) = cosv = x. Wegen 

I -v e[ -1-,1-] folgt I -v = arcsinx. Daher ist arcsin x +v = I' 
A3.1.4: FUr die Quotienten benachbarter Foigenglieder gilt wegen e > 1 fUr aIle n ~ 1 

-L I I n-(n+l) I b e n+1 --- -- -~-

--.!!±!. = -1- = e n+1 n = e n(n+l) = e n(n+l) < I. Daher ist bn+1 < bn fUr aIle n ~ 1. 
bn en 

a (n + l)r(n+l) n + 1 
A3.1.5: FUr die Quotienten gilt n+1 = = -- ~ I fUr aIle n ~ I. Hieraus 

an n2-n 2n 

folgt an+1 ~ an fUr aIle n ~ I. 

A3 1 6 F d· Q' '1 n + I - I n + I I fU 2 Al - 3 ( )22-(n+1) ( )2 
. .: Ur Ie uotIenten gi t - - -- < r n >. so p - . 

n2 2-n 2 n 

A3.1.7: Wir zeigen zuerst an ~ bn fUr aIle n eN. FUr beliebige a, b > 0 gilt 

f;;b ~ a + b, denn setzt man s = Fa und t = Jb , so folgt diese Ungleichung durch 
2 

Umstellen aus der Beziehung 0 ~ (s-t)2 = s2 - 2st + t2 = a+b - 2 f;;b. Nach Definition 
von an und bn gilt daher an ~ bn fUr aIle n e N. Zur Monotonie der Foigen: Wegen an ~ 

b sm' d an+1 = Janbn = ~n > 1 und b - b = an + bn - b = ..!..(a - b ) < 0 fUr n - n+1 n 2 n 2 n n-
an an an 

aIle n e N, und hieraus folgen an+1 ~ an und bn+1 ~ bn. 

A3.1.8: Induktiv zeigt man an ~ 2 fUr aIle n e N: In der Tat folgt aus an ~ 2 auch 

an+1 = J2 + an ~ ,./2 + 2 = 2, wlihrend ao ~ 2 als Induktionsanfang trivial ist. Zur Mono-

a2 I 2 + a a + a 2 a I 
n; = ~ ~ n 2 n = - ~ 1 fUr aIle n, also auch --1!.±...... ~ 1. 
an an an an an 

tonie: 

A3.1.9: Es ist (n) ._1_ = n· ... ·(n- k+ I) ._1_ = n· ... -(n- k + I).~ ~ ~ ~ _1_ = 2-k+1 . 
k nk k! nk n· ... ·n k! k! 2· ... ·2 

A3.1.10: a:'~1 =(n:lr {n:lr-
I 
=[n:l.n:lr· n:1 =[ n:~lr· n:1 = 

= [1 __ I_]n.~ ~ [1_n._I_].~n_ =[1- ..!..]._n_ = n-I._n_ = I unter Verwen-
n2 n -I n2 n -I n n -I n n -I 

dung der Bernoullischen Ungleichung mit h = - ~. 
n 
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( I)n n (n) 1 n 1 n 1 n-I 
A3.1.1l: an = 1+- = L k5. L,=I+ L,5.I+ L2-k 5.1+2=3 

n k=O k n k=ok. k=1 k. k=O 
unter Verwendung der binomischen FormeI, der Ungleichung aus A3.1.9 und der For­
mel 1.1.7 fUr die geometrische Summe. Mit feinerer Absehatzung gilt fUr allen ~ 2: 

~ 1 1 1 (-I -2) 1 1 5 9 225=a2 5. an 5. L.,,-5.I+l+-+- 2 +2 + ... 5.2+-+-=2+-<2 .. 
k=Ok! 2 3 2 3 6 

1
2n I 12n-2n+21 2 2 . . A3.2.6: a) ---2 = =--<& fUr n>-+I ,b) Se1 n~4. Dann 1St 

n-I n-I n-I & 

1
_3n_2--:+,--n_-_l _ 31 = 1 n -1- 31 < _n_ = ! < & fUr n >! 

n2 + 1 n2 + 1 - n2 n & ' 

c) n -1 = n-,J;;2";1 < 
J n2 + 1 J n2 + 1 -

. Inl~ 
d) Iqn I = I q In < & fUr n . In Iql < In 1.s1 , also fUr n> - . ( In Iql < 0 wegen Iql < I!) 

Inlql 

n nIl 
A3.2.7: lanl= -r- ~ I = -v n fUr aIle n. Also ist (an) nieht beschrankt, folglich 

vn + 1 2vn 2 
nieht konvergent. 

A3.2.8:a)Mitm=Int(1-) gilt lanl=~5. I· ... ·m 5. (1)m ~O fUrm,n~oo, 
nn (2m} ... {2m) 

b) Ibnl=.[;;+t - Fn = (.[;;+t - J;,)( rn+l + J;,) = (n+ 1)- n 5. _1_ ~ 0, 
rn+l + J;, rn+l + J;, J;, 

c) Es sei x ~ 0 fixiert. Wir wahlen eine Zahl m mit ~ 5. ~. Nun sei) ~ 0 und n = m + ). 
m 2 

xn x m+i xm xi 1 
Dann gilt 05. - = ::;; -'-. ::;; xm '-. = xm ·2m ·2-n ~ 0 fUr n~ 00 

n! (m+ i)! m! m1 21 

A3.2.9: a) Es seien an ~ 0 und bn ~ O. Zu beliebigem & > 0 existiert ein nO mit 

lanl < ti2 und Ibnl < ti2 fUr aile n ~ no' Foiglich ist Ian ± bnl ::;; lanl + Ibnl < & fUr aIle 

n ~ no' Das zeigt an ± bn ~ O. b) Dominanzkriterium anwenden: Es sei an ~ 0, und es 

sei Ibnl 5. K fUr aIle n E N. Dann gilt Ian' bn I 5. Klanl ~ 0, also folgt an . bn ~ O. 
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A3.3.6: a) if£, = i2. rj;, ~ 1·1 = 1, b) fUr n ~ 3 gilt 1 ~ n2 + 2n - 5 ~ n2 + 2n ~ 3n2 ~ 

n3, und hieraus folgt 1 ~ ~ n2 + 2n - 5 ~ ~ = (rj;,)3 ~ 13 = 1. Nun Einschlie6ungskri­
terium anwenden . 

. 3n4+1 . 3+n~ 3 
A3.3.8: a) hm 4 = hm-- = -, b) 

. ni3+1 . i3+~ 1 
hm =hm---=-

n 2n +n n 2+ ~ 2 n 2n + 1 n 2 + 1 2 ' 
n n 

C)limJ 3n = lim~ = lim_3_ = fI 
n 4n + 2 n 4n + 2 n 4 + 1 f4' 

n 

d) lim(lg~) = 19(1im~) = Igl = o. (FOr c) und d) wurde 3.3.3 verwendet.) 
n n+l n n+l 

.. n-7 n+3 
A3.4.4: a) Es selen an = -- und bn = --. Die Bedingungen aus 3.4.2 sind zu 

n+2 n+2 
prOfen: Durch aquivalente Umformung ergibt sich 

n-7 n+I-7 2 2 
an ~an+l <=>-- ~ <=>(n-7Xn+3) ~(n-6Xn+2)<=>n -4n-21 ~ n -4n-12, 

n+2 n+I+2 
und die letzte Ungleichung ist fUr aile n E N gOltig. Also ist (an) monoton wachsend. 

. . n+3 n-7 n+3-n+7 
Entsprechend fUr (bn) vorgehen. Welter 1st bn - an = -- - -- = -----

n+2 n+2 n+2 

= ~. Das zeigt bn-an > 0 und bn-an ~ o. Also ist (an Ibn) eine Intervallschachte­
n+2 

lung. Analoges Vorgehen fUr Aufgabe b). 

A3.4.5: Es sind an+l = an +_1 ___ 1_ > an, bn+1 = bn __ 1_+_1_ < bn 
2n + 1 2n + 2 2n + 2 2n + 3 

1 
und 0 < bn - an = --~ o. Daher ist (an Ibn) eine Intervallschachtelung, und es 

- 2n+l 
existieren lim an = lim bn . 

n n 

A3.4.6: Wir zeigen zunachst c ~ b; fUr aile n E N. FOr n = 0 ist das wegen 1 < c < c2 = 

b6 klar. FOr n ~ 1 gilt 2bn = an-l + bn- 1 , also 4b; = (an-l + bn_1)2. Wir benutzen 

nun die fUr beliebige Zahlen a, b ~ 0 gOltige Abschatzung (a+b)2 ~ 4ab, die aus 
o ~ (a-b)2 = a2 - 2ab + b2 nach Addition von 4ab folgt. Damit ergibt sich 

4b; = (an-l +bn_1)2 ~4an-lbn-l =4-c-bn_1 =4c, also wie gewOnscht b; ~c. 
bn- 1 

Hieraus folgt nun b; ~ c = an . bn , also bn ~ an fUr aile n E N. Damit ergibt sich 
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a +b b +b . c c 
bn+1 = n n ~ n n = bn fUr alle n E N. Hleraus folgt an+l = -- ~ - = an . 

2 2 bn+, bn 

SchlieBlich ist 0 < bn+1 - an+l ~ bn+1 - an = bn + an - an = ..!..(bn - an), und hieraus 
2 2 

folgt 0 < bn+1 - an+l ~ Z-n(bo - ao) = Z-n (c -1) ~ O. Damit ist (an Ibn) eine Inter-

c2 c 
vallschachtelung. Aus c ~ b~ folgt a~ = 2 = c· 2 ~ c·l = c. Also ist an ~ ~ ~ bn 

bn bn 

fUr aile n E N. Somit gilt lim an = lim bn = F. 
Wir berechnen nun J3. Es sind bo = 3, b1 = 2, b2 = 1.75, b3 "" 1.7321, ao = 1, al = 1.5, 

a2"" 1.71, a3 "" 1.7320. Wegen b3 - a3 ~ 10-4 gilt daher die Fehlerabschatzung 

J3 = a3 ± 10-4 = 1.7320 ± 10-4 . 

A3.5.2: Es seien an = (1 +~) n und bn = (1 +~) n+l. Wir haben an t e bereits gezeigt. 

Entsprechend zeigt man unter Verwendung der Bemoullischen Ungleichung, daB (bn) 

monoton fallt. Es gilt namlich 

b~:l = C ~ J n {n: In
+
1 

= (n;~ In . -n-:-l = (1 + -n-21-_-1r 
n 

n+l 
~(I+_n )._n 

n2 -1 n + 1 
~ (1 +..!..) . _n_ = 1 fUr aile n E N* mit n *- 1. n n+l 

SchlieJ31ich ist bn - an = (1 +~) n (1 + ~ -1) ~ 3· ~ ~ O. FUr n = 3000 ergibt sich 

somit Ie - an I ~ I bn- an I ~ 10-3 , also e = a3000 ± 10-3 = 2,718 ± 10-3 . 

A3.5.3: Es ist K~n) = Ko (I + ~r ' also li~ K~n) = Ko . eZ "" 1.0513· Ko. Kontinuierli­

che Verzinsung bringt gegenUber jiihrlicher Verzinsung einen 0.13 % hoheren Zins. 

A3.5.4: Durch Gleichsetzung von y(to) = y(O)e-Ato und y(to) = y(O)/2 ergibt sich 

e-Ato = 0.5, also -A 10 = In 0.5 = -In 2. Somit ist A = In 2 
10 

A3.5.5: Es sei 11 das Alter des Fundsruckes. Dann ist y(t,) = y(O) e-Atl = 0.3 . y (0), 

also e -Atl = OJ. Hieraus folgt -A I, = In 0.3 "" -1.20 und t, = - In OJ "" 1 0000 Jahre. 
A 
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A3.6.4: lim an = -2, lim an = +2, keine weiteren Haufungspunkte. 
n n 

A3.6.6: a) Trivial. b) Die Teilfolge wird induktiv konstruiert. Zu &1 = I existiert ein 

Folgenglied ani mit la* - anll~ 1. Es seien ani" .. ,ank mit nl < n2 < .. , < nk und 

1 a * - an .1 ~..!, fUr aIle j ~ k schon konstruiert. Da a* ein Haufungspunkt ist, existieren 
J ) 

wiederum unendlich viele Folgenglieder an mit la* - an 1 < k~1 . Wir wahlen einen In­

dex n mit n > nk aus und nennen ihn nk+I' Dann erfUIlt die so konstruierte Teilfolge 

(ank ) die Bedingung la* - ank 1< t fUr aIle k E N*, und das zeigt ank ~ a* . 

c) Die Bedingung ist mit lim an = lim an gleichwertig. 
n n 

A3.6.7: Es sei x ;::: 0 gegeben. FUr jedes & > 0 enthalt das Intervall (x - &, X + &) dann 
wegen 1.3.2 unendlich viele BrUche der Form min. Also ist x ein Haufungspunkt. 

A3.7.5: 123/999; 123456789/999999999; 29/90; 6357/990. 

. 1 2 a+1 
A3.8.3: a) Nach Umformung 1st g(x) = --(x -1) +--. Also ist g eine nach unten 

2 2 
ge6ffnete Parabel mit Scheitel bei x s = I. Somit ist g auf (-00, 1) monoton steigend, und 

a a a a a2 (a) a+ 1 . fUr -~x~1 folgt -~-+---=g - ~g(x)~g(l)=--~I. Alsobildetgdas 
2 22282 2 

Intervall I in sich abo FUr x, Y E I gilt schlieBlich 

x2-i I x+YI I a12+a121 I al Ig(x)-g(y)I= x-Y--2- =lx-Y1·1--2- ~Ix-YI·I- 2 =lx- Y1 ·I-"2 . 

Somit ist q = 1 - !: < 1 eine Kontraktionskonstante . 
2 

*2 
b) FUr den Fixpunkt x* von g gilt x* = g(x*) = x* - ~. Hieraus folgt x*2 - a = O. 

2 

Also ist x* = Fa. 
2 2 xj-a xj-a 

c) Hier gilt Xj+1 =Xj---' in 1.4 (**) wurde Xj+1 =Xj--2-- verwendet. Mit 
2 ~ 

unserer Formel erhalten wir nur "lineare" Konvergenz: Die Zahl der gUitigen Stellen 
nimmt bei jedem Iterationsschritt linear zu. 

A3.8.4: Aus eX = xk folgt mit x = k·t nach Logarithmieren die Gleichung t = In k + In t. 
Die Funktion g(t) = In k + In t ist monoton wachsend, und fUr k ;::: 3 ist In In k ;::: O. Aus 
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10 k ~ t ~ k folgt somit 10 k ~ g(ln k) ~ g(t) ~ g(k) = 2 In k ~ k. Daher bildet g das Inter­
vall [10 k, k] in sich abo Kontraktionsbedingung: Aus 1 + x ~ eX fUr aIle x ~ 0 folgt 

10(1 +x) ~ x. FUr u, v E[lnk,k] mit u ~ v folgt hieraus\ln v -In u\= In ~ = In u+(v - u) 
u u 

= In(1 + v - u) ~ v - u ~ _1_1 v _ u I. Also ist q = _1_ < I eine Kontraktionskonstante. 
u u 10k Ink 

Die Iteration fUr k = 20 und to = 20 ergibt t7 "" 4.500. Hieraus folgt x* "" 20·t7 "" 90.0. 

n I n 1 In I I I I 
A4.I.S: Es ist sn = L-2-= L =- L---=-(l+-+rn) mit 

k=2k -I k=2(k + 1)(k -I) 2 k=2k -I k + I 2 2 

einem Rest rn ~ O. Foiglich gilt sn ~ l 
n 

A4.1.6: Es giltxn+1 = L(Xk+1 -xk)+xO. Daher konvergiert (xn) genau dann, wenn 
k=O 

(Sn) = (f(Xk+I-Xk)+XO) konvergiert. 
k=O 

r:J:) 

A4.1.7: Es ist T=tO+2Ltn. Wegen hn=0.95·hn_I=0.95n·ho 
n=1 

ist tn = J~hn 

= J3.. hO (.J0.95t . Mit 4.1.3 ergibt sich T = J3.. ho (1 + 2 ~) "" 352 s. 
g g 1- 0.95 

n I n I 
A4.2.S: FUr p ~ 2 gilt L p ~ L 2"" ~ 2 , und aus 4.2.2 folgt daher die Konvergenz. 

k=lk k=lk 

n+m(_I)k+l 1 1 1 2 
A4.2.6: L =----+-... ±--~-~O. 

k=n k n + 1 n + 2 n + m n + I 

A4.3.4: a)~k ·2-k = Vi .2-1 ~ 0.5 < 1, b) lak+ll = _k_!_ = _1_ ~ 0 < I fUr k ~ 00, 

lakl (k+l)! k+1 

c) ak+l = (k+l)! .~= k+I.(~)k = 1 ~!..<I 
ak (k+ll+1 k! k+1 k+l (l+tt e . 

A4.3.S: Man wahle eine Zahl q mit lim~lakl > q > 1. Dann gelten ~Iakl > q und folg­

lich lakl> l fUr unendlich viele k. Wegen l ~ 00 kann daher (ak) keine Nullfolge und 

die Reihe nicht konvergent sein. 
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A4.3.6: a) Absolut konvergent naeh 4.2.3, b) konvergent naeh 4.2.6, aber nieht absolut 
konvergent naeh 4.1.8, c) divergent naeh 4.1.8. 

A4.3.8: Naeh 1.1.8 und 1.1.9 gilt 

e2 = e·e = (f 1,) .[f J,] = f ±(k~j)' J, = f 1, ±(j)= f 1,(1+ I)k = f i~ . 
k=O j=O k=Oj=O k=O j=O k=O k=O 

A4.4.3: a)R=2,K=(-2, 2), b)R= I,K=[-I, 1), e)R=oo,K=(-oo,oo), d)R= I, 
K = (-1,1), e) R = 0, K = {OJ. Man sagt in diesem Fall, die Reihe sei nirgends konver­
gent. t) Hier liegt keine Potenzreihe vor, 4.4.2 ist nieht anwendbar. Wegen 4.2.5 und 
4.1.8 gilt [2, 00) ~ K ~ (1,00). Mit 7.8.6 ergibt sieh K= (1, 00). 

A5.I.5: &-c5-Defmition: Fur a = 0 istlFx - Ji)1= Fx < & fur 0 < x < 8 = &2. Fur a"# 0 ist 

IFx-fal= IFx-ftxl(1a+ fa ) = Fx 1 falx-al~ ~Ix-al. Mit 8=&fa folgt 
x + a x + a va 

also I Fx - fal < &, falls fur Ix - al< 8 gilt. 

A5.1.6: Fur xn =.; gilt xn ~ 0, aber sgn(xn) = 1 strebt nieht gegen O. 

A5.I.7: a) Folgt direkt aus der Folgendefinition der Stetigkeit und den Grenzwertsiitzen 
3.3.2. b) Aus xn ~ a folgtj{xn) ~ j{a) und somit g(/{xn» ~ g(f(a» fur aIle Folgen (xn) 

in D(go f). 

n 

A5.1.8: Es sei f(x) = ~>kxk eine ganzrationale Funktion. Wegen 5.1.7 genugt es, 
k=O 

die Stetigkeit der Summanden ik(x) = akxk auf R zu untersuehen. Diese Funktionen 

sind aber Produkte der stetigen Funktionen g(x) = ak = eonst und h(x) = x, naeh 5.1.7 

also selbst stetig. Gebroehen rationale Funktionen sind Quotienten von ganzrationalen 
Funktionen. 

A5.I.9: (~) Angenommen,ferfillle bei a nieht die Bedingung 5.1.3. Dann gibt es ein 

& > 0 derart, daB zu jedem 8=.!. ein xk E D(f) mit IXk - al<..!.. und If{xk) - j{a) I ~ & 
k k 

existiert. Foiglieh gilt xk ~ a, aber (j(xk» konvergiert nieht gegenj{a). 

(¢:::) Angenommen,ferfUlle die Bedingung 5.1.3. Es sei (xn) in D(f) mitxn ~ a gege­

ben. Zu &> 0 existiert naeh Voraussetzung ein 8> 0 mit If{x) - j{a)1 < & fur Ix - al < 0. 
Wegen xn ~ a ist die Bedingung IXn - al < 8 aber fast immer erfilllt, also gilt aueh fast 

immer If{xn) - j{a)1 < & . Das zeigtj{xn) ~ j{a). 
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2 
AS.2.4: a) lim x -I = -2 (Korzen mit x+ 1), b) lim _x_ = 00, lim _x_ = -00 

x~-I x+1 xt-ll_x2 x..1.-II_x2 ' 

. x I· x I· x 0 ) I· x 0 hm--=oo, Im--=-oo, 1m --= , c lID --= , 
xtl 1- x 2 x..1.1 1- x 2 x~±«l 1- x2 x~±«l 1+ x2 

d) KOrzen 

. 2 ·b I· I I d I· I I· I mit x - ergl t lID -- = - un lID -- = -00 , lID -- = 00 • 
x~2 x + 2 4 xt -2 x + 2 x..1.-2 x + 2 

00 xk x n+1 eX x 
AS.2.S: a) FOr x ~ 0 gilt eX = L - ~ --. Also ist - ~ --~ 00 fUr x ~ 00. 

k=ok! (n+I)! xn (n+I)! 

eX_I x2 x3 I x x2 II I I AS.2.7a: ---I = (x+-+-+ ... )·--I = -+-+ ... ~xl-+-+ ... ~lxle~O 
x 2! 3! x 2! 3! 2! 3! 

fUrx~O. 

. ·1 I· sin2x I· sint 21· sint 2 I 2 AS.2.S: Mit t = 2x gl t 1m -- = lID - = lID - = . = . 
x~o X t~O t / 2 t~O t 

AS.3.S: Schnittpunkte bei xI = -0.815 ± 10-3, x2 = 1.429 ± 10-3, x3 = 8.613 ± 10-3 . 

AS.3.6: Wiirde j(x) auf einem dieser Intervalle das Vorzeichen wechseln, so hlitte fwe­
gen 5.3.1 in diesem Intervall eine weitere Nullstelle. Widerspruch. 

AS.4.3: a) lanxn+ ... +aol=lxlnlan + an-I + ... + ao I~oo fUr an *" 0 und Ixl ~ 00. 
x xn 

b) Wegen If(x)1 ~ 00 fUr Ixl ~ 00 existiert eine Zahl K> 0 mit If(x)1 ~ 1f(0)1 fUr Ixl ~ K. Auf 
dem Intervall [-K, K] hat If I ein Minimum, etwa bei xO. FOr x E [-K, K] gilt dann 

If(xo)1 ~ If(x)l, und fUr Ixl > K gilt If(xo)1 ~ 1f(0)1 ~ If(x)1 erst recht. Also ist If(xo)1 der klein­

ste Wert von Ifl auf ganz R . 

AS.4.4: Nein, R ist kein abgeschlossenes, beschrlinktes Intervall. 

AS.4.S: Absolutes Maximum bei x = 2, absolutes Minimum bei x = O. Diese sind gleich­
zeitig auch relative Extrema. Zuslitzliches relatives Maximum bei x = -I. 

AS.S.S: Es sei L eine Lipschitz-Konstante zu f auf I. Zu gegebenem E> 0 wlihlt man 

0= ElL. Dann folgt aus Ix - x'i < 0 die Abschlitzung Ij(x) - j(x')1 ~ Llx - x'i < L 0= E. 

AS.S.6: f(x) = £ ist auf [0, I] wegen 5.5.2 gleichmlil3ig stetig. Es gibt aber kein L mit 

1£ - .JOI~ Llx - 0\ fUr aile x E [0,1], denn sonst wlire I ~ L·£ fUr aile x E [0,1]. 

AS.S.7: Die Sinusfunktion ist 21t-periodisch und auf [0,21t] wegen 5.5.2 gleichmlil3ig 
stetig. 
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AS.S.8: a) Produkt: Es seien/, g Lipschitz-stetig auf[a, b). Nach dem Satz vom Maxi­
mum sind/, g dann auch beschrilnkt auf [a, b), etwa Ifl ::;; K 1, Igl ::;; K2. FOr x, x' E [a, b) 

folgt dann mit Lipschitz-Konstanten Lfund Lg vonf bzw. g: 

If(x)g(x)- f(x')g(x')1 =If(x)g(x)- f(x')g(x) + f(x')g(x)- f(x')g(x')1 

::;; If(x)- f(x')llg(x)1 +If(x')llg(x)- g(x')I::;; L f . K2 ·Ix -x'i + KI . Lg ·Ix -x'i 

= (L f K2 +K1Lg)·lx-x'l· 

b) Es sei F = go f. Dann ist IF(x)-F(x')1 = 19(f(x))-g(f(x'))1 ::;; Lglf{x)-.f{x')1 ::;; L~flx-x'i 

flir aIle x, x' E O(F). 

x 2 _a2 (x+a)(x-a) 
A6.1.S: a) = =x+a~2a flir x ~ a. b) Mit Formel 1.1.7b) 

x-a x-a 
n n 

folgt x - a = x n- I + x n- 2 a+ ... +a n- I ~ nan- I 
x-a 

flir x ~ a. c) Durch Erweitem mit 

-I -I x -a a-x 
x . a und Kiirzen mit x - a folgt --­

x-a 
1 -2 fli 

---=--~-a rx~a. 

xa(x-a) ax 

A6.1.6: Der Differenzenquotient Ixl-lOI = l2l = sgnx hat flir x ~ 0 keinen Grenzwert. 
x-o x 

A6.1.7: a) g(x) = .f(1) + f'(l)(x - I) = I + 2(x - I) = 2x - I 

x 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 
.f{x) 0.64 0.81 1 1.21 1.44 
g(x) 0.6 0.8 1 1.2 1.4 
Fehler 0.04 0.01 0 0.01 0.04 

b)g(x)=.f{I)+f'(l)(x-l)= 1-(x-I)=2-x 

x 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 
.f{x) 1.25 1.11 I 0.91 0.83 
g(x) 1.2 l.l I 0.9 0.8 
Fehler 0.05 0.01 0 0.01 0.03 

A6.2.4:f'(x) = -5x4 + 6x. 

A6.2.5:f'(x) = x2 + 0.5x - 0.5 = I <:::::> x2 + 0.5x - 1.5 =0 <:::::> x = I oder x = -3/2. 

A6.2.6: (x3)' = (x·x·x), = (x)'·x2 + x·(x2 )' = l·x2 + x·2x = 3x2. 

A6.2.7: LA.: n = I.I.S.: n~n+l:(xn+I)' = (x.x n)' = (x)' ·xn +X· n·xn- I = (n+ l)xn. 

( 1)' O·xn -I·(xn)' x n- I I 
A6.2.8: - = =-n·--=-n·--. 

xn x2n x2n xn+1 
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1 
A6.2.9: f'(x) = 2 (Quotientenregel). 

(l + X) 

A6.2.11: a) 60 x3 (3x4 + 1)4 , 

A6.2.14: a) f(x)/ g(x)- f(a)/ g(a) = f(x)g(a)- f(a)g(x) 
x-a g(x)g(a)(x-a) 

= (f(x) - f(a»· g(a) - f(a)(g(x) -g(a» 

g(x)·g(a)(x-a) 

f'(a) f(a)g'(a) f'(a)g(a) - f(a)g'(a) 
~ -- - = ~"'-'--''-'---''----'':=-'--'-=-~ 

g(a) g(a)· g(a) g{a)2 

b) (f(x) . g(x)-l)' = f'{x). g(x)-l + f(x). (_g(x)-2). g'{x) = f'(x)g(x) - f(x)g'(x) . 
g(x)2 

A6.2.1S: g(x) = E, f(y) = y2 => g'(x) = 1 = _1 ___ 1_ 
f'(g(x» 2g(x) - 2E . 

A6.2.16: 

schiebung. 

4 -2 x(x+2) 2{l-x3 ) 
A6.3.3: a) 5x + 8x - 5x , b) 2 ' c) 3 2 . 

(l+x) (x +2) 

X2 e j; 2x+3 2x 
A6.3.4: a) 2xe , b) r ' c) 2e , d) --2-' 

2vx x +1 

A6.3.S: a) g(x) = 2(x - 1), b) g(x) = 1 + x In 2. 

A6.3.6:f(x) = 2x(x - 1). 

A6.3.7: g(0) = f(O) = 1 => b = 1, g'(x) = 1'(0) = 2 => a = 2. 

A6.3.8: Die FormeIn resultieren aus der Zerlegungsformel. 

nach Indexver-

A6.3.9: (ax), = (eX Ina), = exlna .In a = aX .In a, (loga x)' = (In x)' = _1_.!. 
Ina Ina x 

A6.3.10: y' = -ke-kx = -k· y. Zusatz: y = f(x) = C· ekx mit C E R Iosty' = +ky. 

A6.3.13:a)4x·cos(2x2+I),b) e2x (2x2+2x), c) esinxcosx. 
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A6.3.14: Setzen Sie nach dem Differenzieren x =! ein! 

A6.3.15: 2 sin X· cosx + 2 cos x . (cos x) , = 0 => (cos x)' = - sin x fUr aIle x mit cosx * O. 

A6.3.16: Quotientenregel auf tan x = sin x / cos x anwenden. 

A6.3.17: Analog zu 6.3.12 vorgehen. 

A6.3.18: FUr x * 0 ist f'(x) = 2xsin..!.. -cos"!", fUr x = 0 istj'(O) = 0 wegen 
x x 

f(x) - f(O) = x. sin..!.. ~ 0 fUr x ~ 0 . Aber j' ist bei 0 nicht stetig. 
x-O x 

A6.3.19:(sinh x)' = ..!..(eX +e-X ) = cosh x . 
2 

A6.3.20: Analog zu 6.3.12 vorgehen und cosh2 x = 1 + sinh2 x aus 2.3 verwenden. 

A6.4.4: Gabe es zwei Punkte u, v E (e, d) mit u < v, aber feu) > f(v), so wilrde auch ein 

~ E (e, d) mit f'(~) = f(v) - feu) < 0 existieren. Widerspruch zu f'"? O. Also folgt 
v-u 

aus u < v stets feu) ~ f(v). Analog fUr strenge Monotonie. 

A6.4.5: In der Tat ist pea) = f(a)(g(b) - g(a» - g(a)(f(b) - f(a» = 

g(b)- g(a) 

= f(a)g(b)- g(a)f(b) = pCb). Nach dem Mittelwertsatz fUr p existiert ein ~ E(a, b) 
g(b)-g(a) 

mit 0 = p'(~ = f'(~ - feb) - f(a) g'(~. Umstellen nach f'(~ / g'(~) liefert die 
g(b)- g(a) 

Behauptung. 

A6.4.6: Es ist f(x) = f(x)- f(xo) = f'(~) fUr ein geeignetes ~ zwischen x und xo. 
g(x) g(x)- g(xo) g'(~) 

Mit x ~ Xo gilt auch ~ ~ Xo . Hieraus folgt die Behauptung. 

A6.4.8: a) 0, b) -112, c) 0 (Regel2mal anwenden), d) 0 (Verwenden Sie x 10 x = lox !). 
IIx 

A6.5.5:f'(x) = 6x2 - 12x - 18 hat Nullstellen bei Xl = -1 und bei x2 = 3. Die Mono­
tonieintervalle vonfsind daher (-00, -1), (-1, 3), (3, (0). 

A6.5.6: f'(x) = 6x2 - 6x - 12 hat Nullstellen bei Xl = -1 und bei x2 = 2. Beim Durch­

gang durch die Nullstellen wechseltj' das Vorzeichen, nach 6.5.4 hatfdaher bei Xl ein 

lokales Maximum, bei x2 ein lokales Minimum. 

A6.5.8: Ungerade Funktion, einzige Nullstelle bei Xo = 0, lokales Minimum bei Xl = -1, 

lokales Maximum bei x2 = 1, lim f(x) = O. 
x-+±oo 
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A6.5.13:f' hat Nullstellen bei xl = -2 und x2 = 1. Wegenf"(-2) = -18 liegt bei xl ein 

lokales Maximum, wegenf"(I) = + 18 liegt bei x2 ein lokales Minimum. 

A6.5.14: Es istf"(x)= 12x2 + 12> 0 auf R, nach 6.5.11 istfkonvex auf R. 

A6.5.15: Es istf"(x) = -sinx> 0 rur X E(1l'+2/m,2n +2/m) mit k E Z. 

A6.5.16: Gerade Funktion, keine Nullstellen, Maximum bei Xo = 0, lim f(x) = O. 
x~±oo 

Wendepunkte liegen bei den Nullstellen von f", also xl,2 = ± 1. Die Funktion fist auf 

(-00, -I] und auf [I, (0) konvex, sie ist auf [-I, I] konkav. 

A6.5.17: (sin x )(2n) = (_I)n sin x, (sin x )(2n+l) = (_l)n cos x. 

A6.5.18: Beweis durch vollstiindige Induktion. 

A6.6.3: Auf[-O.5, 0.5] ist IR5(0, x)1 :$ 1.7· 0.S5 / S! < 10-3 . Also ist 

234 
eX = I + x + ~ + ~ + ~ ± 10-3 . Mit dieser Formel die Wertetabelle berechnen! 

2 3! 4! 

x 2 x 2 x 
A6.6.4: Die fehlenden Polynome sind I + x + -, x - -, I + -. 

2 2 2 

A6.6.7: Siehe Figur A.6.6.7 ! 

A6.6.8: FUr n -+ 00 gelten: 

I 'Ii I n+l Zub) Rn+I(O,x'l:$--lxl -+0, 
(n+ I)! 

q 
zu c) IRn+1 (O,x)1 = _e_lxln+1 -+ O. 

(n+ I)! 
Fig. A.6.6.7: Taylorpolynom fUr sin(x) 

1 0000 

A6.6.10: Es gilt (arctan x)' = --2 = :L(-x2l = :L(-llx2k nach 4.1.3. Somit ist 
I +x k=O . k=O 

00 (_l)k 
arctan x = :L-- x2k+1 + Cwegen 6.4.3. Mitx = 0 folgt C= O. 

k=o2k+ I 

A6.7.3:a) L1(u±v) =Iu(x) ±v(x) -(u(xo) ±v(xo))I:$Iu(x) - u(XQ)I+lv(x) -v(xo)l= Llu+ L1v, 

b) Analog mit dem Trick aus AS.S.8 oder aus 6.2.lc). 

A6.7.5: Mit 6.7.2 ist L1f::>:l _1_. L1x = ~ < 0.1. 
IXol 20 
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A6.7.6: a) Mit 6.7.2 iStL1(;) =1- vI2 1L1V. b) Mit 6.7.2 ist LI(~) =1 U'vv~UV' ILiX 

~ ~lu'I·Llx + 1~llv'ILIx = ~Llu + I~I Llv . Division durch I u/vl ergibt die Behauptung. 
Ivl v Ivl v 

A6.7.7: LI V = 41tr6 . Llr = 5cm3 , also V = (33 ± 5) cm3. 

n-I n-I 
A7.2.6: Mit h = bin und xk = k· h folgt mit 1.1.7 ~(f,Zn) = Lehk.h = h L(eh)k = 

k=O k=O 

enh -1 h -
= h·-h- = -h-·(eb -1) ~ 1.(eb -1) fUr h ~ O. Entsprechend fUr S(f,Zn). 

e -1 e-l 

n-I 

A7.2.7: S(f,Zn) = Lxii ·(Xk+1 - Xk), dafmonoton flillt. Somit ist 
k=O 

n-I 
S(f,Zn) = L rkln . bk1n (bl!n -1) = n(~ -1) ~ In b. Entsprechend fUr S({' Zn) . 

k=O 

Die Formel n(~ -1) ~ In b wird ilbrigens wie folgt bewiesen: Filr aile x E R gilt 

(1 + ~) n ~ eX. Durch Umstellen folgt x ~ n( ~ -1) ,also x ~ Ii:; n( ~ -1) fUr 

aile x E R, also auch fUr -x. Somit ist auch -x ~ lim n( "~ -1] = lim n( 1-~) 
n ~ex n 

= -lim n( ~ -1). Das zeigtlim n( ~ -1) ~ x ~ limn( ~ -1), also 
n n n 

x = I~ n( ~ -1) fUr aile x E R. Mit x = In b folgt In b = Ii~ n( ~ -I) . 

A7.3.2: Es git S(D) = 0 "# 1 = S(D). 

. . - K-I 1 1 
A7.3.3: Mit f(x) = 11 x und Z = (1, 2, ... , K) gIlt S(f,Z) = L - = 1+~(f,Z)--. 

n=1 n K 

K-I 1 K 1 _ K 1 - 1 
Also ist L -- f- dx = S(f,Z)- f- dx ~ I S(f,Z)-~(f,Z) 1= 1-- ~ 1. 

n=1 n I x I x K 
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A 7.3.4, Es sei Z wie bes<:hrieben. Dann ist ±(} I( x)d< - R. (f)) < S(/, Z) - ~(f, Z) ~ 
n _ n (b-a)2 

= LlfUi)- fUi )1·h;S; L L ·h·h = L ·n·h·h = L-=------~ 
i=1 - i=1 n 

A7.4.2: a) 2, b) e - 112. 

b 

A7.4.3: c) If(x)dx ~ §.(f,Z)~O fUr jede Zerlegung Zwegenf ~ O. d) Ausf;S; g folgt 
a 

g - f~ O. Nach a) und c) ist dann Ig - If = I(g- f) ~ O. e) Folgt aus d) durch Inte­

gration der Gleichung Kl ;S;f;S; K2. 

A7.4.4: Es sei I ein Teilintervall von [a, b]. FOr x, x' E I gilt wegen 1.5.2c) dann 

Ilf(x)I-lf(x')II;S;lf(x)-f(x')I;S;fU)-[U). Hieraus folgt nun IfIU)-lfIU);S; 
- -

;S; fU) - fU)· Das zeigt S(Jfl,Z) - §'(Jfl, Z);s; S(f,Z) - §.(f,Z). Also ist nach 7.2.3 

mitfauch If I integrierbar. Aus ±f(x);s; If(x)1 folgt ± If;s; Ilfl, also gilt I Ifl;S; Ilfi. 

A7.4.S: Warefnieht identisch Null, so glibe es einxo E[a, b]mita =If(xo)l> O. Wegen 

der Stetigkeit vonfexistiert ein 8mit If(x) - f(xo)1 < al2 fUr aile XE[XO-b, xo+b]. Also 

ist If (x)1 ~ al2 fUr diese x. Vlir setzen g(x) = al2 fUr XE[XO-b, xo+b] und g(x) = 0 sonst. 

b b 

Dann ist If I ~ g und Ilfl~ Ig = 28· a / 2 = 8· a> 0 . Widerspruch. 
a a 

A7.4.6: Wegen If(x) I = I D(x) - 0.51 = 0.5 fUr aIle XE[O, 1] ist If I konstant und dam it 
integrierbar. Ware aber f integrierbar, so auch D = f + 0.5. Das widerspricht 7.3.2. 

A 7.4.10: fist beschrankt, sei etwa I f I ;S; K. Dann gilt fUr aIle x, x' E I mit x ;S; x': 
X' x' 

Id>{x')- d>{x)1 = If(t)dt;S; Ilf(t)ldt;S; K·lx' - xl. Also ist l/J sogar Lipschitz-stetig. 
x x 

b ebb a 

A7.4.11: O.B.d.A. sei a < c < b. Wegen 7.4.8 gilt dann If = If + If. Mit If = - If 

folgt hieraus durch Umstellen die Behauptung. 

A7.S.4: a) 7/3, b) 14/3, c) 0, d) In 2. 

a a cab 

~ h 2 w 
A7.6.3:a) -+--x+C,b)2eX-x+C, c) -2cosxlo =+4. 

32· 
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A7.6.4: a) cos x + x sin x + C, b) eX (x - 1) + C. c) Zweimalige Anwendung der Regel 

ergibt eX (xl - 2x + 2) + C, d) x In x - x + C, e) Sei 1 = Jcosx.cosxdx. Dann ist 

1 = cos x . sin x + J sin x·sin x dx = cos x . sin x + JO- cos2 x) dx = cosx· sin x + J 1- 1, 

also 21 = cos X· sin x + f I, und schlieBlich 1 = t cos X· sin x + t + C. 

A7.6.6: a)-.!.cos(2x+1)+C, b).!.(2x-1)3/2 +C, c)_.!.cosx2 +C, 
232 

d) .!.In(x2 + I) + C, e) .!.(In x)2 + C, t) esin x + C. 
2 2 

1 nn nn 
A7.6.7: JJI-z 2dz= f JI-sin2 tcostdt= fcos2 tdt=%, letzteresmitA7.6.4e). 

-1 -n/2 -n/2 

lx-II 1 2 
A7.7.1: a) Inlx -II-2Inlx + 21+C = In 2 + C, b) arctan(x -1)+ - In(x - 2x + 2) 

(x+2) 2 

+21nlx+II+C. 

A7.7.3: Es sei D = a2 - b die Diskriminante von g(x) = x2 +2ax + b. Fall 1: D> O. Dann 

hat g zwei verschiedene reelle Nullstellen xl' x2. Also ist j(x) = _A_ + _B_ mit 
x:-xi x -x2 

A = _1_, B= _1_. Foiglich ist ff(x)dx = Alnlx-xd+Blnlx-x21+C. 
xl -x2 x2 -xl 

Fall 2: D = O. Doppellosung. f(x) = I 2. Foiglich ist ff(x)dx = __ 1_ + C. 
~_~) x-~ 

Fall 3: D < O. g ohne reelle Nullstellen. Mit r = JIi5i ist g( x) = (x + a)2 + r2 , also ist 

f( ) 1 lID· S b·· x + a dx dz ·b x = 2 2 = 2 . 2 . Ie u stttutton z = --, = r ,ergI t 
(x + a) + r r ( x;a ) + 1 r 

f r f 1 1 1 x+a f(x)dx = 2 -2- dz = - arctan z = - arctan --+ C. 
r z +1 r r r 

A7.8.4: a) 00, b) ....LI , c) 00, d)-I. p-

A 7 .8.5: Der Integrand ist bei 1 nicht definiert. 

A7.8.6: Wegen 7.8.4b) und 4.1.8 konvergiert die Reihe genau fUr p > 1. 

A7.8.7: a) Substitution z = 1nx, dz = dx ,ergibt j_l_ dx = j.!. dz = 00. Also di-
x 2 x 1n x In 2 z 
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00 00 

vergiert die Reihe. b) Gleiche Substitution wie in a) ergibt f 1 2 dx = J ~ dz 
2 x(ln x) In 2 z 

= _1_ < 00 , also Konvergenz der Reihe. 
1n2 

A7.8.8: b) Der Integrandf(x)=xs-Ie-Xist monoton fallend fur s > 0 und x > s - I 

wegen f' (x) = (s - I - x )x s-2 e -x < O. Daher ist Cauchys Test, diesmal umgekehrt, 
s-I 

zum Nachweis der Konvergenz des Integrals anwendbar. Die Reihe Lf(n) = L ~ 
n~s n~s e 

konvergiert nach dem Wurzelkriterium, denn es gilt ~ ns
-

I ~.!. < I. Also ist 
en e 

00 I I I 00 

ff(x)dx < 00. Weil aber auch ff(x)dx ~ fxs-Idx = - < 00 ist, gilt ff(x)dx < 00. 

s 0 0 s 0 

00 00 00 

c)r(s+l)= fxSe-xdx=_xse-xloo +sfxs-Ie-Xdx= O+sr(s) und ro) = fe-xdx=l. 
o 0 0 0 

Hieraus folgt r(n+ I) = n! mittels vollst1tndiger Induktion. 

A7.9.6: Mit f(x) = b~l- (;t und g(x) = -f(x) ist A = M{, also (mit 7.6.7) 

,u(A) = 1(f(X)- g(x»dx = 2·1f(x)dx = 2b IJI-(~r dx = 2ba SJ17dt = ab1t. 
-a -a -a -I 

A7.9.7: Schnittpunkte der Kurveny = x2 undy = x aus x = x2 berechnen: xI = 0, x2 = I. 

I 

Also ist ,u(A) = fx-x 2dx =.!.. 
o 6 

A8.I.3: a) 5 - i, b) 2i, c) 2, d) a2 + b2. 

A8 I S· ) 7 I· b) I I· ) I I· • . . a "2 + "2 I, "2 + "2 I, C - "4 + "4 I. 

A8.1.8:a) a + bi = a - bi = a + bi, b)(a+bi)+(c +di) = a+c +(b+ d)i = a + c -(b+ d)i 
-- ---

= (a - bi)+(c - di) = a + bi +c + di, c) (a + biXc + di) = (ac - bd)+ (ad + bc)i = 

=(ac-bd)-(ad+bc)i=(a-bi)(c-di)=a+bi·c+di. d) la+bil2 =a2 +b2 = 

= (a+bi)(a-bi) = (a+bi) (a + bi). 
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AS.2.3: a) Z = J8(cost + isin t), b) Z = 1( cos i + isin i), c) Z = l(cos1 n + isin1n), 

d) Z = 2( cos ~ + i sin ~ ) . 

A8.2.4: a) Z = fi + fi i, b) Z = -2i, c) Z = cos 1 + i sin 1 "'" 0.54 + 0.84i. 
2 2 

AS.2.5: Es sei Z = r( cos tp + i sin tp). Wegen i = (cos i + i sin i) ergeben die Moivre­

schen Formeln i· Z = r( cos( tp + ~) + i sin( tp + ~)). Das ist eine Drehung des Pfeiles 0; 
urn n12. 

A8.2.6: 1st tp ein rationales Vielfaches von 2n, so bilden die Potenzen z" ein regelm!iBi­

ges Vieleck auf dem Kreis. 1st !L irrational, so liegt die Menge {z" : n E N} der Poten-
2n 

zen "dicht", aber nicht luckenlos auf der Kreislinie. 

A8.2.7: z2 = 1: Losungen sind zl,2 = ±l. z3 = 1: Losungen sind zl = 1, z2 = cos 1200 + 

+i sin 1200 , z3 = cos 2400 + i sin 2400 (gleichseitiges Dreieck). z4 = 1: Losungen sind 

zl,2 = ±1, z3,4 = ± i (auf der Spitze stehendes Quadrat). z5 = 1: Losungen sind 

Zl = 1, z2 = cos 72 0 + i sin 72 0 usw. (regelm!iBigen Ftinfeck). 

A8.2.8: (costp+ isintp)n = cos ntp + isinntp = i <=>cosntp = 0 und sinntp = 1 <=> nQ' = ~ +2kn. 

Die Losungen von Z n = i sind also Z k = cos tp k + i sin tp k mit tp k = I ~!k n fUr 

k= O, ... ,n-l. 

A8.3.7: a)zn ~ I + Oi, b)zn ~ 1 - i, c)zn ~ O. 

A8.3.8: Folgt aus 8.3.3 oder aus Ilzl-lznll ~ Iz - znl. 

A8.3.9: Man wiederhole 4.3.2 und 4.4.2. 

2 2 
A8.3.10: a) (z + h) - Z 

h 

Z2 + 2hz + h2 _ z2 
h =2z+h~2z fUrh~O.b)Analog. 

A8.3.n: Aus 1 z I> 1 folgt 1 zn 1=1 Z In ~ 00. 

A8.3.12: Der Beweis aus A5.4.3 kann auf den komplexen Fall ubertragen werden. 

A8.5.4: Aus 8.5.3 folgt e2.bti = cos 2kn + i sin 2k:rr. := 1 fUr alle k E Z. 

A8.5.5: -z in die Potenzreihendarstellung einsetzen! 
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AS.5.6: a) Aus 8.5.3 und 8.5.5 folgen die beiden Formeln e±iz = cos z ± i sin z. Die 

Behauptungen folgen durch Addition bzw. Subtraktion dieser Formeln. b) Folgt aus a) 
mitz = i. 

AS.5.S: Mit z = x + iy ergibt sich g(z) = 
= Re(z2) = Re(x2 + i2 y2 + 2xyi) = x 2 _ y2 , 

der Graph ist also eine Sattelfl!iche. 

Re(i) 

Fig. 8.5.8: Graph von Re(z2) 
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